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IDÉAUX DE FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES 1

par Jean-Claude TOUGERON

Introduction.

Ce travail est une contribution à la théorie locale des idéaux
de fonctions différentiables. Il s'inspire, d'une part, de la théorie des
singularités des applications différentiables, développée d'abord par
H. Whitney et R. Thom ; d'autre part, de résultats de L. Hôrmander,
S. Jtojasiewicz et B. Malgrange, concernant les idéaux analytiques
de l'anneau & des germes de fonctions numériques et C°° au voisinage
de l'origine de R".

^M
Si ^ = (<^i , . . . , <^p) e &P, on pose ô^ (^) = J . Tout élé-

ment de CD = RI^I I^KO opère sur â^ et ^ définit un homo-
i e ( i , p ]

morphisme noté ^p* de l'anneau des opérateurs différentiels (Dp ^
dans à. Soit n un idéal fixé de û) : le but de cette thèse est l'étude
de l'idéal <^* II engendré par ^* (II) dans S. Nous démontrons, en
suivant une idée de R. Thom, qu' "en général^ l'idéal ^* II possède
d'aussi bonnes propriétés qu'un idéal analytique.

Donnons d'abord un sens précis à l'expression "en général".
Si ^ = R [[xi , . . . , x^ ]] est l'anneau des séries formelles à n variables
à coefficients réels, on désigne par ri l'idéal maximal de ^ et par T la
projection canonique de ê^ sur ^ïp. En considérant ^ip comme limite
projective de ses quotients par les ^+1. ^ip, on définit la notion de
pro variété algébrique dans ^p. Nous dirons qu'une propriété (P) des
éléments de ^ est "générale" s'il existe une provariété algébrique
V C gï^ de codimension infinie telle que (P) soit vérifiée par tout
^pG T~1 (S^ — V). (Cette notion ne doit pas être confondue avec
celle de "propriété générique" au sens où l'entend R. Thom : le
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fait, par exemple, pour une fonction d'être "de Morse" est "générique"
mais c'est une propriété bien trop restrictive pour être "générale"),

Le chapitre 0 est consacré à des préliminaires. Dans le chapitre 1,
nous précisons d'abord la notion d'idéal (ou d'ensemble) stratifiable.
Notre définition, très algébrique, diffère de celles de H. Whitney [13]
et R. Thom [11]. Le but du chapitre 1 est la démonstration du théo-
rème de quasi-transversalité qui est une variante algébrique et locale
du théorème de transversalité de R. Thom [10]. Si II est un idéal
fixé de (S)p ̂ , il en résulte qu'en général l'idéal (^?* II est stratifîable.

La première partie du chapitre 2 traite de la stabilité locale des
idéaux de fonctions différentiables et s'appuie essentiellement sur une
généralisation du théorème des fonctions implicites (§ 1). Le théo-
rème 1 (§ 2) joint au théorème de préparation différentiable, permet
de construire, sous des hypothèses convenables, des bases adaptées
(y\ > • • • ? Yn ) ^2ins lesquelles <p* n est engendré par des polynômes en
Yr+i ? • • • ->Yn ^ coefficients germes indéfiniment dérivables des autres
variables (§ 3). On étend ainsi dans plusieurs directions des résultats de
N. Levinson [4]. Le théorème 1 fournit aussi de nombreux exemples
d'idéaux rigides (§4) : un idéal II de (Dp ^ est rigide si en général
l'idéal ^* n est stable, Le. s'il existe un entier r tel que, pour tout
^ r-plat à l'origine, on ait un difféomorphisme local et C°° qui trans-
forme ^* II en (^ 4- ^)* II. Si n = 3, il existe dans ÛD^ Q des idéaux
non rigides. Ces résultats sont à rapprocher des théorèmes de stabilité
topologique de R. Thom [11]. Enfin, les résultats des paragraphes 1
et 2 s'étendent, moyennant quelques légères modifications, au cas
C^ ; dans le paragraphe 5, nous donnons un exemple.

La seconde partie (§ 6 et 7) du chapitre 2 étudie la stabilité
locale des modules différentiables et emprunte des techniques de
démonstration à J. Mather [8]. Après quelques préliminaires algébriques
(§ 6), nous caractérisons à l'aide de conditions simples de quasi-
transversalité, les modules déterminants sur S (théorème 2, § 7).

Un appendice est consacré aux fonctions différentiables et en-
sembles analytiques. Les résultats sont (ou s'inspirent) de B. Malgrange
[7]. Dans un article ultérieur, nous démontrerons que tout idéal stra-
tifîable de 8 est de -Lojasiewicz. Si OU est un module de type fini sur
Û)p ^ et si l'on désigne par & l'anneau S muni (par ^*) de sa struc-
ture de module sur OOno» on en déduira qu'en général OTc®® 8>
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est un "module de Fréchet" sur & et qu^en général les TORf^'^
(JTC , (b^) (j. > 0) sont concentrés à l'origine.

Je remercie messieurs G. Glaeser, B. Malgrange et R. Thom pour
les encouragements et les conseils qu'ils m'ont prodigués tout au long
de ce travail. En particulier, certaines démonstrations initiales ont été
simplifiées ou même totalement modifiées, grâce aux suggestions de
monsieur B. Malgrange. Qu'il veuille bien trouver ici l'expression de
ma profonde gratitude.
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CHAPITRE 0

On désigne par N l'ensemble des entiers positifs ; par N4' l'en-
semble des entiers strictement positifs. Si co = ( o ? ^ , . . . , o?^) G N" et
si x^ , . . . , x^ sont des indéterminées, on pose : | a ) | = = o ^ + . . . - j - c ^ ;

. • » 1 LJ aî! t*)»»cj! = cji ! ... ! ̂  ! , x ^ = x ^ l ...x^.

1. Sous-modules fermés de & (Sîf (Malgrange, [6]).

Si S2 est un ouvert de l'espace euclidien R", on note ê (î2) l'al-
gèbre sur R des fonctions numériques indéfiniment dérivables sur SI.
L'algèbre ê (Î2) est munie de sa structure habituelle d'espace de Fréchet
(i.e. topologie de la convergence uniforme des fonctions et de leurs
dérivées sur tout compact). Soit Si = R [ [ x ^ , . . . , xj] l'anneau des
séries formelles en n indéterminées à coefficients réels.

,M.^/,\ ^y Ô^'^Cû) Xe

Si a C Î2 et si ^ G ê(î2), on pose \ (<p) = L —. ^ .—,
û 0.0^ ^ ^ !

L'application T^ : & (Î2) ̂ v-> g» est un homomorphisme surjectif
d'algèbres unitaires et le noyau de T^ est l'idéal P^ (Î2) des fonctions
plates(1) en û (Le. nulles ainsi que toutes leurs dérivées au point a).

On désigne par ^ P^ (Î2) le sous-module de & (SîY forme des
r

éléments dont toutes les composantes appartiennent à P ,̂ (Î2). Si
<p = (^ , . . . , ̂ ) G ê(î2/, on pose : T^) = (T^(<^i) , . . . , T^)) G^.

Le théorème suivant, dû à Whitney, caractérise les sous-modules
fermés de ê(î2/ (ê(î2/ étant muni de la topologie produit) :

THEOREME 1. - Un sous-module ^L de â(S2/ est fermé si

et seulement si OU = H [J1I + ^ P^ (S2)].
a.en '̂ ~

(1) L'adjectif ^plat" aura deux sens différents (celui-ci et celui du § 3, 2). Le
contexte permettra toujours de les distinguer.
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Le module 3TI + ^ P^(Î2) est le module ponctuel de J1Z au
r

point a_ : un module UTi est donc fermé si et seulement si 3TI est
l'intersection de ses modules ponctuels.

Si </? est un polynôme, l'idéal ^ . & (Î2) est fermé (Hôrmander,
[2]) ; plus généralement, si ^ est analytique sur ft, l'idéal ^ . 8> (S2)
est fermé (feojasiewicz, [5]). Ces résultats ont été généralisés par
Malgrange :

THEOREME 2. - Si Wi est un sous-module de 8> (Î2/ engendré
sur 8> (S2) par des fonctions analytiques sur SI et à valeurs dans R^,
alors 3U est fermé. Les chapitres 2 et 3 fourniront de nombreux
exemples d'idéaux fermés de type fini. L'exemple suivant montre
que la situation, pour les fonctions non analytiques, est compliquée.

Dans ê (R2), la fonction /+ = y2 + e'1^2 n'engendre pas un
idéal fermé. En effet, V û G R 2 , Tg (e~ l / x 2) e T^ (/+. ê(R2)), mais
e~lfx2^f+.&(R2). Par contre, la fonction /-= y2- e-11^ est le
produit des deux fonctions f^ = y — e'112^ et f^ = y +^~1 /2• ) C 2 ,
qui peuvent être rendues linéaires par changement de coordonnées.
D'après le théorème 2, les idéaux /i .â(î2), f^ . â(î2) sont fermés :
il en sera de même de .T" . S (î2).

2. Le théorème de préparation différentiable de Malgrange
(Malgrange, [6]).

Soient ê^ l'anneau des germes de fonctions numériques indé-
finiment dérivables au voisinage de l'origine de R" ; ̂  = R [ [ x ^ , . . . , x^ ]],
l'anneau des séries formelles à n variables à coefficients réels ; 7^ la
projection 8>n ——^ ^n (lul a tout ê^rne associe sa série formelle à
l'origine ; m^ l'idéal maximal de &„ ; n^ celui de ^. Lorsqu'aucune
confusion n'est possible, nous poserons ê^ = & ; S^ = gï ; m^ = m etc.

Soit ^ une application de classe C°° de R" dans Rp telle que
^(0) = 0. L'application ^ définit un homomorphisme ^* de 8> dans
&„ par Ta formule : V 7^ êp, s?* (7) = 7 o ̂ . Si / = T^^, / définit
pareillement un homomorphisme f^ de ^ dans ^ par la formule :
V^ e ̂ p ,^f* (^) = g o^, et le diagramme : êp ^ > ê^Tp! i7"^ ^ y

^—^^
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est commutatif. Tout module sur êy, (resp. §?„) est ainsi muni canoni-
quement d'une structure de module sur ê (resp. §-).

THEOREME 3. - Soit OE un module de type fini sur 8>^.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) JR est un module de type fini sur ê

2) OU = !?îl ®^ ^ est un module de type fini sur ^ .

3) ^t/rrip . J1I est un espace vectoriel de dimension finie sur
&p/ZZÎp ^ R-

4) OTI/^p . Oïl est un espace vectoriel de dimension finie sur
^pinp - R.

En outre, des éléments M I , . . . , ^ G OTC engendrent Oîl ^r ê '̂ er
seulement si leurs classes (modulo. mp . ̂ i) u^ , . . . , u^ engendrent sur
R l'espace vectoriel Jîl /m . OTI.

La forme donnée ici, un peu plus générale que la forme habi-
tuelle, est due à J. Mather [8].

3. Préliminaires algébriques.

1. Hauteur et cohauteur d'un idéal.

Pour les détails, nous renvoyons à Serre [9].
Soit A un anneau commutatif et unitaire. On appelle chaîne

d'idéaux premiers dans A toute suite finie, strictement croissante :
^C ^ C . . . C ^, d'idéaux premiers de A. L'entier r s'appelle la
longueur de la chaîne. On appelle dimension de A, et l'on note
dim A, la borne supérieure (finie ou infinie) des longueurs de chaînes
d'idéaux premiers de A. Si P est un idéal premier de A, on appelle
hauteur de ^ , la dimension du localise A p . La hauteur d'un idéal
3 quelconque sera la borne inférieure des hauteurs des idéaux premiers
qui le contiennent. La cohauteur de 3 sera la dimension de A/^.
Si 3 = A, on pose coht (3) = — 1 ; ht (3) = dim A + 1.

Soit_fc un corps commutatif. Posons x = (x^ ,...,x^). Si A =k [[x]]
ou k [x] ; si 3 et 3' sont deux idéaux de A :
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a) dim A = n et ht(^) 4- coht(5) = n

b) ht(5 + 31) < ht(<?) + ht(^)

Posons y = (j/i ,...,>p). Nous démontrons la :

PROPOSITION 1. - Soit $ ̂  homomorphisme de k-aîgèbres
de k[[y\\ dans k[[x]] et soit 3 un idéal propre de k[[y\\. Alors :
hta0).fe[[x]])<ht(5).

Soit i rhomomorphisme de Att^,^]] sur k[[x\\ défini par
les formules : j(.x,) = x, ; î(j,)=$(^y). Soit j_ l'injection canonique
de k [[y\\ dans k [[x , y]}. On a $ = f o L Posons : ̂  = Ç (^). fe [[x]] ;
5" = ^ . k [[x , y } ] . Visiblement : f1 ( / J f ) D ker $ + ̂ /. Inversement,

^ ^ <7
si ^(x^er1^), S((p)= ^ ^(^).S(^(^)),oùles^E^. Donc

i^iA / ^ \
U^" V ^^) = 0 , et ^eker ^-\-S19 : ainsi, $ induit un isomor-

v i^l

phisme de fc[[x,>;]]/5T" + ker $ sur _fc[[x]]/5'. Or, ht(ker j) = p ;
ht(5") = ht(^) ; donc, d'après a) et b) : ht(^' + ker i) < p + ht(3) ;
cohty+kerS) = dimk^x]]/^ > n + p - p - ht(!J)= n- ht(^);
d'où finalement : ht (3') <ht(^), c.q.f.d.

Soit 3 un idéal de ê. On pose h (3) = ht(T^) ; rf (^) = coht (T<?).
En général, h(H) i=- ht(5) et d(5) ̂  coht(^). Par exemple, d(0) = dim Si= n
et coht(O) = dim 8 = 4- oo. Voici un corollaire immédiat du théo-
rème 3.

PROPOSITION 2. - Soit 3 un idéal de % tel que d(3) = r >0.
Alors il existe n formes linéaires indépendantes ^ ^ , . . . , ^ , telles
que, si &y est Vanneau des germes de fonctions indéfiniment déri-
vables en y^ ,...,^, l'anneau &/3 soit un module de type fini sur
ê>^ engendré sur &y par un nombre fini de monômes y^^1 ...y^
(les cj, sont des entiers positifs).

En effet, par le théorème de normalisation (Serre [9]), il existe
des formes linéaires indépendantes y^ ,...,^, telles que ^/T5 soit
un module de type fini sur ^ = R [[y^ , . . . , ̂  ]]. Par le théorème 3,
&/3 est un module de type fini sur &^ Si niy est l'idéal maximal de
&y, &IQ + niy. à est un espace vectoriel de dimension finie sur R,
engendré par un nombre fini de monômes J^.^1... y^. D'après
le théorème 3, ces monômes engendrent &/3 sur &y.
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DEFINITIONS. - Soit 3 un idéal propre de &. Nous dirons
que 3 est un idéal de définition (resp. un idéal elliptique) si 3 contient
une puissance de m (resp. si SI est de type fini et 3 3 w°° = H m'1).

r=o ~
Les conditions suivantes sont équivalentes : a) 3 est un idéal de

définition de ê ; b) & / 3 est un espace vectoriel de dimension finie
sur R ; c) d(<?) = 0.

Désignons par S^j Panneau des germes de fonctions numériques
^i-fois continûment dérivables au voisinage de l'origine de R", et par
w^j l'idéal maximal de & r ^ ] . On vérifie facilement que l'idéale est
elliptique si et seulement si, V fi € N, 3 . âr^ contient une puissance
de m^.

2. Modules plats. (Malgrange [6] ou Bourbaki [ 1 ] ) .

Soit 011 un module sur A. Soient u i , . . . , u^ G A. Le module
ûî,^ des relations dans 3TI entre u^ , . . . , u^ est le sous-module de

WC5 formé des 5-uples (m^ , . . . ,m,) tels que Y u^ m^ =0 . Le mo-
1=1

dule OU est plat si l'une des conditions suivantes (équivalentes) est
satisfaite :

a) Pour toute suite exacte 0 ——> P' ——> P ——> P" ——> 0
de modules sur A, la suite 0 —> P' ®^ OTc —> P (g^ 31Z —> P"
®A ̂  —^ 0 est exacte.

b) Quel que soit sG.^ et quels que soient î / i , . . . , ^ E A ,
le module des relations entre les u^ à coefficients dans OTc est engendré
sur JR par le module des relations entre les u^ à coefficients dans A.

c) Pour tout idéal 3 de type fini de A, l'homomorphisme cano-
nique 3 ®^ JÎZ ——> Jll est injectif.

d) Quel que soit le module % sur A, TOR^(%,JTc) = 0 dès
que p > 0. On vérifie facilement que ^ = R[[x^ , . . . ,x^]] est un
module plat sur l'anneau QL = Rffjc^ , . . . , x^} des séries conver-
gentes en Xi , . . . , x^ à coefficients réels. On déduit de là, du théo-
rème 2 et du théorème de cohérence d'Oka, le :

THEOREME 4. - L'anneau & est un module plat sur QL.
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3. Le lemme de Nakayama.

Nous Futiliserons souvent dans le chapitre 2 :

LEMME. — Soit A un anneau local (commutatif et unitaire)
d'idéal maximal m et soit OTI un module de type fini sur A. Si
^ est un sous-module de OU tel que 3TI = Oïl' + m. JH, alors
Oîl= JtV.



CHAPITRE 1

LE THEOREME DE QUASI-TRANSVERSALITE

1. Notations et définitions.

1. Soient k un corps commutatif ; ^ = k [[x^ , . . . , x^}} l'anneau
des séries formelles à n indéterminées, à coefficients dans k ; n
l'idéal maximal de ^. Si p et q sont des entiers (p > 1 , q > 0),
on pose ^ = & ^ p / n ( ï + l . ̂ p : ^ est un espace vectoriel sur fc de
dimension p . ("^). Un élément de ^p sera noté /=( / i ,...,/?)
où ^ = ^ û^x^. Nous désignerons par (/) l'idéal engendré par les

weN"
ff dans ^ et par 9e(/) l'idéal engendré dans ^ par tous les jacobiens

D ( / l ?"> ? / p ) (0 < i, < ... < i, < n). Si p > n, W) = 0.
U [^X^ , . . . , X^ )

Soit y1^ la forme linéaire sur ^ p définie par < y1^, / > = co ! a^,
V/G^P. L'algèbre (D des polynômes sur ^p s'identifie à

^ ^n •

» € ( 1 , P 1

L'algèbre CDp ^ des polynômes sur ̂  s'identifie à

^^] M^q •
< e [ l , p ]

Tout élément/ = (/^,. . ., f ) G^ définit un homomorphisme
de ^-algèbres (noté /*) de (Dp dans ^ï, par la substitution :

3^1 f,y 1 -w^-> a^ f = —^-
'" ^ O I J - Q^'

Soit II un idéal de (Dp q : on notera simplement/* n l'idéal engendré
par /* (II) dans Si.
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Soit TT^ la projection canonique : ^p ——> ̂  ; si (7' > <7, notons
TT^, la projection canonique : ^^v->§^. Donnons-nous dans
chaque ̂  une variété algébrique (au sens ensembliste) V^, de telle
sorte que TT^ ̂ i (V^) C V^, V ̂ N. Posons V = lim V^. La suite
û^ = co-dim p V^ est croissante. Nous dirons que V est une prova-

q

riété algébrique de codimension égale à lim ûL. Nous réservons leq-^oo ^
terme de variété à toute provariété de codimension finie.

La provariété V est de codimension infinie, si et seulement si
la condition suivante est satisfaire : V q € N et V f(q) E V , il existe
un entier q > q eif(q) G TT^, (f(q)) tels que V~n 7Ç1 (/(^)) = 0

Si 1 est un idéal de ^ï, désignons par J^ (I) l'idéal engendré dans

^ par 1 et tous les jacobiens — l ' ' " f g k ) ^ on g^ ^ ̂  ç j
D(x^ , . . . ,x^)

et 0 < ^ < ... < ^ < n. Si fc > TÎ, 1 = J^ (I). Soit c^ rensemble
des multi-indices c^EN'2 tels que |a;| <ç et ordonnons totalement
une fois pour toutes l'ensemble ^ x [1 ,p]. Si n est un idéal de
0>p ̂ , soit J^ (H) l'idéal engendré dans (Dp q par n et tous lesjaco-

^D^^'''^^^^1-'-^^"^01^1^''-0^^1 '•"^o»^7

est une suite strictement croissante d'éléments de a? x [1 ,p] .

Si i G [1 , n}, posons [i] = (c^ , . . . , c^) avec o;, = 1 et c .̂ = 0,
si / ^ L Si Pi , . . . , P^ € 3>p ^ , on vérifie la formule :

D(/*(P,) , . . . , /*(P^))
D(^,.. . ,^)

'1 ' ' 'A-

> ^ D(P.....,P,) ^ ^

(̂  /,)<...< (^,4) D(^,...,^) ^ "/1+^

e^gX (! ,?]

- ^/Dll î(Pl>•__^)\ , D*(PI, . . . ,P^)

--^DOc,....^))- ou ^———^-)e^.-
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D*(P P )
Soit Jî (H) l'idéal engendré dans (ÎL .+, par n et les — — l ? < > t > k

pfq D(x,^...,^)
où Pi , . . . , Pfc E n et 0 < î\ < ... < ^ < n. Visiblement,

J,*(n)CJ,(II).®^,,

et, V/E^ : ̂  (/* n) =/* ĵ * (n).

Dans la suite de ce chapitre et les chapitres suivants, nous sup-
poserons toujours jk = R, sauf aux paragraphes 2, 3, 4 de ce cha-
pitre, où nous ferons éventuellement k_= C.

2. Tout élément ^ = (^ , . . . , ̂ E^ définit un homomor-
phisme de R-algèbres (noté simplement ^*) de (B dans ê, par

-Ju| ~

la substitution y^^-^ô^^——^p . Soit n un idéal de (Bp ̂  :
0 X

on notera <^* II Fidéal engendré par y?* (II) dans &.
Si 3 est un idéal de 8, on désigne par J^(5) l'idéal engendré

D (^ ^ )
dans à par ^ et tous les jacobiens ——1 ? —k- où ̂  , . . . , ̂  € 31

D(^,. . . ,x^)
et _[ = O ' i , . . . , ^) G [ 1 , nf . Si ^ = (<^ , . . . , ^p) E g^, on désigne par
(^) l'idéal engendré par ^ , . . . , (/? dans & ; par ^ (^) l'idéal engen-
dré dans à par tous les jacobiens

D(^i,—^)
D(^, . . . ,x^)

OÙ _ [ = 0 \ , . . . , ^ ) E [ 1 , A î f .

Enfin, si II est un idéal de Q) , on vérifie la formule :

^(^*n)=^^(n)

3. Strates et idéaux strati fiables.

Soit A un anneau qui sera soit ^, soit 8, soit (D . Soit 3
un idéal de A : on désigne par 3 la racine de ^ (i.e. l'idéal des élé-
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ments de A dont une puissance appartient à 3 ou encore l'intersec-
tion des idéaux premiers qui contiennent 5). Désignons par o^(3),
l'idéal de A : ^ [($) : J], où ^ g est l'ensemble des fc-uples

$eEJ k
k

$ = (^ , . . . , $^), où $^ , . . . , <i>^ G ^ et ($) est l'idéal engendré par
les ^i dans A.

DEFINITION. - Une k-strate de A est un couple ( 3 , 3 ' ) de
deux idéaux de type fini de A, tels que

3 03'Oa^(3)^^(3)

(^(3) =o^(3) et ^(3)=1Çw.)

Pour éclairer la définition précédente, supposons un instant que
A = (Dp ^ (avec k = C). Désignons par V (3) la variété des zéros de
l'idéal 3. Si ae.V(3) - V(J^ (3)), V(3) est au voisinage du point
q_, contenue dans une variété régulière de co-dimension k. Si

ae\(3)-V(o^(3))

il existe $ G ̂  3 et Ç G ($) : <? tels que Ç (a) =^ 0 .
AT

Donc au voisinage du pointa, l'idéal 3 admet un système de k géné-
rateurs et V(3) est une variété de co-dimension < k. Ainsi, si ( 3 , 3 ' )
est une fe-strate de A, on voit que V (3) - V(<?') (qui est contenue
dans V(<?) - V(a^ (^)) U V(J^ (^)) ) est une variété régulière de co-
dimension fc.

Soit SA l'ensemble des idéaux de type fini de A. Soit %^ l'en-
semble des parties Î2 de S^ qui vérifient les conditions suivantes :

1) Les idéaux (0) et A appartiennent à S2.

2) Si ^ r D ^ n . . . n ^ D ^ où ^ , . . . ,^eS2 et ^CS^, alors
5e î2.

3) Si (5, 3 ' ) est une strate de A, et si 31 G Î2, alors 5G S2. Vi-
siblement, S^ est stable pour l'intersection. Posons S^ = H t2..

n,e^ '
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S^ est le plus petit sous-ensemble de S^ vérifiant les conditions (1),
(2) et (3). Par définition, un élément de S^ sera un idéal stratifiable.

Une C.N.S. pour qu'un idéal 3^ (0) de A soit stratifiable, est
qu'il existe une suite HQ , . . . , 3y d'idéaux de type fini de A telle
que :

a) QIC 3^03 et ^= A.

b) Si i G [0 , s — 1 ], ou il existe j > i tel que le couple [<?,, 31.}
soit une strate de A, ou il existe des indices j\ > i , . . . , / , > i tels
que 3, D .̂ 0 . . . 0 < .̂ D ^..

La suite (^),e(o ^] es^ par définition, une stratification de
l'idéal J.

4. Exemples. Supposons A = û^ o^gî.

Soit I un idéal propre de A, de hauteur k > 0 et tel que A/I
soit sans niipotents. Soient ^ , . . . , ^y les idéaux premiers mini-
maux de hauteur k de I ; <? [ ,. . . , ^ les idéaux premiers minimaux
(s'il n'en existe pas, on fait s = 1 et <»/ = A) de hauteur > fc. Posons

r s
p == n 0, ; ^ ' = H ^ : alors I = ^ H ^ . Démontrons les inclu-

1=1 /= i
sions :

J ^ ( » ) n ^0^(1)0^ (1)

(en particulier, si ^ f = A, i.e. si l'idéal I est équidimensionnel, alors
3^ (I) C a^ (I)). En effet :

Ojç (I) C <* ' : sinon, il existerait

/ E [ l , ^ ] ; $=($ , , . . . , ^ )G^I
fc

et ?€(($) : g ) tels que S ^ ^ J .

Alors, dans A ,, les idéaux I, ^ f (<ï>) engendreraient le même idéal :
^
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1. A^p = ^ J . A ^ =($) .A^, . Donc l'idéal maximal de A^p serait

engendré par k éléments et dim Ap = ht ( ̂ ) < k. On aboutit à une
contradiction.

Jfc (^ ) n ^ ' c °k W : si^onî il existerait un idéal premier ^ff de A tel
que ^ 'D^(I) et ^Ï)J^)no\ Soit S G J^ (0 )0^ , Ç ̂  ̂ .

D((/?i,...,^)
Soit 96^ ( P) l'idéal engendré dans ̂  par tous lesjacobiens ————————

D(x^ ,.^,x^)

(ou-0^1-—^ siA=û&,Joù^, . . ,^€=, . L'idéal ^
^Ji'—^

contient 0 , car ^ D 0 H 0' et ^ ? 0'. Posons S = £1 + £2' où

^ G ^ et ^ E ^(<ï) : l'élément $2 n'appartient pas à ^ t f , car sinon
Ç appartiendrait à ^ ". Donc 9^(^)(? <> ". Visiblement,

I .A^= ^.A^^ ^.A^H.. .n^.A^.

Puisque 9^(^)<î l» ï /^ d'après le critère jacobien des points simples,
l'idéal 1. A^^ = ^ . A^« est un idéal premier régulier de hauteur fe,
engendré sur A^ par des éléments <î>^ ,. . . , ̂  € I. Donc, il existe
T? G A - ^ ff tel que î?. 1 C ($). Ainsi, T? G a^ (I) et i? ̂  ^ ", ce qui
est en contradiction avec l'hypothèse 9 f t D o .̂ (I).

On voit facilement que : ht(J^ ( f t ) ) > k ; ht(J^ (I)) > k ; les
inégalités (1) entraînent donc : ht (V) > ht((^(I)) > inf{ht(î^ (<») ) ,
ht ( 0')} > A:. Donc, en posant î = \ (I) H (^ (I), on a : ht (T) > ht (I).

Le couple (I ,T) est une fc-strate de A et A/I est sans niipotents.
Soit 3 un idéal non nul de A. On définit par récurrence sur i, une
chaîne strictement croissante d'idéaux de A : ̂  C . . . . C ̂ , où
^o = ^ ; ^ == A et, si i G [0 ,5 - l], ^,+i = ̂  (d'après la remarque
précédente, s < dim A).

La suite st(^) = ^i)ie[o,s} définit la stratification primaire de
3 . Ainsi : tout idéal de ^ ou de (D est strati fiable. De même tout
idéal de ê engendré par des germes de fonctions analytiques réelles,
est stratifiable.

Remarque, — Un idéal 3 peut admettre plusieurs stratifica-
tions. Par exemple, si §ï = R [[x , y , z]], prenons 3 = (x y ) + (x z).
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La 1-strate (5, (y) + (z))et la 2-strate ((y) + (z), §i) définissent la
stratification primaire de 3. Mais la 2-strate (3 , (x)) et la 1-strate
(Cx), S1) définissent une seconde stratification de l'idéal H .

Tout idéal (de &) elliptique est stratifiable.

Soient 3 un idéal elliptique et 39 un idéal de S.

- Si T^=T^ , visiblement 5D^' et 31 ^nT.33^
donc 3 = 3 ' (lemme de Nakayama).

- Il est immédiat que T^ == T:3 ; T(<? 0 ̂ ) = T^ H T^ ;
T(J^)) = ^(T5). Montrons que T(a^)) = cr^ (T ̂ ). L'inclusion
T(a^(^)) Ccr^(T^) est évidente. Il suffit de montrer que

T(a^))D(^(T^).

Soit{^,},^^ ^ j une famille de générateurs de H et soient/G^ T Set
~ k

fE(/) : T?. Si $ e ̂  3 et Ç e & sont tels que T$ ==/et T$ = j ,
fc

alors Ç . ̂  C (^) 4- m00. ̂ , Le. il existe des u^ eê (î^ ^ G m00 si
f ^ / et T ^ . , = Ç ; i ^ f C [ l , h ] ) tels que ^ ^.^(E($). D'où

/=!

(règle de Cramer), si A = det \u^ |, A .c7 C ($) et T A = ^ ; donc
êGT(^(5)) (c.q.f.d.).

Il résulte facilement des remarques précédentes que, si (T 3, T5')
est une Àr-strate de ^, alors (3 ,31) est une ^-strate de ê. Donc la
stratification primaire st(T^) = (I,),e(o,^] de T5 se relève de façon
unique en une stratification (^) ,e(o , , ]de^(Vf€[0,5] , I , = = T ^ , )
et l'idéal 3 est stratifiable.

2. Dimension d'une algèbre formelle (jfc = R ou C).

Soit 1 un idéal de ^. Si 1 est un idéal propre, les conditions
suivantes sont équivalentes : coht (I) = 0 ; 1 contient une puissance
de l'idéal maximal n de S ; ^ï/I est un espace vectoriel de dimension
finie sur_fc. On note dim^ ^/I cette dimension.
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LEMME I. - Si dim^ Sï/I < A, alors 1 D^.

En effet, supposons \~pnh ; alors la chaîne formée des puis-
sances de l'idéal maximal n/î de Sï'/I : §ï/I D^/I D . .. D ̂  + I/I D 0
est, d'après le lemme de Nakayama, strictement décroissante. Il en
résulte que dim^ ^/I > h.

Posons o;(A) = dinifc ^/^+1 = ("^).

COROLLAIRE. - Si dim^/I + nH+l <h ou de façon équiva-
lente si dim^ 1 -^nH+l/nh+l > (^(h) - A, alors dim^ Si/ï < h et
I D w \

En effet, d'après le lemme I, 1 +^ + l D^ ; le lemme de
Nakayama entraîne que 1 3zL\ d'où dim^ ^/I < A.

LEMME 2. - 5'ofr 1 i^ idéal propre de ^. Alors coht(I) <r,
si et seulement si, il existe r formes linéaires y^ , y^ , . . . ,> , . , telles
que l'idéal V engendré par 1 et les y^ dans ^ soit de cohauteur nulle :
coht(I') = 0.

En effet, si coht(I) < r, il existe des formes linéaires^ ,y^ ,...,.^.,
telles que par l'homomorphisme canonique k [[y^ , . . . , y y ]]——> S^/I,
ce dernier anneau soit un module de type fini sur le premier. Il en
résulte que l'idéal engendré par 1 et les y^ est de cohauteur zéro. La
réciproque résulte du fait suivant, bien connu : si 1 et I' sont deux
idéaux propres de Si et si I' est engendré sur Si par r éléments, alors
coht(I + r)>coht(I) - r.

Munissons ^p de la topologie de la convergence simple. Soit ̂
une application continue d'un espace topologique A dans ^p. Po-
sons ^(X) = (/i (X), . . . ,^ (X)) et notons 1^ l'idéal de ^ engendré
par les //(X).

PROPOSITION 1. - Les fonctions XGA——> coht(I^) et
X € A ——> dim^ ^1\ sont des fonctions semi-continues supérieure-
ment (la dernière à valeurs dans [0 , °°] ).

Soit X Q Ë A ; posons coht(I^ ) = r. Nous devons construire un
voisinage V^ de \ dans A, tel que V X E ^ , on ait coht(I^)< r.
A l'aide du lemme 2, on se ramène au cas r = 0. Posons
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dim^gï/I^ = / z < o o .

Construisons un voisinage V^ de \Q sur lequel dim^ ^/I^ < A. Ceci
achèvera la démonstration.

Puisque dim^/I^ + n^1 < A, dim^ 1̂  + ̂ +l^/^+l > a; (/O - A,
et visiblement : dim^ 1̂  4- ^+l/^+l > (jù(h) - h pour tout X E ^ ,
où V^ est un voisinage convenable de \o. D'après le corollaire du
lemme 1, sur ce voisinage ^\ , dim^ ^ / I^<A. (c.q.f.d.).

Remarque. — Soit h(X) le plus petit entier positif (éven-
tuellement + oo) tel que \ D^^. L'application \/^J> h(\) n'est
pas, en général, semi-continue supérieurement. Par exemple, dans
^.[[^.ylL l'idéal I^(XGjfe) engendré par x2 + \y, xy, y2 est tel
que x2 ̂ \ pour X ¥= 0. Donc pour \ ̂  0, I^?^2 ; cependant
Io=^2 .

Voici une conséquence de la proposition 1 :

COROLLAIRE. - Soit Î2 un ouvert de R" et soit 3 un idéal
de ê(î2). L'application â[€î2 ——> coht(T^ (3)) et semi-continue
supérieurement.

3. Propriétés généralement vraies.

Dans ce paragraphe k = R ou C.

DEFINITIONS. - Une propriété % concernant les éléments de
^p est généralement vraie, s'il existe dans ^ une provariété algé-
brique de codimension infinie V, telle que tout /€ ̂ p — V satisfasse
û%

Supposons k = R et ^ = R[[x^ , . . . ,;cj]. î^ propriété %
concernant les éléments de &P est généralement vraie, s'il existe dans
^fp une provariété algébrique de codimension infinie V, telle que
tout ^ E T-1 (Si? - V) satisfasse à %.

Dans ce paragraphe et le suivant, nous donnons quelques exemples
de propriétés généralement vraies.



IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES 1 197

PROPOSITION 2. - Soit n un idéal fixé de (Dp ̂  et soit
r E [ l ,n] a) les éléments _feS'P pour lesquels ht(/*II) <r forment
une provariété algébrique W de ^p b) en outre, si ht (H) > r, cette
provariété est de codimension infinie, et donc en général ht(/* n) > r.

1. Démonstration dans le cas r = n.

Visiblement, il suffit de faire la démonstration pour k = C :
nous supposerons donc, dans toute la fin de ce paragraphe, que
k_ = C. L'hypothèse ht (II) > n signifie alors que la codimension de
V(n) dans ̂  est > n. Posons f == C/i ,...,/„) et / /= ^ a .̂

cjeN" —

a) Supposons l'idéal II engendré par des polynômes P^ ; alors
/*(P^) = ̂  est une série formelle en x = (^ ,. ..,^) à coeffi-
cients polynômes en les a^, et /* n est l'idéal engendré par les ̂
dans ^. D'après le corollaire du lemme l,/* II contient une puissance
de l'idéal maximal n de ^ (Le.coht (f* II) < 0) , si et seulement si,
pour un certain A G N , diniç/* n +^+ l^ / ï + l > cj(/î) - h. Or ce
dernier espace est engendré sur C par toutes les classes, modulo^^,
des éléments x^ ̂  = ̂ ^, avec 0 < |û/| < h. Si ̂ ^ (0 < |o/'| < A)
est la composante de ^.^ suivante", tout revient à dire que
rang ?^1 > <^(h) - h(\^^\ est une matrice dont l'indice ligne
est co" et l'indice colonne (o:,a/)). SoitW^ la sous-variété algébrique
de ^ p obtenue en annulant tous les mineurs d'ordre œ(h) — h de
cette matrice. Visiblement, W ^ D W . ^ D . . . . Si W= ^ W , la

/î =: 1

provariété W répond à la 1er6 question.
b) Nous devons démontrer qu'à tout entier h > 0, on peut asso-

cier un entier h9 > h tel que codim W^, > codim W^. Or il existe
un entier 6 (h) > 0 tel que W^ = ̂  (V^), où %^ est une
sous-variété algébrique de ^(ny si les ^(H) sont les composantes
irréductibles de VQ^) et sl l'011 choisit un point ^ dans chaque
variété ^^), il suffit de montrer que TT^ (^) (? W^., pour un h'
convenable. Finalement, il suffit de résoudre le problème suivant :

Soit J[=(£,)^^ : calculer un entier h' > h tel qu'il existe
dans TT^ (f) un élément ^ = (Sj)^W (on identifie ̂  au sous-
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espace de ^p formé des points dont toutes les composantes a1^ sont
nulles pour |o?| > A').

Nous allons montrer qu'on peut choisir h* = h 4- q + 1. Posons
f to .x) ={.. 4- > ^ ^'.^. Les ^ (a ,x) s'interprètent

/ î + l ^ |fci;|< / i + q r + 1

comme des polynômes sur l'espace vectoriel complexe A x X ou X
est rapporté aux coordonnées x,, i^[l ,n] çt A aux coordonnées
ûLO'^l , P ] et lo; |e [A + 1, h + q + 1]). On fait les identifications
habituelles : A = A x {0}et X ={0}x X.

Nous utilisons un lemme qui nous servira ultérieurement.
Désignons par _y l'ensemble des multi-indices fi = OLI^ , . . . , ̂  )

n
tels que 1^1 = ^ ^ <^ ; û? l'ensemble des multi-indices

Ï = l

a; = (o;i ,...,^)

tels que M == ^ ^ E [h + 1, A + ç + 1] ; si / e [ l ,^], par c^.
Ï = l —/

le sous-ensemble de eu formé de tous les multi-indices de la forme
Oii,. . . ,^. 4- h + 1, ^.+i,... ,^) où p. = 04,...,^)^. Si /le^

et si f G [1 , p], posons ô^ Ç' ( û , x ) = ^'^^^ .
3^

LEMME3. -5b f rU ,={(û ,x )€AxX; ;c , =^0}: 7^U, , /e[ l ,^],
forment un recouvrement de A x X - A. En tout point (a, \) EIL,
fe facobien, défini au signe près :

""^^fc^,;,^,..„,„)
e^r différent de zéro.

Supposons ce lemme démontré et achevons la démonstration de
la proposition 2. Si ^ == (^' , . . . , $p), les ^* (P^ ) étant interprétés
comme des polynômes sur l'espace A x X, l'ensemble de leurs zéros
communs est une variété algébrique 0 C A x X. La codimension de
cette variété est > n : en effet, au voisinage d'un point (a ,x)^A,
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la codimension est > n, puisqu'on ce point, le système formé par les
9^ S' (a, x) - à^ ^ (a , \) peut-être, par le lemme 3, complété de
façon à former un système de coordonnées locales ; et codim A = n.
Soient ^ les composantes irréductibles de 6 ; alors :

codim U (^ C\e.)>n.
iff J

Posons j^(x) ={^(û,x)},^^ : ̂  est un prolongement dej[;
montrons qu'on peut choisir a_ de telle sorte que ̂  ^ W. Si 0 H A C A,
il suffit de prendre û[ E A - 0 H A ; si 0 n A = A, alors

A' = AH(U (6, 00.))
ifj ]

est une sous-variété propre de A. Si a_ 6 A — A\ au voisinage de ce
point, la variété 6 est irréductible de codimension > n et contient le
germe induit en a par la variété A (qui lui est irréductible). On en
déduit que Q^ = A^ et la section de 6^ par Fhyperplan des (a7, x)
tels queû^û se réduit au point CL Mais cela signifie que coht(J^* II) < 0,
donc^W(c.q.f.d.).

2. Démonstration dans le cas général.

En effet, posons r ' = n — r et soit W l'ensemble des éléments
/Ggï^ pour lesquels ht(/* H) < r. Soit (3 la projection canonique de
§ = ^P x ^ ^ sur ^p et plongeons <Dp ^ dans ®p^r\q' Soit n' Fidéal

r1

engendré dans ®^r\q P33" n et les coordonnées y^\..., ̂ +r'. Soit
Wle sous-ensemble de ^ formé desjets^ pour lesquels ht (g* n') <n.
D'après le lemme 2 : <î(§ - W) = ̂  ~ W. Mais d'après^ 1,W1 est
une pro variété algébrique dans ^ P J r r < et donc W est une pro variété
algébrique dans ^p. Si h t (n)>r , ht(n ' )>^ et donc d'après 1 ,
W est une provariété de codimension infinie. Il en résulte que W
l'est aussi. Ceci achève la démonstration de la proposition 2.

Démonstration du lemme 3.

Soit (a , x) G Uy. Nous devons démontrer que les

3^(û,x)-a^(a,x)
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pour i G [ l , p ] et ^ G ^ ; ^ - X/ pour / E [ l , ^ ; û^-a^ pour
? G [1 , p] et a; E c<; — c .̂ constituent un système de coordonnées lo-
cales dans A x X, au voisinage du point (a, x). Désignons par 3
l'idéal engendré par ces polynômes dans P(^^, où P^^) est le localisé
par rapport au point (a, x) de l'anneau P des polynômes sur A x X,
à valeurs dans C. Il nous faut démontrer que pour tout a? G a?, et
I e [1 , p ] : a^—a^eH : ceci entraînera que 3 est l'idéal maximal de
P(<r^),ce ^^ nous voulons démontrer.

Or:

a? s'(û,x) - a? $'(0, x) = (^ S'(û^) - a? s'(a ,̂ )) +
+(a^(a^)-a^(a,x))

pour tout il E;A. Or le premier membre de cette égalité, et la dernière
parenthèse du second membre, appartiennent à 31. Donc,

v/xe/i, a^(a,x)- a^(a,x)E^.
Mais

^ ( û , x ) - S ; ( a , x ) = = ^ (^-c^)^+ ^ (a^-^a^x^
cj e cj, cj e oj — c^y

Puisque les a1^ -a1^ pour cj E a? - yy, appartiennent a3, il en résulte
que :

a 1 ^ 1
V z E [ i , p ] , v^e^:0^,=—^ ^ (<,-<)^=

weo).

^1^1 /- ^—.\-r 1 (^-<)^-^^^u ( ^^w. )

où ^ est le multi-indice dont tous les termes sont nuls, sauf le j^"^
qui est égal à h + 1. Mais puisque x^ est inversible dans P^ ., l'idéal
engendré par les 0^ , dans f^ . est le même que celui engendré par

gljLtl

^T-ï- Z (^-a^)^~^pour^e^etfe[ l ,p]. Orilestimmé-
0 x we-u}.

diat que ce dernier idéal est engendré par lesû^ - a^. Donc, V ̂  € a?.
et V f e [ l ,p], a^ - o^G^. Ceci démontre le lemme.
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4. L'inégalité ht[T^ (II) : J^ (H) . (Oy^> n (k = R ou C).

Soit A un anneau commutatif et unitaire. Si 3 est un idéal de A,
on désigne par 3 sa racine. Si 31 et 31 sont deux idéaux de A, énonçons
quelques propriétés élémentaires de l'idéal [3 :39} '•= {x E A ; x 31 C 3} :

a) Supposons A noethérien. Si 5''C,?, alors [3 : 3 ' ] = A ; sinon,
soient ^ i , . . . , < * , les idéaux premiers associés à 3 et ne contenant
pas 3\ alors [Ï : ^'] = <*i H ... H <»,.

b) Posons P = R [xi , . . . , xj et P* == P ®^C = C [Xi , . . . , ̂  ] :
P est un sous-anneau de P*. Si 3 et 31 sont deux idéaux de P, on a la
formule :

[3 :<?'].?* = [3~P* :<?' .?*]

c) Supposons A = P*. Six G C", désignons par ht.0) la codimen-— "
sion au point x de la variété V (3) (six^V (3), on pose ht^(5) = n + 1).
Alors la variété V([^ : ^']) est la réunion des composantes irréduc-
tibles de V(5), non contenues dans V(^'). Ainsi, pour vérifier que
ht ([1) : <?'])>.?, il suffit de vérifier que Vx E C" - V (<?'), on a
ht^)>s(sç[0,n + 1]).

d) Soient B un anneau commutatif et unitaire et 7 un homo-
morphisme unitaire de A dans B. Alors

7 [5 :^ ] .BC[7 (^ ) .B : 70'). B]

Soit n un idéal de (Dp ^ ; posons J^ (H) = J^ (H). Le but de
ce paragraphe est de démontrer l'inégalité suivante, qui permet de
comparer les idéaux J^ (II) et J^ (II) :

PROPOSITION 3. - On a l'inégalité :

ht[T^(n): j , (n) .^^j>^.

D'après b), le cas réel se déduit, après complexification, du cas
complexe. Nous supposerons k = C dans toute la suite de ce para-
graphe.
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Nous démontrerons cette proposition pour rentier q — 1 au lieu
de q (donc q > 1). Si II est un idéal de ®p^_p nous devons vérifier
d'après c) que, Vj EV(J^ (H)) - V(J^ (II)'. ®^), ht/J^ (II)) > w.
Soient < ï > i , . . . , ̂  G II tels que les ̂  s'annulent en y~ei

j^V(^(<i>).a)^).

Puisque J^ (H) D J^ ($), tout revient à démontrer le lemme suivant :

LEMME 4. - Soient < î > i , . . . , ̂  G ®p^_i Oy > 1), ^fej ̂
î^ pow^ de ̂ . Pow^ $ = ($1,..., ̂ ) ̂  soit ($) /Ïrfea/ ^^72-
d^ par les ^ dans ®p^_i. Si $ ^r r^&r ÛM point y

(i.e.^^V(^(<I>).®^^)),

ûto^ ht^ (J^ ($)) > w .

Si k> n, le lemme est trivial. Nous supposerons donc k <n,
et, pour simplifier, _y = 0 (la démonstration qui suit se transpose
moyennant une modification évidente, au cas général).

Rappelons que J^ (<ï>) est un idéal de û)p ^ Désignons par K
le localisé de (Dp y par rapport à l'origine 0 ; par ̂  ($) le localisé
de J^ ($) par rapport à 0 ; par £^ ($) l'idéal engendré par C^ (<t>)
dans le complété Kp^ de J^ pour la topologie m-adique (m étant
l'idéal maximal de ^ç). Nous nous garderons de donner du lemme 4
une démonstration directe.

Soit^E^ tel que ̂  (/) = 0 (/ est ^-plat à l'origine). L'homo-
morphisme^* de (Qp ^ dans Sî s'étend en un homomorphisme local,
noté^* de ̂  ^ dans Sï. D'après le paragraphe 1,

\ (/* $) =/* J? W =/* (^ ($)). 9

et, hto (J^ ($)) = ht (^ ($)) = ht (^ ($)).

D'après la proposition 1, CHO :

ht(J^ (/* $)) < ht(^ ($)) = hto (Ĵ * (<!>)).
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Donc le lemme 4 sera démontré, si nous exhibons un_/ç"plat
à l'origine et tel que ht (J^ (/* <iï)) ̂  ^. Il nous faudra démontrer que
l'idéal engendré dans Sï par^* <i^ ,...,/* <i^ et tous les jacobiens
D(Y* <ï> f * $ ) ~ —
- ^'"^ fe7 (; = (f . , ; ) e [l , ^]^) est un idéal de dé-
D(^,. . . ,x^)

finition de S1. Avec les notations du paragraphe 3, nous choisirons^
de la forme : _f = ̂  00, en choisissant /z = ç et J[ == J3.

Donc ^ (û[, x) = Y .^.x^ : les ^ (û , x) sont des po-
qr+l$ |a?|^2q»+l

lynômes sur l'espace vectoriel complexe

A x X , et ( ^ ( a , x ) , . . . , ^ ( û , x ) ) = ^ ( û , x )

définit un homomorphisme Ç'* de CD dans l'anneau P des poly-
~ ' • 31^1^ (û, x)nomes sur A x X, par la substitution : y1——> ———' ""' ~ pour

Qx^
^E_y et iç.[l ,p].

D(<Ï> $ )Par hypothèse, il existe un jacobien ——^x ? ' ' ' ?—^- ¥= 0 à l'ori-
DO ^ , . .. , y ^ )

M1 ^"
gine 0^ de S"^. Donc il existe un voisinage U de l'origine de A x X,

[ / D f$ $ ) \ "1
tel que, V (a, x) EU, on ait ^* ( — . ^ " ^ ^ ) (fl,x) ̂  0. Soit

~ ^^ i——^^J""
(a , x) E U H (A x X - A) : alors par exemple (a , \) G U H Uy. D'après

D 0^ Ç' (a , x))
le lemme 3, le jacobien ————,~ ~ (a? G a?, ; ^ € ^i ; ï G [1 , pj)

D(ûJ -/

est différent de zéro au point (a , \). On en déduit (calcul du jacobien
d'une application composée) l'existence d'indices j\ , . . . ,/^ E [1 , p]
et de multi-indices a?1 , . . . , a/ € y. tels que :

D^*^, . . . ,^*^)
———————————^ (a , x) ̂  0.
^i--^)

On peut supposer que U == U^ x U^ où U^ est un voisinage de l'ori-
gine dans A et U^ un voisinage de l'origine dans X.
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Soit V la sous-variété de U^ x (U^ — {0}) définie par les équa-
tions : ^* $1 (a, x) = . . . = ^* $^ (û, x) = 0 : V est une sous-
variété complexe régulière et de codimension k. Les variétés V et U^
étant munies de leurs structures naturelles de variétés différentiables,
appliquons le théorème de Sard (Malgrange, [6]) à la projection cano-
nique V ——> U^. Soit a une valeur non critique de cette projection.
Posons^ = ̂  (x) : Yidéaï de C [ x ^ , . . . , ̂  ] engendré par/* $1 ,...,/* ̂

D (/* ^ ,...,/* <î> )
et les jacobiens ——-——:——:——— possède donc un zéro isolé à

D(x^, . . . ,^)
rorigine de C". Il en résulte que J^ (/* <î>) est un idéal de définition de
^ (c.q.f.d.).

5. Le théorème de quasi-transversalité.

Soient II un idéal de CDp ^ et ^Gê^. D'après la remarque d) du
début du paragraphe 4,

^* [7̂ * (n) : ^ (H) . ̂  ̂ j c [j^ (^* n) : ̂  \ (H)]

On déduit de cette inclusion et des propositions 2 et 3 :

THEOREME. - Soit H un idéal fixé de ^p ^ A'^Gê^ en géné-
ral, [J^ (^* II) : ^* J^ (n)] = m ouê, et donc, en général il existe un
entier h> 0 (dépendant de ^ p ) tel que : î^ (so* Tl) ~D mH . [^* \ (n)]".
Soit (n,n') une A:-strate de â)^. Posons

^n.n')^)-^^*") ^*n']

DEFINITIONS. - Si 0^^ (^) = ê, ^20^5 Aro^ ^ M C ^ ̂ r trans-
verse sur (n, n').

^l (n,rT) W^m' nous dirons que ^ est quasi- trans'verse sur
(n, n').

- Si ^ est transverse sur (H , n'), (^* n ,^* n') est une
fc-strate de é. En effet •
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^*nc^*n'c^*n' ;
et ^* n' c<^* c^ (n) c o^ (^* n),
donc ^* n' c T^ (^* n) n a^ (^* n).

- Si ^ est quasi-transverse sur (II, IÏ') et si ^* n ^ S, le
couple Qg* n , m .^* n') est une fc-strate de ê. En effet, ^* n C m et
^* n C^p* n', donc ^* n C m. ̂ * n' ; en outre, <^* n' C o^ (^* n) et
m .^* n' C J^ (^* II) (d'après l'hypothèse de quasi-transversalité),
donc : m . ^* n' C T^ (^* H) n o^ (^* n). En particulier :

- Si ^ est quasi-transverse sur (II, II') et si ^* lï' =^= ê, le
couple ((^* II , (^* II') est une ^-strate de ê.

Soit st(II) = ffli)ie[Q^s} ^ stratification primaire de II. Si ^ est
quasi-transverse sur chaque strate de st(II) (nous dirons alors que ^
est quasi-transverse sur II), soit t le plus grand entier i tel quesP* II, ̂  ê.
Alors, d'après les remarques précédentes,

(^* n^ ,^* n , ) , . . . , (^* n,_,,^* n,), (^* n,, m), (m ,ê)

sont des strates de ê et ^* n^ = ^* n C (^* n ; donc (^* n est stra-
tifiable. On déduit du théorème précédent :

COROLLAIRE. - Soit n un idéal fixé de (Sp ̂  57 ^(E^, en
général, ^ est quasi-transverse sur II et donc <p* II est un idéal stra-
tiflable.



CHAPITRE II

STABILITE LOCALE DES IDEAUX DE FONCTIONS
DIFFERENTÏABLES

1. Généralisation du théorème des fonctions implicites.

Rapportons l'espace euclidien R" à un système de coordonnées
x = (x^ ... ,x^) et R^ au système^ = (^ ,.. . ,>?). Soit/= (/i, . . . ,^)
une application de classe C°° de R" x R^ dans R^, telle que/(0 , 0) = 0.
Soit M Oc) l'application linéaire, paramétrée par x, de R^ dans Rq,
définie par M(x) = ^ (x ,0). L'application xrvA^~> M(x) définit un
homomorphisme de à-modules M : ̂  r^-^ ê^.

Soit Ô G é ; une condition nécessaire et suffisante pour que
S€ann coker M est qu'il existe un homomorphisme de à-modules
N : 8^ /^-A^-> g^ tel que : 01 = MN (où 1 désigne l'application iden-
tique de ^ sur lui-même). Posons : y1 = ( y [ , . . . , y1^) , i G [1 , r],où
r est un entier positif quelconque.

PROPOSITION 1. - Soient ôi , . . . , 6, E ann coker M. Alors il
existe des fonctions de classe C°° :

Y1^^1,...,/),...,^^^1,...,/),

à valeurs dans R^, nulles pour y1 = ... = •/ = 0, et telles que dam
un voisinage convenable de l'origine, on ait l'identité :

f^ - É ô- Yî) ̂ ^ , 0) + M . ̂  S,^\
1=1 i= i

Posons(2)^ = (zi , . . . , Z p ) ; z1 = (z{ , . . . , zp, pour i E [1 , r].
Développons par la formule de Taylor, la fonction f(x, z) sous

la forme :

(2) La démonstration s'inspire de Bourbaki (algèbre commutative chapitre 3 § 4).
Une partie des résultats de ce chapitre a fait l'objet de deux notes aux comptes
rendus (Tougeron [12]).
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/ (x ,z )= /Oc,0) -bM.z + ^ \ G ûc.z)Zj .z
l^/^p

les G .̂ étant des fonctions de classe C00 à valeurs dans Rq. Donc, par
substitution :

Ax, ̂  6/zW(x,0)+M. ̂  ô,z^———/y.,&c.zl,...,zr)S^.
/=! /=! l^/,/<r

où les 7 .̂ sont des fonctions de classe C°°, à valeurs dans R^, dont le
développement de Taylor en tout .point où _z1 = ... = ^ = 0, ne
contient pas de termes linéaires en les z\. Il existe par hypothèse, pour
i = 1,.. . , r, des matrices N^ (x) telles qu'on ait : 5^ 1 = MN^ (I étant la
matrice carrée unité de rang q). Posons A^ = z^ + ^ N.^y. On vérifie

/^i
que :/(^, ^ ô/z^ =/(x, 0) + M . ̂  ô/ A1. Grâce au théorème clasr

v /= i ' /=i
sique des fonctions implicites, nous pouvons résoudre par rapport aux
z1,... ,jz^ le système de pr équations scalaires : A^ (jx , z 1 , . . . , z^) = y\
pour î G [1 , r] et finalement calculer les Y'' (x , >^ , . . . , y1') annonces
dans la proposition.

COROLLAIRE. - Soient 3 ' et 3 deux Idéaux de à, tels que
il ' Cm et 3 C ann coker M. Supposons que pour tout

7^[ l^L^( ï ,0 )e^ .^ 2 .

Alors il existe y (x) = (^ ( x ) , . . . , y^ (x)) € âp tel que

^i0r),...,^(x)e^.^ et f(x^y(x))=0_,

En effet, il existe S ^ , . . . , Ô^G^, et pour tout f E [ l , r ] des
@f = (^ ,..., ̂ ) avec pour tout i et / , fSJ G ̂ ', tels que

/ ( ^ , 0 ) = M . ^ ô,^.
/=!

Effectuons dans Fidentité de la proposition 1, la substitution yi = — fi{
On obtient / (x , y (x)) = 0, où :

y(x)^ ^ Ô,Y /^,-^,...,-^)= ^ ô^^,-^,...,-^)-
/=! ^=1

~Y^,0,...,0)).
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II est clair que _ y (_x) a toutes ses composantes contenues dans l'idéal
engendré dans à par les ôjç &1, où 7 G [1 , p] et i, k G [1 , r}.

Remarque. — Si q > p, ann coker M = 0 et le corollaire pré-
cédent est sans intérêt.

Supposons q < p. Pour tout / E [ l ,q], notons 3j (M) l'idéal de à
engendré par les mineurs de rang / de M. On a les inclusions d'idéaux :

^ (M) D ann coker M D ̂  (M)

La seconde inclusion résulte de la règle de Cramer pour la réso-
lution des systèmes linéaires. Quant à la première, si 5 G ann coker M,
01 = MN (voir notations plus haut) et donc : det(ÔI) = 0e1 G ^(M).
En particulier, 3^ (M) et ann coker M ont même germe de zéros à l'ori-
gine de R". Dans les applications, nous utiliserons le corollaire pré-
cédent avec 3 = 3 (M).

Exemple. — Avec les notations précédentes, supposons n = p ;
q = 1 : considérons donc une fonction numérique f(x, y) indéfini-
ment dérivable au voisinage de l'origine de R'1 x R". Si f(x, 0) est

92/ - -

2-plate à l'origine et si det ,—— (0,0) =^= 0, l'équation implicite
9y, QXf - -

f ( x , y ) = 0 admet une solution y_ (x) indéfiniment dérivable au voi-
sinage de l'origine de R" et telle que^(0) = 0. En effet, soit m l'idéal
maximal de 8> ; par hypothèse, f(x , 0) G m3 et l'idéal 3 engendré sur

»\ ^*
à par les -—(x , 0) est égal à m. Donc f(x , 0) G m . ^2, et il suffitôy, - - - - - -
d'appliquer le corollaire précédent.

Par exemple, l'équation implicite : x3 + xy 4- 6 (x , y) y2 = 0
(où 9 (x, y) est indéfiniment dérivable au voisinage de l'origine de
R2) admet une solution y ( x ) indéfiniment dérivable au voisinage de
l'origine de R et telle que y(0) = 0. Par contre, l'équation :

x2 + xy 4- y2 = 0

n'admet pas de solution au voisinage de l'origine de R.
Désignons par Dif(n) le groupe des difféomorphismes locaux de

classe C°° au voisinage de l'origine de R".
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PROPOSITION 2. - Soient yp^ç.ê>P et 31 Cm2 un idéal de
S, tels que : (^ - ̂ ) C 3 ' . [96 (^)]2. Alors il existaTCDif(n), de
la forme r(x) =x + y ( x ) , avec y^ (x ) , . . . ,>„ (x) G^. 9€(^),telque:
y? o T = ̂ /. £>z o^rre, /û conclusion est encore vraie, si l'on remplace
^hypothèse 3' C m2 par : 3 ' C m et 9€ (^p) C m.

Si p > n, la proposition est triviale, puisque 96 (<^) = 0. Sup-
posons p < n. Appliquons le corollaire précédent à ~

/(^j0==^(x ^ y ) - ^ ( x ) .

Par hypothèse, pour tout 7 G [1, p ] :

fj (x ,0) = ̂ , (x) - ̂ (x) G y . [36 (^)]2 .

Si M(x) =/y Çx , 0), il est évident que 36 (^) = 5p (M) C ann coker
M. Donc il exister (x) G ê", avec pour tout i G [ 1, n]^ (x) E^. 3e(<^),
tel que : yp(x + y ( x ) ) = ̂ (x). Il suffit de poser r(x) =x ^-yW.

^2

Exemple. - Soit <p G 8 tel que le hessien det ——— (0)
àX( ôx.

soit ^ 0 et (^ soit 1-plat à l'origine (i.e. le polynôme de Taylor de
degré 2 de ^ à l'origine est une forme quadratique non dégénérée

^2). Si S )̂ est l'idéal engendré par les -p- dans &, alors
Qx,

9€(^) = m et ^ - ̂  G m . [9e (<p)]2 .

D'après la proposition 2, il existe rGDif(^) tel que <^o r = <^- O11

retrouve le théorème de Morse.

2. Stabilité locale des idéaux de fonctions différentiables.

Soit IIo l'idéal engendré dans (ûp^ par les y^ , i E [ 1, p] , \cû\ = 0.
Si ^ > 1, soit n^ l'idéal engendré dans ® par les mineurs d'ordre
p extraits de la matrice \y^\, z G [1 ,p] , |o;| = 1. Ainsi : V^e ê^
^* IÎQ = (^) ; ̂ * îl, = 9€^) et ^* (H, + îl^) = Jp (^).

PROPOSITION 3. - 5'of^r q, sE^ ; îl un idéal de CD ;
3 Cmq+l un idéal de §> ; et ^ ,^ G ̂  ^& çMe ;
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(f-^)C3 .[^(II+IIi)]^.

Ator5 ï7 ^cfa^î TGDifOO, A? fa /orw<? r00 =x + y(x) avec :

VzE[i,wL^(x)E5.ge(^),
tel que : (j?o r-^) CH . hp'* II]̂ "1. £w particulier, si s>2 :
(^oT)*^=^ l l l^.

II résulte de l'hypothèse que :

V P €= û)p ^ ^ (P) -^îlt (P) E w . [̂  (H + n^)]'

D'où visiblement :

^iii +^*nc^(n +ni )c^n i -i-^ii +w.[^(n +^l)]J .
D'après le lemme de Nakayama : ̂ * IT^ + ^* n = ^llî (II + 11̂ ). Donc
on peut écrire : ̂  -^ = ̂  - ̂ , où ̂  ,^ e 8P et

(^) c^ . [^n]^-1 ;wc^ . [^nj2 = ^. [ge(^)]2.
D'après la proposition 2, il existe r€Dif(n), de la forme voulue, tel
que ^ o r = ^ + ^ = ^' 4- ^'. Ainsi :

^oT-sp f)=(îy)c^y.[^^r+s- l.
Supposons s > 2.

Quel que soit P € û?p ^ : Op o r)* (P) ~ ̂  (P) G w . [^slt n]'-1. Donc
(^ o r)* n C^* n C (^ o r)* n + w . [^y* n]^1 D'après le lemme de
Nakayama, (^ o r)* n = ^* II (c.q.f.d.).

COROLLAIRE. - Soient sç.î^ ', 3 un idéal de & contenu
dans m2 ; ^^ .^C&P tels que (sP-^C^.^^)]^1. Alors il
existe TGDifOî), de la forme T(x) = x ^-y^(x) avec, V f e [ l , w ] ,
^ (^) G^ . 3=e(^), ^7 que : (^ o r - (p') C 3 . (spV. fn particulier,
(<?or)=(A

PROPOSITION 4. - 5oîr H MW îdeû/ ̂  0)^. Soit II" un sous-
idéal de Ofc(II) engendré par s éléments îi,.. •,£,€: U (($):II).

<ï>esn
k

Posons l, = s(q + 1 + 2fc(ç + 2)). Ator5, 5f <? ,^ E &p wnr ^& ÇM^ :
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(̂  -^) C m"''2. [Jfc (̂  II)]"+2. [̂ •1- n"]'*, il existe re Dit (n) tel que:
7*((p*n)=^*n.

Nous démontrons la proposition par récurrence sur s. Soit II'/
l'idéal engendré par ^ , $2 > • • • » ^-i> et supposons la proposition dé-
montrée pour cet idéal. Nous supposerons que ç, = j; G (($) : II) où
<i»=($i,...,^)eS n.

fc

Soient <p , <p' CS1', tels que

(̂  - .p') c m"+2. [j,, (̂  n)]"+2. [̂  n"]'*.
Visiblement, VPe<î^p^^.^ :

^* (P) - ̂ * (P) e m. [J» (̂  n)]. [̂  n"]^""1 (G)
II en résulte que :

^ (^* n) c ̂  (^* n) c j^ ( '̂* n) + m. ̂  (̂ * n).
D'après le lemme de Nakayama :

^ (^ n) = j^ (^* n) (i)
De même :

^ n" = ̂ * n" = (^* (î)) + ̂ <t n'/ = (^* (^)) + ^•» n'/ (2)
Puisque Ç <=(($) : n) ,^*(Ç)e((^* $) : ^*II), et à la suite d'un
calcul élémentaire :

[̂  (ç)]2* e [j^ (^» $) : j^ (^ n)] (3)
On déduit de (1), (2) et (3) :

mq^.[l^^n)}q+'t.[^Tl"]ls

c m"+2. [ĵ  (̂ * n)]"+2. [̂  n'/]'*-1 +
m'1*1. [\ (^*W^. [^(^l^X2*^1)

c m"^. [^ (sp'* n)]"4-2. [^* n'/]'*-1 +
w^2.^^*^)]^2.^^)]^2

Nous pouvons décomposer <fi — ^ comme suit : ip — ^ = ^' — ^,
avec :
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(^) c m^2. [J^ (^* n)]^2. [̂  n'/]^-1

m Cm^2. [J^ O^)]^2. [^(S)]^2 (4)

En appliquant l'hypothèse de récurrence à ^ et ^ + ̂ \ on voit qu'il
existe r'GDif^) tel que : /* (<^*n) = (^ + ^)*ii.

Puisque ̂  + ^' = ^ 4- ^, il nous suffit de construire /' E Dif(^)
tel que : r"* [^p* n] = (^ + ^)* H : en effet, on choisira r = /' o /-1.
Posons : ^ + ^ = ̂ /'. II résulte de (4) :

VPE (B^ ,<p*(P) -^*(P)Em2 . [^ (^*$)]2. [^O)]2 (5)

En particulier : C^* $ - ̂ '* <î>) C w2 . [J^ (^* $)]2 . [̂ * (Ç)]2 . Appli-
quons le corollaire de la proposition 3 à {p* $ et ^"* $ : 3 sera l'idéal
w2 . [^*(Ç)12. Il existe / 'EDif^), de la formel T'OC) =x+^( ;c )
avec, V / € [ 1 , n] , y^ (x) € m2 . [^* (S)]2? tel que, si l'on pose :
X* = /'*o^* (x* est donc un homomorphisme d'anneaux de ®
dans &) :

(X* <i> - ̂ '* $) C m2 . [^ O)]2 . [^* $] (6)

D'après la construction de r ' 9 .

^^p,^ X^D-^œ)^^*^)]2 .^2 (7)

D'après (5) et (7), en faisant P = S, on vérifie que x* (S) ,<^* (£) et
'̂* (Ç) engendrent le même idéal dans & et que

X* 0) = <^* 0) ( 1 + 7 . ̂ * (S)) où -y cm (8)

Enfin, il résulte de (6) et du lemme de Nakayama, que

(X* $) = (^* $) (9)

II nous suffit de démontrer que : x* Iï = ^ff* n.
Soit P G II : il existe u^ , . . . , Ujç E ®p ^ tels que

sp=i«,^
/=!
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D'OÙ

x* (î). x* (P) - ̂ '* 0) .y* (P) = f [x* (^) - ̂ * (^)] x* ($/)
Ï = l

+ i [x* ($,) - ̂ '* (<i>/)]^"* ̂ ,) (io)
1 = 1

Soient F le germe des zéros de^"* ($) et F' le complémentaire de
F. En divisant les deux membres de (10) par^'* (Ç), on vérifie en uti-
lisant (5), (6), (7), (8), (9) qu'en restriction à F', on a l'égalité :

^ (P) - (1 4- 7 V* (Ç)) .x* (P) = ^ u\ V* ($) . x* ($,)
1=1

avec u\,..., Uf, E &. Mais en restriction à F, les deux membres de
cette dernière équation s'annulent, et sont donc identiques. Ceci en-
traîne : x* H = <^'* n (c.q.f.d.).

Invariance des idéaux de (D .

Soit Eç l'ensemble des R-endomorphismes de l'anneau local
^ =^/^+l. L'espace Eç s'identifie à ^ ̂ , où^ est l'idéal maximal

de^ ; s i / G ^ e t Ç = ( ^ , . . . , ^ ) e E , : î ( / ) = = / ( ^ , . . . , ^ ) . L'élé-
ment ^ opère linéairement sur le R-espace vectoriel^ par la formule,
s i /=(/ i , . . . , /p)^^:i( /)=(i(A), . . . , i ( /p)) .

DEFINITION. - Soit n un idéal de (Dp ^. Nous dirons que n est
invariant si Vj[G E^ ,j[* (H) C n. En particulier, si n est invariant et
si j[ est un automorphisme de ^ , Ç* (II) = II.

Si II est un idéal invariant de (Dp q, on vérifie facilement que,
VrGDif^) et V^eê^' : r*[<p*II] = (^o ï )*n .

Une /^-strate (II, n') de (Dp ̂  sera dite invariante si n et n'
sont des idéaux invariants de ®p^. S i ^ G â^ est quasi-transverse sur
une strate invariante (n , n'), il en est de même de^o ï , où rE Dif(n).
En effet :

wcr*(j^*n) :^*n') =^(r*[^*n]) : T*[^*n'] =
=^((^or)*n) : (^or^ir.
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THEOREME 1. - Soit (îl , II') une k-strate invariante de
Q) (q > 1) et soit ^E^, quasi-transverse sur (II ,11'). // ex^e
^ 'entier l > 0 tel que : V^ e ̂  avec Op - ̂ ) C m1. [^* (FI' 4- H i)]^
i7 ejc^ re Dif(n) vérifiant : r* [̂ s16 II] = ^* n.

Supposons o^ (II) engendré par s éléments de U (($) : II).
<i><sn

k
Puisque ^ est quasi-transverse sur la strate (II, II') :

j^nîDm^.^irf1

^* ̂  (II) D (^* n')^2 , où a^ , a^ C N" .

Si TI EDif(^) et si l'on pose ^ = <po TI , en utilisant l'invariance de
la strate (II, H') :

^(^iDDw0 '1. [^ir]^
^^(n)^^*^)^

Soit toujours ly rentier fourni par la proposition 4 ; nous choisirons
l^a,(q - h 2 ) + a , / , + 1.

Diaprés la proposition 3, il existe r^ EDif(M), tel que, si

^ = ^ o r ^ : (^ - , p ) C m 1 . [^*nT-1

et [^* n'] = [^ n'] = r^ [sp* n']
(à cause de l'invariance de n'). D'où :

<î ̂ ) c ml ' ^* n']'-1 C m~^(ç+2) . [J^ OK*!!)]^2. [^* ̂ (n)]^

D'après la proposition 4, il existe T^^Diî(n), tel que :

^ (4r* n) = ̂ îlc n

En raison de l'invariance de II : r̂ * (^* n) = ^* n.

En posant r = r^ o r^ :

r* (sp* n) = r^ r^ (^* n) = T^(^* n) = ^'* n (c.q.f.d.)
Dans les deux paragraphes suivants, nous explicitons quelques con-
séquences des propositions précédentes.
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3. Algébricité du germe d'application ^ ou de l'idéal ^p* n.

COROLLAIRE 1. - Soit ^ Gê^ Si d0€(^)) = r > 0, il existe
un système de coordonnées locales y^ = (y^ , . . . , y ^ ) au voisinage de
l'origine de R", tel que ^ soit polynomial en ^+1,. . . , ̂  à coeffi-
cients germes indéfiniment dérivables des variables y^ , . . . , y .

Soit 3 = m2 . [96 (^)]2. Alors d(5) = d(9€(^)) = r. D'après la
proposition 2, chapitre 0, il existe un système de coordonnées
z, = (z^ , . . . , z^) et ^ G â^ tels que ^ soit polynomial en z^,..., z^
à coefficients germes indéfiniment dérivables des variables z, ,..., z
et (^ -^) C5. D'après la proposition 2, il existe rEDif(^) tel que
S p o ï = ̂ /. II suffit alors de choisir le système de coordonnées locales :
Y. = r-\z).

COROLLAIRE 2. - Soit (n , n') une k-strate invariante de Œp ^
et soit ^ E â^ quasi-transverse sur (II, II'). Posons

d [ ^ ( i r + n i ) ] = r > 0 .

// ^x^^ MW système de coordonnées locales : y = (y^ , . . . , y ) au
voisinage de l'origine de R", tel que ̂  II •s'ozY engendré par des poly-
nômes en >,.+i , . . . , > „ à coefficients germes indéfiniment dérivables
des variables y^ , . . . , y y .

La démonstration, analogue à la précédente, s'appuie sur la pro-
position 2, chapitre 0 et le théorème 1.

Voici quelques conséquences des corollaires 1 et 2 :

COROLLAIRE 1' - Soit ^ G m. On désignera par y = (^,..., y^)
un système de coordonnées locales au voisinage de l'origine de R".

a) Si (^w00, Le. si ^ n'est pas infiniment plate à l'origine, il
existe ^ tel que ^ soit polynomial en y^, à coefficients germes indé-
finiment dérivables de y^ , . . . ,>„_ i.

b) Si (^w°°, si T<^ est sans facteurs multiples et si n > 2, il
existe y tel que ^ soit polynomial en y^ , >^_p à coefficients germes
indéfiniment dérivables de y^ , . . . ,>^_2- En particulier, si n = 2, ^
est polynomial en y.
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3(̂
c) 5Ï l'idéal engendré dans & par les dérivées partielles 7—, i € [ 1, n ],

ôXf
contient une puissance de m, alors il existe y^ tel que ^ soit polyno-
mial en y .

9^
L'idéal 96 (<^) est engendré sur & par les dérivées partielles — :

9x,
les assertions a) et c) sont donc des conséquences immédiates du co-
rollaire 1. Pour b), nous devons montrer que d(9€.(^p)) < n — 2. Or,
si/ = T</?, puisque f^-n, il existe un entier positif? tel que/^E 96(/)
(appendice, Corollaire, proposition 1). Donc,

d(3€W) == coht (96 (/)) = coht (1, (/)).

Mais après éventuel changement de coordonnées, / est équivalente,
par le théorème de préparation formel, à un polynôme P distingué
en x ^ , à coefficients séries formelles en x^ , . . . ,^_i . Puisque le dis-
criminant de P est différent de zéro, et ne dépend pas de x ^ , la

8/
hauteur de l'idéal engendré par / et—— est au moins 2. Donc à

^n
fortiori : d(9€ (^)) = coht (J^ (/)) < n - 2.

COROLLAIRE l7'. - Soit ^G^ et supposons que

d(f) = n — p ( p <n),

ie. les ff = T<^. engendrent dans ^ une intersection complète. Alors
il existe un système de coordonnées locales y = (y^ , . . . , y^ ) au voi-
sinage de l'origine de R" tel que ^ soit polynomial en y ^ , à coeffi-
cients germes indéfiniment dérivables des autres variables.

En effet, il existe au moins un jacobien ——————p— ^ 0.
D (x^ , . . . , x, )

Donc d(3C(<p)) < n — 1, et Fon applique le corollaire 1.
Les corollaires 1' et 1" généralisent des résultats de N. Levinson

[4]. Faisons II = 11̂  = II' dans le corollaire 2 ; on obtient le :

COROLLAIRE 2\ - Soit ^G^ tel que rf(Jp(^)) = r > O.IÎ
existe un système de coordonnées locales y^ = (y^ , . . . , y^) au voi-
sinage de l'origine de R'1, tel que (^) soit engendré par des polynômes
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en > r+ i ? • • • • > > n » û coefficient germes indéfiniment dérivables des va-
riables y^ , . . . ,^.

Enfin, faisons r == 0 dans le corollaire précédent :

COROLLAIRE 2". - Soit ^Eê^. ̂  ^MÀ-Û/, l'idéal ] p ( ^ ) con-
tient une puissance de m et donc en général, il existe un système de
coordonnées locales y_ au voisinage de l'origine de R", tel que (^>) soit
engendré par des polynômes en y^ En effet, J (^) = ^* (11̂  4- IIç)
et ht(II^ -+- 11̂ ) = n + 1. D'après la proposition 2, chapitre 1, en
général l'idéal J p (^) contient une puissance de m, i.e. d(J (<p)) < 0.

4. Germes d'applications n-déterminants.

Soient n un idéal de (Dp ̂  e t ^E^ .

DEFINITION. — Nous dirons que ^ est ^-déterminant si la con-
dition suivante est satisfaite : il existe un entier h> 0 tel que :
V^/E^ avec ( ( /?—^' )Cm\ il existe rEDif(^) tel que :

r*[^n] =^*n.
Nous dirons que n est un idéal rigide si en général un élément

^ de y est II-déterminant.
Le corollaire suivant fournit de nombreux exemples d'idéaux

rigides :

COROLLAIRE 3. - Soit (H, n') une k-strate invariante de
(Dp,q(q > 1) telle que ht(îl^ 4- n') > n. Alors II est un idéal rigide.
Soit ^ G &p:pour que ^p soit II-déterminant, il suffit que ^ soit quasi-
transverse sur (II, II') et sur 11̂  + n\

Soit (p quasi-transverse sur (II, II') et sur IIi + II'. Puisque
ht(ïl^ -Hi7)^ il existe A ' e N tel que ^* (H' + n^) D m^. Si
^ G gp est tel que (^ - sP') C m1^^, alors

(^-^cm' .^^n '+n^)]7

et d'après le théorème 1, il existe r€ Diî(n) tel que r* [^p* II] = [(p'* II].
Donc (^ est II-déterminant et d'après le théorème de quasi-transversalité,
l'idéal II est rigide.
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Le cas particulier q = 0.

L'anneau ®p ç s'identifie à l'anneau R [y^ , . . . , y } des polynômes
sur Rp et si ^eâP ,^* à l'application

P (Y i > • • . , Yp ) ̂  <0p, o ——> P ((^ ,..., ̂  ) €E à .

Si II est un idéal de 3)p^, on note comme d'habitude

n == T^ (n) n o^ (n), où A: = ht (il).

COROLLAIRE 3'. - Soit n ^ àféû/ de ûD^o ^/ ̂  n = ÏÏ
et ht(îl) > inî(n, p — 1) : alors II ^r ng .̂ JSw particulier, si
ht (H) > inf (n - 1 , p - 2) /^éa/ n ^ r^ûte Dowc, si n<2 ou
si p < 3, ro^r 2û?<?û/ II ûf^ <Dp^ ^/ que II = n ̂  rigide.

En effet, puisque tout idéal de (Qp^ est invariant, (II, fi) est
fc-strate invariante de ûLo-

Si p > n , 11̂  == 0, mais ht (H) > ^, donc

Ardii + f f . ® p , i ) > w .
Si p <n ,ht(Tl^) = M — p + 1, et /îr(ff) >p — 1, donc

^(ïïi + ÎÏ. (Dp^)>n.

Dans les deux cas, d'après le corollaire 3, n est rigide. La signi-
fication géométrique de ce corollaire est évidente. Par exemple, si V
est une sous-variété algébrique irréductible de R^, dont le lieu singu-
lier dans C^ de sa complexifiée est une courbe ou une variété de codi-
mension > n, V est rigide. Cela signifie la chose suivante : si (pGâ^
est "quasi-transverse" sur V, il existe h GN tel que : V<p' €8^ avec
Op —^f) C w\ les germes d'ensembles ̂ ~ 1(V) et^'^V) sont ou vides,
ou difféomorphes(i.e. il existe r G Dif(^) tel que r[<p~1 (V)] = <^~1 (V)).
En particulier, il existe TEDif(^) tel que T^""1^)] soit un germe
de variété algébrique.
Un contre exemple.

Si n > 3 et si p > 4, il existe dans S^ ^ R^ de5 sous-variétés
algébriques non rigides.

Prenons n = 3 et p = 4. Soit ( x , y , z) (resp. (r, M , v , w)) un
système de coordonnées locales au voisinage de l'origine de R3 (resp.
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de R4). Soit II l'idéal de C^o = R[^ , u, v , w] engendré par le po-
lynôme : t u (u — t) (u — (3 + v) t) (u — (4 + w) t). Démontrons
par l'absurde que II n'est pas rigide.

Si II était rigide, nous pourrions trouver ̂  , ̂  ^3 » ̂ e ̂  (x , y , z),
2-plats à l'origine, tels que le germe d'application <^, défini par les
formules : t = x 4- ^ ; M = ^ + ^ ' v == z + £3 ; w = ^4» soit
n-déterminant. En effectuant sur la source le changement de coor-
données X = x 4- ^, Y = >/ 4- {^, Z = z + ^3, l'application (^ est dé-
finie par les formules : t = X, ^ = Y, v = Z, w = 7 (X , Y , Z), où
7 est 2-plate à l'origine. L'idéal 1̂  = ^* II est engendré par

XY(Y - X) (Y - (3 + Z) X) (Y - (4 + 7) X).

Puisque ^ est II-déterminant, il existe r G N tel que si 7' E 8 (X , Y,. Z)
est tel que 7 — 7 ' soit r-plat à l'origine, alors il existe TGDif(w) qui
transforme 1̂  en 1^». Soit V le germe des zéros de 1 : V est formé
de cinq feuillets qui se coupent suivant l'axe des Z ; en un point
(0, 0, Z) le plus grand birapport des quatre premiers est 3 + Z ; le
plus grand birapport des trois premiers et du dernier est 4 + 7(0,0,Z).
On en déduit avec Whitney [13] que la fonction 7(0, 0 , Z) est liée
intrinsèquement à V^ . Donc si 7 (0 , 0 , Z) ^ 7' (0 , 0 , Z) on aboutit
à une contradiction.

5. Le cas C^.

On aurait pu énoncer les propositions des paragraphes 1 et 2
dans le cadre des fonctions ^x-fois continûment dérivables. Cela n'in-
troduit aucune difficulté supplémentaire, mais nécessite un calcul par-
fois fastidieux de pertes de dérivabilité. Nous en donnons un exemple
simple.

Désignons par S^j l'anneau des germes de fonctions numériques
^A-fois continûment dérivables au voisinage de l'origine de R" ; par
w^j l'idéal maximal de 8^ ; par DifQi, n) le groupe de difféomor-
phismes locaux de classe C^ au voisinage de l'origine de R". Si
^ = (<^ , . . . , ̂ p) G 8^, on note Jp (sç?) l'idéal engendré par (^ , . . . , <pp

D((Z?, <z? )
et lesjacobiens ——————p- dans â^_i] et par (^ Hdèal engendré

^/i 5 * * ' ? ^i ^
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par les ^ dans ê^ (^ > 1 et ^ > JLI'). Nous laissons au lecteur le
soin de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 5. - Supposons /i > 3. Soient^ ̂  G ê^ tels que
^~{P\-l c ̂ -i] [Jp (^)]2. Alors il existe rE Dif(^ - 2 , ̂ ) ^/
que(<^oT)^_2 =(<^-2(3)-

COROLLAIRE. - Soit ^ G ̂  tel que J p (sp) soit elliptique. Alors
il existe une application ^ ——> 0 Qn) A? N dû^ N, r^/fe ^1^^, V ^' G §^
VOTyïwr (^ - ̂ ') C ̂ °(M), ;/ ejc^^ T G Dif (^ , 72) re/ que (^ o r)^ = (f\.

En effet, puisque 3p (^) est elliptique, à tout JLI E N on peut associer
(?OX)EN tel que IpW'&^^^m^^ Posons 000 = 2 + 2^(^).
Soit ^ eêp tel que (^ —^') Cm°^ ; alors

^-^^Cm^^.[J^(^)]2

et d'après la proposition 5, il existe r G Dif(^, ^z) tel que (^ o r) = (<^)
(c.q.f.d.).

Î/AZ exemple.

Soient <^ Gâ et V le germe de ses zéros. Supposons l'idéal engen-
ô<^

dre par <^ et ses dérivées partielles ——, elliptique. On déduit du co-
ôx,

rollaire précédent, que pour tout j u G N , il existe rEDif (^ i ,^ ) , tel
que r(V) soit un germe de variété algébrique. Nous allons construire
<p de telle sorte que, V rG Dif^), r(V) ne soit pas un germe de variété
algébrique.

Rapportons l'espace R3 à un système de coordonnées ( x , y , z)
et choisissons

^ p = z ( x 2 ^ y2 4- 2z) Oc2 + y2 + z) (x2 + y2 - (1 + x ) z )
(^2 4.^2_^^

où 7 est une fonction analytique transcendante au voisinage de l'ori-
gine telle que 7(0) = 2. Soit V le germe des zéros de ^ au voisinage de

(3) N. Kuiper (voir [3]) a démontré des résultats beaucoup plus précis que ceux
de la proposition V, dans le cas particulier p = 1.
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l'origine et désignons par V le complexifîé de V : V est constitué de
cinq feuillets qui se coupent suivant les deux isotropes : (z = x — iy = 0)
et (z == x + iy = 0). Le germe V possède une singularité isolée à l'ori-
gine, et donc l'idéal engendré par ^ et ses dérivées est elliptique.

En un point (z = x 4- iy == 0, x ^ 0) de V, le plus grand birap-
port des quatre plans tangents aux quatre premiers feuillets est 3 4- x ;
le plus grand birapport des quatre plans tangents aux trois premiers
feuillets et au dernier est 7 Oc). La paire (3 + x , j ( x ) ) et donc la
fonction ^(x) sont liés intrinsèquement à la variété. Mais il est im-
possible (Whitney [13]), par un isomorphisme formel, de transformer
V (et donc V) en un germe de variété algébrique, car y(x) est trans-
cendante.

Les paragraphes 6 et 7 sont totalement indépendants du reste
du chapitre.

6. Stabilité locale des modules différentiables : définitions
et préliminaires algébriques.

Soit A un anneau local (commutatif et unitaire) d'idéal maxi-
mal m et de corps résiduel k = A/m. Si OU est un module sur A, une
présentation de type (p , q) de 31Z est une suite exacte :

A^—M^ A^—°-> Oîl ——> 0

LEMME 1. — Soit Wi un module de présentation finie sur A.
Soit A^ M > A^ a >JU ——> 0 une présentation de ^L telle
que q soit le nombre minimum de générateurs de^i et p le nombre
minimum de générateurs de ker a Soit F un isomorphisme de OU
sur un module OTZ' et soit Ap——> A? a > ̂ V ——> 0 une pré-
sentation de type (p , q) de OU'. Alors il existe des isomorphismes
F? : Ap——> AP ; V : A^——> A" tels que le diagramme sui-
vant soit commutatif :

A"————> A*7 —Ç——>WL————> 0

r^ r7 r (Dv ^ , ^
Ap ———> A'1 ——°—> ̂ ' ————> 0
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On sait qu'il existe des homomorphismes ^p et 1̂  tels que le
diagramme (1) soit commutatif : vérifions que ^p et ^q sont des
isomorphismes. Or, en tensorisant sur A le diagramme (1) parfc, on
obtient un diagramme commutatif :

k^——M—>_fe<^ —°——> OU ®A k ———> 0

\ p I n F
y M' v 7v' V^—M-^ ^—°—> ^®^fe ——>0

où les lignes sont exactes et F est un isomorphisme. Puisque

q = dim^ 3Ït ®^ k_ = dim^ 3TC' ®^ ^'

a et a' sont des isomorphismes. Donc Ve1 est un isomorphisme et
par le lemme de Nakayama, il en sera de même de ̂ q.

L'application F^ induit un isomorphisme de im M sur un M'.
Puisque p est le nombre minimum de générateurs de im M et im M',.
un raisonnement analogue au précédent montre que F^ est aussi un
isomorphisme (c.q.f.d.).

On vérifie facilement (voir Serre [9], Appendice 1) que

q = dim^ (OTI ©^ k) et P == dimfc rror^ (al ' -fe)) -

Nous dirons alors que Oit est un module de type ( p , q).
Avec les hypothèses et notations du lemme 1, soit ^(M)(resp.

3^ (M')) l'idéal de A engendré par les mineurs d'ordre k de la matrice
M (resp. M'). Il résulte du lemme 1 que : ^ (M) = ̂  (M'). Cet
idéal dépend donc uniquement de la classe d'isomorphisme [JII] du
module OU et sera noté ^ [OÏt]. Si s = inf(p, q), on aura :

^ [ J Ï l ]=AD ^ [!?Ïl]D... D^[JH]D^^ [!^]=0.

Désignons par V^ [3TC-] l'ensemble des idéaux premiers ^ de A tels
que dim^ /h .A*» ̂ J ^ • î^^ > î ~" fc. On vérifie que

3^W}= . n ^, ( fce[ i ,5 ] ) .
*',eV^[JTll

Soit ê (resp. <0 ) l'ensemble des classes d'isomorphisme des
modules sur A de type ( p , q) (resp. des modules sur A admettant



IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES 1 223

une présentation de type (p, q)). Si r €N, posons A, = A/w^1 et
^r = ^ ® A A , = ^/m^1.^.

LEMME 2. - Supposons A noethérien et soit 3TC î^ module
de type (p , qr) .wr A ; il existe un entier r > 0 tel que, \ / r ' >r, 31̂
soit un module de type (p, q) sur A^/. En effet, soit

0 ——> (H ———> A^ ———> OTC ——> 0

une suite exacte. Soit ( p y , q^) le type de Oîl^ :

q = dim^ (OU ©^ A/w) = dirn^ [(311®,, A/rn^1) ®^.+i A/m] = ̂

p = dim^ (RImOî,

p, = dim^ ((<% + m^1. A^/m^1 . A^) ® ^ A/w) =
— ~~ ^la1 "~

dim^ ffl/w <%+((% H m'^A^)

Mais, grâce au lemme d'Artin-Rees, pour r assez grand,

OîrW'1 .A^ Cm.O^ et donc p^ = p .

Désignons par AUT(A) le groupe des automorphismes de A. Si
0GAUT(A) et si 3U est un module sur A, on désigne par 0(3Tl)
le groupe abélien sous-jacent à 3U , muni de l'opération externe * :
si a G A et si m GOTC : a * m = 0~1 (a). m : donc 0(3U) est un
module sur A.

DEFINITION 1. - Soit [3Ïl]ee^. Nous dirons que [îÏR]est
une classe déterminante d'ordre < r (ou que 7VL est un module dé-
terminant d'ordre <r) si quelle que soit [OH']ee et vérifiant
[OU,] = pit;], il existe Q E AUT (A)^ tel que [0(311)] == [3U'].

Désignons par Sîp ^ , ou simplement par îîp si p == q, Fensemble
des matrices à p colonnes et q lignes à coefficients dans A. Si M,
M' E Î2p ^ , nous dirons que M ^ M' s'il existe des matrices carrées
inversibles P ^ S Î p et Q€S2^ telles que M' = QMP. Soit [M] la classe

(4) Si A = à, on remplacera dans les définitions 1 et 2, AUT (8) par le sous-groupe
Dîf(n)* des automorphismes différentiables ; un automorphisme de & sera
différentiable s'il est de la forme r*, où rG Dif(w) (V<p € &, T* (^) = <por).
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de M pour cette relation d'équivalence. Si M = (m\) et si 9 E AUT (A),
on désigne par 0 (M) la matrice (0 (m?) et par (M) l'idéal engendré
par les m\ dans A.

DEFINITION 2. - Soit Meft^. Nous dirons que [M] est
déterminante d'ordre < r (ou que la matrice M est déterminante
d'ordre < r) si quelle que soit M' E Î2 vérifiant (M — M') C m1'^1,
il existe Q EAUT(A)(4) tel que [0(M)f= [M'].

PROPOSITION 6. - Supposons Vanneau A noethérien ou A == §,

(?r w^ [Jît] G (°p^. 5o^ Ap —^ A9 -^L> 3ÏI ——> 0 une présen-
tation de type ( p , q) de Oîl. Z^ conditions suivantes sont équiva-
lentes : a) [3il] est déterminante

b) [M] ̂  déterminante.

a) > é^ Supposons [ JÏZ.] déterminante d'ordre < r. Si
M' G î2 est telle que (M — M') C m^^, considérons la suite exacte :

AP-X> A^-01^ ^——> 0. Visiblement [î)îlj = [!̂ ;]. Donc
U existe 6 FAUT (A) tel que [6 (WL)] = [Jïl']. Soit F un isomor-
phisme de 0 (OU) sur JR/. D'après le lemme 1, nous pouvons cons-
truire des isomorphismes F^ , FQ, tels que le diagramme suivant soit
commutatif :

^IW^^^^o^) ———>0

pp pç p

v M' y ' v

A^ —M—> A^ —a——> ^ ————> 0

Ainsi [0 (M)] = [M'] et M est une matrice déterminante d'ordre < r.

b) > a) Supposons d'abord A noethérien, et soit M une ma-
trice déterminante d'ordre <r. En augmentant r si nécessaire, on
peut supposer, d'après le lemme 2, que ^iy est de type (p, q) sur
&^ Soit [Oît']G<°p^, tel que [^]=[^.]. Considérons une présen-
tation de type ( p , q) de 3U' : A^ M > A'7 -̂ -̂  OU' ——> 0, et
soit F^ un isomorphisme de 3U^ sur 3ï^. En tensorisant sur A par \
les deux suites exactes

(4 ) Voir note page précédente.
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0

et ftf M> > A" -°—>3H'

et en appliquant le lemme 1, on construit un diagramme commutatif :

M- .. , ...
"r

1
A?

IT 1 1 7
M;

^r

•s^
^

^r

A?

———————^ c/|

\
•̂  W^ vIL

r.
-> o

où les deux lignes sont exactes et F^ , F^ , F,, sont des isomorphismes
de ^-modules. En relevant les isomorphismes Ff et F^ en des iso-
morphismes de A-modules, on obtient un diagramme, non néces-
sairement commutatif :

A^ M
•> A1'

Y? r^
v
p{ M'

^ A^

où cependant, en posant (F7)"1 o M' o ^p = M" , (M" - M) C m^1

Donc il existe 6 €AUT(A) tel que [M"] = [0 (M)] = [M']. Il en ré-
sulte immédiatement que [00TI)] = [JTl'], c.q.f.d.

Supposons A = S. Si M est déterminante d'ordre < r, désignons
par M* la matrice polynôme de Taylor d'ordre r de M à l'origine. Con-

M*
sidérons la suite exacte : Sf > &<^——> J1Z*——> 0. Par hy-
pothèse, il existe rGDif(^) tel que T* (3ÏI*) ̂  Jîl. Donc Oît* est
de type (p, q) et ^t* ^ 3Ï®^â, où STC est un module de type
fini sur QL. Il résulte du théorème 4, CHO, que 91 est aussi un module
de type (p , q) sur QL. Finalement, Jîl* ©^ gï ̂  91 0^ ̂  est de type
(p, q) sur ^ : il en sera de même de <X ®^. En augmentant r
si nécessaire, on peut supposer d'après le lemme 2, que

^=(î^ ®^)®^.

est de type ( p , q) sur â^. On poursuit la démonstration comme plus
haut.
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La proposition 6 ramène l'étude des modules déterminants à
celle des matrices déterminantes. Nous allons étudier la situation gé-
nérique.

Désignons par H l'anneau des polynômes à coefficients réels
en les indéterminées y ' où i E [1 , q] et 7 G [1 , p\ Nous supposerons
désormais p > q, ce qui n'est pas restrictif (sinon, il suffit de trans-
poser).

Désignons par 3^ l'idéal engendré dans H par les mineurs
d'ordre k de la matrice Y = |> |̂ :

^=H^D^D.. .D^D^=(0).

LEMME 3. - Pour k e [0 , q - l], le couple (^+1, ^) est une
(P - k ) (q - k) strate de Hp ,.

Nous devons vérifier que

\p^)(q-k) (^+1) D ̂  et o^^^(H^) D ̂ .

Si k = 0, le lemme est trivial. Supposons que k €= [1 , q — 1].
Soit 17̂  un mineur d'ordre k de Y : nous supposerons que

^ =det \ y ^ \ i ^ [ l , k ] .
J ^ [ l , k ]

Si a G [k + 1 , q} et P € [k + 1 , p], soit ̂  le mineur d'ordre (k + 1) :

^ =det|^|ïE[l,fc]U{a}
7e[l , fc]U{<?}

3^ 8Ê^
On vérifie que —V= 0 si (a , fî) ̂  (a', ̂ ) et —y = T? . Donc

9^ ^a fc

le jacobien——— est égal à T?^"^^^, ce qui entraîne :

^ CJ(p-fc)(q-fc)(^rfc+l)•

II existe, pour ft G [fc + 1 , p] et / G [1 , k}, des mineurs au signe
près Y?, d'ordre k de la matrice Y, tels que :

^ • ^ = Ê Y/^ si ^t1^!
/=!
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^ • ^ = f ^y^^a si ^^+1,?]
7=1

Soit J^+i l'idéal engendré par les çf dans Hp ^ . Si S = det\y^\
est un mineur d'ordre k 4- 1 de Y, ^+1. 6 = det IT^ . j^l. Si /^ > k,

h
on peut substituer par les égalités précédentes, à 17^. y^ une com-

h

binaison linéaire des y^ et î ^ ( /€E[ l ,^]). Après simplifications, on
vérifie que ^+1. 8 E -^+i. Donc

^•^i^^^r^o^^ .̂i)
d'où : î7rlea(p-fc)(<y-fc)(^+l)•Fmalement^Ca^_^^^(^^).

Soit >^ = (x7 ,) la matrice à (q — k) lignes et (p — k) colonnes,
définie par xj^ = ̂  (pour Â;€[ l ,ç - 1]).

LEMME 4. — 77 î̂ e po^r ^G[l ,ç], des matrices carrées
P^ et Q^ û coefficients polynômes sur Z CT to ̂ / er vérifiant det Q^ = 17^

et det P^ = ry^ ,̂ telles que : Q^1 Y P^ = | _ fc | 5f k<q,et
. L x^ ^J

Q YP = [0 1 ] fow désigne par l^ la matrice carrée unité de rang
k).

[ Y1 1Ecrivons Y sous la forme Y = „ | où Y' est une matrice à k

lignes et p colonnes. Pour iE[l , k ] et / G [1 ,p — k], soit ï{ le
mineur de rang k de Y^ obtenu en conservant les k premières colonnes,
sauf la i0111^ que Fon remplace par la (k + y)61116 colonne. Soit Z = (Z^)
la matrice ainsi obtenue, à k lignes et (p — k) colonnes. Posons

p. 4 z '•1»--„,.!„_, 0 - 1

r ° ^i r^iLe calcul montre que : YP^ =| |, où | |est la
L-x^ sJ L s J

, r-'7* ° imatrice 0^) i'e[l ,<?]. Posons Q» =| |
/•(=[1,^1 L O I,_^J
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[ ° Ifcl
On vérifiera que Q^ Y P^ = = Y'

-Xfc SJ

En retranchant des (ç — k) dernières lignes de Y' des combinaisons
linéaires des ^-premières, on vérifie qu'il existe Qj^', à coefficients
polynômes en les y[ et telle que det Q '̂ = 1 et

0 It

[° '1L~x. o j
Q^-IY,

~ L~x, o
II suffira de poser Q^ = Q^ . Q^. Visiblement, det Q^ = 17^ et
det P, = r^-'

7. Caractérisation des modules déterminants lorsque A = &.

Si A est un anneau artinien ou si A est un anneau intègre et
de valuation discrète (par exemple Z ou k [[x]}) on démontre fa-
cilement que tout module de type fini sur A est déterminant. La
situation est moins simple lorsque A = ̂  (par exemple ê (x)/(e~1^ )
n'est pas un module déterminant sur S (x)) ou lorsque

A = S = k_ [[x^ , . . . , x^ ]] quand n > 1

(par exemple k [ [ x , y ] ] / ( x 2 ) n'est pas un module déterminant sur
k[[x.y}}\

Dans toute la suite, nous supposerons A = & (on aurait des
résultats analogues pour Si ou QC). Posons, si (P , Q , u) G Î2p x ^lq x S"

" 8M
et si M E Î2^ : I\i (P , Q ,u) = QM + MP + ^ M,——eî2^ (on

f = l ^i
a posé ̂  = ( u^ , . . . , !<„)) ; FM est un homomorphisme de ê-modules
de Î2p x Î2^ x S" dans Î2p^.

Si B et C sont des matrices inversibles (B G î2p et C G Î2^), on
a la formule :

^cMB(P.Q^)=C.rM(BPB-1 +

^y^ .B - l ,C - l QC4-C" l . â . , ^ . ) .B (n
1̂ ^ /=! l̂ ""
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Donc il existe des isomorphismes

°C,B : "p x ", x g" -^A^» Î2^ x S2^ x ê"

^ ^C,B ^ "^ /vv^ Î2p,,, tels que I^B = @C,B ° FM ° 9c,B •

Si OU et OU' sont des modules isomorphes et de type ( p , q) et
SÏ&P-M^ ^_û^^——^Oetê^-^^-^ OU'-^O
sont deux résolutions de type ( p , q) de 3H et OU' respectivement,
on aura donc coker 1^ ^ coker FM/ . Ainsi, la classe d'isomorphisme
de coker r^ dépend uniquement de la classe d'isomorphisme de OTI :
on la note [OÏl]. Le théorème suivant caractérise les modules déter-
minants :

THEOREME 2. - Soit 3TI un module de type ( p , q) sur & et
soit ^ ——> ^ —>jn^_> o une présentation de type (p , q)de
OTC. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le module JTc est déterminant.

b) £û matrice M ^r quasi-transverse sur chaque strate (3.,, ^,)
^ ^ ,o=H^(^e [0 , . - l ] ; . = i n f ( p , ç ) ) .

c) dim^ On < oo.

Comme cas particulier {q = 1) de ce théorème, on retrouve le
corollaire 2" du théorème 1.

La première démonstration du théorème 2 utilisait des méthodes
analogues à celles des paragraphes 1 et 2. La démonstration suivante,
plus simple, s'inspire pour l'essentiel (i.e. l'implication c) ——> a)) de
Mather [8].

_ a) ====> b) La condition b) signifie que pour tout k E [0 , s - 1 ],
^(p-k^^q-k) (^t+i (M)) ̂ m_. <^(M). D'après la proposition 6, OU est
déterminant, si et seulement si la matrice M e^t déterminante. Donc
il existe un entier r tel que, VM' G ̂  ^ vérifiant (M - M') C m^\
il existe rGDif^) tel que [r* (M')] =[M]. D'après le théorème de
quasi-transversalité, on peut choisir M' quasi-transverse sur chaque
strate (^, ^). D'où
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V^.,)(^(M)) = J(p-,)(^)(^(T*(M'))) =

= T*(T(p-,)(,-,)(^.i(M'))) D r* (m^NO) =

= w . ^(^(M^m. ^(M).

Donc M est quasi-transverse sur chaque strate (^+1,^) (c.q.f.d.).

b) ====$> c) Supposons ç < p et posons M = (w^). Avec les no-
tations des lemmes 3 et 4, désignons par 17̂  (M) (resp. S^(M)) réiément
de ê obtenu en substituant dans r^ (resp. dans ç .̂) les m{- aux y{.
Soit ^fc+/M) Fidéal engendré dans & par les Ç^(M) et soit^+i(M)
Fidéal engendré dans S par tous les jacobiens, d'ordre (p-k)(q-k),

D(^(M))
D(^,...,^p_^^_^)

(donc si (p - k) (q - k) > n, 3fc+i(M) = 0). On désigne par x^(M),
P^ (M), Q^ (M) respectivement, les matrices \^ , P^ , Q^ dans lesquelles
on substitue les m} aux ^/. Nous démontrons d'abord un lemme :

LEMME 5. - Soit M'eî2^ telle que

W^C^ÇW-^.^W

(si K k < q - l ) ou (M') C ̂  (M) ou (M') C [^ (M)^-^4. S.
Alors M'eim 1 .̂

Supposons (M')C[^(M)]p~ f c+4 .^+l(M) : la démonstration
dans les deux autres hypothèses est très facile et laissée en exercice
au lecteur.

Si T?^ (M) = 0, le lemme est trivial. Si 17̂  (M) =^ 0, soit S! l'image
canonique de à dans l'anneau de fractions g Si /E &, nous

T^(M)

noterons encore par /, l'image de / dans &\ D'après le lemme 4, les
matrices Q^(M) et P^(M) sont inversibles sur l'anneau &^ ^) et

0 I,
M* =Q^(MF1 . M . P ^ ( M )

Xfc(M) 0

La matrice M" = Q^ (M)-1. M'. P^ (M)
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a ses coefficients dans [^(M)^"^3. ^+i(M). ê'. Visiblement, il
existe des matrices P' et Q' à coefficients dans [^(M)^"^"1'3. ê>'
telles que :

M"-Q'M*-M*P'=(^ ^),

où M"' est une matrice à (p — k) colonnes et (q — k) lignes à coeffi-
cients dans [^(M)]""^3. ^+1 (M). S'. Par la règle de Cramer, il
existe M, , . . . ,«„€ [^ (M)]"-^3. &' tels que :

M- ' Ï -, -^
f=l Î

et donc :
n 9M*

r^(P', Q^u) = Q' M* + M* P' + ^ M,—— = M" =
,^i UJC»

= Q^M)-1 .M'.P^ (M) = Q^(M)-1 .F^ (P,Q^) .P^ (M),

où d'après la formule (1) :

Q = Q^(M) . Q'. Q^(M)-1 + Q^(M). f M, aQfc(M) a ses
1 = 1 °^Ï

coefficients dans [^ (M)]p-fc+l. &'.

P^P^ND.P'.P^Mr^i ^.^L^.p^M)^
l= l OX/

a ses coefficients dans [^(M)]3 .&' .

Donc FM (P,Q,^) = M\ cette identité étant vérifiée dans ê'.
Mais, puisque P , Q ,JM , M' ont leurs coefficients dans 17̂  (M). ê, elle
est aussi vérifiée dans ê(5). Donc M'GIm F^ (c.q.f.d.).

Si A G N , posons 2^ = {M' G Î2^ ; (M') C m" (^ (M)V1}.
Puisque ^(M) ==â et ^g+i (M) =:= 0» P01111 démontrer b) ======> c),
il suffit de trouver pour tout h GN, un entier 0 ( A ) G N , tel que,
V f c G [ 0 , ^ ] : Iml^ +2^+1^ D2^^^. On en déduira en effet
l'existence d'un entier h' > 0 tel que Im F^ D S^ ^ , , mais cela si-
gnifie que diniR coker 1^ < 00.

(s) Si A est un anneau sans niipotents et si/ € A et/ f- 0, soit 7 rhomomorphisme
canonique A '̂ A^-> Ay. On vérifie que / . A U ker 7 = (0).
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Si ç7 est assez grand, l'idéal (3q (M))^ est engendré par les puis-
sances d'ordre (p — q 4- 4) des mineurs d'ordre q de M, donc d'après
le lemme 5, Im F^ D ^ a , q ' ' Supposons donc 0 < k < q — 1.

Par hypothèse, si Q (h) est assez grand :

m000. ^(M^^C^^^^^^^^M)^. ̂ ,

où 3^ est l'idéal de & engendré par les puissances d'ordre

(p - k + 4) + (k + 2) (p - k) (q - fc)

des mineurs d'ordre k de M. Considérons l'un de ces mineurs, par
exemple T?^(M) ; puisque [^(M)]^. ^+i(M) C ^+i(M) (voir lem-
me 3), il en résulte que
^ (M)] (^) (p-.) (ç-.) j^ ̂  (^ (M))

C J^ (,_,) (^,, (M)) = ̂  (M) + ̂  (M).
D'où :

-n rMi^-^'1'4)4'^'1'2^^"^^"^ T f^ rMVï^^^ • •'(p-fcXç-^^fc+i^^

C ̂  (M^-^4 . ̂ ^ (M) -h ̂  (M) .

H résulte aussitôt du lemme 5 que : Im 1^ + S^+i^ ^^k^Çh) •

c) ^» a) Par hypothèse, il existe un entier s > 0, tel que,
V N G Î Î p ^ vérifiant (N) C m^1, alors NdmrM. Nous allons dé-
montrer que V M ' G Î 2 p ^ vérifiant (M^Cm^3,!! existe reDif(n)
et des matrices inversibles P G Î2p et Q G Î2ç telles que :

M + M ' = Q . r * ( M ) . P .

Soient V un voisinage ouvert de l'origine de R" et 1 l'intervalle [0,1].
Si N est une matrice à coefficients dans S, on désigne par N une matrice
à coefficients dans ê(V), induisant le germe N à l'origine. Si N(x, t)
est une matrice à p colonnes et q lignes à coefficients dans &(V x I),
on désigne par 1̂  ^ l'homomorphisme :

,2.*./,2,(P(x,r),Q(x,0,^(x,r))ES(V x ïY +q +" —> N(^,r)P(x,r) +
n 3N (x t)

+ QOc, ON(x, 0 4- V M.(X, 0—-—— Cê(<v x 1)^
,Ti i - ô^,
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Soit M'G Sî^, telle que (M') C w^3 Posons M (x, t) = M + rM'.
Montrons que, si v est assez petit, - M'Ew^ . Im FM^O (m^ est

l'idéal de 8 (V) formé des fonctions nulles à l'origine). ~

rïM'
Or, les matrices M' et —— ont leurs coefficients respectivement

dans m5^3 et m5^2, et donc en diminuant V si nécessaire :

^ rM^^ImrM ^nilM^ + ^ . I m l M e t - M ' e w ^ . I m i M .

On en déduit, si V est assez petit :
Im IM = Im IM(^,) et -M'em^. ImiM^) .

Donc, il existe des matrices a(x , t ) , P(x , t) , u(x, r) à coefficients
dans m\. 8 (V x I) telles que :

^Oç, r )M^, r) + M(x, t ) a ( x , t) + ̂  ^0;, r) ^ M ( x > r ) 4• M' = 0
1=1 8X/

(a, ^, matrices carrées d'ordre p et ç respectivement et

u = (M^,...,^)) (2)

3^
Puisque ^ ( 0 , 0 = — — ( 0 , r ) = 0 , en choisissant V assez petit, ild.y^
il existe

r ( x , t) ̂ x -h^Çx, r)e&(V x 1)"

ôî/tel que v(0 , ^) =— (0, f) == y(x , 0) = 0
dx,

ÔT
G^ T;(^^)=^(T(^,0,0 (3)dr ~ ~ —

Donc pour chaque valeur fixée de t , r^(x) = r(x , r) définit un dif-
féomorphisme local au voisinage de l'origine de R".

Il existe des matrices

Q C c , r ) = l ^ + Q r ( x , ^ ) ; P (^ r )=I^ 4-p '0c,r)
telles que Q'(x, t), P'O:, t) aient leurs coefficients dans r .w .& (V x I)
(donc P(^, r) et QÇy, r) sont inversibles, si V est assez petit) et :
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Q~1 (X , t) . a -Q(X , t) = P(T(X , t) , t)
ôt ~ ~

— f ( x , t ) . î ^ l ( x , t ) = a ( T ( x , t ) , t ) (4)
Ôt ~ ~ ~

D'après (2), (3) et (4) :

Q~1 (x , t) .— [Q (x , t) . M (T(X , t) , t) . P (x, t)] . P-1 (x , t) =— or — — — —

==P(r(x, r),r).M(r(x, r),r) +M(r(^r),0.a(T(x, r),r)

" ÔM
+ ^ — — ( T ( x , 0 , r ) . ^ ( r ( x , 0 , r ) + M ' ( T ( x , 0 ) = 0

1=1 ^Ï

si Vest assez petit. Donc la matrice Q (x, r). M (r(x_, 0 , t) . P (x, t) est
indépendante du paramètre t, et :

Q(x , 0). M(r(x , 0), 0). f(x , 0) = M =

= Q ( x , D . K M + M ^ O T ^ , 1)}.P(^ 1).

D'où en passant aux germes à l'origine : M + M' = Q . r* (M). P^ où
rGDif(^) et P et Q sont inversibles (c.q.f.d.).

Appendice.

1. Soit S« =^[ [x^ , . . . , ^ ] ] l'anneau des séries formelles à n
variables, à coefficients dans un corps commutatif fe. Soit P un idéal
premier de ^.

PROPOSITION 1. - Soit 36 l'ensemble de tous les k-homomor-
phismes de ^/^ dans k[[t}}. Alors, si k_ est algébriquement clos,

H Ker H = (0).
He ae

En effet, soit h la cohauteur de <> ; si h = 0, le résultat est tri-
vial ; sinon il existe des formes linéaires indépendantes >^,. . . ,3^
telles que, si l'on pose ̂  = k [ [ y ^ , . . . , y^ ]] :

1) L'homomorphisme ^——> S < / p , composé de l'injection ca-
nonique de ̂  dans Si et de la projection canonique de 9 sur®?/1» est
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injectif (i.e. P H S^ = (0)) et le corps K des fractions de S?/ p est un
espace vectoriel de dimension finie r sur le corps des fractions de Si9.

2) II existe un polynôme distingué :

P = ^ ^ + ^ _ ^ ^ 1 4 - . . . + û o e o ,

les a^ appartenant à l'idéal maximal de SP9. Si A est le discriminant
de ce polynôme, A ̂  0 et A E S1'. Désignons par ̂  le sous-anneau
de K formé des fractions dont le numérateur appartient à ^ et le
dénominateur est une puissance de A. On a l'inclusion :

^ ^[YH^--

tout élément de ^/ s'écrit comme un polynôme en y^+^ de degré
< r — 1, à coefficients dans §^.

Soit H' un fc-homomorphisme de ^ dans ^[[^r!]], tel que
H' (A) =^= 0. Le théorème de Puiseux affirme l'existence d'une série
formelle Ç Ck [[t]] telle que : ̂  + H' (û,_i) f - l + . . . + H ' (a^) == 0.
Puisque H' (A) ^= 0, l'homomorphisme H' se prolonge de façon unique
en un homomorphisme H de S^[^+J dans le corps des fractions de
k[[t]], tel que HO^) = S. Mais on vérifie que H(9?/<») Ck[[t]].
En effet, tout élément y de Si/ p vérifie une équation :

y5 ^-i^"14- ...^o-o
oùles^E^DonctH^r+H^.iMH^)]'-^ ... + H(fto) == 0,
et puisque les H' (^) = H(6,) Gfc[[r]] , H(^)efe[[r]] (car.fe[[r]] est
intégralement clos).

Soit ff : nous devons construire un homomorphisme HES^
tel que H(/)^0(6). Or, il existe g € ^ et /'G^./'^O, tels que
fg — f ^ . Avec les notations précédentes, nous pouvons choisir H'
tel que H' (A. /') ̂  0, et donc, si H prolonge H', H (fg) = H9 (f') ̂  0,
donc H(/)=^0, c.q.f.d.

COROLLAIRE. - Soit /e^?, telle que /(O) = 0. // ^f^ un
" 3/

CT^er p > 0 et g^ ,..., g^ E^ï tels que : /^ = ̂  ^ -—.
ï = i dx/

(6) Si H G SÇ, on désigne encore par H F homomorphisme de Si dans/; [[^]] composé
de H avec la projection canonique de g» sur SS/ .
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Pour la démonstration, on peut supposer k algébriquement clos.
9f

Désignons par 1 l'idéal engendré dans ^ par les — , i E [1 , n}. Soient
bx,

^i , . . . , <>_, les idéaux premiers associés à I. Il nous suffît de prouver
que f^-^f , V / G [ 1 ,5]. Posons .̂ = <> : avec les notations de la
proposition I, montrons que V H E 3€, H (/) = 0. Or,

^H(/)^/(H(^),...,H^))=SH(^).^

Puisque les—7 G ^ , V z G [ l , n ] , H (——)= Oetdonc—H(/ )=0 .
3y/ ^y^ dt

Puisque /(O) = 0, H(/) = 0. D'après la proposition I, /E <» (c.q.f.d.).

2. Fonctions différentiables et ensembles analytiques
(cf. Malgrange [7]).

Si 3 est un idéal de QL = R{{^ ,...,x^}}, désignons par Ô Fidéal
engendré par 9 dans ®» = R [[jci,...,^^]]. Si V est un germe d'ensemble
analytique au voisinage de l'origine de R", désignons par^ (V.) (resp.
3<^ (V)) l'idéal de d(resp. à) formé des germes aplats sur V,, c'est-
à-dire nuls sur V ainsi que toutes leurs dérivées jusqu'à l'ordre k in-
clus. On note 3° (V ) = 3 (V ) ; 3^ (V ) = 3C (V ). On désigne par
T la projection canonique de ê sur ^.

PROPOSITION 2. - Avec les notations précédentes

5?V) = T[3<:W)].

Soient V ^ , . . . , Vy les composantes irréductibles de V ; alors :

H(V) =^(<y^n ... c\3(V, ) ;3<:(V) =3<:(Vi)n... n9<:(%p.

Puisque ^ est un module plat sur QL : H^V) = = ^ ( V i ) n . . . n^(^).
Donc :

^?V)CTKK;(V)]C H T[3C(V,)].
1 = 1

Si, V f E [ l ,5],<?î^) = T[3<:(V,)], on aura ^V) ==Tp<;(V)].
Ainsi, il suffit de faire la démonstration lorsque V est un germe
irréductible de dimension h. Posons 3 (V) ==3 ; 3C(V)=î îC.
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La complétée de l'algèbre analytique intégre d/H est une algèbre
intègre Si là (Malgrange [7]). Donc 3 et à sont des idéaux premiers
de QL et Si respectivement et Coht (3) = coht(3) = h.

Supposons que T(3<;) D à. Alors coht(T(3C)) < coht(^) = h.
Le germe V est induit par un ensemble analytique V dans un voi-
sinage ouvert Î2 de l'origine. Notons 3C l'idéal de ê(î2) formé des
fonctions nulles sur V. D'après le corollaire de la proposition 1, cha-
pitre 1, il existe un voisinage ouvert Î2' C Î2 de 0 tel que :

Vu e Î2', coht (T^ (^)) < coht (T (ÎK:)) < coht (à) = h.

Or V H Sî' contient des points au voisinage desquels V est une
variété analytique de dimension A. En un tel point o_, il est clair que
coht (T^ (3<:)) = A. D'où la contradiction.

PROPOSITION 3. - Le germe d'ensemble analytique V est cohé-
rent, si et seulement si 3C(V) = 3 (V ). S>.

Dans ce cas, VA: G N , ̂ m (V ) = ̂ w (V) . ê.

1. £û condition est suffisante : Supposons V non cohérent. Soient
fi 9 • • • ? /n des générateurs de 5 (V ) sur QL ; î2 un voisinage de 0 dans
lequel les ^ sont définies et posons :

V=={û€î2; / i (û)==. . . =/p(a)=0}

Puisque V n'est pas cohérent, il existe une suite {û^çN de points
distincts de V —{0},û^——> 0 ; une suite {g^}^ de fonctions ana-
lytiques au voisinage de ûp nulles sur V au voisinage de ûj, telles que
V / e N , g{ ne soit pas combinaison linéaire des /,., à coefficients ana-
lytiques au voisinage de a^ Donc par le théorème 4, chapitre 0,g^
n'est pas combinaison linéaire des f^ à coefficients C°° au voisinage
de û,.

Soit {0/}^N une sulte de fonctions appartenant à ê(S2), telle
que : ^ = 1 au voisinage de^ ; le support S^ de 0, est contenu dans
l'ouvert de définition de g^ et S^ H S^ =0, si / =^ /' ; la fonction
(^ .^ (égale à 0, .^ sur S ^ et à 0 sur Î2-S^) est nulle sur y. Par un
argument bien connu de la théorie des espaces de Fréchet, il existe
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une suite {\}^y de nombres réels =^= 0 tels que la série ^ X ^ . 0^. g^
\eN

converge dans &(î2) vers une fonction g .
SigQ est le germe de gèif origine,^ G 3€( y), niaise ̂ (V).â.

2. Zû condition est nécessaire : Supposons V cohérent. Soient /i ,...,/.,
des fonctions analytiques sur un voisinage ouvert Î2 de l'origine, en-
gendrant en tout point a_ G Î2 l'idéal 5^ des germes de fonctions ana-
lytiques au voisinage de a, nuls au voisinage de a_ sur V (V est un
sous-ensemble analytique de î2 induisant le germe V à l'origine).
Soient 3 l'idéal engendré par les .̂ dans & (Î2) ; 3C l'idéal de S (Î2)
formé des fonctions nulles sur V. L'idéal 3 est fermé (Théorème 2,
chapitre 0) et d'après la proposition 2, V û ? E Î2 , T ,̂ OC) = ̂  = T^(^).
Ainsi, par le théorème 1, chapitre 0, 3 = 9C, et donc 3<:(V) =~^ (V).é.

3. Supposons démontré que pour tout h < k , W^^W) = ̂ (V ) . S,
et démontrons que ^^(V) = ̂ ^(V)^ . Considérons la suite
exacte de (Si-modules :

0——^^(V)—1» ̂ (V)—^ [&/^m(V)]n

où i est l'injection canonique et ^ l'homomorphisme de (ï-modules
défini par la formule : ^ (/) = 0//3^ ,. . . , 3//3x^). En tensorisant
cette suite exacte par S, en utilisant l'hypothèse de récurrence et
le fait que S est un module plat sur QL (théorème 4, chapitre 0), on
obtient une suite exacte de & -modules :

0 ——> ^^(V)^ J^^ÇV) -A> [S/g^^V)^

Visiblement, le noyau de ^ est ̂ ^(V). Ainsi

g(k+l\V),ê=gç(k+l\V) :
ceci achève la démonstration, par récurrence sur k.

Soit ^ un idéal premier de QL : l'idéal ï engendré par ^ dans
ô n'est pas premier en général. On a cependant le résultat suivant :

PROPOSITION 4. - Soit ^ un idéal premier de QL. Soient f et
g €& tels que fg € î et supposons que T (/) fÊ î , alors g € ^ .
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Supposons l'idéal ^ engendré sur QL par des fonctions/^ ,...,/
analytiques sur un voisinage ouvert Î2 de l'origine de R". Soient / et
gE ê(S2) des représentants de / et g respectivement ;3 l'idéal engendré
par les ^ dans &(Î2) ; 3' l'idéal engendré par les // et / dans 8(Î2).
Par hypothèse : coht(T(^')) < coht î = coht P = A.T)'après le co-
rollaire de la proposition 1, chapitre 1, : coht(T^ ( H ' ) ) < h pour tout
û^GSÎ' C S2,où Î2' est un voisinage ouvert de l'origine.

Si ^ est l'idéal de QL, induit par «» en un point ci suffisamment
voisin de l'origine, ou ^ = QL, ou ^ = t» , n ... n ^ . o ù / G N4'

•— —— — — * ~.f/Q jS.

et ^a,\ ' • • • ' ^j,/ sont des id^ux premiers de (SI, de cbhauteur A.
(Ceci résulte trivialement de la cohérence d'un ensemble analytique
complexe W C C" et du fait que si W est irréductible et de dimension
h à l'origine, alors il existe un voisinage SI de 0 dans C", tel que
\/d E W H Î2 , dim^ W = A). On peut donc choisir Î2' assez petit
pour que : Vû?GS2' , on ait, soit T^ (3) = î^ = ^ ; soit

T^)=î^=î^ n...n^ où ^,,...,^

sont des idéaux de S1, de cohauteur h.
Finalement, si Î2' est assez petit, V_a G Î2', T^ (^). T^a') C T^(^).

Si T^ = S?, alors T^(^)ET,(^) ; sinon, \/iE[l ./J TT .̂ T, 31 C \ ,
et puisque coht (T^') < coht ( ^ , ) = A , T^' <t^a,i et donc

Ta^^^ ,p Finalement, T^ET^, ceciVû[ES2\ II en résulte que
^ appartient ponctuellement sur Î2' à l'idéal engendré par les f, dans
&(S2'). D'après les théorèmes 1 et 2, chapitre 0, g appartient effec-
tivement à cet idéal. Donc gEï (c.q.f.d.). ^
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