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EQUATIONS ET INEQUATIONS NON LINEAIRES
DANS LES ESPACES VECTORIELS EN DUALITE

par Haim BREZIS (%)

Un grand nombre d’articles traitant de problémes variationnels
non linéaires ont été publiés ces derniéres années. Les premiers résultats
essentiels concernant les opérateurs monotones ont été obtenus par
F. Browder et G. Minty. Les propriétés de ces opérateurs ont alors été
étudiées systématiquement par F. Browder en vue d’application a la
résolution de problémes aux limites elliptiques et paraboliques non
linéaires (on trouvera dans [10] et [11] une importante bibliographie).
J. Leray et J.L. Lions puis P. Hartman et G. Stampacchia ont montré
que 'on pouvait étendre les résultats de F. Browder a des opérateurs
plus généraux.

Dans ce travail on introduit deux vastes classes d’opérateurs non
linéaires : les opérateurs de type M et les opérateurs pseudo-monotones.
Ils englobent les opérateurs monotones ainsi que la plupart des opé-
rateurs non linéaires utilisés par les auteurs précités, et possédent des
propriétés analogues a celles des opérateurs monotones.

On montre qu’un grand nombre des théorémes énoncés jusqu’a
présent dans le cadre des espaces de Banach réflexifs peuvent étre géné-
ralisés a des espaces vectoriels en dualité.

Enfin, on applique les mémes techniques pour résoudre des iné-
quations d’évolution abstraites. Les résultats obtenus dans cette
direction se sont déja révélés riches en applications a la résolution
d’équations et d’inéquations d’évolution non linéaires, de problémes
paraboliques avec conditions aux limites unilatérales, etc.

Je suis profondément reconnaissant envers M. Choquet dont les
conseils et encouragements m’ont été trés précieux. Je remercie bien
vivement M. Lions pour 'intérét qu’il porte a ce travail.

(1) Attaché de recherche au C.N.R.S. Enregistré au C.N.R.S. sous le numéro A.O. 1593.
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Le plan est le suivant :
1. Propriétés élémentaires des opérateurs monotones.
2. Les opérateurs de type M et la résolution d’équations non
linéaires.
3. L’équation intégrale u + KAu = f.
4. Les opérateurs pseudo-monotones et la résolution d’inéquations
non linéaires.
5. Inéquations d’évolution abstraites.

6. Applications.

1. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES
OPERATEURS MONOTONES

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R mis en dualité par une
forme bilinéaire (f, u),f€F ,u € E. On supposera dans la suite que
E est muni d’'une topologie d’espace vectoriel topologique, plus fine
que o(E , F) et que F est muni de la topologie o(F , E).

DEFINITION A. — Soit X un sous-ensemble de E. On dit qu’'une
application A de X dans F est monotone si (Ax — Ay,x —y)=0,
Vx,y€eX

I1 suffit en général d’imposer en plus de la monotonie une condition
de continuité trés faible pour avoir des résultats satisfaisants.

DEFINITION B. — Soit X un sous-ensemble convexe de E. On dit
qu’une application A de X dans F est hémicontinue si pour tout couple
x,y €X, lapplication t€[0,1]—> (A(x — tx + ty) ,x — p) est
continue.

1.1. Exemples d’applications monotones non linéaires.

1) Les applications de dualité (F. Browder [11]). Soient E un espace
vectoriel normé et E’ son dual. Les applications de dualité sont des ap-
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plications monotones “canoniques” de E dans E'. Soit x € E, on pose
Ix ={f€E' ; (fLx)=1lxI* et Ifll=1lxI}
={f€E ; (f,x)= x> et NfI<IxI}.

L’ensemble Jx est un convexe fermé non vide (d’aprés Hahn-Banach) de
E'. Si E' est strictement convexe, Jx est réduit a4 un point et I'on
désigne par J I'application de dualit¢ x EE —> Jx €E'.

Propriétés de J.
i) J est monotone ; plus précisément

Ox —Jy,x —y)=ixll = llyIH?*.
En effet

Ux = Jy,x—p»)=1xI*>—Ux,y) - dy, x)
+yI2 = lxll = Iy .

ii) J est continu de E fort dans E' muni de la topologie faible
o(E' , E) : en effet, supposons que J ne soit pas continu au point x €E ,
il existerait un voisinage ouvert U de Jx dans E' faible et un ultrafiltre
x,; sur E tels que x; —> x dans E fort et Jx; ¢U.Deplusx;, —> f
dans E’ faible avec f€& U . Par suite,

Ux;, x) = I 1>P— (f, x) = x> et
1Al < lim inf || Jx, |l = Il x|l .

D’ou f = Jx € U, ce qui est absurde.

Remarquons que si E' est uniformément convexe, J est continu de
E fort dans E’ fort.

2) Les applications de proximité (J.J. Moreau [28]). Soient H un espace
de Hilbert et ¢ une fonction convexe semi-continue inférieurement
(S.C.1.) de H dans ]— oo, + 0] non identiquement égale a + o= . J.J.
Moreau a montré dans [28 ] que pour tout f € H, il existe « € H unique
noté u = Prox ftel que (f —u,v —u) < ¢(v) — o), Vv €EH. Lap-
plication fEH —> Prox¢ f est monotone et continue de H fort dans
H fort ; plus précisément

(ProxW fi— Prox¢ Hhhi—1f)=2 IIProxv fi— Prox¢ f2||2 Vi, LEH.
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En effet, ona :
(fy—up, uy—u)) <o, — ou,)
(fa—uy, uy —uy)) <ouy) — ou,).
D’ou par addition :
Ny —upl® <(fy = f, 0y —uy).

En particulier la projection sur un convexe fermé X dans un espace de
Hilbert est monotone ; il suffit de remarquer que Projy = Prox¢ ou
désigne la fonction indicatrice de X (c’est-a-dire p(x) = 0 six € X et
o(x) = + o six & X).

3) Soient £ un ouvert de R"” et 2 < p < + oo, L’application
UEL,(Q)—> Au= |ulP™?y
est monotone hémicontinue de L, (£2) dans son dual. Soient

WhP(Q) ={u€L,(Q) ; Dju€L,(Q),1<i<n}

0
(01‘1 D, = R désigne la dérivée au sens des dlstributions) muni de sa
Xi

norme usuelle, et W;”’ () I'adhérence de @ () dans W' (Q).
Alors ’application

n
UEWP(Q) —> Au = —iz—:l D,(ID;ul?~% D, u)

est monotone hémicontinue de Wé"’ dans son dual.

1.2. Caractérisation de certaines applications monotones.

DEFINITION C. — Soient E, et E, deux espaces vectoriels loca-
lement convexes séparés, x € E, et § un voisinage de x. On dit qu’une
application f de S dans E, est différentiable au sens de Gateaux au
point x s’il existe une application linéaire et continue y — f'(x).y
de E, dans E, telle que pour tout
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+ —
fx tJ;) f(x)=f,(x).y.

y€E,, lim
t—>0

PROPOSITION 1. — Soient E un espace localement convexe
séparé, E' son dual, S un ouvert convexe de E et f une fonction numé-

rique définie sur K2, différentiable au sens de Gateaux dans 2. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est convexe.

ii) L application x € Q —> f'(x) €EE' est monotone hémicon-
tinue.

Démonstration. — Soient x, y €Q et p(t) = f(y + tx — ty).

i) = ii). La fonction ¢ est convexe et dérivable sur [0, 1]
avec '() = (f'(y + tx — ty) ,x — y). La fonction ¢’ est donc crois-
sante et continue sur [0, 1]. En particulier, ¢'(0) < ’(1), c’est-a-dire

o), x =<', x -y

il) == i). La fonction ¢ est dérivable sur [0, 1] et ¢’ est crois-
sante. Par suite p est convexe et donc f est aussi convexe.

PROPOSITION 2. — Soient S2 un ouvert convexe de E et A une
application de ) dans F différentiable au sens de Gateaux dans S2 .

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est monotone hémicontinu de S dans F

i) (A'w).x,x)=20,Yue,Vx EE.

Démonstration. — i) == ii). On a

Al + tx) — Au

A'w). x = lim
t—>0 t
Al + tx) — Au
Donc : (A'(w). x, x) = lim ( ( ) , x) .
t—>0 t

/
Mais (A(u + tx) — Au, tx)=0. Dou:(A'w).x,x)=0.
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ii) == 1i). Soient x, yE€EQ etp(t) = (A(y + tx — ty) ,x — y).
La fonction p est dérivable sur [G, 1] avec

=A@ +tx—-ty).x -y, x—y)=0.

Il en résulte que la fonction p est croissante. En particulier, ¢(0) < ¢(1)
montre que A est monotone.

1.3. Quelques propriétés élémentaires des opérateurs monotones.

DEFINITION D. — Soient x, €E et S un sous-ensemble de E
avec xo & S. On dit que S entoure x, si toute demi-droite issue de x,
rencontre S.

PROPOSITION 3. — Soient x, €E, S un sous-ensemble de E
entourant x, et A une application monotone de S U{x,} dans F.
Alors Ax, € c(A(S)) : enveloppe convexe fermée de A(S) dans F.

Démonstration. — Supposons que Ax, ¢ c—(m Il existe alors
u € E (d’aprés Hahn-Banach) tel que
(Ax,u) < (Ax,,u) , Vx€S.
Mais la demi-droite x, + Au, A > 0 rencontre S au point x, + A u et
(A(xg + Agu) — Axg ,Ayu) = 0.
D’ou (Ax,,u) < (A(xqy + Nqu),u) ; ce qui est absurde.

La proposition 3 généralise un résultat de Kacurovski [18]
(théoréme 1).

PROPOSITION 4. — Soient X un sous-ensemble convexe de E,
A une application monotone hémicontinue de X dans F et ¢ une
fonction convexe de X dans ]— oo, + ] non identiquement égale a
+ oo, Soient u € X et f € F ; les conditions suivantes sont équivalentes:

D(f—Au,v —uw) <o) — o) , VveX
W(f—-Av,v—u) <o) —o) , VveX
i) (f— Av, v — u) < o) — o) , VvEX
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Si )% +0 ()% désoigne Uintérieur de X) et si @ n’est pas identiquement
égale a + o sur X.
Démonstration. — i) == ii). En effet, on a :
F-A, v —u)S(f—Au,v —u) <o) —pu) , VveEX

ii) == i). Soitwe&€ X ;onposev, = (1 —Hu +tw,t€]0,1].
Ona:t(f—Av,,w—u)<t(pw)— ¢)). En divisant par ¢ et en
passant a la limite quand ¢t —> 0 on obtient :

F—Au,w—-u)<pow) —pou) , VweX.
L’implication ii) ——> iii) est évidente.

iii) == i). Soit w€X, v, = (1 — Hu + weX, V1€]0,1].
Dot t(f — Av,, w — u) < t(p(w) — ¢(u)). En divisant par ¢ et en
passant a la limite quand t ——= 0 on obtient :

F—Au,w—u)<oWw) — o) , VWEX.

Soit u, E)%telquev.p(ul)<+°° ;soitvEX, w,=(1 -0y + tu, 65)(,
vVt [0, 1]. Donc

F-Au,v—uttu, —tv)<( -8 + tou,) — o).
En passant a la limite quand t —> 0, on a :
f—Au,v—u)<opo@®) —om) , VvelxX.
La proposition 4 généralise un résultat de F. Browder [13].
COROLLAIRE 5. — Soient A une application monotone hémi-
continue de E dans F et ¢ une fonction convexe S.C.I. de E dans

J— oo, + o] non identiquement égale a + . Alors pour tout fEF ,
l’ensemble des solutions de l'inéquation

i) (f—Au,v—uw) <o) —9ou) , VveEE

est un convexe fermé de E.

En particulier I’ensemble des solutions de l’équation Au = fest un
convexe fermé de E.
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Démonstration. — D’aprés la proposition 4, I'inéquation i) est
équivalente a 'inéquation ii) ; or il est évident que I’ensemble des
solutions de ii) est un convexe fermé.

Remarques. — 1) En général, 'image directe ou l'image réci-
proque d’un convexe par une application monotone hémicontinue
n’est pas convexe.

2) Tout sous-ensemble d’un hyperplan fermé de E peut étre con-
sidéré comme I'image réciproque d’un point de F par une application
monotone (non hémicontinue).

PROPOSITION 6. — Soient X un sous-ensemble convexe de E
et A une application monotone hémicontinue de E dans F. Pour tout
filtre u; qui converge vers u dans X tel que lim sup (Au;, u;, —u) <0

ona:
(Au,u —v) <lim inf (Au;,u;, —v) , VveEX.

Démonstration. — On a (Au, u; — u) < (Au,, u; — u).

D’ou lim(Au,;, u; —u)=0.
Soient veEX,t€10,1] et w={Ud-0u+tv.
On a (Au; — Aw,u; —w) =20,

c’est-a-dire
—(Auy,u;—uw)+ (Au—tu+twv),u; —u + tu — ) <St(Auy, u —v).
On obtient donc en passant a la limite
t(Au — tu + tv) ,u — v) < tlim inf(Ay;, u — v).
En divisant par ¢ et en passant a la limite quand ¢t ——> 0, il vient :
(Au, u — v) <lim inf(Au;, u — v) = lim inf(Au,;, u; — v).
COROLLAIRE 7. — Soit A une application monotone hémi-

continue de E dans F. Pour tout filtre u; sur E tel que u;—> u,
Au;, —> fet lim sup(Au;, u,) < (f,u),ona Au = f.

Démonstration. — 11 résulte de la proposition 6 que
(Au,u —v) <lim inf(Ay;, u;, —v)<(f,u —v) Vv€EE.
Dou Au=f.
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COROLLAIRE 8. — Soit E un espace de Banach ; toute appli-
cation A linéaire et positive de E dans E' (c’est-a-dire (Av,v) =0,
V v €E) est continue de E fort dans E' fort.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 7, le graphe de A est fermé
dans E x E' ; il résulte alors du théoréme du graphe fermé que A est
continu.

PROPOSITION 9. — Soit A une application monotone hémi-
continue de E dans F ; les restrictions de A aux sous-espaces vectoriels
de E de dimension finie sont continues.

Démonstration. — On se place d’abord dans le cas ou E est de
dimension finie. D’aprés le corollaire 7, le graphe de A est fermé. Il
suffit donc de montrer que A est borné (c’est-a-dire transforme les
bornés en des bornés). Supposons que A ne soit pas borné ; il existerait
une suite u,, de E telle que

Aup,

u %u, Au %'*'OO’Z =
g I Ay "l Au,ll

> zavec |z = 1.

D’autre part (Au, — Av, u, — v) = 0, Vv €E. En divisant par || Au,, ||
et en passant a la limite on obtient (z,u —v) =0, Vv€EE ; dou
z = 0, ce qui est en contradiction avec ||z|]| = 1. Dans le cas général,
soit E; un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit v €E,
montrons que I'application u € E,—> (Au, v) est continue. Soient
E, I'espace engendré par E, et u, j I'injection canonique de E; dans E
et j* son adjoint de F sur E'1 . Il est évident que j*Aj est monotone
hémicontinu de E, dans E) . D’aprés ce qui précéde, j*Aj est continu, et
donc I'application u € E; —> (Au, v) est aussi continue.

2. LES OPERATEURS DE TYPE M ET LA RESOLUTION
D’EQUATIONS NON LINEAIRES

DEFINITION E. — Orn dit qu'une application A de E dans F est de
type M si elle vérifie les deux propriétés suivantes :
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(M) Pour tout filtre u; porté par un ensemble compact de E tel
queu; —> udans E, Au; ——> fdans Fet lim sup(Au; , u;) < (f, u)
onaAu=7f.

(M,) Les restrictions de A aux sous-espaces vectoriels de E de di-
mension finie sont continues.

Remarque. — Si E est un espace de Banach réflexif et séparable
muni de la topoiogie faible o(E , E') avec F = E' et si A est borné, il
est équivalent de formuler la propriété (M, ) pour des suites.

Introduisons une notation : Soient X et Y deux sous-ensembles
convexes de E ; on pose

Inty X = {xGX,Y—xCA;JO)\(X—x)i

Ainsi Inty X = X et Intg X est I'intérieur de X pour la topologie loca-
lement convexe la plus fine de E.

2.1. Théorémes d’existence.

Nous indiquons ici les théorémes que nous démontrerons par la
suite.

THEOREME 10. — Soient X un convexe compact absorbant de
E et A une application de type M de E dans F telle que (Av, v) 2 0,
Vv EX, v¢&lInt; X. Alors I'ensemble {u € X ; Au = O} est non vide et
compact.

THEOREME 11. — Soient X un convexe compact de E contenant
0 et A une application de type M de E dans F telle que (Av, v) > 0,
VVvEE, v&X. Alors I'ensemble {u € X, Au = 0} est non vide et
compact.

THEOREME 12. — On suppose que dim E > 2. Soient X un
convexe compact de E contenant 0 et A une application de type M de E
dans F telle que (Av,v)#0, VEE,v ¢ X. Alors 'ensemble

{ueX,Au =0}

est non vide et compact.
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Les démonstrations de ces théorémes utilisent un lemme di a
F. Browder. (cf. aussi [16]).

LEMME 13. — Soient E un espace de dimension finie, X ur
convexe compact de E, A une application continue de X dans E' et ¢
une fonction convexe S.C.1. de X dans |— o . + |, non identiquement
égale a + o=,

Alors pour tout fE€ E', il existe u € X tel que

f—Au,v —uw)<o@) —pu) VveX. 2.1

Démonstration. — Le raisonnement suivant fait appel a la notion
d’application de proximité (cf. 1-1) et simplifie la démonstration de
F. Browder [13]. On pose ¥(x) = ¢(x) si x€EX et ¥(x) = + oo si
x ¢ X. ¥ est une fonction convexe S.C.I. de E dans }— oo, + ). E
identifi¢ avec E' est muni d’une structure hilbertienne. L’inéquation
(2.1) s’écrit :

f—Autu—-—u,v—u)<v¥@y)—-V¥Y@w) VveE

ou encore u = Proxy (f — Au + u). D’aprés le théoréme de point
fixe de Brouwer cette équation admet une solution puisque I’application
Prox,, est continue de E dans X.

Démonstration du théoréme 10. — On se place d’abord dans le
cas ou E est de dimension finie. Le lemme 13 appliqué avec f = 0 et
¢ = 0 montre qu’il existe u € X tel que

Au,v—-u)=20 VveX. (2.2)

Si u€lntg X, soitw €E ;ilexiste A > Oetv € X telsque w = Ay — u).
Dol (Au, w) = 0, Vw €E, et par conséquent Au = 0.

Sinon u ¢ Intg; X ; on a alors (Au,u) >0 et d’autre part,
(Au, u) <0 (en prenant v = 0 dans (2.2)). D’ou (Au,u) = 0 et par
suite (Au,v) = 0, Vv €X. On en déduit que Au = O puisque X est
absorbant.

Dans le cas général, soit ¥ I’ensemble ordonné filtrant croissant
des sous-espaces E; de E de dimension finie. Soient j; I'injection cano-
nique de E, dans E et j¥ son adjoint de F sur E; . L’application A; = j* Aj,
est continue de E; dans E;.X; = XNE, est un convexe compact
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absorbant de E; et (A,v,v) >0, VvEX,, v¢ IntEiX, . D’apres ce

qui précede il existe u; € X, tel que A;u; = 0. Par suite (Au;, u;) = 0

et lim Au; = 0. Suivant un ultrafiltre U plus fin que Fonau, —> u,
g

Au;,—> fetlim sup(Ay;, u,;) < 0. D’ou Au = 0. Enfin il est évident
que {u € X, Au = 0} est fermé dans X, donc compact.

Démonstration du théoréme 11. — On se place d’abord dans le cas
ou E est de dimension finie. XC B, ={x €E, || x|| < r}. D’aprés le
théoréme 10 il existe u C B, tel que Au = 0 ; ce qui exige u € X.

Dans le cas général, on achéve la démonstration comme celle du
théoréme 10.

Démonstration du théoréme 12. — On se place d’abord dans le
cas ou 2 < dim E < + oo, Sur le complémentaire de X qui est connexe
(Av, v) ne s’annule pas, donc conserve un signe constant. Le théoréme 11
appliqué a A ol a — A montre qu’il existe u € X tel que Au = 0.

Dans le cas général la démonstration est analogue a celle du théoréme 10.

Soit V un espace vectoriel normé de dimension supérieure ou égale
a deux. V et son dual V' sont munis des topologies faibles a(V , V') et
a(V', V).

COROLLAIRE 14. — Soit A une application de type M de V' dans

Ax »
V telle que lim I—(-——xll- =

+ oo, Alors A est surjectif de V'
Hxp—>+=  |Ix]|

sur V.
Démonstration. — Soit f€V ; on pose A, x = Ax — f. Soit

r>0telque (A, x,x)#0,Vx € V', I x|l > r. D’aprés le théoréme 12
il existeu € V' tel que A, u = 0. D’ott Au = f.

COROLLAIRE 15. — Soient E un espace de Banach réflexif et A
une application hémicontinue de E dans E' telle que
(Ax — Ay, x —y)>cllx —yl*,vx,yEE avec ¢>0.

Alors A est bijectif de E sur E' et A' est monotone continu de E' sur E.
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Démonstration. — A est monotone hémicontinu, donc de type M
Ax, x
de E faible dans E'. D’autre part, ("—”) Zc|lx||-IlAO]| ,V x €E.
x

Il résulte du corollaire 14 que A est surjectif. Il est évident que A est
injectif et que 'application A! est monotone lipschitzienne de E' sur E.

COROLLAIRE 16. — Soient E un espace de Banach réflexif et
A une application hémicontinue de E dans E' telle que

Ax — Ay, x —y)=c(ixll —llyl)*,Vx,yEE avec ¢>0.

Alors A est surjectif. Si de plus E est strictement convexe A est bijectif
de E sur E' et A' est monotone, borné et continu de E' fort dans E
faible.

Démonstration. — 11 résulte du corollaire 14 que A est surjectif.
Soit fEE' ; I'ensemble des solutions de I’équation Au = f est un
convexe fermé situé sur une sphére puisque si u et v sont deux solutions
on a |lull = |lvll. Donc lorsque E est strictement convexe, A est
bijectif de E sur E'.

— 1 _
Onaaussi ||A' £l < — (IIfll+ IAOI]) ,V fEE'". A! est continu
c

de E' fort dans E faible ; en effet, supposons que f; converge vers f
dans E' fort suivant un filtre ¥ . u; = Al f; est borné, et donc suivant
un ultrafiltre U plus fin que &, u, converge vers u dans E faible. Par
conséquent, Au = f. On en déduit que u, converge vers u dans E
faible suivant & . Remarquons que si E est uniformément convexe,
A! est continu de E' fort dans E fort.

PROPOSITION 17. — Soient X un convexe compact de E conte-
nant 0 et A une application monotone hémicontinue de E dans F.
Soit Sun sous-ensemble de X entourant O tel que (Ax ,x)=0,¥x €S.

Alors I'ensemble {u € X ; Au = O} est un convexe compact non vide
de E.

Démonstration. — On se place d’abord dans le cas ou E est de
dimension finie. Soite > 0, on pose A = A +€I. D’aprés le corol-
laire 15, il existe ug€E tel que Ague = Aug + eue = 0. Montrons
que ue € X ; sinon il existeraitu € S et p > 1 tels que ug = pu.
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Mais (Aug — Au, ue — u) 2 0 implique
(Au, u) < (Aug, u) = —¢ep lul* <0;

ce qui est contraire a4 ’hypothése. Quand € —> 0, Aug —> 0 et
suivant un ultrafiltre plus fin que le filtre des voisinages de O dans
R, on aug —> u, Aug —> 0. D’oi1 Au = 0.

Dans le cas général, la démonstration est analogue a celle du
théoréme 10.

Remarque. — La conclusion de la proposition 17 n’est pas
valable, méme en dimension finie si A est seulement continu. Pour le
voir il suffit de considérer E = R? et un ensemble S de la forme

S est homéomorphe & un convexe fermé et donc l'identité sur S se
prolonge en une application continue A de E sur S telle que (Ax, x) = 0,
VxESet Ax # 0,V x €E.

2.2. Un cas d’addition d’applications de type M.

En général, la somme de deux applications de type M n’est pas de
type M méme si I'une d’elles est monotone hémicontinue.

Exemple. — Soit H un espace de Hilbert muni d’une base ortho-
normale (e,),.n- Au = — u est une application de type M et la pro-
jection P sur la boule unité est monotone hémicontinue. Montrons
que I'application B = A + P n’est pas de type M dans H faible. Soit

1
u, =e, +e,, Bu, =(\—/—_-2_— 1) u,.On au, —> e, dans H faible

1
et Bun——é(—\/—%— 1) €, dans H faible ; enfin

1
=6/2-D<—=-1.
(Bu,, u,) = /2 = 2) 7!
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or Beo=0#=(1 ~1)e.
V2
On a toutefois le résultat suivant :

PROPOSITION 18. — Soit A une application de type M de E dans
F et M une application monotone continue de E dans F, alors Uappli-
cation B = A + M est de type M de E dans F.

Démonstration. — Soit u; un filtre porté par un ensemble compact
de E tel que u; —> u, Bu; —= f et lim sup(Bu,, u,) < (f, u).
On aMu; —> Mu et Au; —> f — Mu. Mais Mu; —Mu, u; —u)=0

donc (Au;, u) < (Au;, u) + Bu; — Mu, u;, —u).
D’ou lim sup(Au;, u;) < (f — Mu, u) .

Onendéduitque Au=f—-Mu et Bu=f.

2.3. Exemples d’applications de type M.

1) Toute application monotone hémicontinue de E dans F est de
type M.

2) Soit E un espace vectoriel normé ; toute application faiblement
continue de E dans E' (c’est-a-dire continue de E muni de la topologie
faible o(E, E') dans E' muni de la topologie faible o(E', E)) est de
type M de E faible dans E' faible. On en déduit que le théoréme 10
généralise un résultat dia a M. Altman [1] et démontré par M. Shinbrot
dans [29].

3) Les applications pseudo-monotones introduites dans le § 4
constituent une classe importante d’opérateurs de type M. Il en résulte
que le théoréme 10 et ses corollaires généralisent des résultats de
F. Browder [8], [11], [12] et de J. Leray et J.L. Lions [22] (cf. aussi
ILM. Visik [31]).
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3. EQUATION INTEGRALE u + KAu = f

Certaines équations intégrales non linéaires du type de Hammerstein
[15] peuvent se mettre sous la forme u + KAu = f ou K est un opé-
rateur linéaire positif et A un opérateur non linéaire.

Soit E un espace de Banach réflexif. E et E' sont supposés
strictement convexes et munis des topologies faibles o(E, E') et
o(E' ,E). Soient B, ={x €E ;x| <rtetS,={x€E;lx| =r}

THEOREME 19. — Sojt K une application linéaire et monotone
de E' dans E. Soit A une application de type M et bornée (c’est-a-dire
transforme les bornés en des bornés) de E dans E' telle que (Ax , x) =0,
Vx €S, . Alors il existe u € B, tel que u + KAu = 0.

Démonstration. — Soit J Tlapplication de dualité de E' sur E.
D’aprés le corollaire 16, K¢ = K +€J ou € > 0 est bijectif de E’ sur E
et IZ; est monotone hémicontinu de E sur E’' avec I_(fE (0) = 0. Soit
& I'ensemble ordonné filtrant croissant des sous-espaces vectoriels E; de
E de dimension finie. L’application B, = j} (KL + A) j; est continue

de E;dans E]et (B,  x, x) >0, Vx €S, NE,. D’aprés le théoréme 10, il .

existe u;e € B, N E; tel que
Vie = Ke tye + Auy €E]

Soient 4l un ultrafiltre plus fin que & et € > 0 fixé. Suivant U, on a
u, —> ue dans B, faible, y,, ——= 0 dans E' faible, Oye» ;) =0
et Au,, —> g, dans E' faible. D’autre part, il résulte de la monotonie
de Kt que (Kt u,e — Kt ug, u;e — ue) > 0 Clest-a-dire

(At , tie) < (Attge, tg) + (e — Kithe , e — ) -

Donc lim sup(Au,e, u;e) < (g, ue) et par conséquent Aue = g, .

Mais u,.=K(;e — Auye) + €J(y;e — Auye). Enappliquanty,e — Ay,
on obtient & |y, — Auyll® < e, yie — Aty = — (Auye, uy). Par
conséquent

VE Iy — Augll <C,

ou C désigne une constante indépendante de i et €. On en déduit que

luze — K(re — Al = € lly;e — At || < C/E
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D’ol en passant a la limite suivant U , on obtient ||ue + KAuc || < C/E.
Soit alors e = ue + KAug .

Suivant un ultrafiltre @ plus fin que le filtre des voisinages de O dans
R, on a : ug —> u dans B, faible, Aue —> g dans E' faible, et
Ae —> 0O dans E fort. Comme K est monotone on a

(KAue — Kg,Aue —g) = 0.

D’ou lim sup(Aue, ue) < (g, u) ;donc Au =g. Enfinu + Kg =0
et par conséquent u + KAu = 0.

Remarque. — La démonstration est beaucoup plus simple lorsque
E est un espace de Hilbert, car alors K} = (K +eI)™" étant linéaire,
Ké + A estde type M (proposition 18) et on peut appliquer directement
le théoréme 10.

COROLLAIRE 20. — Soit E un espace de Banach réflexif tel que
E et E' soient strictement convexes. Soient K une application linéaire
monotone de E' dans E et A une application hémicontinue et bornée
de E dans E' telle que

(Ax — Ay, x —y)=cllx —ylI>’V¥x,y€EE avec ¢>0.

Alors pour tout f€E, l'équation u + KAu = f admet une solution
unique.

Démonstration. — On pose Bx = A(x + f). L’équation s’écrit
alors v + KBy = 0 avec v =u — f. K et B vérifient les hypothéses
du théoreme 19, d’oui I'existence d’une solution. Soient u, et u, deux
solutions. On a u; + KAu, = u, + KAu, = f. Mais

cllu, —u, I’ <(Au, — Au, ,u, —u,)=(Au, — Au, ,KAu,—KAu,) <0,

et par suiteu, = u, .

Le théoréme 19 généralise un résultat de Dolph et Minty [15]. La
résolution de I’équation intégrale u + KAu = f a été aussi étudiée avec
des méthodes différentes par Kolodner dans [20].
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4. LES OPERATEURS PSEUDO-MONOTONES ET LA
RESOLUTION D’INEQUATIONS NON LINEAIRES

4.1. Propriétés élémentaires des opérateurs pseudo-monotones.

DEFINITION F. — Soit X un sous-ensemble de E. On dit qu’une
application A de X dans F est pseudo-monotone si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

(PM,) Pour tout filtre u; porté par un ensemble compact de X
tel que u;—> u dans X et lim sup(Au;, u; —u)<Oona

(Au,u —v) <liminf(Ay;,u; —v) VveX.

(PM,) Pour tout v €X, l'application u —= (Au,u — v) est
bornée inférieurement sur les sous-ensembles compacts de X.

Remarque. — Si la topologie induite par E sur les sous-ensembles
compacts de X est métrisable, alors la propriété (PM,) est équivalente a
la méme propriété formulée pour des suites.

PROPOSITION 21. — On suppose que E est de dimension finie.
Soit X un ouvert de E. Une application A de X dans E' est pseudo-
monotone si et seulement si elle est continue.

Démonstration. — 11 est évident que toute application continue est
pseudo-monotone.

Inversement, soient A une application pseudo-monotone et u,
une suite qui converge vers u dans X. Montrons que Au,, est borné ; en
effet, si Au, n’était pas borné, on pourrdit extraire une sous suite
notée encore u,, telle que u,—> u, || Ay, || —= + o=,

Au,

et z, = —>z avec |(lzll=1.
Il Az, Il

Soit v € X ; on a d’aprés la propriété (PM,)
C<(Au,,u, —v)
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En divisant par || Au,, || et en passant 4 la limite on obtient 0 < (z, ¥ — v),
VvEX. Dou z=0 ; ce qui est en contradiction avec ||z]| = 1.
Montrons que Au, converge vers Au ; sinon on pourrait extraire une
sous-suite notée encore u,, telle que u,—> u, Au, —> [ # Au.

Donc lim sup(Au,, , u,, — u) < O et

(Au,u —v) <lim inf(Au,,u, —v)=(f,u—-v) VveX.

n—>+o

D’ou Au = f, ce qui est absurde.

PROPOSITION 22. — Toute application A pseudo-monotone de
E dans F est de type M.

Démonstration. — Soit u; un filtre porté par un ensemble compact
de E tel que u;—> u, Au;—> f et lim sup(Ay,;, u,) <(f,u).
On a donc lim sup(Ay;, u; — u) < 0. D’ou :

(Au, u —v) <lim inf(Ay;, u; —v)<(f,u —v) VVv€EE.

Par conséquent Au = f.

La propriété (M,) résulte aisément de la proposition 21.

PROPOSITION 23. — Soit X un sous-ensemble convexe de E.
La somme B = A + M d’une application A pseudo—monotoné de X
dans F et d’une application M monotone hémicontinue est pseudo-
monotone.

Démonstration. — Soit u; un filtre porté par un ensemble compact
de X tel que u; ——= u dans X et lim sup(By;, u; — u) <O0.

Ona (Au;, u; — u) < (Bu;, u; — u) — (Mu, u; — u). Par conséquent :

lim sup(Au;, u; — u) < lim sup(By;, u; — u) <O.
Donc

lim(Au;, u; — u) = Oet (Au, u — v) <lim inf(Ay;, u;, — v),VrveX.
D’ou lim sup(My; , u; — u) < 0. Il résulte de la proposition 6 que

Mu, u —v) <liminf(My;, u; —v) VveEX.
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Par suite,
(Bu, u — v) < lim inf(Ay;, u; — v) + lim inf(My; , u; — »)

< Bm inf(Bu;, u; —v) VvEX.
D’autre part, on a

Bu,u—vZQAu,u—-—v)+(Myv,u —v).

D’ou la propriété (PM,).

Remarque. — La réciproque de la proposition 22 est inexacte.
Il existe des applications de type M qui ne sont pas pseudo-monotones.

Exemple. — Soit H un espace de Hilbert muni d’une base ortho-
normale (e,),.n - L’application Au = —u est de type M mais n’est
pas pseudo-monotone. En effet, si A était pseudo-monotone, ’applica-
tion B = A + P (ou P désigne la projection sur la boule unité de H)
serait pseudo-monotone, donc de type M. Or B n’est pas de type M dans
H faible (cf. 2.2).

4.2. Théorémes d’existence.

THEOREME 24. — Soient X un convexe compact de E, A une ap-
plication pseudo-monotone de X dans F et ¢ une fonction convexe
S.C.I. de X dans |— oo, + o] non identiquement égale a + . Alors
pour tout fEF, il existe u €X tel que

F,rv—u)—Au,y—-uw) <o) —om) VveX. 4l
L’ensemble des solutions de (4.1) est compact ; il est convexe compact
lorsque A est monotone hémicontinu.

Si de plus, (Ax — Ay, x —y)>0,Vx,y€EX,x¥*y, alorsla
solution de (4.1) est unique.

La démonstration du théoréme 24 se fait en plusieurs étapes.

LEMME 25. — Soient E un espace dimension finie, X un convexe
fermé ge E et Y un sous-ensemble convexe de X partout dense dans X.
Alors X = Y.
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Demonstratlon — Soit n= dim E ; on peut toujours supposer
que X # (0. Montrons que Y # (. En effet, on peut trouver n + 1
points de Y affinement indépendants (sinon Y serait contenu dans une
variété de dimension strictement inférieure a n et X 3u531) Le bary-
centre de ces n + 1 points est intérieur a Y. Enfin X=Y= Y

LEMME 26. — La conclusion du théog’éme 24 est valable si on
suppose de plus que dim E < + oo, f = 0, X # Q et D, partout dense
dans X avec

D, ={x €X;p(x) < + o},

Demonstratzon — D’aprés le lemme 25, D = X etdoncy(x) < + oo
sur X. On peut trouver une suite croissante X de convexes compacts
tels que Ul X, = X (il suffit par exemple d’utiliser la jauge de X). II

n=

résulte de la proposition 21 que A est continu sur chacun des X, . Donc
il existe u, € X,, (lemme 13) tel que

—(Au,, v —u,) <o) — oy, VVvEX,.

La suite Au, est bornée ; sinon on pourrait extraire une sous-suite
notée encore u,, telle que

u,— u, | Au, || —> + = et ——> 7 avec |Iz|l =1,

Il Az, ll

n

Soit vE€ X, on a
< (Au,, u, —v) S () — 9u,)

D’ou en divisant par || Ax,, || et en passant 4 la limite on obtient :
[
<GC,u—-v)<0 VveX.

Donc z = 0 ; ce qui est en contradiction avec |z]| = 1. Il en résulte que

lim sup(Ay,,, -u)<0
n—> +oo
et (Au,u —») <liminf(Au,,u, —v) VveX.
n—>+eo

On déduit que
—(Au,v —u) <o) — pw) VVEX
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et d’aprés la proposition 4 :

—(Au,v —u) <o) —pu) VrveX.

LEMME 27. — La conclusion du théoréme 24 est valable si on
suppose de plus que dim E < + et f= 0.

Démonstration. — On se raméne aisément au cas ou 0EX et
ﬁ, = X. Soient alors E; I’espace engendré par X, j, I'injection cano-
nique de E, dans E et j¥ son adjoint de E' sur E, . D’aprés le lemme 26,
il existe u € X tel que :

— (¥ Ajpu,v—u)<p®) — o VveEX.
c’est-a-dire :
—(Au,v—-—u) <o) —pm) VveX.

Démonstration du théoréme 24. — On peut toujours supposer
que 0E€X, f=0 et ¢(0) = 0. Soient F I’ordonné filtrant croissant des
sous-espaces vectoriels E; de E de dimension finie, j; I'injection cano-
nique de E; dans E et j}* son adjoint de F sur E: A; =jF Aj, est
pseudo-monotone de X N E; dans E; . D’aprés le lemme 27 il existe
u; € XNE, tel que

— (A, v —u) < — o) VVEXNE,.

I1 résulte de la propriété (PM,) que ¢(u;) est borné (il suffit de prendre
vy = 0). Suivant un ultrafiltre U plus fin que F, on a u; —> u,
¢(u) < lim inf p(y;) < + et limusup(Aui yup —u) < 0.

au

Par conséquent, il vient
—(Au,v—-—u) <o) —vuw VveX.

Montrons que I’ensemble des solutions de (4.1) est fermé. Soit u, un
filtre sur ’ensemble des solutions de (4.1) qui converge vers u. On a

(f,v—up) — (Auy, v — u) < o) — o(uy) vveX.

Il en résulte que ¢(y,) est borné, p(u) < lim infp(u,) < + o et
lim sup(Ay, , 4, — u) < 0. On en déduit que :

fF,v—u)—(Au,v—-—u) <o) —pou) VveX.
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Lorsque A est monotone hémicontinu, on sait d’aprés le corollaire 5
que ’ensemble des solutions de (4.1) est convexe.

Side plus(Ax — Ay, x—y)>0,Vx,yeEX,x #*y, alors la
solution de (4.1) est unique. En effet, soient u; et u, deux solutions de
(4.1), on a en particulier :

(fouy —uy) — (Auy,uy —uy)
(f, uy —uy) — (Auy, uy — uy)

D’ou par addition :

< (P(u2) - ‘P(ul)
<

o= ‘p(ul) - ¢(u2)

(Aul_Auz,ul—uz)<0 et donc Uy = uU,y.

COROLLAIRE 28. — Soient X un convexe de E et K un sous-
ensemble convexe compact de X avec 0 € Inty K. Soient A une appli-
cation pseudo-monotone de K dans F et ¢ une fonction convexe
S.C.I. de X dans |— o, + =] avec ¢(0) = 0

On suppose que (Ax, x) + p(x) = 0,V¥ x €K, x & Inty K. Alors
il existe u €K tel que

—(Au, v —uw) <o) — o) VveX.

Démonstration. — On sait d’aprés le théoréme 24 qu’il existe
u €K tel que
—(Au,v—u) <o) — o) Vvek 4.1)

Si u €Inty K, pour tout we X, il existe vEK et A= 1 tels que
w—u=ANy—u).

D’ou —(Au,w—-u)<ow) —pu) VweX.
Siu €& Inty K ona (Au, u) + ¢() = 0. On a d’autre part
(Au,u) + p(u) <0
(il suffit de faire v = 0 dans (4.1)). D’ou
(Au,u) + pu) =0,

et par conséquent, — (Au, v) < p(¥), Vv €EK. Soit w € X, il existe
vEKetA = 1telsauew = Av. D’ou :

—(Au,w)<7\¢(¥)<¢(w)
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Il en résulte que :

—(Au,w —uw)<pow) —pu) VweX.

COROLLAIRE 29. — Soit X un convexe de E, K un sous-
ensemble convexe compact de X avec 0 € K. Soient A une application
pseudo-monotone de X dans F et ¢ une fonction convexe S.C.I. de X
dans ]— oo , + o] avec ¢(0) = 0. On suppose que (Ax, x) + ¢(x) > 0,
Vx E€X, x € K. Alors il existe u €K tel que

—Au,v—u) <o) —pu) VveX.

Démonstration. — Soient x €X et K, = ¢(K U{x}) I'enveloppe
convexe de K et {x} ; K, est un convexe compact.

Soit S, ={u €K ; (Au,u —v) < p(») — o), VVEK_} S, est
un sous-ensemble compact de K.

Montrons que n S, # ®. Sinon on pourrait trouver x; € X,
X€
n
1 <i<n tels que 101 S,. = 0. Soit K' I’enveloppe convexe de K et
= i
desx;, 1 <i < n. D’aprés le théoreme 24, il existe u € K’ tel que

—Au,v—u) <o) —o) VveK'.

En prenantv = 0,ona (Au, u) + p(u) <0.Douu€Ketu € ir:\I Sx: ;

ce qui est absurde.

COROLLAIRE 30. — Soient E un espace de Banach réflexif, X un
convexe fermé de E avec 0 € X. Soient A une application pseudo-
monotone de X faible dans E' et ¢ une fonction convexe S.C.I. de X
dans 1— oo, + o] gvec p(0) < + o . On suppose que

(Ax,x) +p(x) _,

m
lIx|[—>+e 1l
xeX

Alors pour tout f € E' il existe u € X tel que :
forv—u)—Au,yv—uw) <o) —pw) VveX. (.2)

L’ensemble des solutions de (4.2) est faiblement compact ; il est
convexe faiblement compact lorsque A est monotone hémicontinu.
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Si de plus (Ax — Ay, x —y)>0,Vx,y€EX, x#y, alors la
solution de (4.2) est unique.

4.3. Exemples d’applications pseudo-monotones.

Il est aisé de vérifier que les applications suivantes sont pseudo-
monotones :

1) Lesapplications monotones hémicontinues et plus généralement
les applications semi-monotones introduites par F. Browder dans [6].
Soit V un espace vectoriel normé et X un sous-ensemble convexe de V'.
On dit qu’une application A de X dans V' est semi-monotone si A peut
se mettre sous la forme Au = A(u, u) ou A(u, v) est une application
de X x X dans V, monotone hémicontinue par rapport a la premiére
variable et continue de X faible dans V fort par rapport a la seconde
variable.

2) Les applications de X dans V de la forme Au = S(u, u) + Cu
ou S est semi-monotone et C compact (c’est-a-dire continu de X fort
dans V fort et transforme les ensembles bornés de X en des ensembles
relativement compacts de V fort) avec I’hypothése supplémentaire que
pour tout filtre u; porté par un ensemble borné de X tel que u;, —> u
dans X faible et (S(u,, u;) — S(u, u;),u; —u) —> 0 alors Cu; —> Cu
dans V faible. Ces applications ont été considérées par F. Browder
dans [11], [12], [14].

3) Les applications introduites par J. Leray et J.L. Lions [22] puis
utilisées par P. Hartman et G. Stampacchia [16] :

Soient E un espace normé, X un convexe de E, et Au = A(u, u)
ol A(u, v) est une application de X x X dans E' vérifiant les hypo-
théses suivantes :

(L,) Vv EX, lapplication u —> A(u, v) est monotone hémi
continue.

(L,) Vv €X, I'application v —> A(u, v) est bornée.

(L) Pour tout filtre u; porté par un ensemble borné de X tel que
u;—> u dans X faible et (A(y;, u;) — Au, u)), u; —u) —> 0,
alors A(v, u;)—> A(v, u) dans E' faible, Vv €X.
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(L,) Pour tout filtre u; porté par un ensemble borné de X tel que
u; —> u dans X faible et A(v, u;) —> A(v, u) dans E' faible,
alors (A(v, u;) ,u;) —=> (A(v, u) , u).

(Si E est réflexif et séparable, il est équivalent de formuler les
propriétés (L,) et (L,) pour des suites).

4) Les applications demi-monotones introduites par H. Brezis
dans [3] sont pseudo-monotones.

Le théoréme 24 et ses corollaires généralisent donc des résultats
de F. Browder [7], [13], [14] et de P. Hartman et G. Stampacchia [16],
[30]. Iis sont a rapprocher des résultats de Ky-Fan [21].

4.4. Une démonstration constructive.

On peut donner une démonstration constructive du théoréme 24
lorsque A est monotone hémicontinu. Elle est basée uniquement sur la
méthode classique des approximations successives et ne fait pas appel
au théoréme de point fixe de Brouwer.

PROPOSITION 31. — Soient H un espace de Hilbert et X un
convexe fermé de H. Soit A une application lipschitzienne de X dans H
vérifiant (Ax — Ay, x —y)=cllx —ylI*>, Vx,yEX avec ¢>0.
Soit ¢ une fonction convexe S.C.I. de X dans 1— o=, + | non identi-
quement égale a + . Alors pour tout fE€ H il existe u € X unique tel
que

Fov—u)—(Au,yv—u) <o) — o) VveX. 4.3)

De plus l'inéquation (4.3) peut étre résolue par une méthode d’approxi-

mations successives.

Démonstration. — On a ||Ax — AylI<M|lx —yll,Vx,y€EX
Soient p > 0 et ¥ la fonction convexe S.C.I. de H dans = oo, + o0}
définie par ¥(x) = p(x) six EX et ¥(x) = + oo si x € X.

L’inéquation (4.3) est équivalente a
(f —pAu +u —u,v—u)<p¥@) —p¥u),VveH,
c’est-a-dire avec les notations de 1.1 :

u = Prox,y (of — pAu + u).
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Montrons que si p est convenablement choisi, I’application
vy —>Fy = Proqu, (pf — pAv + v)
est contractante.
En effet,
| By, — Fn, 1> <llv, — v, — pAv, + pAv,|?
< (1 - 2pc + p*MH) NIy, — v, 12 =K llv, — v, 2.

c c?
Si 'on prend p :_ﬁi , alors k% =1 oYe <1 et I’équation u = Fu

peut étre résolue par une méthode d’approximations successives.

PROPOSITION 32. — Soient E un espace de dimension finie,
X un convexe compact de E et A une application monotone continue
de E dans E'. Alors il existe une suite A, d’applications lipschitziennes
de X dans E' qui convergent uniformément vers A sur X et telles que

A, x —A,y, x—y)>cn||x—y||2 Vx,y€X avec ¢, >0

Démonstration. — Soit k, une fonction numérique = 0, indéfi-
niment dérivable, a4 support compact contenu dans la boule B, ;m et

1
telle que f k,(x)dx = 1.0npose A, = (k, * A) + — I ; c’est-a-dire
E n

1
Au= _/;A(u—x)kn(x)dx+;u

Il est évident que les applications A, sont lipschitziennes sur X et
convergent uniformément vers A sur X.

En utilisant uniquement les propositions 31 et 32, on peut
démontrer le théoréme 24 lorsque A est monotone hémicontinu.

Remarque. — L’équation Au = f peut aussi étre résolue par une
méthode itérative dans un espace de Hilbert lorsque A est lipschitzienne
sur les ensembles bornés de H et vérifie (Ax — Ay, x — y)=c llx — ylI%,
V x,y € Havecc > 0 (cf. H. Brezis et M. Sibony [4]).
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5. INEQUATIONS D’EVOLUTION ABSTRAITES

DEFINITION G. — Soient X un sous-ensemble de E et D(L) un
sous-espace vectoriel de E. On dit qu'une application L linéaire et
monotone de D(L) dans F est compatible avec X si pour tout u € X il
existe une suite “régularisante u, d’éléments de D(L) N X telle que

a) u, converge fortement vers u (c’est-a-dire pour la topologie de
la convergence uniforme sur les bornés de F).

b) lim sup(Lu,, , u, — u) <O.

n—>+e

DEFINITION H. — On dit qu’une application A de X dans F est
bornée si elle transforme tout sous-ensemble faiblement compact de X
en un ensemble borné de F.

5.1. Théorémes d’existence.

THEOREME 33. — Soient X un convexe compact de E et L une
application linéaire et monotone de D(L) dans F compatible avec X.
Soit A une application pseudo-monotone et bornée de X dans F.
Alors pour tout fEF, il existe u € X tel que

f,v—-uw)—-—Au,v—u)—Lv,y—-u)<0 ¥YveDL)NX
(5.1

L’ensemble des solutions de (5.1) est compact.

Démonstration. — On se raméne aisément au casou 0 € X et f = 0.
Soit & Pordonné filtrant croissant des sous-espaces E; de D(L) de
dimension finie. Comme j} Aj; +jF Lj; est pseudo-monotone de
E,N X dans E;, il existe u; €E; N X tel que

— Ay, v —u) — Quy,v—u)<0,VveE NX.
Suivant un ultrafiltre U plus fin que &, u, converge vers u dans X et

lim sup(Au,;, u; —v) <(Lv,v —u) VvveEDL)NX.
u
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Soit u,, € D(L) N X la suite régularisante de . On a
(Auy, u; —u) = (Auy, u; —u,) + (Auy, u, —u).
Or |(Ay;, u, — u)| < 6(n), Vi avec ,.l_if?n 0(n) = 0 (puisque Au,; est
borné et u; converge fortement vers «). D’ou

lim sup(Au;, u; — u) < (Lu, ,u, —u) + 6(n) Vn.
U
I1 en résulte que lim sup(Au,;, u; — u) <0, et
u
(Au, u —v) <lim inf(Au;, u; —v) VveX.
u

On en déduit que
—Au,yv—u)— v,y —u)<0 VvveDL)NX.

L’ensemble des solutions de (5.1) est fermé ; en effet, si u, est un
filtre sur I’ensemble des solutions de (5.1) qui converge vers u dans X,
ona: :

—(Aup,v—u ) — (v, v —u)<0 VvVveDIL)NX.

On conclut alors comme dans la premiére partie de la démonstration
que u est aussi solution de (5.1).

THEOREME 34. — Soient X un convexe de E et K un sous-
ensemble convexe compact de X avec 0 € Inty K (resp. 0 € K). Soit L
une application linéaire monotone de D(L) dans F compatible avec X.
Soit A une application pseudo-monotone et bornée de X dans F. On
suppose que

(Ax,x)=>0,Vx€EK,x & IntyK (resp. (Ax, x) > 0,VxE€X,x €K))
Alors il existe u €K tel que
—Au,yv—uw)—Iv,v—u)=20 VveDlL)NX.
Démonstration. — Le raisonnement est analogue a celui du théo-

réme 33 ; pour démontrer le résultat lorsque E est de dimension finie on
applique le corollaire 28 (resp. 29).

PROPOSITION 35. — Soient X un convexe de E et K un sous-
ensemble convexe compact de X avec 0€E€Inty K (resp. 0€K).
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Soient L une application linéaire monotone de D(L) dans F compatible
avec X et L' une application linéaire de D(L") dans F telle que D(L)CD(L")
et L' =—L sur D(L). Soit A une application pseudo-monotone et
bornée de X dans F. On suppose que :

(Ax,x)=20,Vx€K,x&IntyK (resp. (Ax,x)>0,Vx€EX,x ¢K).
Alors il existe u €K tel que :

—(Au,v—uw) — (Lv,u)<0 VveEDLHNX. (5.2
Toute solution de (5.2) vérifie

—Au,yv—-—u)— v,y —-—u) <0 VvVveDL)NX.

Démonstration. — 11 résulte de I'hypothése que (Lv,v) =0,
Vv €D(L). Soit ' I'ordonné filtrant croissant des sous-espaces E; de
D(L") de dimension finie.

Soient A; =j* Aj;, L;=j¥L'j, et 'L; le transposé de Lj.
A, +°L; est pseudo-monotone de E, N X dans E;. D’aprés le corol-
laire 28 (resp. 29) il existe u; € E; N K tel que

— Ay, v —u) — (L'u;, v —u)<0 VvEENX.
D’ou :
— (Ay;, v —uy) — (L'v,u,)<0 VveE NX.
Suivant un ultrafiltre Ul plus fin que %', u; converge vers u dans K et

lim sup(Aze;, u; — v) < (L'v,u) VvEDL)NX.
u

On en déduit comme dans la démonstration du théoréme 33 que

lim sup(Au,, u; — u) <O et (Au, u —v) <liminf(Au,;, u, —v), Vv € X.
a“ aU

D’ou —(Au,v—u)— (L'v,u) <0 VveDLHNX.

On peut obtenir des théorémes d’existence sans faire aucune
hypothése de compatibilité sur L lorsque I’opérateur A est monotone
continu.

PROPOSITION 36. — Soient X un convexe de E et K un sous-
ensemble convexe compact de X avec 0€lInty K (resp. 0€K).
Soient L une application linéaire monotone de D(L) dans F et A une
application monotone continue de X dans F. On suppose que
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(Ax,x)>0,Vx€K,x EInty K (resp. (Ax,x)>0,VxE€X,x¢K).
Alors il existe u €K tel que
—(Au,yv—u)—Mv,y—-—u)<0 VvveDL)NX
et il existe u' €K tel que
— (A v —u)— (v, u")<O0 VveDL)NX.
Démonstration. — En dimension finie on sait qu’il existe u; € E; N K

tel que :
—(Ay;,v—u)—DLv,v—-—u)<0 VveENX

et u; EE, NK tel que
— (Auj,v —up) — (Ly,u) <O Vv€EENX.

Suivant un ultrafiltre U plus fin que le filtre & des sous-espaces E; de
D(L) de dimension finie, on a u; —> u dans K, u; —> u' dans K.

Par ailleurs (Au , u — v) < lim inf(Ay;, u; — v), Vv € X. En effet,
u
ona(Au; — Au, u; — u) = 0 ;d’ou (Au, u) < lim inf(Ay,, u,).
a“

On en déduit que :
—(Au,v—u)—Lv,yv—-u) <0 VvveDL)NX
— A,y —-u)—(v,u")<0 vVveEDL)NX.

5.2. Propriétés de I’ensemble des solutions ; un théoréme d’unicité.

PROPOSITION 37. — Soient X un convexe de E, L une application
linéaire monotone de D(L) dans F compatible avec X, et A une appli-
cation monotone hémicontinue et bornée de X dans F.

Soient u € X et f €F ; les conditions suivantes sont équivalentes
D, v—u)—(Au,v—u)—(Lv,y—u) <0 VveDL)NX
Df,v-w-A,v-—u)-Mr,y-u)<0 VveEDL)NX.

Démonstration. — 11 est évident que i) implique ii) puisque A est
monotone.
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Montrons que ii) implique i). Soient u; la suite régularisante de
u,weD(L)NXetr€]0, 1[ . On prend

v, =(1 —Hu, +tweDL)NX
dans ii). On a alors o, < 8, avec :

a,=(,v,—u)—(Av,,v, —u) et B, =0v,,v,—u).
Mais :

t
—(Avn,vn—u)=—(Avn,un—u)+1—_t(Avn,vn—w).

D’aprés la proposition 6 on a :

(Av,v — w) <lim inf(Ay, ,v, —w) ou v=(0-0Hu+tw

n—>+o
t
D’ou : f,v-u)y+——(Av,v —w)<limsupa,.
1 —t¢ n—>+e
Et
B,=1 -0 Lu,,u, —u) +t(1 —t)(Lu,,w—u,)

+tIw, u, —u) + Plw,w— u,) .
Or t(l—t)(Lun,w—un)<t(1——t)(Lw,w—un).
D’ou lim sup B, < t(Lw,w —u).

n—>+e
On en déduit que :
fow—u)—-(Au—-—tut+ttw),w—u)—Iw,w-—-u)<0.
Enfin en passant a la limite quand £ ——= 0 on obtient :
fF,w—u)—(Au,w—-u)—Iw,w—-u)<0 VweDL)NX.
THEOREME 38. — Soient X un convexe de E et L une application

linéaire monotone de D(L) dans F compatible avec X. Soit A une appli-
cation de X dans F telle que

(Ax — Ay, x—y)>0 Vx,yeEX,x#*y.
Alors pour tout fE€ F, l'inéquation
f,v—u)—(Au,v—-—u)— v,y —-uw) <0 VveD@L)NX (5.1)

admet au plus une solution.
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Démonstration. — Soient x et y deux solutions de (5.1). On a
f,v—x)—(Ax,v—x)—(Dyv,y —x)<0 VveDIL)NX (5.3)
f.r=y)—Ay,v—y)—Mv,y—p»)<0 VveEDL)NX.(54)

. X . . .
Soient u = et u, la suite régularisante de u. On prend v = u,,

dans (5.3) et (5.4). Par addition de (5.3) et (5.4), il vient
f, 2u, —x —y)—(Ax,u, —x) — (Ay,u, — y) <2(Lu,,u, —u).
En passant a la limite quand n ——> + o0 on obtient :

Ax — Ay, x—y)<0. Dou x=y.

COROLLAIRE 39. — Soient E un espace de Banach réflexif et X
un convexe fermé de E avec 0 € X. Soient L une application linéaire
monotone de D(L) dans E' compatible avec X et A une application
pseudo-monotone et bornée de X faible dans E'.

(Ax,x)=+°<>

m
Hxil—>+= |x]l
xeX

On suppose que

Alors pour tout fEE', il existe u € X tel que
Fv—u)—-QAu,v—u)—Lv,yv—-—u)<0 VveDL)NX.(5.1)

L’ensemble des solutions de (5.1) est faiblement compact ; il est
convexe faiblement compact lorsque A est monotone hémicontinu et
borné. Si de plus (Ax — Ay, x —y)>0,Vx,yEX, x #y, alorsla
solution de (5.1) est unique.

COROLLAIRE 40. — Soient E un espace de Banach réflexif et X
un convexe fermé de E avec 0 € X. Soient L une application linéaire
monotone de D(L) dans E' compatible avec X et L' une application
linéaire monotone de D(L') dans E' telle que D(L) C D(L") et L' = — L
sur D(L).

Soit A une application pseudo-monotone et bornée de X dans E'
vérifiant

(Ax, x)

fxll—>+=  |lx]|
xeX
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Alors pour tout fE E' il existe u € X tel que
(f.v—u)—(Au,v—u)— L, u) <0 VveDL)NX.(5.5)

L’ensemble des solutions de (5.5) est faiblement compact ; il est con-
vexe faiblement compact lorsque A est monotone hémicontinu et
borné. Si de plus (Ax — Ay ,x —y)>0,V¥x,y€X, x ¥y, alors la
solution de (5.5) est unique.

Remarque. — Dans le cas particulier ou X est un cone convexe de
sommet 0, 'inéquation (5.5) est équivalente au systéme

(f,v)—Au,»)— Ly, u)<0 VveEDL)H)NX (5.6)
—(f,u) + (Au,u)=0. (5.7

En effet, par addition de (5.6) et (5.7) on obtient (5.5). Inver-
sement (5.6) résulte aisément de (5.5) puisque X est un cone convexe.
D’autre part, si ’on faity = O dans (5.5) ona — (f, u) + (Au, u) < O.
Enfin, on prend v = u, (suite régularisante de «) dans (5.6) ; en passant
32 la limite quand » ——=> + o on obtient (f,u) — (Au,u) < 0
(il suffit de remarquer que

lim sup(L'u,, , ) = lim sup(Lu,,, u, — u) <0).

n—+to

COROLLAIRE 41. — Soient E un espace de Banach réflexif et X
un convexe fermé de E avec 0 € X. Soient L une application linéaire
monotone de D(L) dans E' et A une application monotone continue
de X faible dans E' faible.

(Ax,X)=

m
Nxll=>+= [l x]|
xeX

+ oo

On suppose que

Alors pour tout fEE', il existe u € X tel que
fov-—u)—(Au,v—u)— v,y —u)<0 VvveEDL)NX(5.8)
et il existe u' € X tel que

Fv—u)—Au,v—u)—Lv,u"h) <0 VveDL)NX(5.9)

L’ensemble des solutions de (5.8) (resp. (5.9)) est faiblement compact ;
il est convexe faiblement compact lorsque A est affine.
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Remarque. — En général, si ’on ne fait aucune hypothése de com-
patibilité, I'’ensemble des solutions de (5.8) (resp. (5.9)) n’est pas
convexe. Et il n’y a pas unicité de la solution méme si A est linéaire et
vérifie (Ax , x) = c l|x|I*, Vx Eavecc > 0.

Le corollaire 41 généralise un résultat de J.L. Lions [26].

5.3. Générateur infinitésimal d’un semi-groupe compatible
avec un convexe.

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire ( , ) et de
la norme | |. Soit V un espace de Banach réflexif muni de la norme
|l II, inclus dans H avec injection continue et dense dans H. On
identifie H 4 son dual et & un sous-espace de V'.

Soit G(s) un semi-groupe continu (cf. [23] ou [32]) de contrac-
tions sur H (c’est-a-dire |G(s) u| < |u|, Vu € H, Vs = 0). On suppose
que la restriction de G a V définit un semi-groupe continu dans V. Soit
— A le générateur infinitésimal de G de domaines D(A , H) dans H et
D(A, V) dans V. On pose D(L) = D(A,H)NV et L = A sur D(L) ;
L est linéaire et monotone de D(L) dans V.

PROPOSITION 42. — Soient X un convexe fermé de V vérifiant

A -—ae)(I+eA) ' XCX , Ve>0 avec a€ER. (5.10)

Alors L et X sont compatibles.

En particulier L et X sont compatibles si

e ¥ Gls) XCX , Vs=0 avec a€R.

o
Démonstration. — Soient u €X et u, = (1 — ~n—) nnl + A7t u.
u, €D(A,H)NX et u,— u dans V fort puisque G définit un

o 1
semi-groupe continu sur V. On a (1 - ;)u =u, + ” Lu, . D’ou

1 1 o
= Lu,—> 0 et (Lun,un—u)=—(Lun,;I.u”+;u).Parcon-

séquent lim sup(Lu, , u, — u) < 0. En particulier L et X sont compa-
n —>+o
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tibles sie " ** G(s) X C X, Vs =2 0. En effet, soitu €X ;ona:

1 +e
- -1, == —s/€
I+eA) " u e j; e G uds

Par suite :
e +eA)!
_______(+ ) % ey
f e~ SIE gas dg
0
c’est-a-dire A-ae)T+eA)'ueX.

Le semi-groupe G*(s) adjoint de G(s) est aussi un semi-groupe
continu de contractions sur H et son générateur infinitésimal — A*
est 'adjoint de — A.

PROPOSITION 43. — Soit X un convexe fermé de V contenant 0
et compatible avec L. Soit A une application pseudo-monotone et
bornée de X faible dans V' vérifiant :

(Ax,x)=

Nxll—>+e |||
xeX

Alors pour tout f€ V', il existe u € X tel que
Fov—u)—Au,v—u)—(Av,y—u)<0 VveDA ;H) N X.(5.11)
Toute solution de (5.11) est aussi solution de
fov—uw)—(Au,v—u)—(A*,u)<0,¥VvEDA ;H)NDA* ;H) N X

(5.12)

L'ensemble des solutions de (5.11) est faiblement compact ; il est
convexe faiblement compact lorsque A est monotone hémicontinu et
borné. Si de plus (Ax — Ay, x —y)>0,Vx,yEX, x ¥y, dlors la
solution de (5.11) est unique.

Démonstration. — L’existence d’une solution et les propriétés de
Iensemble des solutions résultent du corollaire 39. Montrons que
toute solution de (5.11) vérifie (5.12). Soient

wEDWA;HNDA*;HINX et t€]0,1]
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Onprendv, = (1 — #)u, + twdans(5.11). D’ou @, < B, avec
a,=(f,v, —u)—(Au,v, —u) et
B, =Av,,v,—uw)=(0 -8 (Au, ,u, —u) + tw,u, —u)
+ 2 Aw, w —u,) + (1 — ) (Au,, w — u,)

Ona lim «a,=t(f,w—u)—t(Au,w —u) et
n—+o

lim sup B, < 2 (Aw, w — u) + t(1 — 1) (A*w, u)
n—>+
Donc :

fow—u)—(Au,w —u)<t(Aw,w —u) + (1 — 1) (A*w, u).

On obtient (5.12) en passant a la limite quand ¢t —> 0.

Remarque. — Supposons de plus que A vérifie (5.10). Soient 4 une

solution de (5.11) etu, = (1 — > )n (nl + Ay u.Ona:
n

1
lim —IAunl2= lim nlun—u|2=0
n—>+e N n—>+o

En effet :

(fou,—u)—(Au,u, —u)<(Au

1 . «
,,,u,,—u)=“;|Au,,l —;(Au,.,u)-
D’ou

1 1
lim —[Au,>=0¢et lim nlu,—ul>= Lm —|ou+ Au,|*=O0.

n—>+e N n—+e n—>+ N

PROPOSITION 44. — Soit X un convexe fermé de V contenant O
et compatible avec L. Soit A une application pseudo-monotone et
bornée de X faible dans V' telle que

(Ax,x) _ + oo

m
Hxll>+ [lx]|
xeX

Alors pour tout fE€ V' il existe u € X tel que :

fF,v—uw)—(Au,v—u)—(Av,yv—uw)<0 VVvEDA;H)NX
(5.13)
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et
(fov—u)—(Au,v —u) - (A*»,u)<0 VvEDA*;H)NX
(5.14)
Démonstration. — Soit h > 0 ; l'application v —> B, v ou
v — G(h)v '
B,v=Av +——h—— est pseudo-monotone de X dans V. Par

conséquent il existe u, € X tel que

— G
(f,V—u,,)—(Au,,,v—u,,)—(i’i——h;)—l—‘f,v—uh)<0 vveX.
D’ou :

— G
(f,v—uh)—(Au,,,v-u,,)—(v—h—(—)-—v—,v~—uh)<0 VrEX

Il en résulte aisément que u, est borné dans X. Donc suivant un
ultrafiltre U plus fin que le filtre des voisinages de O dans R, , u,
converge vers ¥ dans X faible et

limusup(Auh,u,,—v)<(Av,v—u)~(f,v—u) VveEDA ;H)NX.

En prenant v = u,, (suite régularisante de «) on déduit que

lim sup(Au,, u, —u) <0
u

et (Au, u —v) <lim inf(Au, , u, —v) VvEX
U

D’ou :
fF,v—-u)—Au,yv—u)— Av,v—u)<0 VveDA;HNX
D’autre part,

v — G*(h) v

(v — up) — (A, v — uy) — ( : Luy) <O VreEX.

En passant a la limite suivant U, il vient
(fov—u)—(Au,v —u) —(A*»,u)<0 VvEDA*;H)NX
Remarque. — Dans le cas particulier ou (Ax — Ay, x —») >0,

Vx,y€E€X, x #y, la solution de (5.11) qui est unique vérifie donc
nécessairement (5.14).
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La solution de (5.11) satisfait & une propriété supplémentaire
de régularité lorsque V = H.

PROPOSITION 45. — Soit X un convexe fermé de H contenant
0 et vérifiant (5.10). Soit A une application pseudo-monotone et
bornée de X faible dans H telle que

(Ax,x)=

[x|>+e x|
xeX

+ oo

Alors pour tout f € H, il existe u € D(A ; H) N X tel que

fv—u)—(Au,v—u)— (Au,v—-—u)<0 VveX.

Démonstration. — La proposition 43 appliquée avec V = H montre
qu’il existe u € X tel que

(fiv—uw)—-—Au,v—u)—(Av,v—-—u) <0 VvEDA ;HNX(5.11D)
o -1 .
Onprendv = u, = (1 — —) n(nl + A)™" u dans (5.11). D’ou :
n

|Au, > <|Au — f+ aul | Au,| + «|Au — f| |ul

Par conséquent Au, demeure dans un borné de H et donc u € D(A ; H).
Soit alors wEDA;H)NX ; on prend v =(1 — t)u + tw dans
(5.11). En passant a la limite quand t ——> 0, il vient

fFow—uw)—-—(Au,w—-—u)—(Au,w—-—u)<O,YWEDA;HNX.

Comme D(A ; H) N X est dense dans X, on en déduit la proposition.

Dans le cas particulier o X = H et A est monotone hémicontinu
et borné on retrouve un résultat de F. Browder [11] (théoréme 15).

4.4 Cas des semi-groupes pseudo-unitaires.

DEFINITION 1. — On dit qu’un semi-groupe G sur H est pseudo-
unitaire si G*(s) G(s) =1, vs = 0.
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LEMME 46. — Soit G un semi-groupe continu et pseudo-unitaire
sur H. Alors G et G* sont des semi-groupes de.contractions. De plus
D(A ; H) C D(A* ; H) et A* = — A sur D(A ; H).

Démonstration. — 1l est évident que

|G(s) ul = |lul et |G*$)ul <|ul, VvueH,Vs=0.

Gh)u —
Soientu €ED(A ;H) etx,, =-—(—)-u. Onadoncx, —> — Au
G*(h)u —
et —()hi‘—i= — G*(h) x,, . Mais G*(h) x,, —> — Au ; en effet

|G*(h) x,, + Aul < |G*(h) x,, + G*(h) Au| + |G*(h) Au — Au/|
< |x, + Aul + |G*(h) Au — Aul.
Par conséquent u € D(A* ;H) et A*u =— Au.

COROLLAIRE 47. — Soient X un convexe fermé de V contenant
0 et G(s) un semi-groupe continu et pseudo-unitaire sur H dont le géné-
rateur infinitésimal est compatible avec X.

Soit A une application pseudo-monotone et bornée de X dans V'
vérifiant : (Ax . x)

im —
Hxll >+~ |lx]|
xeX

Alors pour tout f€ V' il existe u € X tel que
fiv—u)—(Au,v—u) — (A*»,u)<0 YvEDA*;H)NX. (5.15)
Toute solution de (5.15) est aussi solution de
fov—u)—-—QAu,yv—u)—(Av,y—u)<0 VVvEDMA;HNX

L’ensemble des solutions de (5.15) est faiblement compact ; il est
convexe faiblement compact lorsque A est monotone hémicontinu et
borné. Si de plus (Ax — Ay, x —y)>0,Vx,y€EX, x #*y, alors la
solution de (5.15) est unique.

Démonstration. — On pose D(L) = D(A ;H)NVetL = AsurV,
D(L") = D(A* ; H) NV et L' = A* sur D(L"). 11 suffit alors d’appliquer
le corollaire 40 et le lemme 46.
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Remarque. — Dans le cas particulier ou X est un cone convexe,
(5.15) équivaut au systéme

i(f,v)—(Au,v)—(A*v,u)<0 Vv EDA* H)NX
—(f,u)+Au,u)=0.

5.5. Un résultat de régularité.

Soit G(s) un semi-groupe continu de contractions sur H. On suppose
que la restriction de G & V définit un semi-groupe continu dans V et que
G*(s)VCV,

THEOREME 48. — (') Soit X un convexe fermé de V contenant 0
et compatible avec le générateur infinitésimal de G.

On suppose qu'il existe p > 0 tel que
G(s) v + G*(s)v — G*(s) G(s)v + (p — 1)V E(p +0(s) X, VVEX, Vs >0
avec 10(s) | <ks*? , Vs=0.
Soit A une application hémicontinue et bornée de V dans V' vérifiant
(Ax — Ay, x—y)=cllx—ylI*> Vx,yEV avec ¢>0 et (5.16)
(Av, G*(s) w) = (AG(s)v,w) Vv, weV, Vs=0. (5.17)
Alors pour tout f€ D(A ; H), ¥ existe u € D(A ; V) N X unique tel que
f,v—u)—(Au,v—u)— (Au,v—-u)<0 , VyveX
De plus
cll Aull® < (Af, Au) + k(f — Au — Au, u).
Démonstration. — Soit h > 0 ; d’aprés le corollaire 30, il existe
u, €X tel que
f,v—u,) —Buu,,v—u,)<0 VveX (5.18)
v — Gh)v

avec B,v=Av+

(') Dans le cas particulier ot A est linéaire et G est un groupe unitaire, ce résultat
m’a été communiqué par M. Lions.
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Soit s > 0, on multiplie (5.18) par p + 6(s) et on prend v €X
tel que

(0 +0))v =GO u, + G*S)u, — G*s)G) u, + (p — Du,
D’ou :
(B, G(s)u, — B, u, , G u, —u,) < (GG f—f, Gs)u, — u,)
+0(s)(f — Bu,,uy). (5.19)
Il résulte de (5.19) que u, ED(A; V) et
¢ IAu, P < (Af, Au,) + k(f — B, u,,, u,) (5.20)

(il suffit de diviser (5.19) pars? et de passer a la limite quand s —> 0).
On déduit de (5.20) que Au,, demeure dans un borné de V.

On achéve alors la démonstration comme celle de la proposition 44 :
quandh —> 0,u,, —> u dansV faible et lim sup(Au,, , u, — u)<0.
Donc u, —> u dans V fort et Au,— Au dans V faible. De plus

fFov—u)—(Au,v—u)— (Av,yv—u)<0 VvEDA;H)NX.(5.21)

Soit enfin wE€ DA ;H)NX ; en prenant v = (1 — t)u + tw dans
(5.21) et en passant a la limite quand t——> O on a :

F,w—uw)—Au,w—-—u)—(Au,w—-—u)<0 VweDA;HNX

D’ou le théoréme puisque D(A ; H) N X est partout dense dans X.

Remarques. — 1) La conclusion du théoréme 48 reste valable
lorsque 'on affaiblit ’hypothése (5.17) : il suffit de supposer que
VveX, 3720 tel que

[(A(G(8) v) , G(s) v — v) — (Av, G*(s) G(s)v — G*(s)v)|
<7sIGs)v—vll Vs=0.
2) Si’on remplace I’hypothése (5.16) par
Ax — Ay, x—p)=clx —y>V¥x,yEV avec ¢>0 et

(Ax_"_x_)_:-]—oo

im R
Nxll=>+= |[x]l
xeX
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pour tout f € D(A ; H) il existe u € D(A ; H) N X unique tel que
fo,v—u)—(Au,v—u)— (Au,v—-u)<0 VveX
De plus clAul> < (Af, Au) + k(f — Au — Au, u) .

6. APPLICATIONS

6.1. Application a la résolution d’une équation
d’évolution non linéaire.

Hypotheses. — Soient € un espace de Hilbert muni du produit
scalaire ( , ) et de la norme | |, et H=L, ([0, T],J€). Pour tout
t€ [0, T] soit B(#) une application linéaire monotone de D(B(#)) C g€
dans 3€.

On suppose qu’un opérateur d’évolution est associé a B, c’est-a-dire
qu’il existe une application continue U(¢, s) de [0, T] x [0, T] dans
£(H, H) et un sous-espace Z partout dense dans H tels que, pour tout

fE€Z,la fonction u(t) = Uf(t) = ft U(t, s) f(s) ds vérifie :
0
Huee! ([0,T],%) u)=0
2)u@)€D(B() p.p.sur[0,T]
du
3) Et_ + B(#) u(t) = f(t) p.p.sur[0,T].

Il en résulte qu’inversement toute fonction u vérifiant 1), 2), 3)

t
avec f € H est nécessairement égale a u(t) = f Uz, s) f(s) ds.
0

THEOREME 49. — Soient u, €4 et
B(uy, r) ={x €3 ;|x —uyl <rl}

Soit f(t, x) une application continue de [0, T] x B(u,, r) dans 3€
telle que
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(ft,x)—ft,y),x—y)<clx —yl*, Vt€[0,T],Vx, y €EBu,, n

avec ¢ = 0.
Alors il existe 0 < h < T tel que I’équation

di
d_’t‘ + B@) u(t) = f(t, u(®) ,u(0) = u,

admette une solution faible unique sur [0 , h] ; c’est-a-dire qu’il existe
une fonction u(t) continue de [0 , h] dans 8€ et une seule vérifiant

u(t) = ./o.tU(t,s)f(s,u(s))ds+U(t,0)uo. (6.1)

Plus précisément si |f(t,x)| <M, Vt€[0,T], VxEBu,, r) et si
l'une des conditions suivantes est réalisée :

a) Sup (U@, uy— ugl + MT <r
te[0,T]

T
b) S Uu,0 — + ecT —cs ,ug)lds <r
) Sup UG, O)ug — o + e fo" 1£Gs, ug)l

alors I’équation (6.1) admet une solution et une seule définie sur [0, T).

Avant de démontrer ce théoréme, il est nécessaire de rappeler
quelques propriétés des applications maximales monotones.

DEFINITION J. — Soient H un espace de Hilbert, D(L) un sous-
espace vectoriel de H ; on dit qu’une application monotone L de D(L)
dans H est maximale monotone s’il n’existe aucune application linéaire
monotone qui prolonge strictement L.

Propriétés des applications maximales monotones. (cf. [23] ou [32]).

— Soit L une application maximale monotone de D(L) dans
H. Alors D(L) est partout dense dans H et le graphe de L est fermé.

— Soit L une application maximale monotone ; il existe un
semi-groupe continu de contractions sur H et un seul dont le générateur
infinitésimal est — L. Inversement si — L est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe de contractions, alors L est maximal monotone.
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t .
LEMME 50. — L ‘application fEH — UF(t) = j; U, s) f(s)ds
est linéaire continue et injective de H dans ([0, T],5€). U est mono-

tone de H dans H et L = U est maximal monotone de D(L) sur H.

Démonstration. — 11 est évident que U est linéaire et continue de H
dans €([0, T], #€). Soient

D(L,) ={v€e! ([0, T],¥),v(0) =0, () € D(B(?)
dv dv
p.p.sur [0, T] etE+ BvE€H},etL,v =:1-;+ By ;

L, est une application monotone de D(L,) dans H. D’apres le lemme
de Zom, L, se prolonge en une application maximale monotone L de
D(L) dans H. Soit f € H ; il existe une suite f, € Z telle que f,, —> f,
Uf, €D(L,) et Ly Uf, = f, . D’ot Uf€ D(L) et LUf = f. Il en résulte
que U est injectif et monotone de H dans H, puisque

t T
f (Uf,f)dt=f (Uf, LUNdt >0 VfEH.
0 0

Par suite D(UY)CD(L) et L =U! sur D(U'). Inversement soit
x€D(L);ona:

T
[ @x—f,x-Updt>0 VfEH.
0
Donc x = ULx et par conséquent x € D(U'). On en déduit que
L = U! est maximal monotone de D(L) sur H.

LEMME 51. — Soient ¢ et ¥ deux fonctions numériques continues
et = Osur [0, T). Les conditions suivantes sont équivalentes

i)l¢2(t)—ltp2(t')<ft«p(S) Y(s)ds vt <t
2 2 ,

t

i) o(t) — p(t") < j: Y(s)ds Vi <t.

Démonstration. — On se ramene aisément au cas ou ¢ et ¥ sont
définies continues et vérifient i) ou ii) sur R : il suffit de prolonger ¢ et
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¥ par deux fonctions continues de R dans R et constantes en dehors de
[0, T]

Il est évident que si ¢ est dérivable :

) <= i) = (Y < V).

Dans le cas général supposons ii) vérifié ; il existe deux suites ¢, et ¥,
de fonctions = 0 indéfiniment dérivables, qui convergent uniformément
sur tout compact de R vers p et ¥ et telles que

t
(pn(t)—apn(t')<£ Y, (s)ds VI <t.

On prend par exemple ¢, = ¢ *k, et ¥, = ¥ * k_ ou k, désigne une

1 1
fonction = 0 indéfiniment dérivable a support dans ]— —,+ —[ avec
n n

f k,(x) dx = 1. ii) == i). En effet, on a
R

t
0, (1) — ¢, (1) < f ¥ (ds vi<t
”
D’ou :

1 t
¢,f(t)——¢3(t')<£ 0, (ds VI <t.

1
2 2

En passant a la limite on obtient i).

t
i) == ii). Ona F(t) — F(:") < f , G(s)ds V1 <t,avec
t

1
F() = 3 2 et G@) = (1) ¥(@) .

Soient F, et G, deux suites de fonctions = 0 indéfiniment dérivables
qui convergent uniformément vers F et G sur [0, T] et telles que

t
F,,(t)—F,,(t’)<j; G,()ds V<t

G, (9)
Pen (1)

Soit € > 0 fixé ; les fonctions ¢, =+/2F, () +€ et ¥, (¢) =

sont = 0, indéfiniment dérivables et vérifient :
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1 1 '
2 00 = 5 el () < f, ey O Y, (5)ds Vi<t
D’oui :

t
Oen ()~ 9en) < [ ¥, 05 W <t

En passant a la limite quand n» —=> + oo, on obtient

VOr@) +e —\/¢2(t')+€<j;,t\P(s)ds v <t.

LEMME 52. — Ona

1 1 t
Elv(t)lz—glv(t’)|2<j; (v, vyds Vi<t

et .
|Uf(r)|<f0 Ifs)lds VY fEH,Vte[0,T].

Démonstration. — Soit fE€Z etv = Uf ;ona

dv
Lyv =—-+ B0 w(®) = 1.

2N . _l_. 2 __ l N2 ' ’
Dod: MO = = v < ft (Lv,v)ds Vi <t.
Dans le cas général, v € D(L), Ly = f€ H ; on considére une suite
fa €Z qui converge vers f. En appliquant le résultat précédent a
v, = Uf, on obtient
1 1 t
S I OF =2 13, @ <£ Ly, v)ds Vi <t.
On passe a la limite quand n ——= + oo ; il vient
1 2 l n 2 f ’
S IOP =S 1P < jt‘ (Lv,v)ds V¢t <t.

Soit f€EH, v = Uf€ D(L). On a donc :

%th(m’—% IUf(t')I’<‘/: . Uﬁds<[,'|f(s)| | Uf(s)| ds

v <t
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t
1l résulte du lemme 51 que |Uf(#)| < f 1f(s)| ds.
0

LEMME 53. — Soient vED(L) et cER. On a e*vED(L) et
L(e® v) = e*(Lv + cv). Par conséquent

t
(I+€L)'lf(t)=—1—_f e~ Uit,s)f(s)ds. VE>O
€ Y

Démonstration. — Soient fEZ et v = Uf. Alors e v € D(L,)
et L(e®v) = e (Lv + cv). Dans le cas général, soient v € D(L) et
f = Ly ; on considére une suite f,,€ Z qui converge vers f. On obtient
le résultat en appliquant ce qui précéde a v, = Uf,, et en passant a la

1 1
limite. Soitu = (I +eL)™ f;onalu + -E-u =Ef.D’01‘1

1 1 1 L 1
et’ (Lu +-gu) =geetf— L(eet u)
Par suite :
1 t Lo
u(t)=g '/(; ee(s » U(t, s) f(s)ds

Démonstration du théoréme 49. — On suppose d’abord que
u, = 0. L’équation (6.1) s’écrit donc Lu(¢) = f(¢, u). On fait le chan-
gement de variable u(?) = e“v(¢). L’équation (6.1) devient alors
Lv + cv = e~ f(t, e v) ou encore Lv + Ay = 0 avec

Av(t) =cv(t) — e~ f(t, ev).

Soit X ={u€H ; e |u@®)| <r, p.p. sur [0, T]}. X est un convexe
fermé borné de H et A est une application monotone hémicontinue et
bornée de X dans H. Plus précisément

(Au, (1) — Auy, () ,u, (1) —u, () 20,Vu, ,u,€X,vt€[0,T].
D’autre part L et X sont compatibles : en effet, soient u € X et

ue=0+eL)y'u.

1 t l( -1
Ona IuE(t)|<gf €€V re—osds
0
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D’ou : e lug@®)| < y

Par conséquent (1 —ec) I+eL)?ueX,Ve>0. Il résulte
alors de la proposition 42 que L et X sont compatibles.

D’aprés la proposition 45, il existe v € D(L) N X tel que

f v +Av,v—w)ds<0 VweX. 6.2)
0

L’inégalité (6.2) étant vérifiée pour tout w € X on a aussi

v+Av,yv—-—w)<0 pp.sur[0,T],VweEeX. (6.3)

Majoration a priori de la solution.

— Cas ou l'hypothése a) est vérifiée. — On a u = e'v ; en
prenant w = 0 dans (6.3), on obtient (Lu — f(¢, u), u) < 0 p.p. sur
[0, T]. D’ou

l 2__1 "2 ! ’
S ) =< @) <[, (fGs, u(s)), u(s)) ds, ¥I' <t.

I1 résulte alors du lemme 51 que
lu(®)| <Mt <MT<r.
— Cas ou 'hypothése b) est vérifiée. — En appliquant (6.3)

avec w = 0 il vient

1 . 1 2 ? t ,
= 2 == <- <- v
S O =2 P <= [ v nds <= [ (ho, mds v <t

' t
D’ou e“lv(t)l<e“f e |f(s,o0)lds Vte[0,T]

0

Dans les deux cas, on a
e Ivi) I <F¥<r Vt€[0,T].
Soient alors z€ ([0, T],8) et w,=(1 —t)v + tz. Pour t>0

assez petit, w, € X, et par conséquent

T
W+ A,y —w)ds<0
o
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D’ol

T

J W+, v—2)ds<0 vzee@o,Tl, %)
0
Il en résulte que Lv + Ay = 0.
Unicité.
Soient v, et v, deux solutions de (6.1). On a

Lv, + Ay, =Lv, + Ay, =0.Or (Av, (t) — Av,(t) ,v,(¢) —v,(t)) =0,
vte([0,T]

D’ou -
Ly, =Ly, v, () —v,(®))=0,Vt€[0,T]

et par conséquent v, = v, .

Cas ou uy, # 0.

On cherche u tel que
t
u(t) = fo U(t, ) f(s, u(s)) ds + U(t, 0) ug .
Soit u, (£) = u(t) — U(¢, o) u,, u, satisfait a ’équation
t
u, (1) = fo UCt, )£, (s, u, () ds

ou fy(t,x,)=f(,x, + U, o0)uy) ; f, (¢, x,) est défini et continu

de [0, T] x B(uy, r — ) dans ¥ avec a = s[up] [U(, 0)uyg — ugy |.
te[0,T

On a
(fl(t.xl)—fl(t,yl),xl —y1)<0|x1 "‘y1|2

Par conséquent on est ramené au probléme précédent.

COROLLAIRE 54. — Soient u, €3 et f(t, x) une application
continue de [0, T] x B(u,, r) dans 8@ telle que

(ft,x)—f(t,y),x —y)<clx — yP*, Vt€[0,T], Vx, y €Blu,, r).

Alors il existe 0 < h < T tel que I’équation différentielle
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du
— =f(t, u)
dt (6.4)

u(0) = u,
admette une solution unique (unicité a droite) de classe C' sur [0, h).

Plus précisément si |f(t,x)|<M,vt€([0,T], VxE€Bu,, r) et si
l'une des conditions suivantes est réalisée

A MT<r
- cT T—cs
b) e foe 1fGs, ug)lds <r,

alors I’équation (6.4) admet une solution unique de classe C! sur [0, T].

Le théoréme 49 généralise des résultats dus a F. Browder [5] et
T. Kato [19]. Cette démonstration assure ’existence de solutions locales
et contrairement aux démonstrations de [5] et [19] ne fait pas appel au
théoréme de Peano.

6.2. Application i la résolution d’un probléme parabolique
avec conditions aux limites unilatérales.

Notations et hypothéses. — Soient £ un ouvert borné de R” de
frontiére I' réguliére et 0 < T< + 0. Onpose X =[0,T] x T

L, (2) muni de son produit scalaire ( , ) et de sa norme | |
usuels est un espace de Hilbert. H' () ={v €L, () ; D,» €L,(Q),

]
1<i<n} (oil D; = ™ désigne la dérivée au sens des distributions).
i
H' (2) muni de sa norme usuelle || || est un espace de Hilbert.

@D() est I'espace des fonctions indéfiniment différentiables 3
support compact dans 2. H(l, (£2) est I'adhérence de ® (£2) dans
H' (Q). H™' () est le dual de H} ().

V =L1,(0,T],H ()
H=L1,(0,T],L,()

V et H munis de leurs produits scalaires usuels sont des espaces de
Hilbert ; V est inclus dans H avec injection continue et V est dense
dans H.
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On sait (J.L. Lions [25]) que toute fonction v €EV telle que
dv
dt
[0, T] dans L, (£2).

Soit X ={v €V ; v > 0 p.p..sur Z}. On considére le semi-groupe
G défini par

eL,(o0,T], H™1(Q)) est égale p.p. 4 une fonction continue de

0 si t<s
G(s)v(t) = %
vit—s5) si s<t<T.

G est un semi-groupe continu sur V et un semi-groupe continu de
contractions sur H. Son générateur infinitésimal — A dans H est défini
par :

d .
D(A :H) = §v€H;;-:€H,v(0)=O§ et A=—,

Soient ay (t,x), apg(t,x)€L, ([0, T] x Q).

Pour chaque couple u, v € H' () on pose

a(t,u,vr)=z f

. +
& ﬂa,,(t,x)D,uD,vdx j;lao(t,x)uvdx.

On fait 'hypothése d’ellipticité :
at,v,v)=allvl*pp.ent€[0,T]et Vv EH' (Q)aveca > 0.

On introduit 'opérateur
By = -—Z Di(a,,. D,v) +a,v,
i,j

qui est linéaire et continu de V dans L, ([0, T], H™1(Q)). Enfin

oy
_— = a,;D,vcos(y, x
wy, T 1 . x,)
-éme

ou cos(v, x;) est le i cosinus directeur de la normale extérieure a I.

THEOREME 55. — Pour tout f € H, il existe u € X unique tel que

£T(f,'v — u)dt — _/;Ta(t,u',v — uydt — foT(%,v—u) dt<0

VvEDA;H)NX. (6.5)
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L’inéquation (6.5) équivaut formellement au systéme

0
a—’t‘+ Bu=f dans ]O,T[x & (6.6)
u=0 sur > 6.7)
0
X >0 sur z (6.8)
vy
ou
u.—=20 sur p (6.9)
ovg
u@0,x)=0 Vx€EN (6.10)

T
Démonstration. — On pose (Au,v) = f a(t,u,v)dt. 11 est
0

évident que P’existence et I'unicité de la solution de I'inéquation (6.5)
résultent de la proposition 43.

Montrons que toute solution du systéme (6.6)...(6.10) est
solution de (6.5). En effet (6.7) implique ¥ € X. En multipliant (6.6)
par u et en intégrant formellement par parties on obtient

T
-;—Iu(T)|2+£ a(t,u,u)dt=foT(f,u)dt 6.11)

On multiplie (6.6) par v € D(A ; H) N X et on intégre formellement
par parties. D’ou

_/;T (f,v)dt — LTa(t,u,v)dt + _/(;T(%,u) dt — (u(T) »(T))

<—j; —g%B,v)d2<0. | (6.12)

Par addition de (6.11) et (6.12) il vient

jo'T(f,v-u)dt— fTa(t,u,v—u)dt— fT(-%l;—,v—u>dt

0 0

1
<—5 IWT) —u(MI?<0 VvEDMA;HNX.
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Inversement soit u la solution dé (6.5) ; on a (6.7) puisque u € X.
Toute fonction vE€ ® ([0, T[ x ) est dans D(A ; H) N X. 11 résulte
alors de (6.5) que

‘[;T(f’ v)dt - ‘/O‘T a(t,u,v)dt+£T(%,u) dt =0
VvE®(JO, T[ x £2).

: du
Par conséquent on a 7 + Bu = f au sens des distributions. On en

déduit que u est égal p.p. & une fonction continue de [0, T] dans
L, (Q). Dautre part soit u, = n(nl + A)' u €D(A;H)N X, u, est
la solution de I’équation

1 du, +
- u,=u
n dt n
u,(0)=0.
On a par suite au sens des distributions
1 d*u, du,
- +—= =f_Bu.
n dt? dt f—Bu
D’ou
du, _
= (f — Bu) * k, + nu(0) e~ ™
dt
ne ™ s>0
aveck, (s) =
0 s<0
Donc
—e T < 1 1 |du,
7 WO gty < T If = Bulli2qo, 1y, mtan + ) | 5 ,
ies .1 |du,
Or d’aprés la remarque de la proposition 43 on a lim — |—| = 0.
N

Par suite #(0) = 0. De plus on a u, (T) —= u(T) dans L, (£2). Soit
A=0 ; on prend v = M, dans (6.5) et on passe a la limite quand
n———> + oo ; il vient

AMA-1)
2

A—=1) for(f, w)dt — (\ — l)j;Ta(t,u,u)dt— lu(T) [ <0.
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Enfin en faisant tendre A\ vers 1 par valeurs supérieures puis inférieures
on obtient

fT(f u) dt fT alt. u, ) dt —— (T = 0
0 ’ 0 ’ ’ 2 )

En multipliant (6.6) par v € D(A ; H) N X et en intégrant formellement
par parties on a

_fz—givdmfoT(f,v)dt_foTa(r.u,v)dHfoT(%:-,u) dt

1
= @M <7 1u(T) = »(D) &

Comme cette inéquation est vérifiée pour tout v ED(A ;H)N X ona

d
X )iz >0 VreEDA:H)NX.
£ Ovg .

D’ou1 (6.8). )
En multipliant (6.6) par u et en intégrant formellement par parties
ona:

—fﬂ-ud2=fT(f,u)dt—fTa(t,u,u)—%lu(T)|2=0

z Vg 0 ()

b
On en déduit (6.9) (puisque uz0 ets5 = 0 sur E) .
Vg

Remarques. — 1) Dans le cas particulier ou T = + oo, le théo-
réme 55 a été démontré par J.L. Lions et G. Stampacchia dans [25] avec
des méthodes assez différentes.

On montre de fagon analogue I’existence et 'unicité de la solution
du probléme périodique, c’est-a-dire (6.6), (6.7), (6.8), (6.9) et (6.10")
avec

u0,x) =u(T,x) VveQ. (6.10")

(Ce résultat a été démontré par J.L. Lions dans [26] avec une autre
méthode).

2) Les théorémes d’existence et d’unicité du § 5 permettent de
retrouver d’autres résultats analogues a4 ceux de F. Browder [9], [11],
et J.L. Lions [24].
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6.3. Un résultat de régularité.

On fait les mémes hypothéses que dans 6.2. On suppose ici de
plus que a(t, u, v) = a(u, v) est indépendant de ¢.

d
THEOREME 56. — Pour tout f€H tel que -d—{EH et f(0) =0,

il existe u € X unique vérifiant

du
—€eV,u0)=0
dr u(0)

fT(f,v—u)dt—-fTa(u.V—u)dt—fT(%,v—u) dt<0,
° 0 ’ VveEX.

Démonstration. — L’adjoint G* de G est défini par

vt +s) si0<t<T-s
G*(s)v(t)=§

siT—s<t<T.
On a:
si0<t<T-—s

v(t)
G*(s) G(s) v(t) =

0 siT—s<t<T.
Par conséquent

GE)v +G*@)v +v —G*E) GEH)veX Vs=0
De plus
T-s T
(Av , G*(s) w) = f a(t) , w(t + s)) dt = f a((t — s), w(p) dt
0 s

= (A(G(s)v),w) Vv, weV.

On peut alors appliquer le théoréme 48 et en déduire le résultat.

Remarques. — 1) On démontre de fagon analogue la régularité
de la solution du probléme périodique.

2) En appliquant la remarque du théoréme 48, on généralise
aisément le théoréme 56 au cas ou l’application t —= a(t, u, v)
est de classe C! sur [0, T] pour tout couple u , v € H! () et vérifie
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la'(t, u, v)ISM|ullllvl Vt€[0,T], Vu,»€H (Q).

(On doit supposer de plusquea(o, u,v) =a(T,u,v),Vu,v€E H!'(Q)
pour obtenir la régularité de la solution du probléme périodique).

6.4. Une généralisation du théoréme de Peano.

On peut obtenir a ’aide des théorémes de point fixe une généra-
lisation simple du théoréme de Peano dans les espaces localement
convexes.

THEOREME 57. — Soient E un espace localement convexe
séparé, C un convexe de E, K un convexe compact de E et f(t, x) une
application continue de [0,T] x C dans K. Soit uy €C tel que
u, + TK C C. Alors I’équation différentielle

?l;- = f(t, u) admet une solution de classe C! sur [0, T]

u(0) = u,.

La démonstration fait appel a trois résultats préliminaires.

THEOREME DE POINT FIXE DE Hukuhara [17]. — Soit & un
espace localement convexe séparé, X un convexe fermé de & . A une
application continue de X dans X telle que AX) soit compact. Alors
il existe u € X tel que Au = u.

THEOREME D’Ascoli. — Soient 1 un espace topologique compact,
X un espace uniforme séparé et H une partie équicontinue de C(1, X)
telle que H(t) soit compact pour tout t € 1. Alors H est compact dans
€ (1, X) muni de la topologie de la convergence uniforme.

LEMME 58. — Soient 1 un espace topologique compact, X et Y
des espaces uniformes et Z C X compact. Soit f(t, x) une application
continue de 1 x X dans Y. Alors pour tout V entourage de Y, il existe
U entourage de X tel que

Vze€Z ,Vx€U@),Vt€lonait(f(t,x),f(t,z)EV.
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La démonstration de ce lemme est évidente.

Démonstration du théoréme 57. — Soit& = € ([0, T], E) ; & muni
de la topologie de la convergence uniforme est un espace localement
convexe séparé. Soit C' = uy + ¢(TK U{0}). C’est un sous-ensemble
convexe compact de C. L’application A de X dans X est définie par

UEX —> Au(r) = u, + ‘[tf(s,u(s))ds.

L’intégrale a un sens puisque E est un espace localement convexe
séparé, f(x, u(s)) est continue et prend ses valeurs dans K convexe
compact. Résoudre ’équation différentielle équivaut & trouver un point
fixe de A. On vérifie aisément & I'aide du lemme 58 que A est continu
de X dans X. Le théoréme d’Ascoli montre que A(X) est compact. Il
résulte alors du théoréme de Hukuhara que A admet un point fixe
dans X.

Remarque. — Ce résultat généralise le théoréme classique de Peano
en dimension finie (Bourbaki [2], Chap. IV, 1). Il généralise aussi un
théoréme de F. Browder [5] (théoréme 7) qui montre I’existence d’une
solution dans le cas ou E est un espace de Hilbert et f(¢, x) est fai-
blement ‘continue. La solution est alors de classe C' pour la topologie
faible.
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