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RECHERCHES SUR LA TOPOLOGIE FINE
ET SES APPLICATIONS (*)

(Théorie du potentiel)
par Marcel BRELOT

1. On trouvera ici divers compléments, en théorie axioma-
tique des fonctions harmoniques avec plus ou moins d’axiomes,
sur ’effilement interne ou minimal, c’est-a-dire aussi sur les
notions correspondantes de limite et topologie fines: pro-
longement « a la frontiére » de la topologie fine, démonstration
de résultats en partie annoncés surl’interprétation de I’effilement
minimal comme effilement «interne » [5], notions d’ensemble
W-polaire, de potentiel semi-borné pour interpréter ou perfec-
tionner des résultats antérieurs, en particulier sur les limites
des réduites [7, 9, 10]. Comme introduction, voir surtout ma
conférence du Colloque de Paris-Orsay [5] ou celle de

Loutraki [9].

I. — Notations, rappels et compléments.

2. Rappelons un théoréme de topologie générale, extrait de
Myskis [15, 12]: Soit un espace topologique (2, des bases de
filtres $,(i € I) formées d’ensembles ouverts. On considére les
topologies © sur Qu I, laissant Q ouvert (), induisant sur Q
la topologie donnée et pour lesquelles les voisinages de te 1
coupent  selon les ensembles d’un filtre de base %,. Il est
immeédiat qu’il exist® parmi elles une topologie la plus fine Ty

(*) Work partly supported by the Air Force Office of Scientific Research (Contract
on Harmonic Analysis, Princeton 1967).

(!) Condition sous-entendue dans mes publications antérieures et dans [12].
On peut la supprimer sans changer G, mais elle est nécessaire plus loin.
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qui est d’ailleurs déterminée par sa propriété d’induire sur I
la topologle discréte. Il existe aussi une topologie G, qui est la
moins fine repondant a ces conditions; elle est déterminée par
les voisinages de ¢ définis comme suit. On choisit ae $; et
on considére les § « I tels que « contienne un ensemble de $g. Si
J. est leur ensemble, a u J, décrit une base de filtre (quand «
varie dans %,). Ce filtre est le filtre des voisinages de ¢ dans
Qu I pour G,

D’aprés cela Gy et G, coincident (c’est-a-dire qu’il n’y a
qu’une topologie ) si et seulement si, quel que soit ¢, il existe
a e ®;, qui ne contient aucun ensemble de %, Vj 5~ i.

3. Dans ’axiomatique des fonctions harmoniques de Brelot
[2, 3, 8], on donne sur I’espace fondamental Q (connexe, loca-
lement connexe, localement compact non compact) un fais-
ceau de fonctions « harmoniques » satisfaisant aux axiomes
1, 2, 3. On supposera de plus I’existence d’un « potentiel» > 0.
On sait alors définir I'effilement (interne) en z e () et la topo-
logie fine sur Q. On note A; I'ensemble des fonctions harmo-
niques > 0 minimales situées dans une base du cone S* des
fonctions surharmoniques > 0 (éléments extrémaux harmo-
niques de cette base). On sait que leffilement (minimal)
de e Q en X € A, se traduit par: R (réduite de la fonction har-
monique X) différente de la fonction X dans (, ce qui équi-
vaut a: R% est un potentiel. Les complémentaires des effilés
en X forment un filtre Fx admettant une base Bx formée des
ouverts fins de complémentaires effilés en X (car I’adhérence
fine de e donne la méme réduite). Les limites selon Fx sont
dites fines (minimales).

On notera A; l'axiomatique précédente augmentée de
I’hypothése d’une base dénombrable d’ouverts de Q; on
rappelle que Mme Hervé [14] a dans ce cas défini sur I’espace
des différences de fonctions surharmoniques > 0 une topolo-
gie T rendant compacte métrisable une base B convenable et
désormais fixée du cone St. Toute fonction surharmonique

¢ >0 se représente par ¢(y) =f u(y) du(u), ou (. est une mesure
> 0 de Radon sur B, ne changeant que A, (de type G;) et
alors unique, notée |, (mesure associée a ¢).

On notera Af, A, augmentée de I’hypothése de proportiona-
lité des potentiels de support ponctuel = (pdle), Vz. On sait
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qu’alors, sur B pourvu de T, ces potentiels forment un ensemble
homéomorphe a Q [12] et dont ’adhérence selon T donne un
ensemble noté Q (espace de Martin), dont Q@ — Q = A (fron-
tiére de Martin) contient A;. Alors p, peut &tre considéré sur Q.

D’autre part la théorie des fonctions harmoniques adjointes
de Mme Hervé [14] demande l'introduction d’une base de
domaines « complétement déterminants ». On notera A, la
somme des hypothéses « A, et cette base »;

4. Avec A,, Gowrisankaran [13] étendant le cas classique
de Doob, a montré que, pour deux fonctions surharmoniques
> 0 u et ¢, u/v admet selon Fx une limite finie, dp.,-presque
partout sur A;. Cela montre 'intérét d’étudier sur A,, les
ensembles de mesure-dp, nulle.

D’autre part, il est évident avec A; que u/v admet dans
une limite fine en tout point ou ¢ est finie.

Avec A,, on montre, par le méme raisonnement que Doob
dans le cas classique, que en tout y de ’ensemble polaire E ou
9 = + o0, ufv admet (z £y, £ — y) une limite fine adjointe
finie dp.,-presque partout (d’ou I'intérét des ensembles polaires
de du,-mesure nulle). On se raméne a prendre un compact
KcE; les fonctions harmoniques minimales dans Q — K
sont celles de Q, plus & un facteur prés les potentiels p, (de
pdle y) situés dans B. L’effilement minimal relatif & p, est
identique [14] a Deffilement adjoint en y dans Q d’ou le
résultat.

Plus généralement, avec A;, si z est polaire, les fonctions
harmoniques minimales de Q-{z{ sont, outre celles de Q, les
potentiels (4 un facteur prés) extrémaux z de Q situés dans B
et de pole en z; les complémentaires sur Q-§z} des ensembles
(# z) effilés relativement & z forment une base de filtre &,.
Si z varie, de pole sur E, Mokobodski remarque que u/¢ admet
selon #,, une limite finie pour tout z sauf ceux d’un ensemble
de mesure-dy., nulle. Méme raisonnement et énoncé commun
avec celui de Gowrisankaran.

II. — Prolongement de la topologie fine sur () u A,.

5. Lemme 1 (Hyp. A,). — Soit ¢(p) le péle sur Q du potentiel
extrémal p € B. On sait que p — ¢(p) est continue. Si ¢ surhar-
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monique > 0 est harmonique dans un ouvert, la mesure assoctée
i, sur B ne charge pas ¢7}(w).

Sinon soit p, un point du support fermé de p, situé dans
¢} (w) et wy un ouvert de w(w,c w) contenant ¢(p,), avec

mesure harmonique dpgs,,. Alors jp(y) dp$ty < p(¢(po)), mais
inégalité stricte si ¢(p) € w, donc pour p assez voisin de p,.
D’ou

S ([ py) dp(p)) degen(y) < | p(3(po) dix(p)

de sorte que ¢(y) égal a j (p(y) du(p) n’est pas harmonique
dans w.

Lemume 2 (Hyp. A;). — Soit E ¢ B, dont les fonctions ¢ sont
harmoniques dans ® ouvert. Alors les fonctions de E sont aussi
harmoniques dans ® et pour y fixé e w, ¢(y) est finie continue
de ¢ sur E (d’aprés Mme Hervé [14] prop. 21,2 cor. 2).

Lemme 3 (Hypothése A;). — Considérons un voisinage U
de X € A, sur la base B et 'ensemble U, c Q des péles des potentiels
extrémaux de B situés dans V. Alors CqQ, est effilé en X (et par
suite U, est non effilé en X).

On peut supposer UV ouvert dans B et alors U, est borélien dans
Q. Comme R%(y,) est une capacité forte de Choquet, comme
fonction du compact Kc(Q et que la capacité extérieure est
égale & R(y,) [2 ou 3], on a

R{%(y,) = Sup R¥(y)

K cCY,
Donc on peut former K, croissant < Cgq¥, tel que

C

R¥:(yo) > R%2(yo) — 1/n
d’ou
RY¥*~(yo) = Rxa™(y).

Si alors CqY, était non effilé en X, on trouverait a c¢ Cq?,, fermé,
non effilé en X et nous allons obtenir une contradiction dans

cette hypothése qui s’écrit R¢ = X. On introduit 3, compact
croissant dans Q, tel que UB, = Q. Alors R2" est un potentiel

V.(y) =fp(y) dp.(p) ot p décrit B et @, > 0 ne charge que
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Pensemble & des éléments extrémaux de B. Mais comme ce
potentiel est harmonique dans Cqa, &, ne charge pas ’ensemble
des fonctions harmoniques de B ni ¢=*(Ca) donc ne charge pas

V. Or en y fixé, V,(y) < X(y) et inf p(y) > 0 d’ou ||p,|| borné.
PEB

On peut donc extraire ., convergeant vers i (sur B) supporté
par (de support fermé dans) ¢~'(a) (adhérence dans B) et
Cp0. Alors RgNé» tend (pour g — o) vers R% en tout point
(propriété de capacité comme plus haut) donc Renf, — Rz
en tout y € Cqa; d’autre part, si p e ¢g~'(a), p est harmonique
dans Cga et si v e ¢~!(a), ¥(y) pour ye Cga est finie continue
de ¢. D’oti, pour y e Cqa

S p() dpa(p) = [ ply) dulp) = Rily) = X(y)

On peut remplacer a par « n CQ, ou Q, est ouvert relativement
compact de (), croissant, avec UQ, = Q. Alors

X(y) =/ ply) dv.(p)

avec v, supporté par Cpln ¢~2(a n CQ,).
D’ou par extraction de suite

X(y) = [ ply)dv(p) VyeQ

ou v est supporté par Cy¥. Comme le centre de gravité de v
doit étre dans B, ||v||=1; comme X est ce centre et extrémal,
v doit étre la mesure-unité en X alors que U est de v-mesure
nulle, contradiction cherchée.

Remarque 1. — Avec A, le lemme signifie que si ¢ est un
voisinage dans Q de X eA;, Col est effilé et & n Q non effilé.

6. Lemme 4. — En supposant A}, ou seulement A'(A; +
effilement en tout X e, de Uensemble £ des points de non
proportionalité), il existe, pour tout X,eA,, un ensemble E
effilé en X, et non effilé en tout Yel,, Y £ X,.

Couvrons B-{X,{ par une réunion dénombrable d’ouverts
a, auxquels X, n’est pas adhérent et soit =, I’ensemble des
poles des potentiels extrémaux de «,; «, est non effilé en tout
point de A; na,; de plus si ® est I’ensemble des potentiels
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extrémaux d’un voisinage de X, ne coupant pas a,,
T g(w)cd; om0 Cog(w)

étant effilé en X,, de méme =,.

Comme ﬁﬁg est un potentiel, 'intersection «, de w, avec
le complémentaire d’un compact convenable K, de Q (K, = y,
fixé) donne A

R%i(yo) = REi(ye) < .27
D’ou R¥™(y,) < ¢

L’ensemble Un, répond a la question.

Remarque 2. — Avec Al 'ensemble formé est effilé en X, et,
pour tout XeA(X £ X,) est lintersection avec Q d’un
voisinage de X dans Q.

TutortMeE 1. — En supposant A,, il existe sur Qn A, des
topologies dites fines, indutsant sur Q la topologie fine et pour
chacune desquelles les voisinages de tout X c A, coupent Q
selon les ensembles de Fx. Ces topologies rendent Q ouvert; il en
existe une, la plus fine (qui d’ailleurs induit sur A, la topologie
discréte) et une, la moins fine (?). En supposant AT ou seulement
A’ elles sont Ldentzques (dite topologw fine prolongée).

On remarque que tout voisinage ouvert U de z dans Q
relativement compact est effilé en tout X € A,, (vu I’existence
d’un potentiel majorant la fonction X sur U) et Co¥ est donc
non effilé. De sorte que U est aussi voisinage de X dans
toute topologie fine supposé existente. D’ou la propriété
que Q est ouvert pour ces topologies.

Les points X de A; étant pris pour les : du n® 2 et &%, étant
I’ensemble des ouverts fins de Q de complémentaires effilés en
X ou i, il suffit alors d’appliquer le n°® 2 et le lemme 4.

Remarque 3. Ainsi est justifié le nom de limite fine pour
limite selon Fy.

Remarque 4. — Rappelons qu’avec Af, Fx est plus fin que
la trace sur Q du filtre des voisinages de X e A; dans Q[12];
donc sur Qu A, la topologie fine prolongée est plus fine que
la topologie induite par Q

(2) Jusqu’ici il est inutile de supposer une base dénombrable de Q.
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III. — Interprétation de I’effilement minimal comme « interne ».

7. On se placera plus loin dans A, et on choisira un domaine
complétement déterminant w, et la base compacte B définie
par la condition f pdppo=1 (y, € vy; dpy» mesure harmonique).
L’espace de Martin ) est homéomorphe & ’adhérence dans B
de I’ensemble des potentiels p, extrémaux de B. On note
aussi px(y) la fonction harmonique minimale qui est I’élément
extrémal X de B. Dans A, on note pj(z) = p(y)(z, yeQ).
(C’est un potentiel adjoint particulier.

Lemume 5 (Hypothése A;). — St EcQ est effilé en X e,
il existe w ouvert de Q le contenant et effilé en X.

Car R%(y,) est, comme on l’a rappelé, une capacité exté-
rieure de Choquet, donc vaut inf R{(y,) (w ouvert oe). De

sorte que R% étant un potentiel, f R¥ dpv: est arbitrairement
petit pour w; ouvert convenable contenant y,; donc de méme
RENCE () ou RENCK(y,) pour un compact K convenable; par
suite aussi Ry (y,) pour un ouvert w, convenable contenant
E n CK. D’ou Veffilement de w, puis de w, u®w’ ol ©' est un
voisinage ouvert de K, relativement compact, car w’ est effilé.

Lemme 6 (Hypothése A;). — Toute inégalité

J o dm(y) < [ vdmly)

(1, o mesures > 0 sur Q) valable pour les potentiels extrémaux
d’une base quelconque s’étend d toutes les fonctions surharmo-
moniques v > 0.
Car si a, est un compact croissant, tel que Ua, = Q,
n P q
R+(y) est un potentiel qui s’écrit f p(y) dv,(p) (v, ne chargeant
que 'ensemble des potentiels extrémaux) d’ou

S Renly) dpa(y) = [ (f P(y) dia(y) )dva(p)

et de méme avec p,.
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L’hypotheése entraine donc:

SR ) dim(y) < [ Re(y) dsaly)
et & la limite [ ¢ dua(y) < [ v dualy)

TatoriME 2 (}) (Hypothése A,). — L’effilement (minimal)
de EcQ en X<cA, équivaut a Dexistence d’une mesure p.>0
sur Q telle que, en topologie Martin T :

) J pxy) dis (y) < lim ity [ po(y) dps(y)
Noter que si X est non T-adhérent, 1l y a effilement (Lemme 3)
et que la condition précédente est satisfaite, car le 2¢ membre
vaut par définition:

sup inf f (8, T-voisinage)

3 <z€ENd
et vaut alors + oo, en particulier si o. =0 (le inf d’une fonction
réelle sur un ensemble vide est + o).

Soit E effilé, on se raméne au cas de E ouvert d’apres le

lemme 4. Il existe alors z<cQ tel que

px(2) > RE(2) = [ px(y) del(y)

ou ¢, est la mesure balayée relativement & E de la mesure de

Dirac ¢, [14, th. 10, 1]. Voyons que cette mesure répond a la

question.
Etudions

V(@) = [ p.ly) deily) = RE(z) = RiF(x)

(@, y, z dans Q) d’aprés la théorie des fonctions harmoniques
adjointes [14], avec pz(y) = p,(z) et R* définie en théorie
adjointe.

La derniére balayée vaut sur E (ouvert) p:, c’est-a-dire
la fonction z — p,(z). Selon le filtre des voisinages de X sur B,
ps tend vers X, donc en z, p,(z) tend vers px(z) lorsque z — X
dans Q, en restant dans Q et en particulier sur E (si X est

T-adhérent & E). Donc V(z) — px(z) (z€E, z—> XeE en

(}) Extension d’un résultat de Naim [16] donné dans le cas classique.
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topologie T), c’est-a-dire en ce sens

J poly) deily) — px(2) > [ px(y) deily)

ce qui est plus précis que (1).

Réciproquement si X est T-adhérent 4 E quelconque et (1)
satisfaite avec %, on introduit un nombre Y strictement
compris entre les termes de (1) et un voisinage & de X dans ()

tel que fpz ) d(y) > sur énE.

Comme fpz )dese =1, p.(yo) ou pj(x) vaut 1 pour z ¢ w,.
D’ou1 si & a été choisi hors ®,,

J pay) dp(y) > ypi(2) 2<End

puis Yz e Q

[ paly ‘(R*E“S( )
Ena j p= dey, (balayée pour E n %).

L’'inégalité
» " 1 el
| pode), <7,/ pu(y) d
s’étend donc selon
. 1
f Px dey, < Y f px(y) dp (y)
d’ou

REN(y,) < f px(y) d (y) < 1 = px(yo)

ce qui montre ’effilement de E nd donc de E.

CoROLLAIRE. — Pour toute mesure p.>0 sur Q et Xel,
L infe J Py e ) = f pely

puisque Q n’est pas effilé en X.

8. TutoriME 3 (Avec A,). — Toute fonction surharmonique
adjointe > 0 admet en X e Ay, sur Q, une lim. selon Fx égale a
la lim. infy.
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Supposons ce dernier nombre A fini et montrons que

I'ensemble E, ot ¢ > A + ¢(e¢ > 0) est effilé en X:

v > (A + )R;F? (8 voisinage de X assez petit)
(@) > (A + REM(yo) = (A + ¢) [ po d,

(¢y, balayée de ¢, pour E.nd).
Donc

fpx dey, = herg ln»f;/ Po(y) dey, < <K 1. + : h;n_:{lf p <1

c’est-a-dire R}fx‘“a(yo) <1 = px(yo), ce qui montre Veffilement
cherché.

Tutorime 4 (Hypothése A,). — Considérons sur QuA,,
pourvu de la topologie T, la famille ®, des fonctions surharmo-
niques adjointes > 0 prolongées sur A; par s.c.i selon T (et
augmentée de la fonction + ), la sous-famille ®, obtenue de
méme & partir des potentiels adjoints et la sous-famille @; de

®, obtenue & partir des potentiels de type f p-(y) dp(y). Sotent
Tl, T,, Ty les topologws () sur Qu A, associées a Oy, O, ou Dy
(C’est-a-dire parmi celles plus fines que T, les moins fines rendant
continues les fonctions de @, Q,, O resp. ). Ty et T, sont identiques
& Uunique topologie, induisant sur Q (laissé d ailleurs ouvert)
la topologie afine djointe et donnant pour les voisinages de tout
X c A, des ensembles coupant ) selon les complémentaires des effilés
en X. De méme pour Ty en remplacant la topologie fine adjointe
par celle qui est sur Q, parmu les plus fines que celles de (2, la

moins fine rendant continus les potentiels J P-(y) dp (y). Ces
topologies Ty, T,, T; induisent sur A,, la topologie discréte.
L’effilement interne en X, relatif a QuA,, (avec topologie T
de Q) et a ®,, B, ou O, est pour E cQ exactement Ueffilement
minimal).

Cet effilement minimal s’interpréte comme effilement
interne relatif & ®; grace au théoréme 2 et son corollaire, et
comme effilement interne relatif & ®, et ®,, grace en outre
au théoréme 3. On voit donc que Ueffilement minimal se conserve

(#) Ces topologies induisent sur Q les topologies définies de la méme maniére
a partir de ®@,, ®,, ®; sur Q pourvu de sa topologie initiale.
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par fermeture dans Q selon T,, T, ou Ts, en particulier en
topologie fine adjointe.

Si 'on part de 'existence pour tout X eA; d’un ensemble
de Q effilé en X et non effilé ailleurs sur A;, on peut raisonner
comme au théoréme 1 pour obtenir les propriétés d’unicité
de prolongement des topologies considérées sur (.

Remarque 5. — Lorsque la topologie fine adjointe est
identique a la topologie fine, celle-ci prolongée comme au
théoréeme 1 s’interpréte donc comme la topologie associée a
la famille des fonctions surharmoniques > 0 (ou seulement
les potentiels) adjointes prolongées par s.c.i. selon T.

9. Effilement fort, ineffilement fort.

Rappelons [4] que pour un cone convexe ¢ de fonction
> 0 s.c.1. (contenant + o) sur un espace Q, I'effilement de e
en zo¢e (lié a la topologie fine associée) se traduit par
inf. R{"%(z,) << 1 (o voisinage de z, et réduite R bien connue)

g

et est dit fort si le premier membre est nul (il est <1 s'il

existe ue @ fini >0 en z,). L’'ineffilement fort se définit par

inf (sup R{"°N%(z) > 1 (°) (8 voisinage) et est satisfait si,
3

VA » z,, :
’ sup REN(z,) = R ()
3

Ces propriétés entrainent [4] d’importants résultats sur les
limites fines (c’est-a-dire selon la topologie fine) et il faut donc
les examiner dans le cadre de I'axiomatique des fonctions
harmoniques.

Tutorime 5. — Avec A,, méme sans base dénombrable,
ou dans les conditions de Bauer [0] on considére sur Q la topo-
logie fine relative au cone des fonctions hyperharmoniques > 0.
En tout xy polaire, Ueffilement de e # x, est fort; en xy non polaire,
il en est de méme st les potentiels de péle x,, localement bornés,
sont continus en z, (*) (H. Bauer). Avec A, Uineffilement est
toujours fort.

On utilise pour l'effilement de e en xz,, selon Bauer, la pro-

(5) S’il existe dans @ une fonction finie et > 0 en z,, cette condition équivaut
a I'égalité avec 1.
(¢) Ce qui a lieu, comme on sait, si D est satisfait. Voir [4], [14, n° 14].
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priété de Mme Hervé, [14] (th. 14, 1), sous les conditions
indiquées, qu’il existe une fonction surharmonique > 0 finie
en z,, tendant vers 4+ oo en z, sur e.

Quant a I'ineffilement de e en z, ¢ ¢, il suffit de rappeler que,
dans des conditions d’ailleurs plus générales R{N» — R¢ (3,
suite décroissante de voisinages de z,, n o, = ga:o}) (vorr [1]).

Lemme 7. — Le théoréme 2 avec A, se compléte par Uexistence
pour tout E cQ effilé en X, e, dune mesure puy>0 sur Q

telle que fpx ) dpo(y) << oo et fpm(y) dpe(y) > + o quand
ze E, x - X, en topologie T.

On raisonne comme pour 'effilement classique interne; on
part d’une mesure w satisfaisant a (1) (théoréme 2); on rappelle
que fpm(y) dy pour v & support compact dans  tend vers

Px,(y) dv pour & — X,; on considére des voisinages décrois-
sants g, de X, dans Q tels que, si p, est la restriction de p 2

Gy Efpx(, ) < . Alors la mesure X, répond a la
question. Car s1 € est la différence des termes de (1) pour w,

de méme pour les p, et, N étant fixé, fpsz 4, majore

€
N - sur E dans un T-voisinage convenable de X. Donc aussi

2
f Po AX i,

Lemme 8. — On conipléte le lemme précédent (avec A,) en
remarquant que pour tout X, €A, il existe une mesure p.>0
sur Q telle que:

[ pxy) dpty) [ pxly &+ o(Xel;, X£X,).

- Il suffit d’utiliser un ensemble E c Q effilé en X, et qui est
pour tout XeA; X £ X, la trace sur Q d’un T-voisinage
de X. La mesure (, du lemme précédent répond & la question
car en tout X el

[ px(y) dp. (y) = lim infy [ pu(y) di (y)
zeQ,z>X
TutorimE 6. — Avec A,, Ueffilement en X c A, associé aux
familles ®,, ®, ou ®; du théoréme 4 sur QUA,, est toujours fort.
De méme pour Uineffilement.



RECHERCHES SUR LA TOPOLOGIE FINE 407

Pour Peffilement, on remarque que A;-{X,} est effilé et
méme fortement effilé relativement a @3 (lemme 8) donc aussi a
®Q,, ®,. Si alors EcQcQuA(Es»X,) est eflilé en X, pour
Ot =1, 2 ou 3), EnA, est fortement effilé, E n Q est effilé
(au sens minimal) d’aprés le théoréeme 4 et fortement effilé
pour ®; donc ®; d’apres le lemme 7.

Pour l'ineffilement, il suffit d’examiner le cas de E non effilé
c Q et de 9;, ce qui entraine le cas général. On peut supposer
Enw, = ¢ (voir W défini n° 7). Toute fonction ¢ de ¢, majo-
rant 1 sur End (¢ voisinage-T de X) majore dans Q
ﬁf,;’i\B(x) ou f{,'fz\&(yo) qui vaut, au moins pour x intérieur & & n
(8 voisinage-T de X): fpzds§o (¢§, balayée de ¢, pour Ex 2).
Alors ¢(z) majore la lim infy (zeQ, z— X) de cette
expression, soit fpx ded, (th. 2, corollaire).

Il suffit donc de voir que sup] pxded, =1 c’est-a-dire

RE\b(yo)—aRpx(yo) pour une suite decrmssante 3, (nd,=§{X})
ce qui est connu parmi les propriétés des redultes [1].

10. Compléments avec Al. Critéres de minimalité (extension
du cas classique Naim).

Lemme 9 (hypothése A?: usage de T, Q et A = Q — Q). —
Pour que u harmonique > 0 soit minimale, il faut et suffit qu’il
existe X, e A tel que, V3 (T-voisinage de X, dans Q), RIN® =y
et alors u est proportionnelle a la fonction X, notée ausst px.

On sait que la condition est nécessaire (lemme 3, remarque 1).
Supposons-la. Si (), est croissant, relativement compact avec
uQ,=Q,R22 = lim R2"2[1]. Si p, est la mesure associée au
potentiel u, = RI"™(y), u, = [ pu(y) dpa(x) (ot p(y) désigne
le potentiel (dans B) de podle x ou la fonction harmonique
correspondant & zeA). On en déduit que ||| est bornée;
on peut extraire une suite n, convergeant vaguement vers (.
qui est portée par ¢ comme ., Comme z — p,(y) pour y
fixé e CSnQ est continue de ze & (voir [14]), le passage a la
limite sur Pexpression de u,, donne

uly) = [ pu(y) dp (2) VyeC3nQ.

En imaginant ¢, décroissant, n ¢, = {X,{, il vient de méme :
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u(y) proportionnel a px(y) avec coefficient indépendant de y
dans C$ puis méme dans Q.

Puis si u = u; + u, (fonctions harm. > 0), on voit & cause de
I’additivité des réduites que RE’“Q= u,, donc u, et de méme u,
sont proportionnels & px; u et X, sont minimaux.

TutoriME 7. — Critére 1 (avec Uhypothése Af du lemme 9).

Pour que X e A soit minimal il faut et suffit que R3NQ = px
v8, T-voisinage de X dans Q) (conséquence du lemme 9).

Critére 2 (Hyp. A,). Pour que X e A soit minimal, il faut et
suffit que Y. mesure > 0 sur (,

[ px dix (y) = lim inty [ p.(y) dyx (3)
. zeQ, z>X
Si X e, la propriété précédente est le corollaire du th. 2.
Si X e A — A, il existe un T-voisinage § ouvert de X tel que
R?,PQ# px et la premiére partie de la démonstration du théo-
réme 2 est valable et montre I'existence d’une mesure > 0
sur Q telle que

[ paly) dyx () Teg limiter > [ px(y) ds(y)
Remarque 6. — Avec A}, Vu, on a toujours:

[ pxdp <liminfy [pdu (car pu(y) w5 px(y), ¥ fixé)
rzeQ,r>X rzeQ
et avec A, les points non minimaux de A sont caractérisés par
I'existence d’un i donnant I'inégalité stricte.

11. Remarques sur les prolongements de topologie sur len-

semble Q.

Remarque 7 (avec Af). — Toute topologie § plus fine que T
sur Q u A, se prolonge sur { selon une topologie 6’ définie comme
suit :

Le filtre des voisinages de tout X € Q u A; admet comme base
le filtre des voisinages selon 6 sur Qu A;.

Les voisinages de tout XeA — A; sont les T-voisinages
dans Q.

Cela s’applique donc au prolongement de topologie fine du
théoréme 1, et, avec A,, aux topologies T, et T; sur Qu A,.
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On peut vérifier que les axiomes des voisinages sont satis-
faits. On peut aussi utiliser les théorémes du n° 2, ce qui
montre que §’ est la moins fine des topologies sur Q, faisant Q
ouvert et y induisant 0, et dont les traces des voisinages de tout
X eA — A, admettent comme base on (Qu4,;) (¢ décrivant
les T-voisinages ouverts de X dans Q).

Remarque 8. — Avec A,, le cone des fonctions fpm(y) duly)

(. >0 sur Q) définit sur Q une topologie fine associée G,
induisant T sur Q u A; et pour laquelle A — A; est ouvert et
toute partie de A; fermée.

Si XeA— A, et u)(zeQ) tel que u(X) < lim infru(z)

rze)
z>X
on sait que u(Y) = lim infr u(z), y e A, (corollaire, théoréme 2)
re
d’ou u(X) < lim infr (z); c’est-a-dire que Qu A, est effilé en
zseva.

X selon © dans Q. Ainsi A — A, est T-voisinage de chacun de
ses points, c’est-a-dire G-ouvert; A, est donc G-fermé et toute
partie est Ts-fermée sur A, (théoréme 4), donc T-fermée sur
A, donc G-fermée sur Q.

IV. — Ensembles W-polaires et potentiels semi-bornés

12. Nous allons extraire de deux articles [6, 7], quelques
notions et propriétés utiles pour les améliorer et les appro-
fondir. On suppose d’abord A,.

On a déja désigné par ¢(p) le pole dans Q2 du potentiel extré-
mal peB (base compacte) et pw la mesure associée sur B (ou
avec A? sur Q) a la fonction surharmonique W > 0 sur Q. On
rappelle que la partition de M™e Hervé [14] relative a un ouvert
® c () donne la décomposition W = W, + W’ en deux fonc-
tions surharmoniques > 0 ou W’ est harmonique dans w et
la plus grande au sens spécifique (et aussi naturel) sous ces

hypothéses. De plus W, (y) = ‘/?_,(w)p(y) dpw(p).

Car toute décomposition W 4+ W; ou W; est harmonique
dans o exige que *Wj(¢7!(w)) =0 et la plus grande spécifique-
ment possible W correspond a la restriction de pw & Cpe~(w)
(voir aussi [14, lemme 22, 1].

16
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On rappelle que la mesure vgp ™ de M™me Hervé sur Q (associée
aW, z, € wy, w, ouvert relativement compact < Q) donne comme

charge de o, fW,,, dpg.

Lemme 10 (avec A;) (). — St un potentiel ¢ est harmonique
dans CK (K compact) et fini continu aux points de 90K, R¥ = ¢
dans CK.

Car si u est surharmonique > 0 majorant ¢ sur K, u — ¢
considéré dans CK admet une lim.inf > 0 aux points frontiére
de CK dans Q; comme u — ¢ > — ¢ avec ¢ potentiel, u — ¢ >0
dans CK [3, part IV, chap. IV, prop. 9] donec R} = ¢ sur CK.

CoroLLAIRE. — Si le potentiel ¢ est harmonique hors d’'un
point x et » un voisinage ouvert quelconque de x, R? = ¢ partout.

Car si1 K est un voisinage compact de z dans w, RF = ¢
sur CK, R > R¥ donc RY = ¢ sur Cw donc partout.

Lemme 11 (avec A, )(7). — On rappelle les propriétés équi-
valentes suivantes [6] exprimant la propriété dite de Y-évanes-
cence d’une famille d’ensembles e; < (), pour |y réelle > 0 dans ().

a) i?f ﬁfp‘ =0 (en un point ou partout parce que le 1°r
membre est hyperharmonique).

o) iﬁR\; =0 (en un point ou partout, de méme).

B) fir}f f{i depe =0 (dp2 mesure harmonique).

8) [ inf R dpge = 0.

y) inf [R§dpte =0

Y inffR$ dpge = 0.

Les implications o' =>a, B =03, ¥ =7y, v=—=6,

y' = [/ sont évidentes.
Supposons a. Dans tout ouvert ¢, il y a x, tel que

inf Ri(z,) <

(") Valable en fait dans des hypothéses plus générales. Signalons qu’avec D,
on obtient dans le lemme 11 des conditions équivalentes & 8, 8/, v, ¥’ en y rempla-
¢ant dpye par toute mesure m > 0, & support compact, # 0 et ne chargeant pas
les ensembles polaires.
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et 1l existe j tel que f{i{(wl) < 2¢ puis x, € ¢ tel que Ri(zz) < 3¢
d’ou m/f R< 3¢ doi (¢). Puis Ry(2) > [ R§ dp2e(Va < o)
d’aprés la définition de R§ comme enveloppe inférieure des
fonctions hyperharmoniques. Comme [Iintégrale est dans
chaque domaine composant de w,, + o ou harmonique, on
déduit aisément B, B, v, ¥

Il n’y a plus qu'a voir que f§=>a. Or 3 implique

(/Tirl?\%;dpg’; = 0.

donc la nullité de la fonction hyperharmonique qui est sous f )
cad. a.

TutortME 8 (avec A;). — Les propriétés suivantes de e c
sont équivalentes et seront traduites par la dénomination que e
est W-polaire (W surharmonique > 0).

a) e est polaire et ¢71(e) de pw-mesure (ext.) nulle.

b) e est polaire et de vy “-mesure (ext.) nulle.

¢) La famille des voisinages de e dans Q (ou seulement des
poisinages ouverts) est W-évanescente.

d) Il existe u surharmonique > 0 telle que u/W (pris 4 oo
lorsque indéterminé, convention permanente) tende vers -+ o
aux points de e (topologie de Q).

L’implication a = b vient des remarques suivantes :

1) Si ¢’ est le prolongement de ¢ aux fonctions harmoniques
de B en donnant comme 1mage commune le point d’Alexandroff
de Q (ainsi compactifié selon Q), ¢’ est continue [14] et si pour
toute mesure « >0 sur B ne chargeant que ¢~*(Q), la mesure
B > 0 sur Q (projection) est définie par

[Fdp = [F(g/(2) da(x)

(F finie continue sur () et donne donc pour ® ouvert <
f(w) = a(¢~}(w), on a la propriété:
Siec(), «¢(e) de a-mesure (ext.) nulle » = « e de 3-mesure

nulle ». Car si 6 est s.ca. >0 sur Q, > 1 sur e,

J0dp = [ 0(3'(2) da(x)
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Prenons pour 6(y) la fonction infO(z) ot O >0 est s.c.i
ze€?'Xy)

sur B) qui est s.c.i. Alors f@ dﬁ<f@(x) da(z) qui est
arbitrairement petit pour 6 convenable majorant 1 sur ¢~1(e).

i1) Sil’on prend pour « la mesure pw, e satisfaisant a (a) sera
de mesure (ext) nulle pour la mesure 3 correspondante,

c.a.d. que pour un voisinage ouvert convenable w de ec (),
f(w) ou a(¢~!(w)) seront arbitrairement petits. Ainsi

Vor “o(w) = /;—4«») [f r(y) dp‘;;] dpw(p) (p potentiel extrémal e B)

ou le crochet est borné ([14] conséquence du lemme 21, 3),
sera arbitrairement petit pour ® convenable.

La réciproque b= a vient de ’expression précédente de
v& ®(w) ou le crochet est borné inférieurement par un nombre
> 0; ce dernier point résulte de ce que, sinon, on trouverait p,,
T-convergeant vers u € 5t sur B, avec fp,,(y) dpe — 0, ce qui
entrainerait par s.c.. de j v do% [14, prop. 23, 1] comme
fonction de ¢, que j udp® =0 donc u = 0.

Voyons que b = ¢. On choisit w; ouvert de () contenant e
tel que me, dp®s < . On utilise la partition W=W, + W’
d’ot pour tout ouvert se, R% = Ry, + R%, puis

SR doe = [W,, de + [ R ot

On sait que st V, € ST est fini continu et si w décrit les ouverts
contenant e polaire, inf f Ry dp2 =0 [14, no 26].
Considérons o, coniume réunion dénombrable d’ouverts
wP(w? c w;) out W' <A, V,, et dans w? un ouvert w'? contenant
wPne et tel que )\pf RY? dpwe < 277 c.
Alors
/ Ry doge < e.

Donc en prenant o = Uw'?>e, fR"v’v dpe L 2e dou la
nullité du inf du 1¢* membre c.a.d. (a) d’aprés la forme (y')
du lemme 11.

Enfin voyons que ¢—b. Comme R¢ << R% pour tout
voisinage » de e, on conclut R¢ =0 donc e est polaire
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[3 part IV n°33]. Puis on a pour un ouvert w convenable
e, fR‘*’ dp¥» < ¢ donc /R“’ dpe < e et il suffit de voir

que Ry, = W, car cela entraine (b).
Or

R%.(2) = [; o R2(2) duw(p) [14, théor. 22, 3]

et I'on sait par le corollaire du lemme 10 que RY = p,
Vpeos(w).

Voyons enfin ¢ <= d. Partant de ¢ (y ou ¥' du lemme 11),
on forme w, ouvert décroissant contenant e, tel que

[ RS dp < 2" Alors YRy est surharmonique (parce que

f Ry dp2e << o0 ) et majore NW sur wy. On peut donc la prendre
comme fonction u de I'énoncé (d).

Inversement partons de (d) et fixons A > 0. A chaque point ¢
de e attachons un voisinage ouvert ; tel que u>AW
sur »;. Alors

R‘,?v"<—)1\— u d’ou / Ry~ dpg’;g—)i\—fu dp®s
arbitrairement petit pour A assez grand, ce qui donne (c).
Remarque 9. — Les propriétés ont le caractere local.
Remarque 10. — e polaire <= e¢ W-polaire pour un ou

pour tout W > 0 surharmonique localement borné (d’apres d).

Remarque 11. — Si W = pot V4 h harm. > 0 et ecQ,
alors: e W-polaire <= ¢ V-polaire.

Remarque 12. — Noter que f Réy dpge et f Re, dp2 sont
des poids fins, dénombrablement sous-additifs [11]. Les poids
extérieurs correspondants (inf. des poids des ouverts conte-
nant e) sont identiques.

1) La nullité de ces poids (pour un W > 0) équivaut a ce
que e soit polaire.

1) La nullité des poids extérieurs équivaut a ce que e soit
W-polaire, car si e est polaire et u surharmonique > 0, + o

sur e, Au > R, VA > 0, donch” dp et ff{ dpP majorés
par A fu dp2e sont nuls.
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Réciproquement la nullité d’un de ces termes entraine
¢ = 0 d’ou e polaire. Quant & it c’est 'une des formes de c.

12. Tutorime 9 (avec A;). — La condition que ec Q) est
W-polaire (W > 0) équivaut d chacune des conditions suiyantes :

¢') Les ensembles ® contenant e et pour chaque zeB,
z € ¢7Y(e), un ensemble de F, forment une famille W-évanescente.

d’) e est polaire et il existe u surharmonique >0 telle que
u/W (pris -+ oo lorsqu’indéterminé) tende vers + oo selon tout
J,, zeB, zeg¢1(e).

Comme tout ouvert contenant e contient un ensemble de
tout F,, ces conditions ¢’, d’', sont plus faibles que ¢ et d.

D’aprés le résultat de Doob-Mokobodsk: (fin no 4), (d')
entraine que ¢7'(e) est de mesure-pw nulle et signifie donc
que e est W-polaire. .

Enfin ¢’ =~ d’. D’abord R§ = 0 donc e est polaire. Comme
d’ est «additive » en e, on se rameéne a supposer que e ne coupe
pas un voisinage ¢ de ;; on introduit ¢;, ouvert d’adhérence

= — T TT— — T
cd, 6,2, et o = wn Cg; on remarque que inf Ry = inf RY,.

—

e g ,m w .
On part alors de inf Ry = 0; on note que R est harmonique

w .

dans ¢, et de méme inf Ry qui y vaut inf R\%’V On choisit
w' w'

parmi ces o', w, tel que Ripp(x;) << 27" d’ou existence de

u, surharmonique > 0 majorant W sur o, et majoré en z,

par 2.2-" Alors Yu, est surharmonique et Yu,/W majore N

sur w, dés que n > N, d’ou (d').

CoroLLAIRE. — Avec A,, les critéres ¢', d', se traduisent
au moyen de la topologie fine adjointe; les w seront les votsinages
de e dans cette topologie; d' s’écrit en exprimant que u/W (pris
oo quand indéterminé) tend vers + oo en tout point de e (ce point
exclu) selon la topologie fine adjointe.

Car en un point polaire z;, ’eflilement adjoint d’un ensemble
e » x; se traduit par R} ~ou sa régularisée, =~ p,, [14 th. 32, 5].

13. Les ensembles W-polaires et W-négligeables sur A,.
Tatorime 10. — (Avec A,). Les conditions suivantes sont

équivalentes et se traduisent en disant que ec ) est W-négli-
geable (W surharmonmique > 0).
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a) inf ¢ = 0 pour les fonctions surharmoniques v > 0 dans
v
Q, telles que la lim. inf. fine de v|W en tout point de e est > 1.

b) Il existe u surharmonique > 0 telle que u/W tende finement
vers 4 20 aux points de e.

c) Les ensembles de () appartenant chacun a tous les JFx
(VX ee) forment une famille W-éoanescente.

Il est immédiat que b = a; de plus, partant de a, on forme
v, tel que o (x)) < 2" et ¢,/W >1 —¢ sur un ensemble
qui fait partie de tout Jy (X ee). Alors Xu,/W tend finement
vers -+ oo aux points de e. On a donc (b).

Puis on voit que b = ¢, comme, dans le th. 8, d impliquait
¢, et ¢ => b par la fin du raisonnement qui montrait ¢’ ==> d’
dans le théor. 9.

Remarque 12. — 51 W est un potentiel, tout ec ), est
W-négligeable.
St W =pot V + fet harm. h > 0,

W-négligeable <= h négligeable.

Cela résulte de la forme (c¢), de ce que
inf Ry, < inf Roncr L Rex

dont I'intégrale en dgi est arbitrairement petite pour K com-
pact convenable, et de la (sous) additivité des réduites par
rapport a la fonction.

Remarque 14. — Dans Phypothése A} les ensembles o

considérés sont les traces sur ( des voisinages fins de e dans
Qc ), (théor. 1).

DeérinitioN. — Un ensemble ec A, sera dit W-polaire si
sa mesure (ext.) uw ou W, est nulle.

D’aprés Gowrisankaran [13, lemme 4], cette propriété
dans A,, équivaut & une condition plus faible que celle que e
soit h-négligeable.

Donc (avec A;) W-négligeable —> W-polaire.

Sur Q n Ay, e sera dit W-polaire st enQ et en A, sont W-polaires
selon les définitions qui précédent.
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Tutortme 11 (avec A}). — Soit W surharmonique > 0 et
ec,.
Les 5 propriétés suivantes sont équivalentes :

a) e est W-négligeable
) e est W-polaire.

a) inf o = 0 pour les v surharmoniques > 0 satisfaisant d
lim infy /W > 1 en tout Xee (T, topologie Martin de Q).

b) Il existe w surharmonique >0 telle que u/W — o
auz points de e selon T.

¢) Les T-voisinages de e dans Q coupent Q selon une famille
W-épanescente.

St W est un potentiel toutes les conditions sont satisfaites.

St W =pot V4 h harm. (h>0), il y a équivalence avec
les mémes propriétés pour h.

Les équivalences de a, b, ¢ se voient comme au théoreme
précédent dont les conditions sont moins fortes.

La condition (c) est encore évidente pour un potentiel et
la méme pour A. :

On voit donc déja que toutes les conditions sont satis-
faites pour un potentiel, et équivalentes aux mémes conditions
avec h > 0. On est donc ramené au cas d’une fonction har-
monique h > 0. On sait que a=—>f et que les conditions
a, b ou c entrainent « d’aprés le théoreme précédent. On
achéve donc grace a la propriété de Gowrisankaran ([12]
th. 1V, 5 corollaire) (]) que $ <= a pour A.

Cororratre. — Avec A} les ensembles W-polaires sont
caractérisés par:

y) polaires dans Q et de ww-mesure nulle dans Q

ou B,) les T-votsinages ou encore les voisinages fins, coupent
selon une famille W-évanescente,

ou o) Il existe uw surharmonique > 0 infinie sur en ()
telle que u(y)/W(y) > oy —>=z, yeQnCe) Vree, soit en
topologie T, soit de fagon équivalente, en topologie fine.

(8) L’axiome D est inutile dans le chapitre 1v de [12], basé sur un lemme (II, 1)
concernant un ensemble E pour lequel il suffit du cas o il est ouvert, cas établi
sans D dans [13] (lemme 1). Cela a été signalé par Gowrisankaran (Sem. théorie
du potentiel, 1967).
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14. Fonctions surharmoniques semi-bornées.

On remarque que, avec A,, si ec() est effilé en Xel,, les
ensembles e n [:K (K décrivant les compacts de Q) forment
une famille px-évanescente.

Car R:NX est un potentiel, donc comme le 1nf est harmo-
nique, cet mf est nul.

D’ou avec A” le méme résultat en considérant au leu de
CK les T-voisinages de X dans Q et la famille des e n w.

Il semble utile d’introduire, avec A,;, une propriété analogue
dans  a savoir Uhypothése Hgy: Vp potentiel extrémal et
e effilé au pole de p (et ne le contenant pas), la famille des
enw (w voisinage de ce pdle) est p-évanescente.

Remarquer que si le pole de p est polaire, la p-évanescence
des en ® (e quelconque #» =z, w voisinage de x) signifie que e
est effilé au sens minimal relativement a la fonction harmo-
nique minimale p dans Q — {z{.

TutoriMe 12. — Hy est satisfaite sous les conditions sui-
vantes : A,, effilement = effilement adjoint, et I'hypothése qu’en
tout x non polaire le potentiel de péle x (défini a un facteur prés
fizé) est continu (ces conditions sont satisfaites dans un domaine
greenien de R"™ par les solutions dequatwns elliptiques du 2¢
ordre a coefficients assez réguliers; de méme que I'axiome D).

En effet, soit e effilé en x & e; on utilise le p, d’une base du
cone St et RNo(y) = Ry (x), y # « [14, th. 31, 1]. Comme
p> est bornée au voisinage de z, la derniére redulte régularisée,
qui vaut d’ailleurs RjN(x )([1] p.- 57) admet un inf nul parce

w

que leffilement est fort (th. 5). Done mf RiNe(y) =0 ce qui
implique la proposition cherchée.

Deérinttion. — Une fonction surharmonique W >0 sera
dite semi-bornée si, en posant &) = {x, W > A}, la famille
{ § d’indice A > 0 est W-épanescente; et localement semi-bornée
st pour un voisinage » de chaque point, e, n » est W-évanescente.

Remarques. — 1) W (loc.) semi-bornée == W, (loc.) semi-
bornée YW, < W.

2) (W; + W,) (loc.) semi-bornée <= W, et W, (loc.) semi-
Wit+Wa

, w w2
bornés. Car e}'*":celV'Uel* d'ou R% . w, <3(R% -+ R%,)
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en remarquant que
e:NH-\\'e eW4‘ Wea
. Ry, <Ry, + RG,
e
e ew:newl We W
Ry, < RY + Rg, ™

ou les termes du 2¢ membre sont majorés par R, et R%..

Tatorime 13. — Avec A, soit W = pot V + h harm. > 0.

a) St W est localement semi-bornée, {x, W = oo
W-polaire. :

b) St W est semi-bornée, U'ensemble de A, ou W tend finement
vers + oo est W-négligeable.

¢) Réciproquement, supposons A; + Hy + D (%).

Pour un potentiel V, si E, = {z, V= oo{ est V-polaire,
V est semi-bornée.

Pour W, si $x, W= o} est W-polaire et {Xed,, lim.
fine en X de W est o | est de uw-mesure nulle, si de plus (ce qui
a lieu (*°) quand les constantes sont harmoniques et dw, abso-
lument continue par rapport & di,) h admet une limite fine aux
points de Ay, p.p du,, alors W est semi-bornée.

a) résulte du théoreme 8 et (b) du théoreme 10 (partie c)
car ey’ appartient a Fy pour tout X ed, ou W'f .

La réciproque pour V s’inspire de [6]; elle repose sur
Viz) = /p(:v) dp.( ) (p potentiel extrémal d’une base de St)

et sur R9(y) “Ray) 14 th 22,3)] (e) briévt. pour eY)
pour ey

dou [ Ry dpwo = [ j R;,A dp"o] du(p).

L intégrale de droite étendue a ¢~1(E,) étant nulle, il suffit
de voir que pour tout pe¢¢'(E,), le crochet qui est majoré
par L/p(r) e d’intégrale-dy. égale a fV dp finie, tend vers 0 ;
pour Aco. Or, pour A assez grand, e; est effilé en ¢(p)ee
et d’apres Hp, fR;X“‘”dp;’;; est arbitrairement petit pour un
voisinage convenable de ¢(p). Reste a voir que f Ree dege 5= 0;
si U(z) est un potentiel > 0 fini continu égal a p(z) hors ®,

(®) D équivaut avec A; a la propriété de Choquet pour le poids { ﬁ% dpy’

considéré plus loin — propriété qui parait indispensable pour le passage ala limite,
fin de la démonstration (cas de V) (voir [11]).
(19) D’aprés [13].
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Ra do majore la quantité précédente mais tend vers 0
U @Pz, ] q P

pour Ax. En effet d’apres [7 théor. 9], fRf} dp;’;ﬁfR{}”\ dpge
ou ¢, est 'adhérence fine de ¢;. Comme Né, = E, polaire, cette
Limite est 0.

Dans le cas général de W, 1l restera & montrer que h est
semi-bornée. On voit comme plus haut:

[ Rt dem = [ [Re dor] dpn(X)

et il reste a voir que le crochet tend vers O(Aac) pour tout
X e),, ot h a une limite fine == 0. Or en un tel X, e} est effilé
pour A assez grand et il suffit d’utiliser la remarque initiale du
n° 14, puis la propriété évidente que e} n K (K compact fixé)
est vide pour A assez grand.

V. — Limites de réduites

15. — On a déja établi avec (A; + D) que, pour un ordonné
filtrant décroissant ¢; de fonctions finement semi-continues
supérieurement sur 2, majorées par un potentiel V fini continu,

—_— T —
inf R,, = Riyo, (voir [7]).

Si on suppose le potentiel V seulement semi-borné, on a
indiqué [10] que le résultat s’étendait. La démonstration
s’adapte a partir du lemme suivant :

Lemme 12. — (hyp. A, + D). Si {e; est un ordonné filtrant
d’ensembles finement fermés et V un potentiel semi-borné,
infint sur Ne;; alors {e;} est V-évanescente.

Soit un compact K c E tel que _j R¢*dpwe < ¢. 11 suffira de
voir que {e; n K{ est V-évanescente. Soit o, = {z; V(z) > A}
et V, un potentiel fini continu majorant A sur K. Alors

Rz;nx < Ro + R:;-onCamK.

Le 1er terme a droite admet une intégrale en dp%» arbitrai-
rement petite pour A convenable puisque V est semi-borné.
Quant au second, comme les ¢; n Ca; n K sont finement fermés
et d’intersection vide, ils forment ue famille V,-évanescente
[7] d’ou la conclusion.



420 MARCEL BRELOT

Tutorime 14. — (Hyp. A, + D). Si {¢} est un ordonné
filtrant décroissant de fonctions finement s.c.s. sur Q, majorées
par un potentiel semi-borné V > 0,

(2) ER\?‘ = m/fﬁ?‘ = Rinf?;

Car si ¢ est surharmonique >0 et majore inf g; soit
e, = {x, 9, >y + ¢V}(e > 0) finement fermé. En tout point
zene, inf g, > ¢ + eV ce qui 1mplique inf ¢,(z) = o donc
V(z) = + .

Alors

aw<y+eV+HRY  dou R, <Y+ eV + RY

donc iﬁR\% LY+ eV 4+ m ou le dernier terme a droite
est nul d’aprés le lemme. On conclut:

inf Ry, < ¢

< Rinf Pi

Le premier membre étant hyperharmonique, est majoré par
wrpp €t d’autre part le majore évidemment, d’ou I'égalité
des termes extrémes de 1’énoncé. Le terme du milieu est a
priori au plus égal mais comme R%>f{inf?i, on trouve

—
inf Rq,,>f{j,,?‘ puis inf R?‘> ﬁin,?i, ce qui achéve la
démonstration.

16. — Si I'on remplace V par une fonction surharmonique,
on fait intervenir la frontiére minimale et, avec A} (voir th. 1)
la topologie fine prolongée alors discréte sur A;. Cela empéche
le passage des suites aux filtres, utilisé implicitement plus
haut dans Q (voir [7] (d’ailleurs selon une indication générale
de Doob, basée sur un lemme topologique de Choquet en
espace 4 base dénombrable).

Aussi pour 'extension en vue, faut-il se limiter & des suites
(des contre-exemples en montreraient de fagon précise la
nécessité).

Lemme 13. — (Hyp. A; + D) Soit H harmonique > 0
dans Q, e, une suite décroissante d’ensembles finement fermés
sur Qu A, (dans une topologie fine définie au th.1) avec ne,nQ
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polaire et ne,n A, de mesure-py nulle. Alors e, n Q est H-éva-
nescente.

Cela résulte aussitot de [7] théor. 10 (extension axiomatique
du th. 7). Car ’ensemble de A;, ou e, n Q est non effilé est dans
e, n A, la py-mesure de ne,nA; est nulle et comme ne,nQ
est polaire, Rg»nQ — 0.

TatortMe 15. — On suppose A, + D, les constantes har-
moniques et O n A, pourvu d’une topologie fine (V. théor. 1).

Si ¢ est une fonction réelle sur Q, on notera g, ¢ ses prolon-
gements par semi-continuité supérieure ou inférieure fine sur
Ay; st >0 sur QnA,;, on notera Ry Uenveloppe inférieure
des fonctions hyperharmoniques v > 0 sur Q dont le prolonge-
ment ¢ majore O, sauf sur un ensemble 1-polaire de A, (c.-a.-d.
de p,-mesure nulle).

Soit ¢, une suite décroissante de fonctions > 0 sur Q, fine-
ment semi-continues supérieurement, majorées quasti-partout
par une fonction surharmonique W du type: V (potentiel semi-
borné) + H (harmonique > 0), wn associée étant absolument
continue par rapport d ;.

Alors

(3) inf R, = inf R, = Ris,.

Reprenons l'idée de la‘démonstration du th. 14.

Soit ¢ surharmonique > 0, dont le prolongement ¢ majore
inf g, sur Q n A, sauf sur un ensemble 1-polaire de A,. Soit
e, = {xeQnl, g, >4+ ¢}, e >0, e, est finement fermé;
sur ne, infg, > ¢ + ¢ tandis que, dans QuA;, ¢ >infg,
sauf sur un ensemble a, 1-polaire. Cela implique que la partie
de ne, ou { est finie soit dans a; comme {x; Y(z) = 4 oo}
est 1-polaire (car il est polaire dans Q et 1-négligeable sur
A,), on conclut que ne, est 1-polaire, donc de py-mesure nulle
sur A,.

Alors de ¢, < ¢ + ¢ sur Ce,nQ, on déduit:
Re, <¢ + ¢ + Ry sur Q.

Noter que ﬁ;’;<ﬁ%¢:. Comme Qne, est V-évanescente et
H-évanescente (lemmes 12 et 13), elle est W-évanescente,
donc g,-évanescente.
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T puis nf R, R., < Rz

D’autre part R, > Rjss,; car si ¢ surharmomque >0
majore s elle admet [13] une limite fine p-p- dp, sur Ay
et celle-ci majore g,, p.p.-dg, sur J,, donc majore de méme
inf 3,.

D’ou

v > Rl puis inf R,, > inf R, T,
ce qui permet d’achever la démonstration.

Remarque. — On peut donner bien des variantes, dissocier
Pégalité (3) en inégalités n’exigeant pas les mémes hypothéses,
étudier R3 pour ¢, finement s.c.s. sur Q n A,. Signalons seule-
ment que, plus haut, on obtient le méme résultat en supposant,
séparément ou non, pour R, et R}, qu’il s’agit d’enveloppes
de fonctions ne majorant ¢ et 6 dans Q que quasi-partout (dans
le second cas, ¢ majore § sur QnA;, sauf sur un ensemble
1-polaire).
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