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REPRESENTATION DE WEIL ET 3-EXTENSIONS

par Corinne BLONDEL (*)

RiESUME. — Nous étudions les B-extensions dans un groupe classique p-adique
et obtenons une relation entre certaines S-extensions a ’aide d’une représentation
de Weil. Nous en donnons une application a I’étude des points de réductibilité de
certaines induites paraboliques.

ABSTRACT. — We study [-extensions in a p-adic classical group and we pro-
duce a relation between some [-extensions by means of a Weil representation.
We apply this to the study of reducibility points of some parabolically induced
representations.

Introduction

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle im-
paire. Soit Gy un groupe symplectique, spécial orthogonal ou unitaire sur
F' (sur le corps des points fixes d’une involution sur F' dans le cas unitaire)
et, pour n € N, soit G,, le groupe classique de méme nature que Gg ayant
un sous-groupe parabolique maximal P,, de facteur de Levi M,, isomorphe
a GL(n, F) x Gg. Soit ¢ une représentation supercuspidale irréductible de
Gy et m une représentation supercuspidale irréductible de GL(n, F').

L’étude des points de réductibilité de la représentation induite
ind§:7r|det |*®0o, ou traditionnellement le paramétre s est réel, joue un role
important en théorie des représentations, aussi bien, depuis plus de trente

Mots-clés : Corps local non archimédien, groupe classique, représentation de Weil, beta-
extension, type semi-simple, caractére semi-simple, paire couvrante, algébre de Hecke,
points de réductibilité.

Classification math. : 22E50.

(*) Jaimerais remercier Shaun Stevens pour m’avoir expliqué certaines subtilités des
caracteres semi-simples et S-extensions et pour ses commentaires d’une premiére version
de ce manuscrit, et Laure Blasco, Guy Henniart, Colette Moeeglin et Shaun Stevens pour
des discussions trés stimulantes a différents stades de ce travail.
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ans, dans la classification des représentations lisses irréductibles de G, et
la détermination de son dual unitaire, que plus récemment dans I'étude
de la correspondance de Langlands. La représentation induite ci-dessus,
normalisée, est toujours irréductible si 7 n’est pas autoduale (au sens ap-
proprié du paragraphe 3.2); si 7 est autoduale, dans presque tous les cas
ses points de réductibilité sont soit s = 0, soit s = :l:%. D’apres les travaux
de Moeglin, ’ensemble Red (o) des paires (7, s), formées d’une représenta-
tion supercuspidale autoduale irréductible 7 d’un groupe GL(n, F') et d’'un
nombre réel s > 1, telles que la représentation induite indg:w\det | ®0o soit
réductible détermine le L-paquet auquel appartient o et son image dans la
correspondance de Langlands ; cet ensemble est fini et sa taille est connue.

Or la théorie des types et paires couvrantes est un outil puissant d’étude
de telles induites, qui permet de traiter le cas, échappant aux méthodes
traditionnelles, des représentations non génériques, et qui surtout devrait
aboutir & une description explicite de Red(s), donc du L-paquet de o et
de son image dans la correspondance de Langlands, en fonction du type
(ou d’un type) attaché & o. Ce programme, initié dans larticle fondateur
[4], est techniquement assez difficile puisque pour obtenir Red(o) il faut
partir d’un type (J,,As) pour o, d'un type (j,r,j\,r) pour une représen-
tation supercuspidale autoduale irréductible 7 d'un groupe GL(n, F) et
déterminer :

(i) une paire couvrante (J,\) de (Jr x J,, \x @ A\, ) dans G, ;
(i) la structure de l'algébre de Hecke associée H(Gp, A) ;

(iii) les points de réductibilité complezes de I'induite ci-dessus via des
équivalences de catégories transformant 'induction parabolique en
induction des (M, \r ®\,))-modules en H(G,,, \)-modules (voir
le paragraphe 3.2, essentiellement indépendant du reste de l’ar-
ticle). Un type pour 7 est insensible & la torsion par un caractére
non ramifié, ¢’est pourquoi le parametre s varie ici dans C; cela re-
vient a étudier ensemble deux représentations induites a parametre
réel (§3.2).

La faisabilité de ce programme est attestée par [1] qui le meéne & son terme
pour les sous-groupes de Levi GL(1, F') x Sp(2, F') et GL(2, F') de Sp(4, F).
Dans un travail en cours avec Guy Henniart et Shaun Stevens, nous le met-
tons en ceuvre pour déterminer explicitement les L-paquets de Sp(4, F') en
termes de types, a partir de la liste des types de représentations super-
cuspidales génériques et non génériques de Sp(4, F') établie dans [6] (Gan
et Takeda décrivent ces L-paquets dans [8] par une méthode différente ne
permettant pas une telle explicitation).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



REPRESENTATION DE WEIL ET B-EXTENSIONS 1321

Dans un groupe classique plus général et pour une représentation induite
de la forme ci-dessus, la construction d’une paire couvrante (i) a été effec-
tuée dans certains cas particuliers : le sous-groupe de Levi de Siegel d'un
groupe symplectique dans [2], le sous-groupe de Levi de Siegel d’un groupe
classique dans [10] ot la structure théorique de 'algebre de Hecke (ii) est
déterminée, une représentation supercuspidale autoduale de niveau zéro du
Levi de Siegel d’un groupe symplectique ou spécial orthogonal dans [13] qui
donne en outre I’étude de réductibilité (iii). Plus généralement, des paires
couvrantes accompagnées de la structure théorique de 'algebre de Hecke
associée sont fournies par [21], sous des hypothéses assez larges, en parti-
culier celles du paragraphe 3.1 ci-dessous, que nous supposerons vérifiées
dans la suite de cette introduction : il s’agit essentiellement de demander
que 7 et o soient attachées & des strates suffisamment “disjointes” du point
de vue de la théorie des types et a des caracteres semi-simples compatibles
(cf. remarque 3.18).

Dans presque tous les cas qui nous intéressent ici, la structure théorique
de lalgebre de Hecke H (G, A) obtenue est la méme : il s’agit d’une algébre
de convolution a deux générateurs Ty et 77 sur un groupe de Weyl affine
qui ne dépend que de w. Le générateur T;, i = 0,1, est 'image par une
injection d’algébres du générateur d’une algebre de Hecke £; = H(G;, p;)
de dimension 2, 'algebre d’entrelacements de 'induite parabolique d’une
représentation cuspidale d’un sous-groupe de Levi maximal M; dans un
groupe réductif fini. La connaissance de G; et p; doit permettre de calcu-
ler la relation quadratique satisfaite par T; a I’aide des travaux de Lusztig
(voir [13]). Ces deux relations quadratiques suffisent & déterminer les par-
ties réelles des points de réductibilité de la représentation induite considérée
(§3.2) et donc a prédire s’il s’agit d’une situation “ordinaire” avec réducti-
bilités de parties réelles 0 ou :I:%, ou d’une situation fournissant un élément
de P’ensemble Red(o) cherché.

Mais le diable est dans les détails : p; est “la partie de niveau zéro du
type A7, notion a laquelle on ne peut donner un sens que “relativement
a G;” (en prenant un peu de liberté avec le vocabulaire). En effet p; est
déterminée par une écriture du type A sous la forme k; ® p; ol k; est une
B-extension relativement a G; [21]. Il en résulte que p; n’est a priori connue
qu’a un caractere (éventuellement muni de propriétés supplémentaires) pres
et la structure de £; peut en dépendre (voir les exemples 2.16 et 3.16 et
le paragraphe 3.4). C’est pourquoi la réalisation du programme ci-dessus
doit passer par une analyse approfondie de la notion de S-extension, dont
le présent article constitue une étape.

TOME 62 (2012), FASCICULE 4



1322 Corinne BLONDEL

Une description plus précise des algebres £; qui, redisons-le, déterminent
les parties réelles des points de réductibilité de indg:ﬂ'\det |* ® o, fait ap-
paraitre que leur dépendance en o réside exclusivement dans la détermi-
nation de p;, c’est-a-dire dans la détermination des [-extensions attachées
a la situation, 'effet de o étant simplement de modifier le choix de p; par
torsion par un caractere. Il est naturel dans ces conditions de comparer les
parties réelles des points de réductibilité des induites indg:'ﬂdet |*® o et
indgzﬂdet |°, ou H,, est le groupe classique de méme nature que Gy ayant
un sous-groupe parabolique maximal @, de facteur de Levi isomorphe a
GL(n, F'). Comme on vient de le voir, cette comparaison se raméne & une
comparaison entre représentations cuspidales d’'un méme groupe fini pou-
vant différer d’une torsion par un caractere.

C’est la détermination de ce caractere, intrinsequement lié a la notion de
[B-extension, qui est 'enjeu du travail qui suit. Il s’agit en réalité de com-
parer -extensions dans le groupe G, et B-extensions dans son sous-groupe
H, x Gy. La solution est donnée dans le théoréme 2.15, résultat principal
de Darticle. Elle est assez simple (si 'on omet d’énoncer les hypothéses et
notations) : les S-extensions considérées dans G,, et dans H,, x Gy different
d’un caractere qui est la signature d’une permutation explicite, 'action par
conjugaison sur un groupe fini attaché a la situation.

Revenons pour terminer a la motivation initiale : la description explicite
de Red(o). On s’attend & ce que les représentations autoduales 7 interve-
nant dans Red(c) présentent une forte affinité, du point de vue des types,
avec o (comme dans l'exemple final de [3] o la paire couvrante relative &
T ® o est attachée a une strate simple et ou 'on obtient un point de réduc-
tibilité de partie réelle 1). Or nous nous sommes placés dans une situation
ou au contraire, les strates sous-jacentes a m et o sont supposées “disjoin-
tes” (hypothéses du paragraphe 3.1, cf remarque 3.18). De fait c’est dans le
cas ol  est un caractere autodual de GL(1, F') et ou la strate semi-simple
sous-jacente & o n’a pas de composante nulle que nos résultats trouvent
leur premiere application. Dans le cas symplectique, chaque algebre £; est
I’algebre d’entrelacement d’un caractere quadratique ou trivial du sous-
groupe de Borel de SL(2, kr) et 'on sait & quel point sa structure dépend
de ce caractere (§3.4) : la signature de la permutation du théoréeme 2.15
détermine ici la ramification du caracteére autodual 7 figurant dans Red(o).

L’article est divisé en trois parties : mise en place des propriétés des (-
extensions ; construction d’une représentation de Weil permettant d’obtenir
le caractere cherché; application a I’étude de réductibilité.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



REPRESENTATION DE WEIL ET B-EXTENSIONS 1323

La premiere partie est technique, centrée sur les notions fondamentales de
bijection canonique et de S-extension définies par Stevens dans [21]. Aprés
avoir rappelé les définitions essentielles (§1.1), on donne au paragraphe 1.2
une caractérisation de la bijection canonique en termes d’entrelacement.
Le paragraphe 1.3 est consacré a la mise en place d’'un foncteur de restric-
tion de Jacquet rp dans une situation légerement plus générale que celle
de [21] (dont il s’inspire largement, voir loc. cit. §5.3 et 6.1), ou le sous-
groupe parabolique P est attaché a une décomposition qui est subordonnée
a la strate considérée, sans lui étre proprement subordonnée. Le résultat
essentiel (proposition 1.20) est démontré au paragraphe 1.4 : il s’agit de
la compatibilité entre le foncteur rp et la bijection canonique sur laquelle
repose la notion de S-extension.

La deuxiéme partie, que I’on décrit ici dans le contexte simplifié ci-dessus,
part d’'un caractere semi-simple 6 dans G,, convenablement décomposé par
rapport au sous-groupe H,, X Gg et relie les représentations associées 7 et
k dans Gy, & des objets analogues ' et x’ dans H,, x Gy (§2.1). La relation
obtenue est précisée au paragraphe 2.2 a ’aide d’un foncteur de restriction
de Jacquet relatif & un sous-groupe parabolique de Levi GL(n, F) x Go.
On construit alors une représentation “de Weil” W telle que la famille finie
des représentations x et celle des k' soient reliées par kK ~ W ® & sur la
“partie de niveau zéro” (§2.3). Grace aux propriétés de cette représentation
de Weil, on montre, lorsque le caractere 6 est attaché a un ordre autodual
maximal, que la représentation x est une S-extension si et seulement si x’
en est une (§2.4). L'usage de la compatibilité entre restriction de Jacquet
et bijection canonique montrée en 1.4 aboutit au théoreme 2.15, qui décrit
le caractere par lequel different les S-extensions dans G,, et H,, x Gy.

La troisieme partie se rapproche de la motivation initiale en expliquant
comment les résultats obtenus s’appliquent a I’étude de réductibilité. Nous
commengons par résumer les résultats de Stevens [21] dans le contexte sim-
plifié d’une décomposition autoduale en trois morceaux (§3.1, indépendant
des deux premiéres parties). On y voit (corollaire 3.7) que la notion de
[B-extension est cruciale pour trouver les générateurs de ’algebre de Hecke
de la paire couvrante considérée. Nous détaillons ensuite le lien entre les
relations quadratiques satisfaites par les deux générateurs d’une algebre
de Hecke correspondant & notre situation et les points de réductibilité des
représentations induites associées (§3.2, proposition 3.12). Il reste a tirer
quelques conclusions : la comparaison des S-extensions dans G,, et H,, X Gg
faite dans le théoreme 2.15 permet de comparer les algébres de Hecke as-
sociées, on passe des générateurs de I'une a ceux de 'autre par torsion par

TOME 62 (2012), FASCICULE 4



1324 Corinne BLONDEL

des caracteéres donnés par ce théoreme (§3.3, proposition 3.17). Nous ter-
minons par des exemples dans un groupe symplectique (§3.4), illustrant la
relation entre la notion essentielle de [-extension et les points de réducti-
bilité d’induites paraboliques.

Notations

On travaille dans cet article sur les objets définis par Shaun Stevens dans
[21] et des articles antérieurs, et qui trouvent leur origine dans [7] et [5]. On
respecte autant que possible les notations de [21], en les simplifiant parfois
comme indiqué ci-dessous.

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle im-
paire p muni d’un automorphisme noté x — x d’ordre 1 ou 2 et de points
fixes Fy. On note kg son corps résiduel, de cardinal g = ¢. On considere
le groupe classique Gt des automorphismes dun espace vectoriel V de di-
mension finie sur F conservant une forme e-hermitienne (relativement a
Pautomorphisme z +— Z, avec € = £1) non dégénérée h sur V. Dans le cas
orthogonal on définit G comme le groupe spécial orthogonal des éléments
de Gt de déterminant 1, dans les autres cas on pose G = GT. On note
aussi g — ¢ l'involution adjointe sur Endg (V') associée & h, de sorte que
Gt = {9 € GLrp(V)/g = g~'}. En général on notera avec des tildes les
objets relatifs au groupe linéaire G = GLy(V), sans tilde ceux relatifs &
G, et avec un exposant + ceux relatifs & GT (dont les p-sous-groupes sont
contenus dans G).

Soit M un sous-groupe de Levi de G et o une représentation super-
cuspidale irréductible de M ; on note RI7M] (@) la sous-catégorie pleine
des représentations lisses complexes de G dont chaque sous-quotient irré-
ductible est sous-quotient d’une représentation induite parabolique d’une
représentation de M tordue de o par un caractére non ramifié.

Soit J un sous-groupe compact ouvert de G et A une représentation
lisse irréductible de J d’espace F, on note H (G, \) lalgebre de Hecke de A
dans G. C’est I'algebre de convolution, relativement a la mesure de Haar
sur G donnant & J le volume 1, des fonctions lisses a support compact
f: G — End¢(F) vérifiant :

Vr,y € J,¥g € G, f(zgy) = ANx) f(9)\(y)-

On note Mod-H(G, A) la catégorie des modules & droite unitaux sur cette

algebre.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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L’objet de base de cet article est une strate gauche semi-simple [A,n, 0, 3]
de Endg(V) [21, Definition 2.5] dont on note V.= V1 L ... 1 Vlla
décomposition orthogonale de V' associée. Rappelons 'essentiel :

— [ est un élément de Endp(V) vérifiant § = —f et somme de ses
restrictions 3; a V', éléments de Endr(V?) tels que F[3;] = E; soit un
corps pour 1 < ¢ < I. De plus E = F[f] est la somme F = E1®---®E,
et le centralisateur B de § dans Endp (V) est la somme des commutants
B, de 3; dans Endp(V?), 1 <i < I. Onnote G = B, G = B*NG™*
et GE = B*NAG.

— A est une suite autoduale de o p-réseaux de V vérifiant pour tout r € Z:
A(r) = @ _,A(r) N V? et la suite de réseaux A’ de V' définie par
Ai(r) = A(r) N V¥ est une suite autoduale de op,-réseaux, 1 < i < [.
On note ag(A) le stabilisateur de la suite A dans Endp(V'), muni d’une
filtration par les a,(A), n > 1 entier, formés des éléments z tels que
zA(r) C A(r + n) pour tout r € Z; de méme pour bo(A) = ap(A) N B
et b,(A) = a,(A) N B. On note enfin : P(A) = ag(A)*, PT(A) =
P(A)NG*t, P(A) = P(A)NG, PT(A,,) = PT(A) N B, P(A,,) =
P(AMNB, Pi(Ay,) = P(Ao,)N(1+b1(A)) et PO(A,,) Vimage inverse
dans P(A,,) de la composante neutre du quotient P(A,,)/Pi(Asy)
21, §2.1].

Les groupes H'(B,A), J(8,A), J(B,A) désignent les sous-groupes de G
relatifs & une strate semi-simple définis dans [20, §3] (aprés [7] et [5]). Pour
une strate semi-simple gauche on note H'(8,A), JY(B8,A), J(3,A) leurs
intersections avec G, et on note J*(3,A) = J(8,A) N G*. On pose enfin
JO(B,A) = P%(A,,)J(B,A) — rappelons que J(B,A) = P(A,,)J (B, ).
On raccourcira en général H'(5,A) etc. en H'(A) etc., puisque la plupart
du temps, dans les strates gauches semi-simples [A,n, 0, 8] que Pon consi-
dérera, 1’élément [ sera fixé. De méme on utilisera de facon abusive la
notation oz, comme dans og-réseaux ou PT(A,,) [21, §2], en omettant les
indices ou exposants auxquels le E pourrait prétendre, de fagon a éviter
d’écrire “0 o) -réseaux” ou “P+(A0E(j) )"

Dans toute la suite on désigne par [A, n,0, 5], [A',n/,0, 5], [A™,n™,0, A],
[A™ n™ 0, 3] des strates gauches semi-simples ayant en commun 1’élément
3, donc aussi la décomposition de Ven V =V1 1L ... L V! et telles que

~ bo(A™) C bo(A); bo(A) = bo(A'); bo(A) C bo(A™);

~ bo(A™) est un og-ordre autodual maximal.

On fixe un caracteére semi-simple gauche § de H'(A) [20, §3.6] et on note ',
0™, 6™ les caractéres de H(A'), HY(A™) et H'(A™) qui lui correspondent
par transfert [21, Proposition 3.2]. On note n (resp. 7/, n™, ™) 'unique

TOME 62 (2012), FASCICULE 4



1326 Corinne BLONDEL

représentation irréductible de J*(A) (resp. JL(A'), JL(A™), JL(A™)) conte-
nant 6 (resp. ', 6™, ™).

Si [A*,n*,0, 5], ol x désigne n’'importe quel symbole, est une autre telle
strate, on utilisera de la méme facon les notations 6*, n* etc., ou bien aussi

O(A*), n(A*) ete.

1. Quelques propriétés des [-extensions

Pour la commodité de la rédaction on rappelle avant de commencer un
fait bien connu et élémentaire mais trés utile. Soit H et H' des sous-groupes
ouverts compacts d’un groupe l.c.t.d. K et p et p’ des représentations de
dimension finie de H et H' respectivement. Alors

(1.1) Hom g (p, p') # {0} = Hom g (Ind% p, Ind%, p') # {0}.

1.1. Faits essentiels

Rappelons les résultats suivants de [21], qui jouent un réle crucial dans
la suite.

PROPOSITION 1.2 ([21] Proposition 3.7). — II existe une unique repré-
sentation irréductible n(A™,A) de J'(A™, A) = Py (AL )J(A) vérifiant :
(1) n(A™, Ay =n;
(ii) Pour toute suite de og-réseaux A" vérifiant bo(A”) = bo(A™) et
ag(A”) Cag(A) on a
Indf}éﬁ,,% n' ~ Indg éﬁgi)Jl(A) n(A™, A).

Démonstration. — 1l ne s’agit que d’étendre les notations de [21, Propo-
sition 3.7], qui suppose ag(A™) C ag(A), au cas général bo(A™) C bo(A).
Cette extension est implicite dans [21] puisque l'auteur définit n(A”, A)
(Mm,m dans les notations de [21]) et remarque que cette représentation et
son groupe de définition Py (A} )J'(A) ne dépendent que de by(A”) et non
de la suite A” elle-méme. Il suffit donc ici de définir n(A™, A) = n(A”, A).
On rappelle que des suites A” vérifiant les conditions de ’énoncé existent
toujours [21, Lemma 2.8]. O

ProPOSITION 1.3 ([21] Lemma 4.3). — Il y a une bijection canonique
Brm o entre l'ensemble des prolongements k™ de n™ a Jt(A™) et
Pensemble des prolongements  de n(A™,A) a PT(AT)J'(A). Si

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



REPRESENTATION DE WEIL ET B-EXTENSIONS 1327

ag(A™) C ag(A) cette bijection associe a k™ l'unique représentation K
de PT(A7L)J*(A) telle que k et k™ induisent des représentations (irréduc-
tibles) équivalentes de PT(AL: )P (A™).

On notera parfois simplement 95 la bijection canonique définie ci-dessus.
C’est cette bijection qui permet de définir la notion de [-extension dans
[21] :

DEFINITION 1.4 ([21] Theorem 4.1, Definition 4.5). —

(i) Cas maximal. Une représentation ™ de J*(A™) est une (-
M est un prolongement de n(A™, A™), pour
une suite autoduale A™ de og-réseaux telle que bo(A™) soit un

extension de n™ si Kk

o g-ordre autodual minimal contenu dans ag(A™). La condition est
alors vérifiée pour toute telle suite A™. Il existe des [-extensions
et deux d’entre elles différent d’un caracteére de PT(ATL)/Pi(AT})
trivial sur les sous-groupes unipotents.

(ii) Cas général. Soit k™ une B-extension de n™ a J*(A™). La j-

m

extension de 7 & J*(A) relative & A™ et compatible & ™ est la

représentation r de JT(A) telle que B ym (k) soit la restriction
de k™ & PT (A, ,)JH(A™).

On dira que k est une (B-extension de n a J*(A) si elle en est
une relativement a une suite A™ convenable.

Les faits suivants sont des conséquences immédiates, voire tautologiques,
de [21, §4].

LEMME 1.5. — (i) Si k correspond a k' par la bijection canonique

B, A, alors k est une B-extension de 1 relative a A™ (compatible

a k™) si et seulement si ' est une B-extension de 1’ relative a A™
(compatible a k™).

(ii) La bijection canonique Bpm 5, entre prolongements de n™ a

JT(A™) et prolongements de n(A™, A) a PT (AT )J*(A), est com-

patible a la torsion par les caractéres du groupe P (AT ) /P (AT).

Démonstration. — Le premier fait provient de ce que la composée de
deux bijections canoniques est une bijection canonique (voir aussi la dé-
monstration de [21, Lemma 4.3]). Le second est élémentaire. O

1.2. Une propriété caractéristique de la bijection canonique

On démontre dans ce paragraphe la propriété suivante :
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PROPOSITION 1.6. — Supposons que ag(A™) C ag(A). Soit k™ un pro-
longement de n™ a JT(A™) et r un prolongement de n(A™,A) a
PH(AT)JY(A). Alors

H:%Am/\(ﬁlm) <~ HOIIlJ+(Am)mp+(AvanE)J1(A)(Hm,Iﬁ:) 7é {0}
Démonstration. — Elle s’appuie sur deux lemmes qu’on établit d’abord.

LEMME 1.7. — Il existe un vecteur v de l’espace de k™ tel que

/ Oz~ 1) k™ (x) vdx # 0.
HY(A)NJ+(A™)

Démonstration. — Comme H(A) C Pi(A) C Pi(A™), I'intégrale calcu-
lée est a un volume pres

X(v) = vol (H'(A) n J(A™)) ™" /H i, 2@ v

L’application v — X (v) est un projecteur de l’espace de ™ sur son sous-
espace isotypique de type 6 sous H(A)NJL(A™). Il s’agit donc de montrer
que celui-ci est non nul, et comme I'induite de 6™ & J'(A™) est multiple
de n™ il suffit d’établir

Hom Hl(A)mJl(Am)(a, Indé1(/>\m) 9m) 75 {O}
Dom A Hl(A) N Jl(Am) selon la

HY(A)NJ! Om
Hl(A)nHl(Am)

On développe la restriction de IndHl A

formule de Mackey ; le premier terme est Ind or par réci-
procité de Frobenius on a bien

HY(MNITHA™)) pm
Hom Hl(A)mJl(Am)(a IndngAgng((A,,L)))e )

~ Hom Hl(A)mHl(Am)(e, 9”) 7é {O}
puisque 0™ est le transfert de 6 [21, Proposition 3.2]. O
e PH(AY ) PL(A™)
LEMME 1.8. — La multiplicité de n dans IndP+(Am{E)J1(A) Kk est 1.
°B
Démonstration. — De nouveau on a JY(A) C Pi(A) C P (A™), il suffit
donc de considérer la restriction de la représentation induite a P (A™), soit
® = In dllzl(ﬁ’"))ﬂ(/\) RIPL(AT, ) T (M) qui est irréductible [21, Proposition
3.7]. On a

AT Py(AG)TH(A)
Hom j1(4)(n, ®) ~ Hom p, (Am)(lndP (Am))Jl(A)Indﬂ(A)E n, ®).
Remarquons que
Pu(A )TN (A) m PL(AT)
Ind 71 57 n=n(A™ A)® IndPl(A "L = Sxezmy n(A™,A) @ x,
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ou Z désigne 'ensemble des classes d’isomorphisme de facteurs irréductibles
Pi(AT")

de IndPI(AZZ) 1 et m, la multiplicité de x € Z dans cette induite.

Pour x € Z, I(x) = Ind% EAm))Jl(A)n(A’ﬂA) ® x est irréductible car
lentrelacement dans Py (A™) de n(Am, A) ® x est contenu dans celui de 7 :
JHA)GEJ' (A) N P (A™) = P (A7) J'(A). Ainsi I(x) et ® sont entrela-
cées si et seulement si elles sont isomorphes, si et seulement si y = 1 par
définition de n(A™, A). Par ailleurs m; vaut 1 par Frobenius. O

Montrons maintenant la proposition. Par définition, les représentations
K et kK™ se correspondent par la bijection canonique si et seulement si il
existe un isomorphisme £ entre les représentations induites :

P+(Am )Pl(Am) < P+(A7n )P (Am) m

In dp+(Am YJL(A) k — In d]+(Am)

La condition Hom ,]+(Am)mp+(AQLE),]1(A)(l<am, k) # {0} est suffisante par
1 (les induites sont irréductibles). Pour montrer qu’elle est nécessaire
nous avons besoin des lemmes ci-dessus. On compose £ avec 'injection
canonique J de x dans son induite a droite, avec la projection canonique
P de l'induite de k™ sur k™ a gauche : on obtient un entrelacement Po&oJ

de k dans K™

dont on va montrer qu’il est non nul.

D’apres le lemme 1.8, 'image de k par J est la composante isotypique de
type 0 de I'induite de x, qui s’envoie injectivement par £ sur la composante
isotypique de type 6 de l'induite de ™. Il suffit alors de montrer que P
n’est pas identiquement nulle sur cette composante.

L’espace de 'induite de ™ peut se voir comme ’espace des fonctions
[ de PY(A7 )Pi(A™) dans l'espace de &™ vérifiant f(gz) = £™(g)f(x)
pour g € J*(A™) et on a P(f) = f(1). L’application f + f% définie par
fly) = =c [ 0@ Y f(yz)dz, avec ¢ = vol (Hl(A))_l, est un projecteur
sur la composante de type  sous H!(A). Prenons f dans I'image canonique
de k™, c’est-a-dire de support JT(A™). On a

PUN=F W =e [ o @

= c/ O(z )™ (z) f(1)d.
HY(A)NJ+(A™)

L’existence de f(1) tel que cette intégrale soit non nulle est donnée par le
lemme 1.7. g

COROLLAIRE 1.9. — Si ag(A™) C ag(A), alors n(A™,A) est I'unique
prolongement de n a Py(A7")J'(A) vérifiant

Hom 7, (amynpy (ag, )0y (™, n(A™, A)) # {0}
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1.3. Décompositions subordonnées et restriction de Jacquet

Rappelons les définitions de [21, §5]. Soit V = @?:7 W) une décom-
position de V autoduale — c’est-a-dire que Porthogonal dans V' de W),
pour —k < j <k, est sz W) — telle que, pour tout j, —k < j < k :
- WO =gl_ WO nve,
— WU NV est un E;-sous-espace de V* pour tout i, 1 < < I.
Une telle décomposition est subordonnée & la strate [A,n,0, 3] si on a
pour tout entier r : A(r) = @?ZikA(r) N W ; on notera AY) la suite de
réseaux de W) définie par AU (r) = A(r) N W0, Elle est proprement
subordonnée a [A,n,0, 3] si de plus, pour tout i, 1 < ¢ < I, chaque saut
de la suite de réseaux A’(r) intervient dans un et un seul des sous-espaces
W NV (voir [7, §7] et [21, §5]).
Fixons une décomposition autoduale V = 69;?:_ kW(j) de V proprement
subordonnée & [A™,n,0,[]; elle est alors subordonnée & [A,n,0,5]. Soit
M le sous-groupe de Levi de G fixant la décomposition V = EB;?Z_ kW(j)
et P un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M et radical
unipotent U ; on note P~ et U~ les opposés de P et U par rapport a M. Il
est montré dans [21, §5.3] que sous ’hypothese de subordination, les sous-
groupes H1(A) et J'(A) ont une décomposition d’Iwahori par rapport a
(P, M) et I'on peut définir :
— un prolongement p de § & H5(A) = HY(A)(J1(A) NU), trivial sur
JHA)NU;

— Punique représentation irréductible np de Jh(A) = HY(A)(J1(A) N P)
contenant fp ; sa restriction & H5(A) est multiple de p. Elle vérifie
en outre :

np est la représentation de J5(A) dans les J* (A) N U-invariants de
JHA)

7 obtenue par restriction de n & JH(A) et n ~ Ind’ ) 1
Dans les notations de [21, §5.3] on a HY(A) N M = HI(A(O)) X
Hle HY(AW); le caractéere semi-simple 6 est trivial sur H'(A) N U et
H'(A)NU~ et a pour restriction & H'(A)NM un produit 6(°) ®® (002
ot 0 est un caractére semi-simple gauche et les 6¢), pour j # 0, sont
des caracteres semi-simples. De méme 7p j1(p)n s €St une représentation de
JI(A)ﬁM:Jl(A(O))XH Jl(A(J)) de la forme 77(0)®® 1719, ot (@
est I'unique représentation irréductible de J'(A(?)) contenant 00 et 7(7),
pour j # 0, est 'unique représentation irréductible de J! (A(-j)) contenant
(69))2,
Sous I’hypotheése de subordination propre, ici valide pour A™, on a de
tels résultats jusqu’au niveau de J* [21, §5.3] : le groupe JT(A™) a aussi
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une décomposition d’Twahori et tout prolongement x™ de n™ & J+(A™)
est induit de la représentation &7 de J(A™) = HY(A™)(J*(A™) N P)
obtenue en prenant les J1(A™) N U-invariants de ™ ; la représentation x'%
prolonge n7. Noter qu’alors J*(A™)NU = JY(A™)NU.

En I'absence de subordination propre, on peut néanmoins utiliser les
techniques de J!' N U-invariants pour étudier des prolongements de n &
un sous-groupe convenable de J*(A). Gardons les notations J3(A) =
HY(A)(JT(A) N P), kp prolongement de np & J5(A), dans ce contexte
JT (A
J;EA;
irréductible si JT(A) n’est pas égal a J(A)J5(A). Mais ce sous-groupe
lui-méme est digne d’intérét. Il a une décomposition d’Iwahori relative a
(M, P) et :

élargi; on vérifie facilement (critére de Mackey) que Ind Kp n’est pas

LEMME 1.10. — Pour tout prolongement x de n a
JHA)TE(A) = (JHA) nUT)(ITH(A) N M)(JF(A) N V)

le sous-espace des invariants par J'(A) N U définit une représentation kp
de J5(A) = (PT(A,,) N P)JL(A) prolongeant np et telle que

- JHA)JTE(A)
K IndJ;(A) P
Démonstration. — 11 suffit de vérifier I’égalité suivante :
(1.11) JHA) NP = (Pt (Ay,)NP) (JYA)NP).

Comme J'(A) a une décomposition d’Iwahori par rapport a (M, P), tout
élément de J1(A) peut s'écrire j = zj"'jp avec x € Pt(A,,), jp €
JYA)NPetj_ € JY(A)NU~. Alors j appartient a P si et seulement si
xj~" appartient & P. Ecrivons dans ce cas = umj_ avec u € U, m € M.
Par unicité de la décomposition d’Iwahori on voit que, puisque x commute
a F[B]* qui est contenu dans M, alors j_ commute aussi & F[3]*. Ainsi
j_ appartient & Py(A,,)NU~ et zj~" appartient & P+ (A,,) N P, c.q.f.d.

Ce point acquis, la démonstration reprend sans difficulté celle de [21,
§5.3] ou de [7, §7.2]. Noter que dans cette situation d’une décomposition
subordonnée & [A,n,0, ] sans lui étre proprement subordonnée, on n’a
aucune raison d’avoir égalité entre J*(A)NU et JH(A)NU. O

COROLLAIRE 1.12. — Plagons-nous dans les hypothéses suivantes :
(1.13) V= EB?:,kW(j) est proprement subordonnée a [A™ n,0, §];
' PH(AG,) = (P (Aop) N P) Pi(Aoy).

Le sous-groupe J*(A™, A)= P+ (AT ) JY(A) coincide avec (JT(A)NP) J'(A)
et posséde une décomposition d’Iwahori par rapport a (P, M).
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Pour tout prolongement  de n a PT(A7)J'(A) le sous-espace des
invariants par J'(A) N U définit une représentation kp du sous-groupe
JE5(A) = (P*(A,,) N P)J5(A) prolongeant np et telle que

PHAT)JTHA)
KZIndJ;(A)E Kp.

Bien entendu on s’intéressera particulierement aux prolongements de n
prolongeant de plus 7(A™, A). Or les techniques de J' N U-invariants per-
mettent, dans nos hypotheses, de préciser la structure de cette représenta-
tion (comme dans [21], démonstration de la proposition 6.3). Rappelons la
décomposition 1np|y1(aynnr = 70 @ ®f:1 1) et notons :

— p(A™ @A) le prolongement de (@ & JL(A™® A©) donné par la
proposition 1.2;

—7(A™D | A@) 1e prolongement de 7 a J1(A™) A@)) donné par [21,
Proposition 3.12].

PROPOSITION 1.14. — Sous les hypothéses (1.13), soit np(A™, A) la re-
présentation du groupe Jp(A™,A) = (Pi(A7") N P)Jp(A) obtenue par
restriction de n(A™,A) au sous-espace de ses J'(A) N U-invariants. On a

n(A™, A) ~ Indji((i':z’/[\\)) np(A™,A). De plus np(A™, A) est définie par :
(A,

np(A™,A) =np sur Jp(A),
np(A™,A) =1 sur P(AJL)NU,

k
np(A™, A) = n(A" O, A0) @ @A, A0

j=1

k
sur JH(A™,A) N M = Jl(Am(0)7A(0)) x H jl(Am(j)7A(j))'
j=1

Démonstration. — La premiere assertion découle du corollaire 1.12. Les
définitions données déterminent bien une représentation ¢ de J5(A™, A) :
elles recouvrent tout le groupe, elles sont compatibles et on vérifie aisément,
grace au fait que 6 est normalisé par PT(A,,) qui contient Py(A7L), que
¢ est un homomorphisme.

D’autre part J'(A™, A) = J'(A)JH(A™, A) (une seule double classe) car
PYAT) = [(P*(Aap) NP) Pu(Ao,)INPYAT,) = (PLAZ) N P) Pi(Aqy).
Ainsi 'induite ® de ¢ & J1(A™, A) est irréductible et prolonge 1 puisque

1 A™ A 1 A
ResJ1 (A)CD = Rele(A)Indil)(([\,”:[\))qs = Indj},((A))nP =1n.

Reste a voir que ® est bien le prolongement de n défini a la proposition

1.2. Soit donc A” une suite de op-réseaux telle que bo(A”) = bo(A™) et
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ag(A”) C ap(A); il nous faut montrer que

Pi(A")

]l(A//) I/ — Ind

Ind .

P (Am )JHA)

Ces deux induites sont irréductibles (voir preuve du lemme 1.8) et par (1.1)
il suffit de prouver

Hom ;1 (amyns1 (am a) (5 @) # {0}

Les groupes Jph(A”) et J5(A™,A) ont une décomposition d’Iwahori par
rapport & (P, M) et les deux représentations considérées sont triviales sur
les intersections avec U et U~. Enfin, les restrictions & JH(A”) N M et
JE(A™, A)NM sont évidemment entrelacées par définition de n(A™O A0)
et 7(A™Y AD) et via le corollaire 1.9, c.q.f.d. O

Terminons par une variante de la proposition 1.6 :

PROPOSITION 1.15. — Plagons-nous dans les hypothéses (1.13) et sup-
posons ag(A™) contenu dans ag(A). Soit k™ un prolongement de n™ a
JT(A™) et r un prolongement de n(A™,A) a P+ (A7 )J*(A). Alors

K = %AMA(Hm) = Hom J;(Am)nJ;(A)(’f?Dla KP) 7& {0}
<— Hom J;7 (Am)ﬁJ;(A) (KTFCL*H‘{P) # {0}

Démonstration. — Les implications <= sont élémentaires via la proposi-
tion 1.6, en combinant réciprocité de Frobenius et décomposition de Mackey
(dont le premier terme suffit).

Reprenons maintenant la démonstration de 1.6 en posant P’ = P ou P~

et avec les mémes notations. On veut montrer que la composée suivante est
non nulle :
Kp j<—> K< IndP+EAZn ;i Ef\) )m N Indfr((ﬁ;‘?)ﬂ “ )mm Py gm g K'pr
ou Jp est 'injection canonique de xp dans son induite xk et Pps est la
surjection canonique de 'induite de k', sur %,. Les ingrédients sont les
meémes :

FATPL(A™) - s
— La multiplicité de np dans IndpﬂAm Yy B est 1 par réciprocité

de Frobenius puisque celle de n ~ Ind Ji((ll\\))np est 1 (lemme 1.8), donc
P

I'image de £ o J o Jp est donc la composante isotypique de type 0p de
I dP+(ATE)P1(A’") m

D7+ (am)

— Il existe un vecteur v de I’espace de k5, tel que

/ Op(z~Y) K (2) vdx # 0.
HE (MNJ, (Am)
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En effet, il suffit (par Frobenius et Mackey comme pour le lemme 1.7) de
montrer que Hom H}D(A)OH;,(AW)(QR 08.) # {0}. L’intersection des groupes
HL(A) et Hp, (A™) se calcule terme a terme sur leur décomposition d’Twa-
hori. Or les caracteres sont triviaux sur les intersections avec U et U~ et
sont transferts I'un de 'autre sur I'intersection avec M. O

1.4. Bijections canoniques et restriction de Jacquet

Soit V' = EB;?:_kW(j) une décomposition autoduale proprement subor-
donnée a [A,n,0, 5] ; elle est aussi proprement subordonnée a [A’,n’,0, 3].
Soit M le sous-groupe de Levi de G fixant la décomposition V =
@?Z_kW(j) et P un sous-groupe parabolique de Gt de facteur de Levi
M et radical unipotent U ; on note P~ et U™ les opposés de P et U par
rapport a M.

LEMME 1.16. — L’application rp : Kk — Kp|j+@)nm €st une bijection
de I'ensemble des prolongements de n a J*(A) sur I'ensemble des prolon-
gements de np| 1\ & JE(A) N M.

Démonstration. — Découle de J*(A)NU = JY(A) NU et JA(A)
(JT(A) N M)JL(A).

La bijection canonique B de [21, Lemma 4.3] (proposition 1.3 ci-dessus

Z O

est compatible a la bijection rp :

PROPOSITION 1.17. — Le diagramme suivant est commutatif :
{Prolongements de n & J*(A)} =% {Prolongements de nepaynm & JT(A) N M}
Baa T B 1
{Prolongements de ' 4 J*(A')} X2 {Prolongements de n}‘JI(A,)mM aJt(A)n M}
De plus, les bijections B et rp ci-dessus sont compatibles & la torsion
par les caractéres de Pt (A, ,)/P'(Ao,) = PT(A,,)/PY(A,,).

La bijection canonique B du c6té droit est bien str définie comme le
produit de B = B A A €t des bijections canoniques B entre pro-
longements de 77) et de 7/ @) [21, §4.3]. En effet le caractére semi-simple 6’
est un produit ') ®®§:1(§/ (1))2 comme ci-dessus, ot 0 ) est le transfert
de 6O et chaque 8@, pour j > 0, le transfert de ().

Démonstration. — Grace a la technique de [21, §4], basée sur [21, Lemma
2.10], il suffit de démontrer cette assertion si ag(A) C ag(A’), ce que nous
supposons désormais.
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Les applications considérées sont des bijections, il suffit donc de mon-
trer que si Kp|s+a)nn €t ”/P|J+(A')mM se correspondent par la bijection
canonique, alors k' et x aussi. L’hypotheése se traduit en

Hom j+nyns+annm(kp, 6p) # {0} (proposition 1.6).

Or JA(A) et JA(A') ont tous deux une décomposition d’Iwahori et
k'p et kp sont toutes deux triviales sur les intersections avec U et U~
(comme 7 et np). Ainsi HomJ;(A)m.];(A/)(/ip,/i})) # {0}, dou

Pt (Aoy)PL(A) PH(Aop)PL(0)
J;Z(A) z Rp, IndJIt(A/)E K’IP) # {O} par (11)5

et le résultat. O

HomP+(AnE)P1(A)(Ind

Pour étudier le cas ou la subordination n’est pas propre, nous nous pla-
gons désormais sous les hypothéses (1.13) qui permettent de définir kp
pour tout prolongement de n a P (A7 )J'(A), et d’énoncer des variantes
du lemme et de la proposition ci-dessus.

LEMME 1.18. — Sous les hypothéses (1.13), l'application rp : Kk
KP| st (a)nm €St une bijection de I’ensemble des prolongements de n(A™, A)
P

a Pt (AT )J'(A) sur I'ensemble des prolongements a Jj(A) N M de la re-
présentation

nP\M(Amv A) = nP(Am’A)\J}D(Am,A)ﬂN['

Démonstration. — Certainement xk — kp est une bijection de I’ensemble
des prolongements de 1 & PT (A7 ).J*(A) sur Pensemble des prolongements
de np a JH(A) (corollaire 1.12). C’est pour conserver une bijection en
restreignant a J;?(A) N M qu’il faut travailler sur les prolongements de
n(A™, A). Notons d’abord les propriétés indispensables :

(1. 19)
JT(A)NM=J5(A)NM = (PT(A,,) N M) (J'(A) N M)
JE(A) = H (M) NUT) (Jp(A) N M) (P (Ao,) NU) (JH(A)ND)
PT(Ao,)NU =PHAP)NU = PY(A)NU

|
PT(Aoy)NM = PH(A )N M
qui découlent de I’hypothese, du paragraphe précédent et du fait que la
décomposition est proprement subordonnée a A™. L’injectivité s’en déduit
car np(A™, A) est triviale sur HY(A) N U~ (comme np), sur JL(A) N U
(comme np) et sur PY(A: )N U (proposition 1.14).

Pour la surjectivité, on remarque que J3 (A) = (J5 (A)NM) J5(A™, A). 11
faut vérifier que si £ est un prolongement de 7p|5(A™, A) & J;C (A)NM, alors
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d(zy) = E(@)np(A™,A)(y), © € JH(A)N M, y € J5(A™, A), définit une re-
présentation de Jj(A). Cela revient & montrer que np(A™, A)(y)é(z) =
E(x)np(A™, A)(z~yx) (x € PT(AL) N M, y comme ci-dessus). C’est im-
médiat, grace & la trivialité de np(A™, A)(y) pour y € P*(A7L)NU (pro-
position 1.14). O

PROPOSITION 1.20. — Sous les hypothéses (1.13), le diagramme suivant
est commutatif :
{Prolongements de ™ & J*(A™)} =2 {Prolong. de NE |71 (Amynar & JT(A™)N M}
Bama T B
{Prolong. de n(A™,A) & P+(AT )JY(A)} =% {Prolong. de npja(A™, A) & J+H(A) NM}

Démonstration. — La démonstration est celle de 1.17, on utilise les dé-

compositions d’Iwahori (1.19) et le fait que les représentations k% et kp

sont triviales sur les intersections avec U et U™, comme 0% et np(A™, A)
(proposition 1.14). O

2. Une représentation de Weil
2.1. Des sous-groupes remarquables

Soit [A,n,0, 8] une strate gauche semi-simple et V = V! L ... 1 V! la
décomposition de V associée. Soit V = Z; L --- L Z; une décomposition
moins fine de V' : chaque Z;, 1 < j < ¢, est somme de certains V. La strate
[A,n,0, 8] est alors somme directe de strates semi-simples

dans chaque Endp(Z;). On souhaite examiner en détail la structure de 7,
I'unique représentation irréductible de J'(A) contenant le caractére semi-
simple gauche 6 de H*(A), et de ses prolongements x a J*(A), en la com-
parant a celle des objets analogues définis dans le groupe
G =G"n ] GLr(Z)
1<t
a partir des strates [Sj,n;,0, ;] et des caractéres semi-simples gauches
correspondant a #. Remarquons que le commutant Gg de 8 dans G vérifie

Gh < ¢t n [ GLr(VY) <G

1<l
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Considérons le groupe JL, (A) = J'(A) N Gi,. La décomposition V =

Zy L.+ 1 Z; est subordonnée a la strate [A,n,0, 3] et les résultats de [21,
§5.1, §5.2] s’appliquent :

H'(A) NG, = H H'(S)), 01 (anay, = @1<i<e 0(55),
1<j<t
ol les 6(S;) sont des caracteres semi-simples gauches attachés aux strates
[Sj,mj,0,05;] et transferts de 6 au sens de loc. cit., Proposition 5.5, et

1nt H Jl

1<j<t

(A) l'orthogonal de H*(A)J1

int

Soit JL (A) pour la forme bilinéaire alter-
née non dégénérée usuelle (z,y) — < z,y >= 0([z,y]) sur J1(A)/H(A).
La restriction de cette forme aux sous-espaces orthogonaux H'(A)JL,(A)/
HY(A) et JL (A)/H'(A) reste non dégénérée et 'on définit comme d’ha-
bitude la représentation irréductible n,,, de J&,(A) (resp. 1., de Ji (A))
comme 'unique représentation irréductible (& isomorphisme pres) dont la
restriction & H'(A) N G, (resp. H'(A)) contient 6 (et en est multiple).
On reconnait en outre via loc.cit. que n;,, est isomorphe & ®1¢; <t 7(S;)-
Comme Jhy(A) Ty (A) = JU(A) et (H(A)IL(A) N Jbe (A) = HY(A),
on obtient une réalisation de la représentation 7 en posant pour g € J1(A) :

(2.1) N(9) = Next, (Gext ) @ Ning (gint) 51 g = Gext Gint

avec goxt € Joxy (A), gint € Tt () ~
Définissons dans G = GLp(V) et Gt = [[,¢;<; GLF(Z)) les sous-
groupes analogues : J& (A) = JY(A) N Giy et son orthogonal JL, (A)

o ext
pour la forme ([x,y]), oit @ est un caractére semi-simple de H'(A) dont
la restriction & H'(A) est . Soit @ un sous-groupe parabolique de G de
facteur de Levi éint, N son radical unipotent et N~ le radical unipotent
du parabolique opposé par rapport & Gin. D’aprés [21, Proposition 5.2,
Lemma 5.6(iii)] on a :
Tha (8) = (7' () N N)(THA) N M) A).
LEMME 2.2. — (i) Ona JL, (A) = JL,
(ii) On a pour tout g € G :
TN gT' (Mg~ = (T (A) N 9k (Mg~ (kD) N g The(A)g ™).
(A) = Jllnt (A) NG on déduit par ortho-

gonalité : HelXt (A) C JelXt (A) NG C JL, (MA). L'égalité découle alors de
JHA)NG = ( lnt(A) NG)(JL, (A)NG) dont la démonstration est un cas
particulier de celle de (ii) ci-dessous.

(A)N @G, indépendant de 6.

Démonstration. — (i) De JL,
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(ii) La difficulté technique est que G, n'est pas un sous-groupe de
Levi de GT. 1l faut remonter dans G = GL(V) et utiliser la décompo-
sition d’Iwahori de JY(A) relativement & @ pour calculer I'intersection
JYA) N gJY(A)g™! terme & terme. Comme g appartient a G, contenu
dans Gi,, on obtient ainsi I'égalité analogue dans G. Pour revenir & G
on prend les points fixes de I'involution adjointe : on applique I'argu-
ment de Stevens [19, Theorem 2.3], en posant H = Jmt(A) Jmt(A) -1

U=JL, (A)NgJL, (A)g™?, et en remarquant que Jo (A) et JL(A) se
normalisent mutuellement puisque [J(A), JE(A)] € HY(A). O
PROPOSITION 2.3. — (i) Les représentations 1, €t n;,, sont en-

trelacées par G+

(ii) Soit g € G}, et soit E. (g), resp. E;y(g), un opérateur d’entrela-
cement de 1), , 1€SP. Ny, €n g. Alors E(g) = E,, (9) @ Ey(g) est
un opérateur d’entrelacement de n en g. Tout opérateur d’entrela-
cement de 7 en g est de cette forme.

(iii) Les espaces d’entrelacement de 1,y et de n;,, en g € G, sont de
dimension 1.

Démonstration. — G, entrelace 0, donc 7.y, et 7. Pour le deuxieme
point, comme la dimension de l’espace d’entrelacement de 7 en g est 1,
il suffit de montrer que E,,; (9) ® Ei,.(g) entrelace effectivement 7. Cela
n’est qu’une vérification étant donné le lemme ci-dessus. Le troisiéme point
découle du deuxieme vu la propriété semblable de 7. O

normalise J!(A) et H'(A)
et entrelace le caracteére @ il normalise donc H'(A)J, (A) et son orthogo-
nal JL (A) pour la forme <,> sur J*(A)/H!(A). Considérons un prolon-
gement £ de n & JY(A) = P (A, )J'(A) et un prolongement r,, de 7y,
a PT(A,, ) i (A) = [Ticjci 77(S)) : il en existe par [21, §4.1]. D’apres
la proposition 2.3, pour tout g € PT(A, ), Uopérateur d’entrelacement
k(g) s’écrit de fagon unique sous la forme k(g) = E.y (9) ® Kine(g) et les
opérateurs F, (g) ainsi définis fournissent une représentation de P (A

Le groupe PT (A, ), qui est contenu dans G,

int»

or)

dans l'espace de 7 , triviale sur Pi(A,,) (qui est contenu dans H'(A)).
Autrement dit :

COROLLAIRE 2.4. — Il existe des représentations de P*(A, )/Pi(A,,)
dans l’espace de n,,, entrelacant m,,, ; elles différent entre elles d’un
caractére. Tout choix d’une telle représentation X détermine une bijec-
tion Inty entre prolongements de n a J*(A) et prolongements de 1, a

PT(A,,)J5(A), donnée par :
k(g) = X(9) ® Intx(k)(9), g€ PT(Ay,).
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Une telle représentation X étant fixée, on notera également Inty la bi-
jection reliant de la méme fagon prolongements de n & T'J*(A) et prolonge-
ments de iy & TJ3, (A), pour tout sous-groupe T de Pt (A, ) contenant
Pi(A,,).

2.2. Mise en place de la restriction de Jacquet

Donnons-nous a présent, pour 1 < j < t, des décompositions des sous-
espaces Z; subordonnées aux strates [S-, n;, 0, 3;] et autoduales ([21, §5.3]) :

Zj — W(T)

T_fm

ou l'orthogonal de Wj(") dans Z; est @S;ﬁ_rsz). On demande que Wj(o)

soit non nul pour au plus un j et I'on somme ces décompositions de fa-
con disjointe, c’est-a-dire que la décomposition de V' obtenue, soit V =
@;’Lme(i), vérifie que pour tout ¢, —m < ¢ < m, il y a un unique j,
1 <j <t et un unique r, —m; < r < my, tels que w@ = Wj(r) et
WD = Wj(fr). On obtient une décomposition autoduale de V' subordon-
née a la strate [A,n,0, 3].

Soit M le sous-groupe de Levi de GT stabilisant cette décomposition et
P un sous-groupe parabolique de GT de facteur de Levi M. On note U le
radical unipotent de P et U~ son opposé par rapport a M. D’apres [21, Co-
rollaire 5.10] les groupes H!(A) et J*(A) ont une décomposition d’Twahori
par rapport a (M, P). Puisque M est contenu dans Gj., et que les décom-
positions induites sur les Z; sont subordonnées aux strates [S;, n;, 0, 5], le
groupe H'(A)JL,(A) a lui aussi une décomposition d’Iwahori par rapport
a (M, P).

Rappelons enfin ([7, Proposition 7.2.3], [21, Lemma 5.6]) que l'on a une
décomposition de I'espace symplectique J!(A)/H(A) en

JYA)  JHA)NM . JYAN)NU- _ JYA)NU
HY(A)  HYA)NM (Hl(A)mU— Hl(A))mU)

dans laquelle les deux derniers sous-espaces sont totalement isotropes, en
dualité; on a une décomposition analogue pour H*(A)JL, (A)/H(A). On
en déduit que JL,
a (M, P) et que:
— e (A) = (Jou (M) NUT) (HY(A)NM) (Jor (M) NT).
B Jl(A)ﬂU_ ( ext(A)mU )( 1nt(A>mU )a
Jl(A)ﬁU—( ext( )ﬂU)(Jl ( )ﬂU),

int

(A) a lui aussi une décomposition d’Iwahori par rapport
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— le groupe (HY(A) NU)(JL(A)NU) est I'orthogonal de JL, (A)NU~
dans JL(A)NU,
— JL. (A) NU est lorthogonal de (J1,
JHA)NU.
Examinons a présent les J!(A) N U-invariants de n dans le modele (2.1).
Notons Xext I'espace de 1.y , Xint celui de 1, et X = Xext ® Xint, celui de

7. L’espace XJea MU oot de dimension 1 car HY(A)(JL, (M)NU)/HY(A)

ext ext

est totalement isotrope maximal dans J& (A)/H*(A) et 0,1 a0 = 1.

(A)NUT)(HYA)NU™) dans

. JL. (MNU .
e choix d’un vecteur non nul z, ot nous donne un isomor-
Le choix d’ t 1 € XJoe ) d
phisme :
JHMNU _ Jixt (A)NU Jilnt(A)ﬂU 4 Jilnt(A)ﬂU
(2 5) X - Xext ® Xint Xint

Loyt U = v

L’espace X7 HM)NU ost une représentation de

Th(A) = H'(A)(J*(A) N P) = H'(A)(J}

int

(A) N P)(J2

ext

(A)NU)

et I'isomorphisme (2.5) commute & l'action de JL (A) N P. D’autre part
P*t(A,,) NP normalise JH(A)NU, J (A)NU et JL (A)NU donc agit
sur leurs invariants; en particulier, pour tout choix de représentation X’
comme dans le corollaire 2.4, PT(A, )N P agit sur =
(trivial sur Py(A,,) N P).

Utilisons la notation simplifiée Xin¢ p, de préférence a Xin p,, avec
Pt = PN Gy -

Tns, p(A) = Jp(A) NG = (H(A) N Giy) (i (A) N P),
)-

ext PAr Un caractere

int

JiJr:t,P(A) = JJJDF(A) N Gilt = (P+(A0E) N P) J'lnt,P(A

1 1

Donnons-nous un prolongement x de 7 & JY(A)JH(A) et un prolonge-
int d€ Mg & Jilrlt(A)JiﬁmP(A). Le lemme 1.10 permet d’en étudier
les J1 N U-invariants ou J, N U-invariants, qui fournissent des représenta-
tions kp de J3 (A) = (PT(A,,)NP)Jh(A) et King, p de JJLP(A). Rappelons
d’autre part (cf 1.11) que Ji;tt?P(A)/Jilnt,P(A) est canoniquement isomorphe
a Pt(A, )N P/Pi(A,,)N P, ce qui permet de considérer tout caractére
du second groupe comme un caractere du premier. Avec ces conventions,

ment K;

on a en résumé :

PROPOSITION 2.6. — Soit X' une représentation de PT(A, )/ Pi(A,,)
entrelagant 1), . Notons xy le caractére de P*(A, ) N P par lequel ce

groupe agit sur les J.

ot (A)NU-invariants de n,,, . Soit k un prolongement
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den a JYA)JE(A). Alors

HPlJ*,P(A) = XU Int;((/@)p.

int

2.3. Une représentation a la Weil

Il est une situation particuliere dans laquelle on peut élucider le caractere
xv introduit en 2.6, en construisant une représentation entrelagant 7ex -
Soit donc V = WD @ WO ¢ WO une décomposition autoduale de V'
subordonnée & la strate [A, n, 0, 8] et telle que WO soit somme de certains
Vi posons Z; = WED @ W Z, = WO, Soit P le sous-groupe para-
bolique de G stabilisant le drapeau {0} ¢ WD c WD o WO c v,
U son radical unipotent, M le fixateur de la décomposition, P~ et U~ les
opposés de P et U par rapport a M.

Pour simplifier les notations, on raccourcit JL, (A), H'(A) etc. en JL,,
H' etc. Le caractere § de H', trivial sur H' NU et H' N U™, se prolonge
en un caractere 0, de H'(JL, NU) trivial sur JL, N U. On peut alors
réaliser la représentation 7., de J., comme l'action par translations &
droite dans ’espace de fonctions
(2.7)

W= {1 Tk — €/ f(ht) = Oy (W (1), he H'(TL, NU), t€ Ty},
isomorphe par restriction & 1’espace des fonctions de JL, NU~/H! NU~
dans C.

On vérifie aisément que pour g € P*(A
par

) N P, Vopérateur (g) défini

oF

Qg)(f)(x) = flg™ ag) (FEW, w€ oy, g€ PT(A,,)NP)

conserve W. Il existe (§2.1) une représentation projective g — Q(g) de
P*(A,,)/Pi(A,,) dans W entrelagant 7, et prolongeant cette vraie re-
présentation de PT(A,_ ) N P. La donnée de Q va nous permettre de
construire une vraie représentation par 1’élégante méthode de Neuhauser
([16] ; voir aussi [22]).

Rappelons que J1/H?! est un espace vectoriel sur kr, donc sur F,, agissant
par n.x = 2" (n € Z/pZ, x € JY/HY), et JL, NU~/H' N U~ aussi : soit

a sa dimension sur F,, la dimension de W sur C est p®. Considérons les
sous-espaces WT et W~ de W formés des fonctions paires pour le premier,
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impaires pour le second :
Wt ={f:J, nU /H'NnU —C/
Yoe JL, NUT/H' NnU~ f)=fv™1)}
W ={f:J . NnU /JH'NU  —C/
YoeJl, NU /H'NnU~ fl)=—fH}

ext
Leurs dimensions sont 1 + (p* — 1)/2 et (p® — 1)/2 respectivement. On
prétend que

LEMME 2.8. — W™ et W~ sont stables par les opérateurs Q(g),
g € P+(A0E)/P1(AUE)'

Démonstration. — L’¢lément € : €z, = —Iz,€z, = Iz,, appartient
au centre de P*(A, ). Un bref calcul matriciel montre que, pour tout
u € Ji, NU™, (eue !)u appartient & G-, donc & son intersection avec
JLe NU™, soit : eue ! € (H' N U~ )u~!. Les sous-espaces W+ et W~
sont donc les sous-espaces propres de {2(e) pour les valeurs propres 1 et
—1 respectivement. Si ) était une vraie représentation le résultat suivrait,
ici il faut faire un peu attention. Les opérateurs Q(g)Q2(e) et Q(e)Q(g)
different d’un scalaire ¢, et 2(g) applique le sous-espace propre de Q(e)
correspondant a la valeur propre A sur celui correspondant a cgA. Alors
g est nécessairement égal a 1 puisque W' et W~ sont de dimensions
différentes. |

Soit Q7 la restriction de Q & W+. D’aprés [16, Theorem 4.3], ou I'on
examine les déterminants des représentations projectives et Q. on définit
une vraie représentation en posant :

det Q(g)
W) = ———% @ PT(A Pi(A, ).
(g) detQ*(g)Q (9)7 g€ ( oE)/ 1( aE)
Calculons le caractere wy correspondant. Dans le modele ci-dessus, la
droite des JL, N U-invariants de 7,,, a pour base la fonction f; de sup-

port HY(JL, NU) et valeur 1 en 1, fixée par les opérateurs Q(u), u €
P*(A,,) N P. D’autre part W a pour base I'ensemble des fonctions f,,
ve Ji, NU~/HL, NU~, définies par leur support H'(JL, NU)v et leur
valeur 1 en v.

LEMME 2.9. — Soit u € PT(A,,)NU, soit x € J&L,(A)NU et soit
v € JL (A)NU~. Le commutateur [u,x] appartient & H*(A) N G, et le
commutateur [u,v] appartient a H'(A)(JL, (A)NU).

ext
Démonstration. — Le commutateur de deux éléments de U appartient a

G, (vérification matricielle immédiate) donc [u, ] appartient & JZL, (A)N
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UNG;h, ¢ HY(A)NUNGH,

int int*

suffit de montrer qu’il est orthogonal & JZ

ext (A)v il
(A)NU. On calcule donc pour

Le commutateur [u, v] appartient & J!

reJi,(A)NU :
0 ([uvu o™t 2)) = 0 ([uvu™, z][v™1, 2]) = 0([v, u zu])0 ([v, z71])
= 0([v,u tzuz™'))
qui vaut 1 puisque [u~1, z] appartient & H*(A). O

On a donc pour v € PY(A, )NU : Qu)f, = 0y ([u™!,v]) f,. En outre
Q(u) envoie fonction paire sur fonction paire, d’ou : O ([u™t,v]) =
0, ([u=t,v7Y) pour v € JL, NU™. 1l en résulte det Q(u) = det QT (u)?,
donc W(u) est égal a Q(u) et fixe fi.

Etudions maintenant les opérateurs Q(z) pour x € PT(A, )N M, qui
normalise J., NU~ et HL, NU™. Ona Q(x)f, = frvs-1, autrement dit ces
opérateurs agissent par permutation de la base des f, et leur déterminant
est la signature de la permutation correspondante. Il en est de méme pour

W, de base les f, + f,-1, donc det Q*(z)? = 1. En conclusion :

PROPOSITION 2.10. — Soit wys le caractére de Pt (A, )N P, trivial sur
Pt (A, )NU, quiax € PT(A,,)NM associe la signature de la permutation
v vt de JL, (A)NU~/HY(A)NU~. Il existe une représentation W de
P*(A,,)/Pi(A,,) dans I'espace de ), , entrelagant 0, , dont la restriction

a PT(A,,) NP est donnée, dans le modéle (2.7) de 1, , par :
W(g)(F)(@) =wulg)flg wg) (g€ PT(A,) NP, fEW, w€ Joy).

En particulier, le caractére wy est l'action de PT(A,_) N P sur la droite
des JL, NU-invariants de 1, .

Remarque 2.11. — On obtient un caractére wy a valeurs dans {£1},
donc trivial sur tous les sous-groupes d’ordre impair, en particulier sur tous

les p-sous-groupes. Rappelons aussi que JZ,

(A) ne dépend pas de 6 (lemme
2.2), donc wy n’en dépend pas non plus.

Remarque 2.12. — Au lieu d’étudier directement la représentation de
P*(A,,)/Pi(A,,) comme ci-dessus, on aurait pu utiliser ’homomorphisme
naturel de ce groupe dans le groupe symplectique S de l'espace alterné
JL.NU-/H'NU- @ JL, NU/H'NU et se ramener a la représenta-
tion de Weil de S telle qu’elle est décrite par Gérardin [9]. Cette approche
s’avere plus compliquée. D’une part il n’est pas clair que I'action natu-
relle de P*(A,_)/Pi1(A,,) sur le groupe d’Heisenberg correspondant nous
donne une section conjuguée a la section standard (de S dans le groupe des

automorphismes du groupe d’Heisenberg). D’autre part la connaissance du
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caractere du stabilisateur de JL, NU/HL, NU dans S par lequel il agit sur
un invariant de son radical unipotent ne suffit pas a décrire sa restriction
aPt(A,, )N M.

or)

2.4. Lien avec les (-extensions

Nous allons & présent appliquer le corollaire 2.4 pour comparer [-
extensions dans GT et dans Gi,. Les deux ingrédients nécessaires sont
la restriction de Jacquet, qui interviendra via la proposition 2.6 et qui
commute aux bijections canoniques (proposition 1.20), et un bon choix de
la représentation X (proposition 2.10). Nous nous plagons dans des hypo-
theses communes a ces résultats :

() V=wEDaW® oW est une décomposition autoduale de V'
proprement subordonnée & la strate [A, n, 0, 3], donc subordonnée
a [AM, n™, 0, 8], et telle que W(©) soit somme de certains V?; Z; =
wED WO, Z, = WO,

La strate [A,n,0, 3] est donc somme directe des strates semi-
simples [S1,n1,0, B1] et [S2,n2,0, 2] avec S; =ANZ;, j=1,2.11
en est de méme pour la strate [Am, n™. 0, B], somme directe des
strates semi-simples [ST', nT",0, B1] et [S3T, n3t, 0, Ba).

(ii) P est le sous-groupe parabolique de G stabilisant le drapeau
{0} cwED cwED owO® c WED o WO ¢ WO U est
son radical unipotent, M est le fixateur de la décomposition, P~
et U™ sont les opposés de P et U par rapport a M.

(iii) On demande PT(A,,) = (PT(AT )N P) P (ATY).
Rappelons que bo(A™) est un op-ordre autodual maximal. On applique

les résultats du paragraphe précédent & A™ en ajoutant 'exposant 9t aux
notations si nécessaire. Alors :

PROPOSITION 2.13. — Soit W™ Ja représentation de PT(AT!) dans
Iespace de 1, définie dans la proposition 2.10 et soit Intwm la bijec-
tion correspondante. Alors k™, prolongement de n™ a J+(A™), est une

B-extension si et seulement si Intyya (k™), prolongement de ni a J;+ (A™),
est une [3-extension.
Démonstration. — 11 suffit de montrer, pour une suite autoduale A™ de

op-réseaux telle que by(A™) soit un og-ordre autodual minimal contenu
dans bo(A™), que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ™ est un prolongement de n(A™, A™);
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(i) Intwm (™) est un prolongement de ni, (A™, A™).

On choisit, comme on le peut, une suite A™ telle que la décomposition V =
WED W O WM soit proprement subordonnée 4 la strate [A™, n™, 0, 5]
et telle que bo(A™) C bo(A).

— L’hypothese (iii) entraine

PH(Aoy) = (PYATL) NUT)(PHATL) N M)(PF(ATL) NU)

donc Py(AT)NU~ C PHAT )N U~. Comme P'(AT!) C Pl(Am)
on a en fait P{(AT7Y)NU™ = Pi(Ao,) NU~ = Py (AT} )N U™, contenu

dans J1(A).

— Rappelons que n(A™, A™) est une représentation de P* (A7 )J*(A™),
possédant une décomposition d’Iwahori relative & (P, M) et d’intersec-
tion avec U~ : JL(A™)NU~. On peut comme au paragraphe 1.3 définir
la représentation np(A™, A™) du groupe (P (A )NP)JL(A™) : cest
'action sur les J'(A™) N U-invariants de n(A™, A™). On vérifie que
n(A™, A™) est la représentation induite de np(A™, A™).

— Le groupe PT(A,,)J*(A™) contient PT(AT ).J*(A™), de sorte que la
condition voulue sur k™ peut se voir comme une condition sur sa res-
triction a Pt(A,,)JH(A™), a laquelle le lemme 1.10 s’applique. Ainsi

7 prolonge n(A™, A™) si et seulement si k% prolonge np(A™, A™).

- Leb mémes constructions s’appliquent dans G}, aux objets induits
dans les groupes d’isométries de Z; et Z5 ; on continue d’utiliser la no-
tation P au lieu d’utiliser une notation spécifique pour le parabolique
PN G, Elles aboutissent & : Inty (k™) prolonge nins (A™, A™) si et
seulement si Intyyen (k™) p prolonge Min, (A™, A™) p

— On peut décrire np(A™, A™) de facon analogue & la proposition 1.14
ci-dessus et a [21], preuve de la proposition 6.3 : c’est la représenta-
tion de (PY(AT) N P)JL(A™) prolongeant np(A™) qui est triviale
sur PLA™) N U et égale a n(A™@ ATy @ jAm @ Ay gy
Pl(AlTE) N M. Il en est de méme pour 7, (A™, A”™)p avec les mo-
difications évidentes.

Les conditions “x%' prolonge np(A™,A™)” et “Intym (x™)p prolonge
Nine (A™, A™) p7 se lisent sur Jif, p(A™). Par la proposition 2.6, la res-
triction de &' a Jitn p(AM) est équivalente & Wi Intym (k™) p. Comme
wi est trivial sur le (p-)groupe de définition de 7ini(A™, A™)p, on a le
résultat annoncé. ]

Remarque 2.14. — On montre de la méme facon que ™ prolonge
n(A, A™) si et seulement si Intyyon (k™) prolonge mine (A, A™).
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Nous pouvons enfin rassembler tous les résultats et décrire le lien entre
B-extensions dans GT et dans G’i';t en termes de I'application rp du para-
graphe 1.4 et du caractere wigt de la proposition 2.10 appliquée a la suite
A™. Le caractere wir de PT(ATY) N P/PY (AT} ) N P s’identifie & un ca-
ractere de PT(A,,) = (PT(AY) N P) P(AY), trivial sur P'(A,,). On
rappelle que P+(A0E) = (Pl(AOE) n Uﬁ)(PJr(AoE) n M)(Pl(AOE) nu).

THEOREME 2.15. — Soit x(A) un prolongement de n(A) a J*(A)
et k(S1) ® k(S2) un prolongement de 1(S;) ® n(S2) au sous groupe
JE(A) = JH(S1) x JT(Sy), reliés par la condition

rp (k(A)) =rp (K(S1) ® K(S2)).

Soit Wit le caractére de P*(A,,), trivial sur P*(A,,), qui & un élément
x € PY(A,,) N M associe la signature de la permutation v — zvz~! de
JL (ATYNU—/HY A" NU~.

La représentation k(A) est une B-extension de n(A) relativement a A™ si
et seulement si la représentation wir (k(S1) ® £(S2)) est une B-extension
de 1(S1) ® n(Ss) relativement a A™.

Démonstration. — Elle s’appuie sur le diagramme suivant :

{Prolongements de n(A) & J*(A)} & {Pr. de n(A, A™) & PT(A,,)J (AT}
rp | rp
{Pr. de 1p(A) | qyoar & T (A) VMY <S5 {Pr. de npjp (A, A™) & JH(A™) (M}
s o |
{Pr. de 1p(51) 71 (5, yoas @ 1(S2) & Jf (M) N M} < {Pr. de npjas (S, ST) @ 1(S2, S3)
a Jh (A™ M}
rp T rp 1
{Pr. de (1) ®0(Sa) & i (A)} <= {Pr. de n(S1, ST) @ n(Ss, ST
A PT(Ao,)JE

e (AT}
Expliquons ce diagramme. Les deux premieres lignes reproduisent le dia-
gramme commutatif de la proposition 1.20 appliquée a A et A™, avec
échange des lignes et des colonnes. Les deux derniéres lignes reproduisent le
méme diagramme commutatif dans le groupe Gi-;tv avec les paires (S, ST')
et (S2,59%), et inversé; noter que 7(S2, S3%) = np(r(S2, 5.

Soit de nouveau W™ la représentation de P (AJ? ) dans I'espace de n2
définie dans la proposition 2.10, soit Intyws la bijection correspondante
et soit ® I'isomorphisme associé par la proposition 2.6. Alors ® entrelace
des représentations de Ji'rtt’P(Agm), en particulier de Jitt’P(Afm) NM =

JEAT) A M = JHA™) A M = (JH(ST) N M) x JH(ST) (cf (1.11)), et

int
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® est le produit tensoriel par (wi)~! = wi. La composée de haut en bas,
soit r;l o®orp, des applications verticales de droite du diagramme est la
bijeCtiOIl Intwmz.

Partons alors de k(A), prolongement de n(A) & JT(A). Cest une j-
extension relativement & A™ si et seulement si son image B(x(A)), pro-
longement de (A, A™) & PT(A,,)J (A™), se prolonge & J*(A™) en une
B-extension de n(A™). Puisque W™ est une représentation de PT(AJ})
tout entier, cette condition équivaut & : Intym (B(x(A))) se prolonge a
JH (A™) en une B-extension de 7, (A™) (proposition 2.13). Ceci signifie
exactement que :

B[ Intywm (B(k(A)))] est une B-extension de n(S1)@n(S2) relativement
a A",

Il reste a faire le lien avec les applications rp de la colonne de gauche.
L’application faisant commuter le diagramme du milieu est encore le pro-
duit tensoriel par W?Jn puisque la bijection canonique est compatible a la
torsion par les caractéres de PT(A,,)/P'(A,,) (lemme 1.5). Autrement
dit :

rp(k(A)) = w%t rp (EBfl[Inthm (*B(K(A)))])
— v (W B [Tty (B(r(A)))]) .

Exemple 2.16. — Placons-nous dans un groupe symplectique avec
dim W™ =1, de sorte que G ~ Sp(2N+2, F) et Gyt ~ Sp(2, F)xSp(2N, F).
Prenons dans Z; la strate nulle [S1, 0,0, 0] attachée & une suite de réseaux
dont le fixateur est le sous-groupe d’Iwahori standard I de Sp(2, F'), dans
Z5 une strate semi-simple sans composante nulle [Sa, ng, 0, f2]. Alors n(S7)
est la représentation triviale de J!(S;), radical pro-unipotent de J(S;) = I.
Un prolongement x(S1) de n(S1) & I est un caractére = de I de la forme
= (‘c‘ 2) = &(a) pour un caractére ¢ de oy trivial sur 1 + pp. Un tel ca-
ractére est une [-extension relativement a une des deux suites de réseaux
minimales Si” et S extraites de Sy si et seulement si k(S1) est le caractére
trivial de I (Corollaire 1.9, Proposition 1.6).

Soient £ et Z comme ci-dessus, soit (S3) un prolongement de 7(Ss) &
J(S3) et soit kp(A) le prolongement de np(A) & Jp(A) dont la restriction &
Jp(A)NM est ERk(S2). Le théoreme 2.15 dit que Indjl(fz;\)fip(/\> est une -
extension relativement a la suite de réseaux A™ = S L Sy si et seulement
si Wi (E®k(S2)) est une B-extension de 1 1(s,)®n(92) relativement & A™,
D’apres nos hypotheses by(S2) est un ordre autodual maximal, de sorte que
W k(S2) est une S-extension si et seulement si £(S2) en est une (Définition
1.4; W? est trivial sur les sous-groupes unipotents). Il reste :
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Indi(;?/)\)/fp(/\) est une B-extension relativement a A™ si et seulement si

= m
E=wpr.

La détermination du caractere W%T nécessite d’expliciter le quotient
JL (APYNU~/HY(A™)NU~. A titre d’exemple, supposons que I’élément
B2 engendre une extension totalement ramifiée de degré 2N dans laquelle

il a pour valuation —(2Nk 4 1), k € N; il est en particulier minimal. On
obtient J}

1o (A"H)NU~ sous la forme de matrices par blocs ()1/ ;)I( %) appar-
z
tenant & Sp(2N+2, F) avec z € prp et X € (p’lffl, e ,p;“,“,p’}, e ,p’}) (N
fois p’f;rl et N fois p%). La description de H'(A™) N U~ est analogue avec
cette fois N + 1 fois p’}“ et N — 1 fois p¥,, de sorte que le quotient cherché
est isomorphe & op/pp. Pour € o, action de ¢(z) € PT(A,,) N M est
la multiplication par ! dans or/pr, la signature de cette permutation
est Punique caractére d’ordre 2 de kj. En particulier, Indi(fg\)mp(A) est
une [-extension relativement a A™ si et seulement si €2 =1 et € # 1.
Le cas A™ = S| L S5 est semblable.

3. Application a la réductibilité
3.1. Une paire couvrante et son algebre de Hecke

Soit [A, 7,0, 3] une strate semi-simple gauche et V = W1 ¢ WO g
WO une décomposition autoduale de V telle que W(® contienne tous les
V' sauf un; quitte & réordonner les V' on peut donc supposer W) =
Viaw©® 1 v2 .o LViet (WEDeW®) L VIanWwO® =V On
demande que cette décomposition soit exactement subordonnée a la strate
[A,n,0, 8], c’est-a-dire proprement subordonnée et telle que bO(A(O)) soit
un og-ordre autodual maximal de Endg(W©) N B et bo(AM) un og,-
ordre maximal de Endg, (W ™)) [21, Definition 6.5]. Soit e; la période sur
F1 de la suite de réseaux A'; quitte & échanger W1 et W) on suppose
comme dans [21, §6.2] que I'unique entier ¢; vérifiant - < ¢ < § et
A (qp + 1) € AM(qy) est positif ou nul; comme la décomposition est
proprement subordonnée on a de fait ¢; > 0.

Soit P le sous-groupe parabolique de G stabilisant le drapeau W (1 ¢
WED @ WO ¢ V, U son radical unipotent, M le fixateur de la dé-
composition autoduale, P~ et U~ les opposés de P et U par rapport
a M. La décomposition V.= WD @ WO ¢ W) détermine des in-
jections des algebres Endp(W®), i = 0,1, 1, dans Endp(V), obtenues
par un prolongement nul sur les deux autres sous-espaces. L’involution
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adjointe g — g sur Endp(V) se restreint & Endg(W() en une involu-
tion notée de la méme facon, et induit un isomorphisme noté =z — Z de
End(W®) sur Endp(W (D). On identifie le groupe GLy(W®) = GO
a un sous-groupe de G au moyen du monomorphisme ¢ qui a g € GO
associe t(g) = (§7', Iy,9) € GN M. On note G = GNGLp(W©®);
ainsi M ~ GO x ,(GO).

Soit EY le corps des points fixes de l'involution adjointe dans F; et eg
I'indice de ramification de E; sur E(f; fixons une uniformisante zo; de E;
telle que @y = (—1)®~1co;. Notons enfin f; la E;/E%-forme e-hermitienne
non dégénérée sur V! associée & la restriction de h. Suivant toujours [21,

§6.2] on choisit une base ordonnée B = {vy,--- vy} du réseau A (0) sur
0p, . Les éléments v_;, 1 < ¢ < d, définis par fi(vj,v_;) = wid;; (1 < j < d)
constituent une base ordonnée B~ = {v_y,--- ,v_4} du réseau A=D (1)

sur op,. On définit les éléments Iy, 1, I_1; de Endg, (W(’l) D W(l)) et
s1 et s¥ de G}, comme suit :

I 11(v)=wv_; et I_17(v_;)=0 pourl<i<d;

L_1(v)=wv et I; _1(v;)=0 pour1 <i<d;

si=1_1; —I—E(—l)eo_l L 1+ Ty ; sT = w;llfl’l +ew 1,1+ Ty .
Aucun des éléments s; et s¥ n’appartient & PT(A,,) car la décomposition
est exactement subordonnée [21, Definition 6.8, Lemma 6.7], tandis que
pour toute suite autoduale A™ de op-réseaux telle que bo(A™) soit un

og-ordre autodual maximal contenant bo(A), 'un de ces deux éléments
appartient & PT(AJ?) [21, fin du §6.2]. Remarquons que

st =c(e(-D) 'Tyw), (s7)2 =t(elyw), sTs1 =t(ewi), s1s7

=1 (e(-1)* 'y t).

On obtient un automorphisme involutif o1 de G en posant : (a1 (g)) =

le(g)sl_l.

LEMME 3.1 ([21] Lemma 7.11, Corollary 7.12). — Soit Jp =
Jp(A) = HY(A)(J(A) N P). Soit e(E1/F) I'indice de ramification de E
sur F. Posons ( =1t (wfl) et (' =1 (wgl) oll wr est une uniformisante
de F. Alors (' est un élément fortement positif ou fortement négatif du
centre de M et on a

Jps1JpsTJp = JpCJp et (JpCJp) B/ E) = JpceB/E) g — Jpc! Jp.

Les mémes résultats sont valides en remplagant Jp(A) par Jp-(A).
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Démonstration. — On reprend la démonstration de [21, Lemma 7.11] en
notant J! = J(A) etc. Le changement de J% en Jp ou Jj; n’affecte que
I'intersection avec M, normalisée par s; et sf°, la conjugaison par s; ou
57 échange U et U™, et il suffit en fait de travailler dans G. Notons e
la projection de V sur W@ de noyau la somme des W) pour j # i et
détaillons les calculs de loc. cit., qui utilisent les ordres J = J(5,A) et
H = H(B,A) définis dans [20, §3.2]. On écrit J'NU~ = 1 + eMFel® 4
eMWFe=1 4 eO7e(=1) Qon

si(JP AU )sT =14+ T01eW3e@ 413 1eWFr 5 4+ e D37 16D,

Comme e(¥) appartient & bo(A), I_; 1e(!) appartient & bo(A) et by (A)J C 9,
on en déduit
si(J'NUT)syt c H' NU
assertion un peu plus forte que loc. cit.(ii). On a de méme
(sZ)" Y I NU)sT c H'NU™,

qui est I’assertion (iii) de loc. cit.. Ces propriétés suffisent & conclure puisque
les groupes Jp et Jp- sont les groupes (H N U )(J N M)(J*NU) et
(J*NU)(JNM)(H'NU). O
Partons d'un caractére semi-simple gauche @ de H'(3,A) et résumons,
d’apres [21, §5.3], les propriétés des objets associés que voici :
— son prolongement 6p au sous-groupe HL(A) = HY(A)(JY(A)NU) tri-
vial sur JY(A)NU;
— Punique représentation irréductible np de Jh(A) = HY(A)(J1(A) N P)
contenant fp ;

— T'unique représentation irréductible  de J*(A) contenant 6, qui vérifie
JHA)
n= IndJ;(A)UP ;
— un prolongement x de n & J*(A);
— la représentation rp de J35(A) = H*(A)(J*(A) N P) obtenue par res-
triction de x & I'espace des J!(A) N U-invariants de 7, qui prolonge np
I 1)
TEW) P
Les groupes considérés ont tous une décomposition d’Iwahori relative a
(M, P), les représentations 0p, np et kp sont triviales sur HX(A) N U~ et

JYA)NU = JT(A)NU et leur composante en M vérifie :

et vérifie Kk ~ Ind

Opimmnn = Omnn = 00 @00
e nwynm ~ 10 @7l

kpienm = KO @R

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



REPRESENTATION DE WEIL ET B-EXTENSIONS 1351

ott A est un caractére semi-simple gauche de H'(3() A©), 5O est
'unique représentation irréductible de J(8(?), A(9)) contenant #(0), £(©) est
un prolongement de 7@ a JH (B3O A0): 9 (1) est un caractére semi-simple
de H(BW, AW = (280 AM) attaché a la strate [AD), n(1) 0,250,
1M est Punique représentation irréductible de J* (31, AM) contenant )
et 1) est un prolongement de 7 a J(8M, AM). En outre :

LEMME 3.2 ([21] Proposition 6.3, Lemma 6.9, Corollary 6.10). — L’in-
volution o1 stabilise le groupe j(ﬁ(l), A(l)). De plus, si k est une -extension
de 1, alors k9 est une 59 -extension, &) est une 28" -extension équiva-
lente & &Y o oy et 51 et s¥ entrelacent kp.

Les groupes J(A)/JL(A) et Jp(A)/J5(A) sont isomorphes a P(Aoy)/
P1(A,,), lui-méme isomorphe & P(Af,o))/Pl( aE)) x (P ( )/Pl(AglE)))
[21, Lemma 5.3]; dans ce produit le second terme est toujours un groupe
linéaire sur une extension finie de kp, tandis que le premier terme peut ne
pas étre connexe. Donnons-nous une représentation cuspidale irréductible
p de ces groupes, que 'on peut écrire sous la forme p(9) @ ¢(p!)) moyennant
les identifications ci-dessus, et considérons les représentations Ap de Jp(A)
et A de J(A) définies par

Ap=Kp®p, A=KR®p.

On peut écrire comme précédemment Ap|ya)nnr = A0 L(S\(l)) avec
A0 = £ @ pO) ot XD = (1) @ 51 (La notation ne différencie pas les
produits tensoriels de représentations d’un méme groupe, comme K ® p, des
produits tensoriels de représentations de groupes distincts, comme A\(©) @
(M) : il faut étre vigilant. )

D’apres [21, Lemma 6.1] — dont la démonstration n’utilise pas le fait
que K soit une [-extension — elles sont irréductibles, on a A\ = IndiPAp
et I'isomorphisme d’algébres naturel de H(G, Ap) sur H(G, \) envoie une
fonction de support JpyJp, y € Gg, sur une fonction de support JyJ.

Fixons, pour i = 2,--- [, une og,-base de la suite de réseaux A*, fixons
une o0z, -base de la suite de réseaux A' N W) et prenons la base B~ U
BM de WD @ W), Ceci définit un tore déployé maximal de G, de
normalisateur NT. Soit NX lintersection de Nt avec le normalisateur
dans G}, de P°(A,,) N M. On a NX' = NX(O NA(#) ou NA<0) et NA(#O)
sont les objets analogues définis respectivement dans G N GLp(W©®)) =
GL, NGLp(WO NV xGf x---Gf, et GE NGLp(WEY e W), Soit
T une composante irréductible de la restriction de p & P°(A,,,)/P*(A,,) ~
P (A(O )/Pl( ) x (P ( )/Pl(Af,lE))) ; on peut I’écrire comme plus haut
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sous la forme 7(9 @ (1)), de sorte que
N{(r):={n€ Ny /"r=7}=NJ, () x NX(#O)(L(IB{D»
(F9) X N o (7)) NG

Rappelons que s; et s¥ appartiennent a Gg dans tous les cas excepté

et No(T):== Ny (1)NG = (NX(O)

celui du groupe spécial orthogonal avec f; = 0 et dim W) impaire [21,
§6.2]. Placons-nous dans cette situation d’exception et supposons V! AW ©
non nul. Le groupe GJIZH N GL F(W(O) N V1) est alors un groupe orthogonal
et ’on peut choisir p € P+(Ag(2 N V1) de déterminant —1 tel que p? = 1
[21, Case (i) p.350]; si V1 N W est de dimension impaire on choisit
p = —1. Alors ps; et ps¥ vérifient toutes les propriétés de s; et s§ utilisées
précédemment et appartiennent & Gpg. Dans tous les autres cas posons
p = 1. Soit enfin W le groupe de Weyl affine a deux générateurs engendré
par ps; et ps¥ (par abus de langage - plus exactement c’est le quotient du
groupe engendré par psi, psy et L(UE]) par L(OE])). Alors Ny 0y /Npo) N
P(Agﬁo)) est isomorphe & W lorsque ps; appartient & Gg, c’est-a-dire
dans tous les cas excepté celui du groupe spécial orthogonal avec B1 = 0,
dim pW O impaire et VI 0 W© = {0}.

ProPOSITION 3.3 ( [21] §6.4). — Posons Jp = Jp(A) et soit k un pro-
longement de n a JT(A).

(i) Dans les trois cas suivants :

(a) la représentation A nest pas équivalente a AV o oy,
(b) p n’entrelace pas 7(°),

(¢) ps1 n’appartient pas a Gg,
le support de I'algébre H(G, Ap) est Jp(Igwo (A ?) x o(E;))Jp.

(ii) Si 2D est équivalente a AW o o1 et p entrelace 7 et ps; appar-
tient & G, le support de H(G, \p) est Jp (I (AD) x W) Jp.

Cette proposition donne une caractérisation intrinseque du support de
H(G, \p), les propriétés examinées ne dépendent donc pas du choix de 7.

Démonstration. — Supposons tout d’abord que k est une [-extension
standard [21, (4.11)] de n de fagon & utiliser facilement les résultats de
loc. cit.; en particulier &1 est équivalente & (1) o o et la condition @
est équivalente a AW o 017 est vérifiée si et seulement si p1) est équiva-
lente & p!) o oy (variante de [7, démonstration de la Proposition 5.3.2]).
L’application de [21, Proposition 6.15, Corollary 6.16 et démonstration de
la Proposition 6.18] montre que l'entrelacement de Ap est contenu dans
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JpNp(7)Jp. D’autre part I'entrelacement de Ap dans M est exactement
Pentrelacement de A @ (A1) [4, Proposition 6.3 (ii)]. Si p*) n’est pas
équivalente & p) o 0y ou si ps; n’appartient pas & Gg, Nyxo (t(p(1)) se
réduit & ¢(E]") qui entrelace effectivement la représentation, d’ot le résul-
tat. Il en est de méme si p n’entrelace pas 7(9), car ps; alors n’entrelace
pas 7. Dans le second cas au contraire, ps; entrelace 7, donc p, donc Ap.
Un prolongement # arbitraire de n & J(A) peut s’écrire sous la forme
xk° ol k° est une [-extension standard de 7 et y est un caractere de
PT(Ao,)/P'(Ayy) (par unicité des opérateurs d’entrelacement de 7 & sca-
laire prés [21, Proposition 3.5]). Ecrivons x = x(© @(Y(!)). Alors I’entrela-
cement de Ap = (xk*)p Q@ p = K ® xp est déterminé par I’action de oy sur
XWMpM . Comme Y est équivalente & P o1, la premiére partie donne
le résultat. Noter que si k est une -extension le lemme 3.2 s’applique aussi
bien & k qu’a k%, le caractére Y1) est donc o;-invariant (voir aussi [21, Co-
rollary 6.13]), de sorte que p(!) est oj-invariante si et seulement si Y1) p(!)
lest. g

COROLLAIRE 3.4. — Soit  un prolongement den a JT(A) et A\ = k@ p
comme ci-dessus. Notons J© = J(B© A©®) et JO = J(BD AD). La
paire (Jp, Ap) est une paire couvrante de (J© x ((JD), A© g (A1)
dans G. Il en est de méme de la paire analogue (Jp-, \p-).

Dans le cas (i) de la proposition, I'algébre H(G,\p) est isomorphe a
H(M, A PN u)- En particulier, la représentation induite parabolique d’une
représentation irréductible de M de type Ap|jnar est toujours irréductible.

Dans le cas (ii) de la proposition, si I (M%) = J©) Talgébre H(G, \p)
est une algébre de convolution sur W. Sa structure est déterminée par les
relations quadratiques vérifiées par deux générateurs Ty et T de supports
respectifs Jpps1Jp et JppsyT Jp.

Démonstration. — Dans le cas (i) de la proposition, l'entrelacement de
Ap est formé de doubles classes d’éléments de M, la paire est donc cou-
vrante par [4, Comments 8.2]; les conséquences sur lirréductibilité sont
prouvées dans loc. cit. et rappelées au paragraphe suivant.

Dans 'autre cas, ’entrelacement de Ap est JpW Jp. Grace au lemme 3.1,
qui reste valide pour ps; et psy, et aux résultats de loc. cit., il suffit de
montrer que les éléments de H(G, Ap) de support JppsiJp et JppsFJp
sont inversibles, ce que 1'on peut faire comme dans [10] §2.2 (en vérifiant
que les démonstrations des lemmes 2.10 et 2.13 s’appliquent mot pour mot)
ou en passant directement aux énoncés plus précis ci-apres.
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Pour passer de P & P~ il suffit de remarquer que laction de x| Jp_ sur
les J1(A) N U -invariants de 7 est aussi égale & £(9 @ &) sur JN M. Cest
élémentaire en prenant le modele de n ~ Indﬁnp formé des fonctions de
JYNU~/H*NU~ dans l'espace de np : les JL(A) N U~ -invariants sont les
fonctions constantes. O

Pour obtenir des précisions sur les relations quadratiques du second cas
ci-dessus nous suivons encore [21], §7.1 et 7.2.2. Commencons par construire
deux suites de op-réseaux autoduales My = My L A% L Al et My =
omb L A%... L A! comme dans loc. cit. §7.2.2, & partir des suites de og, -
réseaux M} et M} dans V1, de période 2 sur Ej, caractérisées par :

MG(0) = A1 —qu),  MG(1) = A(q),

€1 )

) MO =A (G
Les ordres bo(My) et bp(My) sont des op-ordres autoduaux maximaux
contenant bg(A) et la décomposition V = WD @ WO g W) est su-
bordonnée aux strates [9;,nop,,0,58] (i = 0,1). Enfin s; appartient a
P (Moo, ), s¥ appartient & PT (M ,,) et on a :

)
P+(A0E): ( (ml OE) ) 1(9ﬁl OE)
)

MI(0) = A'(1—

)

(3:5) = (P*(Mo,0,) N P) PH(Mo,0)-

En particulier, la représentation p = p(@ @ o(p(M) de J(A)/J'(A) ~
P(A,,)/P*(A,,) s’étend en une représentation toujours notée p du sous-
groupe parabolique P(A,,)/P' (M1 ,,) de P(IMy,,) triviale sur son ra-
dical unipotent P*(A,,)/P (M1 ,,), et de méme avec My ,,. Avec ces
conventions on a :

PROPOSITION 3.6 ([21](7.3)). — Si k est une [-extension de n relative
a My, il y a un homomorphisme d’algebres injectif

jo: H(P(m070E),p) — /H(G7)\p)

préservant le support : Supp(jo(¢)) = Jp Supp(é)Jp. Il en est de méme
en remplacant My par My, avec un homomorphisme j .

Démonstration. — 11 faut justifier 'usage de [21, §7.1], qui s’occupe de
représentations de groupes de la forme J°(A), pour nos représentations
de groupes J(A). Par hypothése, il existe une S-extension x(9My), repré-
sentation de J* (M), dont la restriction & Pt (A,,)J (M) correspond &
la représentation x de JT(A) par la bijection canonique B. Reprenant la
démonstration de [21, Proposition 7.1] pas & pas, on obtient un isomor-
phisme d’algebres, préservant le support, de H(G, 5(Mo)|p(a, )11 (my) © p)
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sur H(G, k| 7a) @ p). L’isomorphisme de la proposition 7.2 de loc. cit. reste
valide puisque x(9y) |P(ADE)J1 (2,) Se prolonge & J(9My). Le dernier isomor-
phisme de la composition de [21, (7.3)] provient de [21, Lemma 6.1]. O

COROLLAIRE 3.7. — Soit x un prolongement den a JT(A) et A\ = k@ p
comme ci-dessus. Supposons que la représentation 2D est équivalente a
AW o 01, que p entrelace 7(0) et que psy appartient a Gg. Soient xq et
x1 des caractéres de PT(A,,)/P (Ao, tels que xg 'k soit une 3-extension
relative a My et Xflm soit une B-extension relative a 9ty. Moyennant une
normalisation convenable, les relations quadratiques vérifiées par les géné-
rateurs Ty et T de H(G,Ap) sont respectivement les relations quadra-
tiques vérifiées par

— le générateur de H(P (Moo ), X0p), de support P(A,,)ps1P(Asy,),

— le générateur de H(P (M1 ,05), X1P), de support P(Aqy, )psTP(Aoy)-

Ce corollaire fournit le moyen de calculer les relations quadratiques cher-
chées, a homothétie pres, dans un groupe réductif fini. Nous indiquons dans
le paragraphe suivant les conclusions qu’une telle connaissance permet de
tirer en termes de réductibilité d’induites.

3.2. Relations quadratiques et points de réductibilité

Nous expliquons dans cette section comment les coefficients des relations
quadratiques satisfaites par les deux générateurs de 'algebre de Hecke ci-
dessus, sous les hypotheses communes aux corollaires 3.4 et 3.7, déterminent
entierement les parties réelles des quatre points de réductibilité de I'induite
correspondante.

Commengons par rappeler la propriété caractéristique des paires cou-
vrantes dans le groupe classique G, pour des représentations supercuspi-
dales d’un sous-groupe de Levi maximal M ~ GL(n, F') x L. On se donne
une représentation supercuspidale m de GL(n, F), un type (J,, \,) pour m,
une représentation supercuspidale o de L, un type (Jy, Ag) pour o, un sous-
groupe parabolique P de G de facteur de Levi M, et on suppose construite
une paire couvrante (J, A) de (Jp, X Jo, Ap, ® Ag) dans G. Par définition [4,
§7] il existe un morphisme d’algebres injectif ¢ : H(M, A, @ Ag) — H(G, \)
rendant le diagramme suivant commutatif :

RIr@7M](G) LN Mod-H(G, \)
(3.8) ind% 4 2
Rlr®0, M] (M) L) MOd—?‘[(M, An ® AO)
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Nous travaillons ici avec I'induite normalisée indg et avec des modules a
droite sur les algebres de Hecke. Le foncteur ¢, associe a un module X le
module Hom 31, x, @x0) (H(G, A), X), dans lequel ¢ détermine la structure
de module de H(G, \), et le foncteur b (resp. hg) associe & une représen-
tation 7 le module Hom j_ x j, (An, ® Ao, 7) (resp. Hom j(\, 7)).

Les fleches horizontales de (3.8) sont des équivalences de catégories, ce
diagramme implique donc que pour tout s € C, la représentation
ind% 7|det|* ® o est réductible si et seulement si le #(G,\)-module
ty b (m|det]® ® o) est réductible.

Choisissons pour o un type (Jy, Ag) construit par Stevens [21, Theorem
7.14] de sorte que o ~ Ind§0 Ao Alors I'algebre H(M, A, ® \g) est isomorphe
a H(GL(n, F), \,).

Choisissons pour 7 un type simple maximal de Bushnell-Kutzko (J,,, A,),
attaché a une strate simple [A,,t,,0,8,]. Posons E, = F[f3,] et notons
wg, une uniformisante de F,,. D’apres [7, §6], entrelacement de \,, est égal
AT, = EXJ,= w%n J, et on a une bijection A, — T = IndSE ) A

n

entre I’ensemble des prolongements de A,, a fn et I’ensemble des classes
d’équivalence de représentations irréductibles de la classe d’inertie de .
Soit Z un élément de H(GL(n, F),\,) de support wg, J,; on a par [7,
§5.5] :

H(GL(n, F),\,) ~C[Z,Z7].

En particulier, les représentations irréductibles de cette algebre sont des
caractéres, déterminés par leur valeur en Z. Le groupe X des caractéres
non ramifiés de GL(n, F') agit sur H(GL(n, F), \,) par x(f)(x) = x(x) f(z)
(x € X° f € H(GL(n, F),\,), x € GL(n, F)), et si T est une représenta-
tion irréductible comme ci-dessus on a : h(x~17) = h(7) o x soit :

(3.9) h(x~'7)(Z) = x(wE,)h(1)(Z).

Le plongement de GL(n,F) dans M C G détermine une involution
g+ ¢! sur GL(n, F) déduite de I'involution adjointe (voir le début du
paragraphe précédent); on dira que 7 est autoduale si sa classe d’isomor-
phisme est fixée par cette involution. (Cela signifie que 7 est équivalente a
sa contragrédiente dans les cas symplectique et orthogonal, a la contragré-
diente de sa composée avec la conjugaison de F' sur Fy dans le cas unitaire.)
Si aucune des représentations m|det|® n’est autoduale on sait que la repré-
sentation induite est toujours irréductible ([18, Corollary 1.8]; voir aussi
[23, Lemmas 4.1 and 5.1]).

Supposons m autoduale et faisons les hypotheéses suivantes :
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(i) L’algebre H(G, ) a deux générateurs Ty et Ty vérifiant des rela-
tions quadratiques de la forme (T; —w!)(T; —w?) =0 (i=0,1)
et on a t(Z) = TyTy.

(ii) Les quotients des valeurs propres sont des nombres réels stricte-
ment négatifs. On ordonne alors les valeurs propres de fagon que :
wl/w? = —q" avec 1; > 0.

Soit & un caractere de H(M, A, @ Ao). La représentation t.(&£) est de di-
mension 2, elle est réductible si et seulement si elle contient un caractere,
c’est-a-dire si et seulement si il existe un caractére a de H(G, \) tel que
¢ = aot [1, Proposition 1.13]. Ainsi la réductibilité de ind% n|det|* ® o est
obtenue exactement pour quatre valeurs de s (comptées avec multiplicité),
données par b (r]det|*)(Z) = wlwh, j, k = 1,2, cest-a-dire

(3.10)  h(w|det]®)(Z) € {ap =wipw?, —q™ao, —q"ao, ¢ ag}.

On sait par ailleurs que RImCLWFI(GL(n, F)) contient exactement
deux représentations irréductibles autoduales non équivalentes : 7 et
s |det|ﬁlleWq, pour un unique entier e divisant n, qui est 'indice de ra-
mification de F,, sur F' [7, Lemma 6.2.5]. On sait enfin [18, Theorem 1.6]
que pour chaque représentation supercuspidale autoduale 7’ de GL(n, F)
I’ensemble des points de réductibilité réels de ind$ n’|det|® ® o est soit
vide, soit de la forme {a, —a} pour un réel positif ou nul a. Ainsi il existe
au maximum quatre représentations donnant lieu & réductibilité (comptées
avec multiplicité), a savoir : m|det |51 et 7|det |is2+ﬁ%, pour un s; € R
et un sy € R, dont les images par h sont, via (3.9), les caractéres ayant
pour valeur en Z un élément de ’ensemble :

(3.11) {g™ b(m)(Z),q~*% b()(Z), —¢*% b (n)(Z), ~¢>** b (n)(Z)}.

Sous les hypotheses (i) et (ii), un sous-ensemble X convenable de (3.11)
doit coincider avec (3.10). Comme (3.10) contient des paires d’éléments de
quotient négatif, le sous-ensemble X doit avoir la méme propriété : c’est
(3.11) tout entier. Les hypothéses faites entrainent donc que les induites
considérées ont effectivement des points de réductibilité. En comparant les
quotients réels positifs de valeurs de (3.10) et (3.11) on obtient la formule
suivante :

PROPOSITION 3.12. — Supposons que 'algébre H(G, \) a deux généra-
teurs vérifiant des relations quadratiques de la forme (T;—w})(T; —w?) =0
(i = 0,1) dont les quotients des valeurs propres s’écrivent w} /w? = —q"i
avecr; = 0, et tels que t(Z) = TyT,. Les paramétres ro, r1 déterminent alors
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les parties réelles des points de réductibilité de ind% r|det|* ® o (s € C) :
ce sont les éléments de ’ensemble

e e
{ i% (7”'0 +T‘1), :l:% (7’0 — 7”'1) }

Remarque 3.13. — Les parties réelles des points de réductibilité de
ind% 7|det|* ® o et de ind% 7r\det|s+ﬁliﬁ ® o sont évidemment les mémes.
L’énoncé s’applique donc indifféremment & 'une ou a l'autre et de fait il
ne permet pas de déterminer séparément les deux points de réductibilité
réels correspondant a chacune des deux représentations autoduales 7 et
7 |det |ﬁ fos . Tl ne fournit que ’ensemble total des parties réelles des points
de réductibilité pour une représentation autoduale de la classe d’inertie
de .

Remarque 3.14. — Lorsque la structure de H(G, \) est donnée par un
énoncé semblable au corollaire 3.7 ci-dessus, I'hypothése (i) est automa-
tiquement vérifiée. L’hypothése (ii) l'est aussi par [15, §6.7], aprés [11] :
le quotient des valeurs propres est —p°©, i.e. 'opposé du quotient des de-
grés des deux représentations irréductibles formant 'induite de la cuspidale
dans le groupe réductif fini.

Remarque 3.15. — Pour des représentations o et 7 dont les types véri-
fient les hypothéses du paragraphe 3.1 (voir & ce sujet la remarque 3.18 plus
loin) on retrouve les résultats de réductibilité connus par ailleurs. En effet,
si G est un groupe symplectique ou unitaire les énoncés de ce paragraphe
se simplifient (car p = 1 et s; appartient & Gg) et, complétés par la pro-
position 3.12, fournissent Dirréductibilité de ind$ 7|det|* @ o si aucune des
représentations 7|det|® n’est autoduale, et sa réductibilité pour un unique
5 2 0 si 7 est autoduale. Il en est de méme si G est spécial orthogonal en
dimension impaire : le seul cas ol s; n’appartient pas a Gg est celui ou

B1 = 0, les espaces V2,---, V! sont alors de dimension paire, car chacun
porte une strate simple gauche non nulle, donc W NV est de dimension
impaire d’'ou p = —1 et ps; appartient a Gg.

Le cas du groupe spécial orthogonal en dimension paire est plus délicat.
L’irréductibilité de ind% 7|det|® ® o si aucune des représentations 7|det|®
n’est autoduale est donnée par le corollaire 3.4. Via les lemmes de Zhang
cités plus haut, on est assurés de 'existence de points de réductibilité réels,
pour w autoduale, dans tous les cas sauf le suivant : G est un groupe spé-
cial orthogonal et n est impair. De fait, si n est pair, s; appartient a Gg,
p = 1 et I'on retrouve les situations décrites plus haut. Supposons n impair ;
lautodualité de 7 entraine n = 1 par [2, Theorem 1]. Le cas d’exception
est donc celui de GL;1(F) x SO(2t, F'), Levi de SO(2t + 2, F). D’apres la
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proposition 3.3 il existera des points de réductibilité si et seulement si p
entrelace 7(9) et ps; appartient & G — en particulier il n’en existe pas si
WO AV ={0}. On pourrait comparer cette condition avec celle de Jant-
zen [12] selon laquelle I'induite a des points de réductibilité si et seulement
si o est équivalente a sa conjuguée par un élément du groupe orthogonal de
déterminant —1 (si W NV = {0} il est facile de voir que cette condition
n’est jamais satisfaite). Ce n’est pas notre propos ici.

Ces questions de réductibilité ont été beaucoup étudiées, en premier lieu
par Shahidi [17, Theorem 8.1] ; pour le cas d’exception citons par exemple
[14], [23], [12]...

3.3. Conclusion

Passons enfin a I’étude de la réductibilité sous les hypothéses communes
aux paragraphes 3.1 et 2.4, c’est-a-dire une décomposition autoduale V =
WED @ WO @ WM exactement subordonnée & [A,n,0, 3], avec W) =
V21 L Vet WEDaW® = V1 On pose Z, = WED @ W),
Zy = WO comme au paragraphe 2.4, et on note Gl+ (resp. G(+0)) le groupe
d’automorphismes de la restriction de la forme h & Z; (resp. Z3), Gy (resp.
G (0)) sa composante neutre, de sorte que G:;t = G{B) X Gf. Etant donné
que VInw© = {0} 1‘élément p introduit pour énoncer la proposition 3.3
est ici égal a 1.

Soient P et M comme en 3.1 et Py, M; leurs intersections avec G1. Le
corollaire 3.4 nous décrit une paire couvrante (Jp, Ap), dans G, de la paire
(JO 5 o (JDY), A0 @ ,(AD)) dans M = G0y X t(GLp(WW)). Supposons
que T (A0 = JO) ; 1a paire (J(©, X\©) est alors un type pour la classe
d’inertie de la représentation supercuspidale o = Ind?((g)))\(o) de G ([21,
Corollary 6.19]; x(9) est tordue d’une S-extension par un caractére, comme
dans la démonstration de la proposition 3.3). D’autre part bo(A(})) est
un 0, -ordre maximal de Endg, (W®) done (J, X)) est un type pour
une classe d’inertie de représentations supercuspidales de GLp(W M) [7,
Theorem 6.2.2] dont on note 7 un élément. Le diagramme 3.8 relie alors
étude de réductibilité des induites ind%7|det|* @ o & la structure de
H(G, \p).

Notre but est de comparer les parties réelles des points de réductibilité
des induites paraboliques indg w|det|®* ® o dans G aux parties réelles des
points de réductibilité des induites paraboliques indIGDl1 m|det|® dans Gj.
Dans (G nous avons une situation tout a fait analogue c’est-a-dire une
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paire couvrante (Jp, (A1), Ap,) de la paire («(JD), ((AD)) dans M; (ce
qui définit Ap, ).

D’apres le corollaire 3.4, si la représentation 2D pest pas équivalente a
XD ogy ousi sy wappartient pas a G g, les algébres H(G, Ap) et H(G1, Ap,)
sont isomorphes & H (M, Ap|jnnr) et H(My, Ap, Ty (Al)li) respectivement
et les induites ind$ 7|det|® ® o et ind}G,l1 m|det|® sont toujours irréduc-
tibles. Le premier cas est celui ou la classe d’inertie de m ne contient pas
de représentation autoduale et I’on retrouve le fait qu'une représentation
supercuspidale autoduale posséde un type autodual.

Placons-nous désormais dans le cas autodual ou 2D est équivalente a
PR o1, et supposons que s appartient a Gg. L’énoncé du corollaire 3.7,
dont on reprend les notations, peut étre précisé en ne faisant intervenir que
les intersections avec Gy. En effet P(9g ,,,) est égal au produit P(S)JT(()?ZE) X
PO}, ), de méme pour P(M1,,) et P(A,,). Comme bo(A?) est un o-
ordre autodual maximal de Endz(W )N B on a P(SDT(O) )= P(Sm(o) )=

0,0 log
P(Ag), de sorte que (cf. (3.5)) les algebres :
H(P(Moop) xop) = HPO,,),0(xg p M)
et H(P(Mop),x10) = H(POR ), (i o)

déterminent les relations quadratiques satisfaites par les générateurs de

12

12

H(G,\p). De la méme fagon, les relations quadratiques satisfaites par les
générateurs de H(G1, Ap,) sont déterminées par les algebres

HPEN ) (1 0p™) et H(PE,, ), ({1 p™M))

oll x1,0 et x1,1 sont des caractéres de P (A} )/P*(A},) tels que Xi(l)ﬁl
soit une 3-extension relative a M} et Xl_&/ﬁ une (-extension relative a 9.

Dans chaque cas on obtient une algeébre de Hecke H(G,~) sur un groupe
réductif fini G = P(M} )/ P (M} ), relative & une représentation super-
cuspidale autoduale v du sous-groupe de Levi de Siegel

P(AL)/PY(AL) =~ P(AS))/PY(ALY)) ~ GL(f, kg,)

ou kg, est le corps résiduel de F; et f la dimension de WO sur E. (On
rappelle comme au paragraphe 3.2 que la notion d’autodualité correspond
ici & yo 01 ~ 7, et que l'action de o1 sur GL(f, kg,) est équivalente a
g — tg7tsi B = 0 ou si By est ramifiée sur EY, & g — ‘g7 ! si B
est non ramifiée sur EY, la barre désignant alors 'action de ’élément non
trivial du groupe de Galois de kg, sur kE-(l).) Les relations quadratiques
correspondantes peuvent étre calculées au cas par cas a partir des travaux
de Lusztig. Quoi qu’il en soit, il arrive que ces relations soient indépendantes
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du choix de la représentation cuspidale autoduale . Lorsque c’est le cas, la
proposition 3.12 implique que les parties réelles des points de réductibilité
de ind% 7|det|* ® o et indgl1 m|det|® sont les mémes.

Exemple 3.16. — Si Ej est non ramifiée sur EY et de degré maximal
[Ey : F] = dim W le groupe G est isomorphe dans les deux cas &
U1,1)(kg, /k E?). Les relations quadratiques sont toujours homothétiques
a X% = (¢qg, — 1)X + qg,, avec quotient des valeurs propres —qg,. L’ap-
plication de la proposition 3.12 donne pour parties réelles des points de ré-
ductibilité 0 (double) et +3. Si Ey est ramifiée sur EY et de degré maximal,
le groupe G est isomorphe & SL(2, kg, ) ou O(1,1)(kg, ). Dans SL(2, kg, ) la
relation quadratique est soit X2 = (¢, —1)X +¢g, , soit X2 = 1, avec quo-
tient des valeurs propres —gg, ou —1, elle est sensible a la torsion; dans
O(1,1)(kg,) cest X2 = 1. Les parties réelles des points de réductibilité
sont soit 0 (double) et +3, soit 0 (quadruple).

Dans ces deux cas, pour toute représentation ¢ vérifiant les hypotheses
du présent paragraphe (voir la remarque 3.18), les points de réductibilité
de ind% |det|® ® o sont de partie réelle strictement inférieure & 1.

Si les relations ne sont pas indépendantes du choix de ~, la com-
paraison cherchée impose de comparer les caractéres xo et x; d’une part,
X1,0 et x1,1 d’autre part; c’est la qu’intervient le théoreme 2.15. Soit
donc wY; (resp. wj,_) le caractere de PT(A,,), trivial sur P'(A,,), qui
ax € PT(A,,)N M associe la signature de la permutation v — zvz~! de
JL. (Mo)NU~/ HY(Mo)NU~ (resp. JL, (9)NU/H (9M1)NU). Rappelons
que ces caracteéres ne dépendent que de la strate [A,n,0, 8] (lemme 2.2).

Les hypotheses du paragraphe 2.4 sont vérifiées par le sous-groupe para-
bolique P et la suite de réseaux My, ainsi que par P~ et My (3.5) et les
représentations k et k1 sont reliées par la condition :

rp (k) =rp (n<°> ® m) — k@ @uED) =rp- (k) =rp- (n<°> ® m) .

D’apres le théoreme 2.15, x, 1 est une B-extension relative & My si et
seulement si wxg (kO @ k) est une -extension relative a Mg ; de méme
X1 'k est une S-extension relative a 901 si et seulement si W%], X (O k)
est une S-extension relative & 9t;. Sur la composante en W(©) 1a torsion par
w{, ou wj,_ ne change pas le fait d’étre une S-extension car ces caractéres
sont triviaux sur tous les sous-groupes unipotents [21, Theorem 4.1]. La
condition se simplifie donc comme suit :

0)

(0))—1K(

Xalﬁ est une (-extension relative a My si et seulement si (x,
est une B-extension et W?Jxalm est une B-extension relative a MY ;
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et de méme en remplagant 9y par My et xo par x1. Notons au passage
que Yo et x1 different d’un caractére autodual [21, Remark 6.12] tandis que
w{, et wi,_ sont quadratiques ou triviaux. Finalement :

PROPOSITION 3.17. — Notons g = L(Xél)p(l)) et v = L(Xgl)p(l)). Les
générateurs de H(G, Ap) se calculent dans

H(P(MG o)/ P (MG o), 20) et HPM o)/ PHM ), 1)

170]5'

tandis que ceux de H(G1, Ap,) se calculent dans

H(P(M o)/ P (MG o), Yo Wir) et H(PM ,,)/P M) 71 W),

l,0g
ot le caractére w, (resp. wi,_) de P(A} )/P*(A},) associe a x € P(A},)
la signature de la permutation v — zvax~! de JL, (M{)NU~/ HL(OMH)NU~
(resp. JL, (M) NU/ H (M) NU).

Remarque 3.18. — Bien entendu ce résultat ne permet pas de traiter la
réductibilité de indg m|det|®* ® o pour n’importe quelle paire (7, ), puisque
les types attachés a 7 et o ont été construits a partir des éléments suivants :

— une strate semi-simple gauche [A,n,0, 8] et une décomposition auto-
duale exactement subordonnée & cette strate V= WD WO g @)
telle que VI = WD g w)

— un caractére semi-simple gauche 6 dont la restriction 69 @ 1(6(1)) &
H'(A)NM détermine un caractére semi-simple gauche () intervenant
dans o et un caractere simple 1) intervenant dans 7.

On ne peut 'appliquer qu’a des paires de représentations possédant des
strates et caracteres semi-simples sous-jacents au-dessus desquels il existe
une strate semi-simple et un caractére semi-simple convenablement décom-
posés comme ci-dessus, ce qui peut imposer des conditions de compatibilité
entre les caractéres 0 et 1(6(1)) (voir la définition des caractéres semi-
simples [20, Definition 3.13] et la notion de “common approximation” de
[5, §8]).

Précisons ceci, avec les notations du paragraphe 3.1. On choisit un type
pour la représentation supercuspidale autoduale 7 avec strate simple sous-
jacente [AM (M) 0,28M)] et caractére simple sous-jacent (1), On peut
sommer la strate [A(), n() 0, 3] et la strate duale dans W (1) de facon
A obtenir une strate simple gauche [A!,n',0, 3!] dans V! A laquelle V! =
WED oW soit exactement subordonnée [2] [10], avec 1 = -V g ().
On choisit par ailleurs un type pour o avec strate semi-simple gauche sous-
jacente [A(©) n(9 0, 30] et caractere semi-simple gauche #(®). On se ra-
méne au cas ot A et A(®) ont méme période. La proposition 3.17 s’applique
alors dans les cas suivants : n! = n(9 et les polynémes caractéristiques des
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strates [A',n',0, 3] et [A®) n(® 0, 30)] sont premiers entre eux; n' =0
et B9 est inversible; n(®) = 0 et B! est inversible. Si les strates sont moins
“disjointes”, un examen plus approfondi est nécessaire pour déterminer si
0™ et 0O vérifient les conditions d’existence d’un caractére @ comme ci-
dessus.

En particulier ce résultat s’applique toujours si la strate sous-jacente a 7
est nulle et 5(9) inversible. En revanche le cas d’un caractére autodual 7 de
GL(1, F) et d’'une représentation o attachée a une strate semi-simple dont
une composante simple est nulle (ce qui est automatique dans un groupe
spécial orthogonal impair) ne reléve pas de la proposition 3.17.

3.4. Exemples

Commencgons par illustrer la signification de la proposition 3.17 & partir
d’exemples basés sur les calculs de paires couvrantes et d’algebres de Hecke
déja faits dans Sp(4, F') [1]; le groupe G est ici symplectique.

Le cas des représentations supercuspidales autoduales m de GL(2, F') vu
comme sous-groupe de Levi de Siegel de Sp(4, F') [1, Tableau (3.17)] est
conforme a I'exemple 3.16 ci-dessus. Passons au cas le plus intéressant,
celui d’un caractére quadratique ou trivial ¥ de GL(1, F'). Notons x la res-
triction de Y & o. La paire couvrante (Jp, (A1), Ap,) dans G1 = Sp(2, F)

X
correspondante est tout simplement la paire (I, xo) ou [ = (;F Zf) NGy
F g

est un sous-groupe d’Iwahori et xo ((25)) = x(a), (¢4) € I. Les deux

sous-groupes parahoriques maximaux contenant I sont Py = SL(2,0F)

X —1
et Py = (;F pOFX ) N G1. La seule (-extension du caracteére trivial de
F U

I' = (1+pF 7r )N Gy a I relativement a 'un ou l'autre de ces paraho-

pr 14pr
riques est le caractere trivial. Notant encore x( le caractére du sous-groupe

parabolique image de I dans le quotient réductif de Py ou de Py, on voit
par le corollaire 3.7 que les relations quadratiques déterminant la réducti-
bilité sont deux fois celle satisfaite par un générateur de H(SL(2,kr), x0),
soit (X +1)(X —¢q) =0 (A) (ro = r1 = 1) si x est trivial sur o},
(X+1)(X —1)=0(B) (ro =r1 = 0) sinon, d’ou la structure bien connue
pour H(SL(2, F), xo) et les points de réductibilité de parties réelles 0 et 1
dans le premier cas, 0 quatre fois dans le second, pour la représentation
= 1SP(2,F) o s
indp, x| 15

Occupons-nous maintenant des représentations indi,p (*F) Xl |P®c oo
est une représentation supercuspidale de Sp(2, F'). L’examen des tableaux
(2.17) p. 676 et 1 p. 677 de [1] appelle quelques remarques.
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(i) Lorsque o est une représentation de la série non ramifiée “excep-
tionnelle”; i.e. induite & partir de linflation & SL(2,0r) d'une
représentation cuspidale de SL(2,kr) qui ne se prolonge pas a
GL(2,kFp), et si x n’est pas trivial, on trouve une relation dont le
quotient des valeurs propres est —g?. De fait, dans ce cas la strate
sous-jacente a o est une strate nulle, la strate sous-jacente a m = x
aussi, et nous ne sommes pas dans les conditions d’application de
la proposition 3.17 (voir la remarque 3.18). C’est pourquoi cette
proposition ne permet de prévoir ni ce cas, ni les autres cas dits
“de niveau 0” ou o est induite de I'inflation d’une représentation
cuspidale de SL(2, kr) qui se prolonge a GL(2, kr).

(if) Si x est trivial, on trouve deux relations de type (A) si o est de la
série non ramifiée et de niveau strictement positif, deux relations
de type (B) si o est de la série ramifiée; si x est non trivial, c’est
exactement le contraire. Ces cas relévent de la proposition 3.17,
les caracteres w?; et W(lj, sont nécessairement triviaux dans le cas
non ramifié et non triviaux dans le cas ramifié.

Dans un groupe symplectique on a calculé dans ’exemple 2.16 les ca-
ractéres w; et wlU_ dans le cas d'un caractére autodual ¥ de GL(1, F) et
d’une représentation o de Sp(2N, F') attachée & un type simple maximal ot
I’élément B9 engendre une extension totalement ramifiée et y est de va-
luation congrue & —1 modulo dim W (). Ces deux caractéres sont égaux au
caractére quadratique non trivial de o} (comme dans (i) pour N = 1). La
proposition 3.17 nous permet de comparer comme ci-dessus la réductibilité
de indip@NJrQ’F) X| I° ®@ o a celle de indiﬁ)(z’F) X| |?. On en déduit qu’il y
a un unique caractére autodual ¥ de F* tel que ind?;p(zNH’F) Xl P®o
soit réductible en s = 1, et que la restriction de ce caractére a o5 est non
triviale. Il s’agit donc, comme on s’y attend par ailleurs, d’un caractere qua-
dratique ramifié. Cependant (voir remarque 3.13), la détermination exacte
de ce caractere parmi les deux caractéres quadratiques ramifiés nécessite
des calculs plus poussés qui sortent du cadre du présent article.
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