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INTERPOLATION D'ESPACES VECTORIELS
QUI NE SONT NI NORMES, NI COMPLETS. APPLICATIONS

par Paul KRÉE

Introduction.

Ce travail contient deux parties :
I. On s'intéresse d'abord à l'interpolation d'applications

quasilinéaires entre couples d'espaces quasinormés pas for-
cément complets. On étudie plus particulièrement la méthode
d'interpolation par les espaces de moyenne et l'on obtient
la transposition de certains résultats que Lions et Peetre
(voir [12] et [13]) ont obtenus dans le cas des espaces de
Banach.

II. En ce qui concerne les applications on donne d'abord
l'expression explicite de K(<, f) pour /*e L01 + L°°(a > 0) où
L01 et L°° sont deux espaces de Lebesgue :

^{t, f) ̂  (f^ r^) d^
où f* est la fonction sur R4" qui est équimesurable à f.

Le cas a == 1 est dû à Peetre : voir [16].
Ceci permettrait d'expliciter les espaces obtenus en appli-

quant la méthode des quasi-normes fonctionnelles (voir
Peetre à paraître) à un couple d'interpolation du type (L01, L00).

On démontre ensuite l'identité :
(L^° L^)ôp === L^

avec po ̂  Pi dans ]0, + °° [
0 < 0 < 1 , y, et re]0, + oo]

J-= 1 - 9 -°-
P6 Pô Pi

les espaces L^ étant des espaces de Lorentz.
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Cette relation a été démontrée pour pj > 1 et r ;> 1 de deux
façons différentes par Calderon ([2]) et Lions et Peetre ([12]
et [16]). Nous l'étendons au cas très important dans les
applications où po ou pi = 1 et en même temps au cas moins
intéressant :

pj ou r < 1.

Ceci entraîne le théorème annoncé par Hunt dans [6], donc
l'extension du théorème d'interpolation de Marcinkiewicz
« à tout le quart de plan ».

En ce qui concerne les espaces L^ avec poids us, avec change-
ment d'espaces de valeurs A.j (voir notations complètes au § 7)
on démontre en suivant les méthodes de Lions et Peetre

(L^(Ao), L^(Ai))ô., -> L^;((AoAi)e.p).
— Cette relation a pour corollaires directs des extensions

du théorème de Marcinkiewicz concernant des espaces définis
par une condition du genre : « un sup de quasinormes est
borné ». C'est le cas par exemple :

— des espaces type MORREY (on obtient une forme un
peu plus générale du théorème 1.2 du travail [21] de Stam-
pacchia).

— des espaces type H^ (on obtient un énoncé différent
de celui énoncé dans [8] par Igari).

— des espaces de fonctions R -^ C définies par une condition
du type :

1 ^+T \~Psupf1 r'i/wi^or>o \ l <y_-T
i "/A^^ <oo.

Nous employons les conventions suivantes :
—Tous les espaces vectoriels que nous considérons sont

supposés complexes (mais rien ne change s'ils étaient réels,
complexes ou sur le corps des quaternions ; et certaines parties
s'adaptent à des corps p-adiques !).

— L'emploi de la lettre C est réservé pour désigner des
constantes.

Je remercie vivement Monsieur Lions qui a activement
dirigé ce travail et Pierre Grisvard qui m'a initié à la théorie
des espaces de moyennes.
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L INTERPOLATION D^ESPACES QUASINORMÉS

Nous commençons par rappeler la définition des espaces
quasinormés (voir [10]) et le langage « catégorique » habituel
concernant la théorie de l'interpolation. On énonce ensuite
( § 2 ) quelques définitions équivalentes des espaces obtenus
en appliquant le procédé des quasi-normes fonctionnelles
de J. Peetre (à paraître).

On donne au § 3 quelques propriétés des espaces de moyenne
à deux paramètres. La définition des espaces (Fo, Fi)e p est
rappelée au § 4. Notons que tous ces résultats se transposent
si, au lieu d'interpoler des applications quasilinéaires entre
couples d'espaces quasinormés, on interpole ces applications
entre ensembles de n espaces. De même (et ceci sera d'ailleurs
utilisé au § 8A) on peut supprimer toutes les hypothèses de
séparation (par exemple l'hypothèse (1)). On peut donc inter-
poler des espaces semi-quasinormés. En ce qui concerne les
autres méthodes d'interpolation :

a) la méthode complexe (voir [1] et [2]) peut être définie
pour interpoler des applications linéaires entre couples d'espaces
quasinormés; mais l'identification des espaces obtenus est
difficile car on ne dispose plus des noyaux de Poisson.

&) On peut transposer la méthode de Gagliardo (voir [3]).
Notons qu'il est très probable (voir [18]) que les espaces

définis à l'aide des fonctionnelles d'interpolation usuelles sont
en fait des espaces de moyenne.

1. Généralités.

1.A. Définitions des espaces quasinormés.

DÉFINITION 1. ^Quasi-norme. Espaces quasinormés.^
a) Une quasi-norme sur C-espace sectoriel F est une appli-

cation
F—^R+
/ '^——l/ t r .
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(1) Inapplication |.|p ne s'annule qu'à V origine de F.
(2) |.| y est positivement homogène:

VX complexe, If dans F, | \f \ p = \ X| \f | Ip.

(3) L'application I . IF ̂  quasi-sous-additive :

3C(F) > 0, V/^t g dans ¥\f+ g|p ̂  C(F)(|/*[p + IQIp).

b) L'espace quasinormé F 6^ l'espace F muni Je Za topologie
où le filtre des voisinages de tout point f^ de F admet pour base
les « quasiboules »

W S/^F; l^-/*l^<^-i P01111 ^ = 1 , 2 . . .

C'est une topologie d'espace vectoriel topologique métri-
sable (car le filtre des voisinages de l'origine admet une base
dénombrable).

Notons la propriété (voir [10]) : pour que la topologie d'un
evt séparé soit définissable par une quasinormé, il faut et il
suffit qu'il admette un voisinage de l'origine borné : on prend
comme quasinormé la jauge de ce voisinage.

F et G étant deux espaces quasi normes et si T est une appli-
cation linéaire : F —> G on voit que T est continue si, et seule-
ment si, elle est bornée sur une quasiboule de F :

(5) 3C(T) VfeF ITÏI^Cffîl/'iF.

On dira que F et G sont deux espaces quasinormés isomorphes
s'ils sont isomorphes comme espaces vectoriels et s'il existe
des constantes C' et C" telles que

(6) V/'eF C'|/>|F<|/•|G<C / /|/•|F.

On dit alors que les quasi-normes [ . [ p et | . le sont équiva-
lentes. D'où il résulte (naturellement) la notion d'espaces
quasinormables : chaque espace quasinormable correspondant
à une classe d'équivalence d'espaces quasinormés isomorphes.

Des exemples seront étudiés dans la 2e partie : espaces de
classes de Hardy H^ espaces de Lorentz L^... Pour p et q^> 1,
les espaces L^ sont isomorphes à des espaces normes. Mais
ceci n'est plus vrai pour p et q ̂  1 : on ne sait pas si c'est
vrai pour l'espace L100 très important dans les applications;
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^
en tout cas, c'est faux pour p === q == — et dans le cas où

2i
l'espace mesuré est R $ car on sait que le dual de L112 (R) est
nul.

l.B. Le langage « catégorique » de la théorie de Vinterpolation,
(/ désigne l'un quelconque des nombres 0 et 1.)

DÉFINITION 2. (Les couples d'interpolation.)
Un couple (V interpolation (Fj)j (^espaces quasinormés corres-

pond à la donnée de deux espaces quasinormés Fo et Fi continue-
ment plongés dans un espace vectoriel topologique F.

A ce couple, on associe :
(7) Fo n Fi qui est l'espace vectoriel Fo n Fi muni de la

quasi-norme \f\ = max |/*|y.

(8) Fo + FI qui est l'ensemble des vecteurs de F qui
peuvent s'écrire fo + fi (avec /;eF,). On peut d'ail-
leurs mettre une quasinorme sur cet espace (voir [13])

(9) mais c'est inutile ici. On peut remplacer dans tout ce
travail F par tout autre espace vectoriel contenant
Fo et Fi; donc en particulier par Fo + Fi. Il a été
aussi remarqué qu'il serait plus logique de parler

(10) de triplets d'espaces vectoriels plutôt que de couples,
car pour construire les 4 espaces Fo, Fi, Fo + FI
et Fo n Fi, il faut en connaître trois !

DÉFINITION 3. (Applications quasilinéaires : voir [3]. La
catégorie des couples d9 interpolation.)

1. F et G étant deux espaces quasinormables, une applica-
tion T :

F -> G est dite quasilinéaire s^il existe une constante C(T)
telle que

(11) VX V/* |T(À/')<C(T)|X|1^| |
(12) -if et f dans F|T(/*+ D < C(T)(|^| + 1^1).

2. (Vj)j et {Gj)j étant deux couples d'espaces quasinormables,
une application T : Fo + Fi —> GQ + Gi est dite quasilinéaire
s^il existe une constante C(T) telle que pour tout f de Fo + Fi
et toute relation f = fo -{- fi^j^ F/) il existe une décomposition
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T/'= go + gliêj^Gj] telle que
(13) 1^<C(T)|/-,|,.
3. La catégorie des couples d'interpolation est celle dont on

vient de définir les flèches.
Notons :
La définition donnée au 2° redonne la définition du 1°

dans le cas particulier où Fo === Fi et Go = Gi.
Si une application T a la propriété énoncée par (13), alors
(14) Vfe F, + F,, |T/1<^<, < C(T)|/1^p.
(15) VX, V/-eF+F,, |T(V)IG.+G.<C(T)|X||/-|^..
DÉFINITION 5. (Méthode ou procédé d'interpolation).
Une méthode (ou un procédé) d9 interpolation est un procédé

qui attache de façon canonique à tout couple d9 interpolation
(Fj)j{Gj)j. . . un espace quasinormable F, G . . . contenu dans
Fo + Fi, Go + Gi . . . tel que toute flèche T : (F^. -> (G^.
définisse par restriction à F une application quasilinéaire à
valeurs dans G (nous ne supposons pas la continuité de l'injec-
tion de F dans Fo + Fi, ni le fait que F contienne Fo n Fi).

2. Méthode des quasi-normes fonctionnelles (J. Peetre).

Cette méthode introduite par J. Peetre généralise la méthode
des espaces de moyenne. Elle fait intervenir la fonction K(^, f )
(voir [16]) et un certain réseau X de fonctions.

DÉFINITION 6. — (Fj)j étant un couple d9interpolation d^es-
paces quasinormables et f un vecteur quelconque de fo + fi
on pose pour tout t > 0

(16) K(^/ ' )== inf | A ) | o + < I A I r
f=fo+ftw

On devrait dire en toute rigueur qu'à un choix d'un couple
de quasinormes sur les Fy, il correspond une fonction
( i—^ K((, f) ; et que si l'on fait un autre choix d'un couple
quelconque de quasinormes, on obtient une nouvelle fonc-
tion R(t, f) qui est « équivalente » à la fonction K((, f) au
sens suivant :
3C' et C7' W C'K^, f) < K((, f) < C'K^, f).
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En fait, on associe au couple {Fj)j et à fe Fo 4- FI une classe
«d'équivalence» de fonctions K(^, /*). La fonction K(^, f)
est concave et continue. Il est donné dans [19] une inter-
prétation géométrique de K((, /*). On vérifie facilement que

(17) K(t,\f)==\\\.K^f)
(18) K((, /•+ f) < C(F)(K((, f) + K((, H)

où Fon a posé C(F) == max C(Fy).

DÉFINITION 7. (Réseaux X). — On se donne une application
K-^[K|x de V ensemble des classes d'équivalence de fonctions
positives R4' -^- R4', définies à un ensemble négligeable prèsy
à valeurs dans R4 qui est croissante^ positivement homogène^
nulle seulement si K == 0 et qui est quasi-sous'additive :

(19) 3C, VKi et K^, |K, + K^x < C(\K^ + JK^

Le réseau X e5( par définition l'espace vectoriel (naturellement
quasinormé) des classes d^ applications

(20) K : R+ -> R4- telles que \f\^ < oo.

PROPOSITION 1. — (Définissant le procédé des quasinormes
fonctionnelles). — Tout réseau X de fonctions numériques sur
R+ définit une méthode d9 interpolation de la façon suivante:
à tout couple d'interpolation (Fj)j d'espaces quasinormables,
on associe l'espace (Fo, Fi)x (naturellement quasinormable)
des vecteurs fe Fo + Fi tels que

(21) | ^ | x= |K( . , / ' ) | x<w.
Car si Fon a une flèche

(22) T: (F,),——(G,),
f^ g = Tf.

on a avec (13)

K(t,g)= inf |g,l+^i|
9=:f,+g,

d'où

9,60,
< C(T) inf |/o| + tIAI = C(T)K((, /•)

J^Jo+Ji
^e'?j

|g|x==|K(î,g)|x<C(T)|K((J)|x<C(T)l/-|,.
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Voici deux nouvelles définitions équivalentes de (FoFi)x.

PROPOSITION 2. — (Nouvelles définitions de (Fo, Fi)x). —.
Avec les notations de la proposition précédente^ Fx peut encore
être décrit de l'une des deux manières qui suivent:

1- (Fo, Fi)x est l'ensemble des f de Fo + Fi telles qu'il existe
des applications Uj : R+ -> F^ telles que pour presque tout
t > 0 on ait :

(23) f= u,{t) + u,{t)

les fonctions numériques t\—>- \Uo(t)\o et t\—^t\u^{t)\^ étant dans
X (la quasinorme naturellement associée étant équivalente
à la quasinorme (21)).

2. Même chose mais on peut supposer en plus les fonctions
Uj continues et affines par morceaux.

Preuve :
a) les conditions du 2° entraînent les conditions du 1°.
b) Si /*€= Fo + Fi satisfait aux conditions du 1°, (23) et (16)

entraînent

(24) K^y-Xluo^lo+^^li,

donc K^. , /*) est dans X.
c) Supposons f tel que K(., f ) soit dans X et montrons que

l'on peut réaliser les conditions du 2°. Y£, et pour toute valeur
de t de la forme en = t\n e Z) on peut trouver des vecteurs
Uj^) dans Fj tels que

(25) |uo^)|o et t'Iu^lo^l+Ê)!^',/).
f=u^)+u^).

On prolonge alors les fonctions Uj ainsi définies pour (' appar-
tenant à la suite (e")^ en des fonctions définies pour tout
t > 0 en interpolant à l'aide de fonctions affines dans chaque
segment limité par deux points consécutifs de la suite.

Vu les propriétés (19) du réseau X, il suffit de démontrer
qu'il existe une constante C telle que

(26) ^ |uo(t)|o<CK(^)
(27) Vf, (K(^<CK((,/').
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La majoration (26) résulte du fait que d'après (25), elle est
vraie pour (' == <°" et qu'entre (' == o" et ^ = ̂ n+l le 1er membre
de (26) est majoré par une fonction affine (de t) alors que le
2e membre est une fonction concave.

La majoration (27) nous semble moins évidente.
Suivant [3], introduisons la partie suivante My- du quart

de plan xOy limité par deux demi-droites perpendiculaires
Ox et Oy.

(28)
^=\{xy\ 3/}e.F,; / • = / o + A avec |/o| < ̂ ; 1A I<2 / ! .

C'est un ensemble stable par toute translation de vecteur
{x, y) avec x et y ;> 0; et de plus M^ est « quasi-convexe » :

S'il contient deux points m^ et m^y il contient le transformé
du segment m^m^ par toute homothétie de centre 0 et de
rapport > max C(Fy).

Suivant J. Peetre (voir [19]) on remarque que K(t, f)
représente l'ordonnée à l'origine de la droite d'appui de My
de pente (— t).

(29) Posons tj = ê^ et montrons (27) pour t = ̂ +° avec
0<0<1.

(30) Posons K, = K(^, f) et AK == Ki ~ Ko.
Soient m'j les points de My correspondant à (25) pour t' == e"4"7.
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On peut prendre chacun d'eux arbitrairement voisins des
points rrij où les tangentes à M/ de pentes — tj touchent My.

Une borne supérieure du premier membre de (27) peut
s'interpréter géométriquement :

— en introduisant les points

(31) m tel que m == (1 — \)mo + ^Wi avec X = —=—0
t! — ^0

m' arbitrairement proche tel que

m' = (1 — \)m'Q + X^

en appelant rc, et x les abscisses de my et de m.
En traçant la droite (D) de pente ( passant par m' on a

l^)l i<C(F)(^+o(l))

d'où l'interprétation géométrique donnée sur la figure (à
une quantité arbitrairement petite près) de la valeur maximum
, t\u^{t)\r\ Ct ' ' ' '

W 'De même, vues les différentes formes possibles pour M ,̂
traçant la parallèle (P) à (D) passant par p. On peut estimer
(voir figure) la valeur maximum de K(<, /*) si (D), (D^)w, m^
sont donnés.

Pour vérifier (27) il faut donc voir si

t\u^{t)\ max < C(K(^, f) mini).

Soit en explicitant

tW - X) + ̂  + o(i)) < CK<)^~/)+Kl(<~ to).
h — H

D'où encore en remplaçant \ et K.i par leurs expressions
déduites respectivement de (30) et (31)

t[x,^ - t) + {t - (0)^1 + o(l)] < C[Ko(^ - <o) + AK(( - (o)].

C'est-à-dire en prenant les plus grandes valeurs possibles pour
les Xp

Ko , , . . Ki-Ko AKXQ == —- et x^ == abscisse de p = —-———- = ———
ÎQ ti — to (i — IQ
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et en remplaçant t et tj par leurs expressions (30)
/^n+l _ pn+Q ,,n+0 _ pu \

^(——————K.+^^.AK+ofl))

< CCKo^ - ̂ ) + AK(^+6 - ^ra)]
soit

e\e - ^)Ko + ^ e^-^ AK + o(l)

< C[Ko(6 - 1) + AK(e° - 1)]

ce qui est vérifié pour tout Ko > 0 et tout AK ̂  0 en prenant
C == e et o(l) « suffisamment petit » c'est-à-dire les points m'j
suffisamment proches des points m^

Remarques. — 1. On peut définir le procédé des quasinormes
fonctionnelles en supposant que l'application K-> |K[x de
la définition 7 est seulement définie pour les K concaves
continues croissantes; mais pour énoncer la proposition 2,
il faut que l'application K — ^ | K [ x soit définie pour toute
classe d'équivalences de fonctions numériques K: R'^'—^R'^'.

2. L'intérêt du 2° de la proposition 2 résulte du fait que si
une application Uj : R4" —>- Fj est continue cela n'entraîne
pas la fonction numérique (i—^\Uj{t)\ soit continue ou seule-
ment mesurable. Mais ceci a lieu si la fonction Uj est non seule-
ment continue mais affine par morceaux.

3. On peut préciser l'énoncé de la proposition 2 de la façon
suivante :

on peut supposer que la fonction t—> |uo(t)|o est croissante,
et que la fonction t—>\u^(t)\o est décroissante.

3. Méthode des espaces de moyenne à 2 paramètres.

S.A. Définition et généralités.

Cette méthode est un cas particulier de la méthode des
quasinormes fonctionnelles (voir § 2) lorsque l'on considère
le réseau suivant.

DÉFINITION 8. — (Réseau L^; espaces (Fo, Fi)ep).
1. Pour tout 0 réel et tout p e ]0i + '20]; L^Q désigne le réseau

des classes de fonctions f: R4'~> R4" telles que V intégrale supé"
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rieure de {t^f^^ relativement à la mesure —» soit finie. Et
Von pose

(32) i/'i^-dw-ff Mw^y
\J^eR4- t; /

{pour 0 == 0, on notera cet espace L^).
(33) 2. Pour (ou( Oe]0, l [ et tout p e ]0, +00] fc procédé

des espaces de moyenne {d'ordre (0, p)) associe à tout couple
d'interpolation d'espaces quasinormables {Pj)j l'espace naturel-
lement quasinormable et noté (Fç, F^A, des vecteurs f de F() + F^
tels que

(34) t-^K^f) = (-6 inf |/o| + t\fo\ soit dans L^
f=f^fi
fj^j

La proposition 2 prouve l'équivalence de cette définition
avec celle supposant l'existence d'une décomposition

Vt, f = u,{t) + Ui(()

avec u^ : R4' —>• F^ les fonctions numériques ^"'^^(^Ij étant
dans L^.

On pouvait supposer les Uj « régulières » (2° de prop. 2).
La proposition (3) prouve que l'on peut « discrétiser » et

que l'on peut « faire une homothétie sur les paramètres — 0'
et 1 — 0" » : voir respectivement chapitre II et théorème 5-2
de [13].

De même les § 3B et 3C donnent quelques propriétés
correspondant à des énoncés de [13] mais à des démonstra-
tions différentes de celles de [13]. Bien sûr, la propriété décrite
dans [9] comme étant relative à des espaces de Banach Fy
et à (Fo, Fi)Q avec p ^ 1 est encore vraie avec seulement :

p > 0 et les espaces Fj quasinormés.

PROPOSITION 3. — (Définition discrète des espaces de
moyenne et possibilité de faire une même homothétie sur
- 0 et 1 - 0).

Quels que soient 0 et p tels que (33) et le couple (Fy) d'espaces
quasinormables, l'espace de moyenne (F(), Fi)o peut être décrit
des quatre façons équivalentes suivantes et ceci pour tout
X réel^O.
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IX) C'est l'espace^ quasinormable naturellement, des vecteurs
f e= Fo + FI tels que Von ait pour presque tout t > 0 :

(35) f = u^t) + u^(t} avec Uj : R+ -> Fj

les fonctions l^0""6^^)! étant dans L£.
2X) C'est l'espace des fe Fy + FI ^fc çue Von ait la même

chose avec en plus :

(36) les fonctions Uj : R4' -> Fy 5on( continues et affines par
morceaux.

3X) C'e^î l'espace des /*e Fo + Fi tefc çue Za fonction concave
continue

(37) (-> inf t-^\f.\ ̂ ^^f^ soit dans L^.
/=/o+/i

/,e^.

4X) jE^ c'est encore l'espace (toujours naturellement quasinor-
mable) des vecteurs /*eFo+Fi qui s'écrivent

(38) Vn e Z /• = Mo/, + în

ap<°c Uyn rfayi^ F^ e( ^"^l^nly dans lp.

Preuve. — Pour prouver que 1\ '<r=^- li pour l = 1, 2 ou 3.
Il suffit de faire le changement de variable t —> (\

Vus la proposition 3 et le fait que 4^ <4=^ 4-^ il suffit de
prouver 2 choses (si X > 0),

— 4X ==^ IX : l'idée est d'interpoler les suites discrètes par
des fonctions affines par morceaux.

— 3X =^ 4X : on utilise le fait que ( l—^- K{t, f ) est une
fonction croissante.

Plus précisément, supposons d'abord que/* vérifie 4X soit (38).
Posons Ujn == UjÇe^) et si

e^ < t < e^W v t ~~ e n
^X(n+l) _ ^Xra

on pose

d'où
U^t) = (1 — ^)u^ + PM^+i

<-x61^(t)|o<C.-xe"(|UoJo+|^n+l|o)
et

/̂ g).(n+l) 7.
/ /^-')lfil-- /^M \n at
^gÀ(n+l) 7.

J^ ( l̂ u^p T < c^e''l "o"!»)" + ̂ "1 ^"l")')
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d'où

^(^eK(^)lo)PA<2C ï (e-^\u^y.
J 0 v 7l==—00

On majore de la même façon la quasinorme de

t^uMi
dans LS.

Réciproquement supposons que l'on a 3X. Alors pour tout
t •=== é^ il existe une décomposition (38) avec

|uojo et ^ |uJi<(l+£)K(^,/ ')
d'où

^-°Wb < (i + ̂ -^K^, /•)
et

^\(n+l-j) J.

^W < C(l + e) ̂  |r8K((, ̂ 1" -^

d'où la majoration voulue par addition de ces relations.

3B. Autres propriétés.

PROPOSITION 4. — (Convexité, (FoFi)ôp est une fonction
croissante de p).

1° Voici une quasinorme dans (FoFi)Qp équivalente aux
quasinormes intervenant dans la proposition 3

(39) l/'ie^mfir^lol^.l^luil.ltp.

Pour tout les Uj: R"1" -> Fj telles que f == u^t) -\- u^t),
2° Soient (Fy) et (Gy) deux couples d9 interpolation d^espaces

quasinormes et T une flèche (Fj)j —>• (Gj)y
Notons II T II j les quasinormes des applications

T|F,: F,-^G,.

(40) Alors la quasinorme de l'application définie par res-
triction de T :

(Fo, Fi)e^ —^ (Go, Gi)e^
e^î majorée par

IITII^.IITIIÎ.

3° Quels que soient 0 et p tels que (33) et le couple d'inter-
polation (Fy) l'espace de moyenne (Fo, F^Qp <0^ une fonction
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croissante de p :

(41) p < q => (Fo, Fi)e, -^ (Fo, F,)e,;

(ce qui signifie que l'application identique de Fo + F^ définit
par restriction à

(42) (Fo, Fi)e.p
une application quasilinéaire à valeurs dans (Fo, Fi)ô^.

Preuve. — Pour prouver le 1°, on procède comme dans la
démonstration du lemme 3 de [13].

Pour le 2°, si jfe (Fo, Fi)e,p alors

IT/lo, = ^ inf MVo(t)|o|L£-6 MV^Mtp
T^voa^^ ^ IrQlTuo^loll^l^lT^^I,!^

/===uo(0+ui(0

< IITII^IITII? inf Muolollr0.^-9!»!!!^
/=Uo+Ui

=l|T|llo-6||T||^|/•|ep.

Le 3° s'obtient en définissant (Fo, Fi)ôp à l'aide de K((, f)
et en utilisant l'inégalité suivante :

Voir [15] ou remarques 2 et 3 de [9].
Si f(t} est une fonction positive croissante :

R+-^R+ et si 9 > 0 ;
posons :

u{t)=t-W.
Alors si

0>p<ç< ûo,(43)
on a : i i

Hi^ô^ ^MLS.

3.C. Stabilité.
La proposition suivante correspond au théorème 2.2 de [13].

PROPOSITION 5. — (Fy)y désigne un couple d'interpolation
d'espaces quasinormés. On se donne des nombres réels 0^, Yjy
et 6 tels que:

0 < 60 < 61 < 1
y i ,= -e+ôy et ïio.ïii<0

(44) 0 < 9 < 1.
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Posant

(45) œ=-e-^e^-=-Jrk_.
e! — ^0 YÎO — ïll'

Alors (avec la notation (42))

(^) ((Fo, F,)e,,, (Fo, F^.J^-1(Fo, F,)e,,.
Preuve. — Posant

X,=(Fo, F,)̂

on voit que tout vecteur f du 1er membre de (46) est tel que

^L^Ia;ok+^la;llx- dans L^
mais l'on a

Mx, = ̂ P ̂ i^io + fi-nf^
d où

^M., re(1^10 + 1^0) + ̂ ""(l^li + l/ÏJi) dans L?
^=/^^

donc
^^(^Ifolo+^1/1!!) dans L5.

Donc /• est dans (Fo, F^ep.

n. APPLICATIONS

Nous commençons par rappeler quelques généralités sur les
notations usuelles et les propriétés des espaces de Lorentz LW
pour

pe]0, + oof et qe]0, + oo].
On notera :

— que l'on suppose d'ordinaire p et q > 1 : voir m parexemple, L j r
— pour p et q > 1, les espaces LW que nous considérons sont

identiques à ceux de [1].
— mais pour p > 1, les définitions de [1-) et de ce travail

sont différentes.
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Au § 5, on donne une expression explicite de K(^, f) pour
tout fe L01 + L00 (avec a > 0) : voir [16] pour le cas a == 1.

Au § 6, sont explicités les espaces de moyenne entre couple
d'espaces de Lorentz : les calculs utilisent le procédé inauguré
dans [6] et [7] consistant à introduire f* au lieu de /^.

En ce qui concerne les espaces 1̂  avec poids et changement
d'espaces de valeurs, on énonce une proposition. Cette propo-
sition est utilisée dans le § 8 pour obtenir certaines extensions
du théorème de Marcinkiewicz : travail [21] de Stampacchia
sur les espaces ^'x : travail [8] d'Igari sur l'interpolation
des espaces H^" . . . ou, plus généralement pour énoncer des
théorèmes d'interpolation concernant des espaces définis
par une relation du genre : « un sup de normes est majoré ».

On se donne dans cette partie un espace localement compact
Q avec une mesure de Radon pi ̂  0.

Jusqu'au § 6 inclus, par « fonctions définies sur Q » nous
entendrons toujours des classes d'équivalence de fonctions
pi-mesurables au sens de Lusin : Q —> B où B est un espace de
Banach fixé. A partir du § 8, on considérera des « fonctions »
à valeurs dans des espaces (pas forcément de Banach) diffé-
rents et alors les hypothèses de mesurabilité à faire varieront
suivant les cas. Ces hypothèses seront précisées plus tard.

Il interviendra constamment dans cette partie les 2 tech-
niques suivantes :

1° Emploi de l'inégalité de Hardy: voir [4].
Pour tout [S réel et tout p e [1, -[- oo], notons L^p l'espace

de Banach des classes de fonctions : R"1" -> C qui sont mesu-

rables pour la mesure — et telles que ^|9(t)| soit de puissancei/
p6 sommable relativement à cette mesure.

Posons
l

0^°° /7A P
(52) llîlkp,.- Wt)}?-)

0 v /

(ne pas confondre avec les réseaux L^p de la définition 8).
Alors l'application

(53) ç(,) ̂  y(() = 1 F 9(0) rfû
i J 0
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est linéaire continue de IA à L^g si

(54) P < 1 et - l-<- l-.x / r r î
De même l'application

(55) ^)^J-r\(e)JO

est linéaire continue de L^g à L^p si

(56) P > 1 et -^^T-

2° Opération de troncature,
Pour tout /c > 0, l'opération de troncature de la fonction f:

Q -> Fj (ou d'une classe d'équivalence de fonctions définies
presque partout; Fy est un espace quasinormé) consiste à
écrire

f==fo+fi
avec

w\ f(w}~ ^œ) si 1^!</f-(57) /i(fa>) - Q ^ ^^^ ^ ̂

donc
. ^_^ o si ly^K/c.
^ ' - ï f ^ ) si |f(co)| >/c.

Remarque. — Tous les raisonnements figurant dans cette
partie subsistent si l'on remplace les espaces considérés
(L^, L^ . . . ) par des sous-espaces munis de la topologie induite
et stables par troncature (/* dans l'espace ==^ fo et f^ dans
l'espace, V/c). D'où une petite généralisation possible des
propriétés énoncées.

4. Généralités.

Soit f une « fonction » : Q —> B.
A la fonction f on associe (voir [1] ou [6]),
— la distribution f^ de f définie par

(58) R+—-R+
^^W=\\f\>^
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f (a) est la pi-mesure de l'ensemble des points œ de Q où
|/»|>(T.

— la fonction f^ équimesurable à f

(59) TO-inf^-R^ fM <t\

/>* : R4" ->- R"^ est continue à droite et a même distribution
que f,

/** vérifie la propriété suivante :

(60) (/•+g)W<2(r(î)+g*(())

— la transformée de Hardy /"** de f* :

(6i) rw=^- f7*w^-
On sait que si f est localement sommable on a

(62) ŝ up J, i^co)! ̂  (œ) = J;r(e) do.

Ici, comme on va considérer des fonctions non localement
sommables, on va introduire un nombre a > 0 tel que \f{^)\<x'
soit localement sommable et comme

(63) rw = |/T(O)
on a

(64) sup L\fW ̂  (co) = fjr^e) dQ.
m^f

PROPOSITION 6 et définition des espaces L^. — û est un
espace localement compact avec une mesure de Radon positive .̂,
Alors quels que soient p et q tels que

(65) 0 < p < oo 0 < q < oo

et quel que soit a tel que

(66) 0 < a < p et 0 < a < q.

il existe des constantes C' et C" > 0 telles que pour toute fonc-
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don f: Q -^B (B == espace rfe Banach) on ait:

' " ' ("))î^(67) C'('^(»Î|/•|«"(„))ÎA'^'
WO U )

1 / ,„ , . . . 1q .("vw^^cY r^ifr^ï^V-u / \Jo u /
L'espace quasinormable noté L^ (Q, B) ou plus simplement

L^ est alors défini à Vaide de l'une quelconque de ces quasinormes.
Prewe. — La première inégalité résulte du fait que

i/To/r*.
La deuxième inégalité résulte de (54).
Voici quelques propriétés des espaces de Lorentz L^.

PROPOSITION 7.

(68) lo Pour tout p > 0 on a LPP ~ LP.
(69) 2° Quels que soient p, q et q tels que q < q' on a

L^-^. L^' (avec la convention (42)).

Le lo s'obtient en considérant la 2® quasinorme de (67).
Et le 2° résulte de l'inégalité de Hardy :

a(7o) ( r ( ^ 1 r^wd^^Y
\Jo \ t JQ ) u ]

-a.a30 / -a \ q /7A ~q<c (^r^))"^ •t /

5. Expression de K(t,f) pour/e L0' + L00.

PROPOSITION 8. — Les classes de fonctions mesurables consi-
dérées sur formées par des « fonctions »

f: Q->B.

Q = espace localement compact avec une mesure a > 0
où " ^

B === espace de Banach.
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Pour tout ae]0, + oo], L^ désigne V espace de Lebesgue des
f: û—>• B telles que \f\ soit de puissance 0e sommable. Alors
pour toute /*e L01 4- L°° la quantité.

K{t,f)= inf (|/,|,+^|) avec Fo = L01, F,-L°°
/=/o+A
W

e$( « équivalente » ((wr définition 6) d

(PI) (f^rwd^.
Le principe de la démonstration est donné par [13] et [16]
où la propriété est donnée dans le cas où a == 1.

On est ramené à voir, vu (64) que

(72) inf |/o|? + ̂ [Alî ~ sup f \fW ̂  (œ).
f=fo+fi |E|^(« ^E

Or quelle que soit la décomposition suivante de f

f = fo + fi avec fj e F;

et quel que soit l'ensemble E de Q de mesure ̂  (a on a

^ IfW^ H < c( fj^co)]2^ H +^1^)1'^ (")
< GdAlo» + t-IAIî)

d'où
sup/J/"(œ)|«^(co)<C inf |̂  + î»|^|?.

IBKt»1 7" /=/o+/i

Pour démontrer l'inégalité en sens inverse, on considère la
troncature de f à (T (voir (57)) ; o- étant tel que la mesure de
l'ensemble E où \f\ > s soit inférieure ou égale à (a.

Alors
Ifolî = J, l̂ )!2 <W < /, l/"^)!" dy- (")

et

lEI.IAIi^/J/^)!01^^).
D'où par addition

l^lo a+lE| |Alî<2/J/•(")l a^(")
donc

Ifolo" + ̂ ilî < 2 sup F l/-^)!- ̂  (œ).
lEl^fa JKi
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duT^pTouver1' A raide de la proposition 8 et des mé^ités

(73) (LM^e.^lA".

2. En utilisant la proposition 5 (stabilité) prouver que

(L^o, L .̂)̂  -̂  L^ avec (76).

l'idTnT^TT "k^T16 nous ne P011"0"8 P88 obten^1 identité des 2 membres de cette relation à l'aide des résultats
précédents, nous allons obtenir cette identité par un raisonne8

rmo^nTe).̂ 1118^ seulement la définition des -P8-

6. Identification de (L^o, Ifli'-i).

Application au théorème de Marcinkiewicz.

^PROPOSITION 9. - Quels que soient les nombres qj, r,, 0 et r

(74) Î^JO, +oo[^ et re]0, + oo].0e]0,l[, y,^^

on a l'identité (d'espaces quasinormables)

(75) (L^», L?<'-<)e, = LÎ»'-.

avec

J_ ̂  i - e _o_
?9 % ft '

Rappelons que l'identité vaut aussi (voir remarque précédente
in?. pourdes, ̂ -^Paces de L^ et LV munis de la topologie
induite et stables par troncature.

L'identité (75) a été démontrée de façons différentes par
Laideron (voir [2J) et Peetre (voir [16]) si

qj > 1, et r^ et r > 1.

réeTsTleiT ̂ rithméti^ montre ̂  ——te deux nombres

(77) J-=^-+Oo=J-+0„ -^e--^
^ îo qi • 1' 1 - 0 ~ Oi '
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On peut supposer Ço < ?r On introduit a > 0 tel que :

(78) a < ço et r, a ̂  7-0 et ri.

1° Montrons que

(79) L^(L^L^)e,,

Vu (69) on peut supposer a = 7*0 = T\.
Quelle que soit /*e L^, tronquons-la à ( (voir (57)). D'où

v^ f=foi+f^
On aura prouvé (79) lorsqu'on aura prouvé les deux majo-

rations

(80) (r {W^^Y^^^.
Wo v /

Examinant d'abord le cas / == 0, on voit que

(^"(«••ifciA")'^'-)1

<(/^"^(f>r•(^A)î)2'iwo t \J y } !

d'où avec Hardy :
-a JL<cf^(eor(^a(^f)ï-^ya

Wo t ]
d'où avec (77) :

/ ^ I l V fJfX7

<c(| ^r(î))-) =c|/-|,.,,
Wo l; /

La deuxième majoration (/' = 1 dans (80)) est un peu plus
compliquée car

f^^-W si u<t
îitW-^^ ^ ^^^

D'où
ir'w^y ^Y < c(i + ii)

' Q î /
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avec

I,/J'"..,̂ (̂ .(̂ ^^
Vo t \Jo y ] /

^O.'̂ 'w^wi,,
avec (77) tandis que

nJf^^f-r-wyW}^
Vo î \J( y J /

d'où avec Hardy

^•"(̂ .My^cifl.,
avec (77).

2° Montrons

(80) (L^o, L^)e,^Lv.

Vu (69) on peut supposer 7*0 = r^ = oo.
Soit

(81) / -=^+A.
avec

^eL^, ^e|^|L^•

dans L;ô une décomposition quelconque d'un vecteur
quelconque f du 1er membre de (80).

On cherche à majorer \f\q^r en fonction de Mo + Mi avec
i_

(82) M, = ( F W^rY d^'^oo.
Wo t ]

Or (81) et (60) entraînent

m < 2W) + A(()).
On est donc amené à majorer en fonction des Mj les quantités

j^a0 0 / 1 V / ^ X r
Q.— (^/•^))^) •î /
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Or
l

^/^(O ̂  \fjt\ïqjo<î (par définition du 2e membre)

d'où
1-1,,., . ..dt\1'/ r00 l l /7/\Q,<(f ((^(l^»)^)

Wo c /
d'où avec (77)

Donc

j j _
Q^fr^i^iA-r^^M,.

wo î /

| ^<C(Qo+Qi)<C(Mo+Mi) .

D'où la continuité de l'application (80) en prenant l'inf. du
dernier membre pour toutes les décompositions (81) véri-
fiant (82).

Voyons quelques conséquences de la proposition 9.
a) Si l'on a deux couples d'interpolation d'espaces quasi-

normes du type (L^j) et L^} avec po ̂  Pi? Pô ̂  PÎ- Si l'on a
une flèche T :

(83) (L^-) -> (L/W).

Alors T définit par restriction une application quasilinéaire

(L^o, L^)e,, -> (L^o, L^i)e,,

soit avec (75) :
L^ —^ L^e^

et à fortiori
L^ -> L^' si s > ç.

C'est le théorème de Hunt (voir f6|).
Faisant ç == PQ on voit que

LP-^LP^O-^L^ si Ç>-1,.
9 1 Pe

Donc dans le cas particulier où qj == p^ et q'j = oo, on voit
avec la terminologie de [23] que si une application T est
de type faible (py, p'j) alors elle est de type fort (pe, po) à condi-
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1 1 .tion que — ^ — 7 ^ c'est l'extension du théorème de Marcin-
P6 Pe

kiewicz ([14] et [23]) correspondant au cas où les points rrij
/l 1 \de coordonnées ( —? — | dans un quart de plan xOy sont
\PJ P j } 4 p '

quelconques dans ce quart de plan.
b) Mais bien sûr, ce qui fait l'intérêt de la proposition 9

par rapport au théorème de Hunt, c'est que si l'on considère
un couple quelconque (Pj)j d'espaces quasinormés et une
flèche quelconque T

(L^-),-^),
cette flèche définit par restriction à L^ une application quasi-
linéaire

L^(FoF,)e,
(avec en plus un énoncé analogue en renversant le sens de la
flèche).

7. Espaces de moyennes entre espaces L^ avec poids
et changement d'espaces de valeurs.

PROPOSITION 10. — X étant un espace quelconque, considérons
deux poids î3j sur X qui ne s^annulent pas, c'est-à-dire deux
applications GSj : X -> R4' telles que

Vrr, Ç5j{x) ̂  0.

A étant un espace quasinormé, notons L^y(A) Vespace naturelle-
ment norme des applications f: X-> A telles que ^Qj\f\ soit
borné.

Soit (A.j)j un couple £interpolation d'espaces quasinormés.
Alors quels que soient 0 et p tels que (33), on a une application
continue

(94) (L^(Ao), L^(Ai))o, ̂  L^-e^((Ao, A,)o.p).

Preuve. — Soit f: X -> A.Q + Ai dans le premier membre
de (94).

On a pour tout t' > 0

(95) fW==M^+fi^)
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avec
l

0^* rît \ P

M,== «y-6)pl^(•)IPLff^)———) <°°.
t€R-1- v /

C'est-à-dire en explicitant :

M, = i r ^ sup w\ux)\^y -^-y < a>.
Vt6R-^ aî î /

Or il est clair que

vr., ^^(^(^[^(^ly)^ < ̂ o)p s^p (^(^I^^A,!)^
Donc, comme l'intégrale supérieure définit une application

croissante :
JLa* rif \ P

yx, ^WWW—) <M,.
î /

Comme l'intégrale supérieure est une application positive-
. /** .

ment homogène, on peut sortir (co/o^ du signe J ; puis
on peut prendre le sup par rapport à x du 1er membre.

j_

(96) sup ̂ {x} ( F IP-^W A)p < M,.
x VieR-^ v /

Prenons alors

(97) t' = t^x^x}

et utilisons la propriété suivante des intégrales supérieures.
Quelle que soit la fonction <P : R4- -> R4', quelle que soit la

constante k non nulle.
Alors :(es) r wA= ç (i^)-^.

Jt€^ i ^tW^ i

Cette propriété s'énonce encore ainsi :
On peut faire dans le premier membre de (98) le change-

ment de variable (' == kt.
Ceci est clair : on a (98) si $ est semi continue intérieurement;

donc dans tous les cas d'après la définition de l'intégrale supé-
rieure.
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On peut donc faire le changement (97) dans (96) et il vient :

sup ̂ -w,{x) ( ^ f^\f^ -^v < M,.
Ceci entraîne :

sup ̂ -\x)^{x), \f{x)\^ < Mo + Mi.
x

D'où la conclusion en prenant l'inf. du membre de droite
pour toutes les décompositions (95) de /*.

Remarques. — 1. On peut donner la version « mesurable »
suivante de la proposition II, Proposition II bis :

Q est un espace localement compact muni d'une mesure
de Radon pi et de deux poids pL-mesurables ï3j : X —> R4"
ne s'annulant pas (essentiellement).

A étant un espace quasi-norme, notons L^(A) l'espace
naturellement norme des applications f: X —> A. telles que
55(/*) soit pi-mesurable et bornée. Alors si (Ay) est un couple
d'interpolation d'espaces quasi-normes et si 6 et p sont tels
que (33) on a toujours (94).

Il suffit de reprendre la démonstration précédente en utili-
sant la définition discrète des espaces de moyenne (technique
utilisée plusieurs fois dans [13]).

2. Notons que dans ce dernier cas, si on suppose de plus
que les espaces Ay sont des espaces Banach, la méthode d'in-
terpolation complexe donne ([!])

(99) [L^(Ao), L^(Al)]ô-liLSi-^([AoAl]ô)

J. L. Lions nous signale que si l'on suppose les espaces Aj
de Banach

p ^ [ l , + o o ]

X localement compact, les poids d3y localement sommables
et non nuls presque partout; alors, on peut utiliser la repré-
sentation intégrale d'un vecteur d'un espace de moyenne,
et montrer par la même méthode, la continuité de l'applica-
tion duale de (94) soit :

U;-^((Ao, Ai)o,,) -> (U,(Ao), L^(Ai))e,p.
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En effet :
Considérons une fonction étagée :

X -> (A,, Ai)e,,
/•(•)= S a^(.)

k

y^ étant la fonction caractéristique d'une partie mesurable
y» oo Jf.

de X, les vecteurs ^^(Ao, Ai)e^ s'écrivant j a^t)—, les
fonctions ^ o ^

a/, : R+ -> Ao n Ai
étant telles que

M^frv^i^y^oo.
Wo î /

On a donc pour presque tout x e X

fw = s r ^(ty/^x)dt.
k J Q t

Pour démontrer la relation, nous utilisons la représentation
intégrale de f déduite de la précédente en faisant des homo-
théties de rapports

a^) == Cïo1^)®!^)
sur la variable ( :

fw = s ra^)/^) ̂ •
k J Q t

On a donc :

( r ̂ \ s a^t)y^. )î  ̂ Y
WO k t /

= ( F ^)p dL ( f S |a,(a^)|7^(^)53,(^) dxW
Wo t Wa;ex k / /

d'où en appliquant l'inégalité de Minkowsky :
/-* / /-» 00 7, \ 1/n

^ 5 X.(^^(^) ̂  ( ( {^\aMxW dt)
J xex k Wo t ]

d'où en faisant apparaître les Mjk :

< f S /^(^^(^(^(^^T1^))7-^,.^
J xex k
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soit

^ f 5 y^M-^G^Mo^+M^)^
JXGX fc

D'où la relation voulue en prenant Finf. de Mo + Mi
pour toutes les expressions intégrales des a^ et ceci pour tous
les A*.

8. Quelques variantes du théorème de Marcinkiewicz.

Nous allons voir que la proposition II entraîne de nombreux
théorèmes d'interpolation concernant des espaces du type :
« un sup de normes est majoré ».

8.A. Espaces du type ^ (voir [21]).
Nous allons d'abord généraliser un peu la définition de ces

espaces de façon à pouvoir définir agréablement les applica-
tions de type faible qui interviennent dans [21].

DÉFINITION 9. — En désigne un espace euclidien à n dimen-
sions et CQ un ouvert non vide de E^. Pour tout x e Co et tout
p > 0 suffisamment petit, le cube C(x, p) de centre x et £ arêtes
p (parallèles aux axes) est contenu dans Co. Pour tout système
{pq\) de nombres tels que:

pe]0, +ûû[ çe]0, +0)], X e R .

^pî* ̂  désigne Vespace des classes de fonctions u : Co —> C
telles que

(100)
/ A / /^oo / 1 \q r[r/\H<S^=^UW('''(u•-u'r(y))i} <

"r
P

1/(7
Uc/W ^) <a)

avec
Uç == restriction de u à C(rc, p)
Uç == « valeur moyenne » de u sur C(rc, p) :

c'est une fonction valant Uç sur C(rc, p) et nulle au dehors,
le nombre Uç étant tel que (voir remarque 2.2 de [20]) que
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quelles que soient u et ^ : Co -> C on a

(u + ^), === ^ 4- ^.
C'est un espace semi-quasinormé.
Il interviendra surtout par la suite les cas particuliers :

^P.À ̂  ^pp,\ ^ ^poo,^

Pour appliquer la proposition 10, X sera ici l'ensemble
des C(x, ?) : on peut d'ailleurs l'identifier à l'ouvert de E^1

décrit par le point {x^ . . . ^p) où les x, sont les coordonnées
du centre du cube C(x, p).

On considère l'application :

(101) X —^ L^
&{x, p) i—^ u, — u,

d'où une application identique isométrique :

^^L^(L^).

On a donc avec les propositions 9 et 10 :

^\ ^ltxl)e,p->(L^(LPOÎO), L^(L^))o.p
-^ L;^((L^ L^)e,p) = L;»^(L^)

avec
A A A A(102) JL^l-z-l+.JL,

po po pi
n - ̂  _. /^ —— ^0\ ^ ^ , /^ - ̂ 1\ A——————— — i ——————— i ̂  _ yj _^_ i —————— i y

Pe \ Pô / \ Pi /
D'autre part il est clair qu'en interpolant entre ^^'^(/^O, 1),
on obtient un sous-espace de L^T^L^) composé par des
fonctions qui proviennent d'une fonction u: Co —> C (uti-
liser la partie IX de la proposition 3). On obtient donc la

PROPOSITION 11. — Quel que soit le couple d'interpolation
(A.j)j (T espaces quasinormés, quel que soit le couple (Ï^j'^)
d'espaces de Morrey relatifs à un même ouvert (°o de E^, quels
que soient 0 e= ]0, 1] et p e= R+, toute flèche

(103) (A,),->(ÏPA-^
7
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définit par restriction à (AoAi)o3 une application quasilinéaire

(104) (AoAi)op -> Ï^^ (avec (102)).

Pour trouver une petite extension du théorème 2,1 de [2l],
il suffit de prendre

A .̂ == L -̂, qj = + oo, p === ao < po
avec

09 - (1 - 6)ao + eai.

D'où en utilisant les propositions 9 et 12 l'énoncé :
Etant donné un couple (L^y, d'espaces de Lebesgue relatifs

à un même espace localement compact; étant donné, d'autre
part, un couple d9 espaces (L^00'^)^ d^ espaces semblables à ceux
de la définition 9 avec pç =7^= pi; alors toute flèche

(L^.^P/^),

définit pour tout 6 e ]0, 1[ et par restriction une application
continue :

L^ -> ̂ c \
avec

a == (1 - ô)ao + eai; Xe - (1 - ô)Xo + ̂
Jl = 1 -^ e -4--°-
p Pô pi

De plus, si 0 est tel que a© ̂  pe on a en fait une application :
T a . _> ^P^\
1 ^ 0 ï- c-t • •

(contrairement à [2l], il est inutile de faire l'hypothèse
a, < P j :

pourvu que l'on se limite aux 6 tels que ao <^ po; de plus, on
voit que l'image par T de L01» est dans un espace un peu plus
petit que ^e'^e).

8.B. Applications aux espaces du type H^p > 0). Les espaces
H^ de classes de Hardy de fonctions holomorphes dans le
disque unité sont définis (et généralisés) dans [5], [22], [23].
Commençons par examiner le cas le plus simple; et comme dans
le § 8 A, on va généraliser un peu la définition usuelle de façon
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à pouvoir définir simplement les applications « de type faible »
qui interviendront par la suite.

DÉFINITION 10. — D désigne le disque unité du plan complexe
C. Pour tout r e X = ]0, 1[, et toute fonction holomorphe f:
D -> C, fy désigne la fonction suivante définie sur le tore

T == [0,2 <
VÔeT, ^.(0)=/-(^).

Pour tout couple p e ]0, 4- oo[, g<=]0, + oo], H" désigne
l'espace des fonctions holomorphes f: D —> C telles que

(105) \f\^o == supf r (u^u^y" < oo.
reî \Jy U /

Procédant comme au § 8 A, on considère l'application

X —^ L^T, C) == L^
ri——fr

H^ s'identifie à un sous-espace de L°°(X, L^) et un raisonne-
ment analogue à celui du § 8 A montre que si po -=^ p^

(H^o, H^i)(^— HP^
avec

(106) ^- = l-=-e + -e-.
Pô Pô Pi

D'où:

PROPOSITION 12. — Considérons un couple (Kinterpolation
quelconque (Ay)y et un couple (H^°°) avec po -=t=- pi.

5i FOM a un^ flèche T :

(A,),^(H^-

aZor^ Vô e ]0,l[e(re R^", T dé finit par restriction une application
quasilinéaire

(AoAi)e,,-> HV avec (106).

La définition 10 et la proposition 12 peuvent être générali-
sées dans l'esprit suivant :

DÉFINITION. — Soit Q un ouvert non vide de E^.
Soit V une variété riemannienne réelle dénombrable à l^nfini,
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et (V^.g^ une famille de variétés riemanniennes plongées dans û
toutes isomorphes à V.

Soit S un certain espace sous-espace sectoriel de V espace des
fonctions continues: Û~^'B (avec B === espace de Banach).

Pour tout feS et tout ieî on pose:
fi ==• la fonction sur V transportée par Visomorphisme V —> V^

de la restriction de f à V^.
Pour tout p es ]0, + ̂ [ et tout q e ]0, + °o] ori pose :

H" = \f^ S; 1/tp, = s^p \f^^ < ̂  ^ .

Les espaces H^ de Stein et Weiss entrent dans ce cadre.
(On peut encore mettre un poids sur l'ensemble I).

La proposition 13 s'énonce alors ainsi :

PROPOSITION. — Etant donnés un couple d'interpolation
d9 espaces quasinormés (Ay)y et un couple (H^^y d'espaces défi-
nis ci-dessus [pour le même û, le même V7 et le même 1 : po =7^= pi,
9o et îi quelconques).

Alors toute flèche (A,),->(HPA),
définit par restriction et pour tout 6 e ]0,1 et tout p e ]0 + oo]
une application continue

(Ae, A.,)e, -> H^ wec -1- = 1-^-0 + -°-
Pe Pô Pi

Dans le cas particulier des espaces FP de Stein et Weiss le
résultat est différent du résultat [8] d'Igari car il suppose que
le couple (A^ est un autre couple d'espaces H^ (et il se limite
à p > l ) .

8.C. Espaces ^iip.

Pour tout p > O.Wp désigne l'espace des classes de fonctions
mesurables f: R —> C telles que

/ 4 ^4-T .1/p
sup - \fWdx\ <^.
T>0 \ 1 J-T /

Pour p = 2, cet espace s'introduit naturellement comme le
dual d'une algèbre de Beurling.
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Procédant toujours d'une façon analogue on considère ici
l'espace X = R4- et l'application (p et q > 0)

X —^ L^(R, C) == L^
T 1—^ /T = restriction de f à [— T, + T].

Et l'on dira que f: R -> G est dans TO^ si l'application précé-
dente qui correspond à f est dans L^i/p (X, L^). W^ s'identifie
donc à un sous-espace de L^i/2(X, L^) : celui des applications
T —^ /T qui satisfont à la condition suivante de « raccorde-
ment » :

T < T ===^ /y prolonge /r.
On a alors :

(TO^, m^o^ -^ WW = m.

De sorte que l'on a la

PROPOSITION 13. — Quel que soit le couple d'interpolation
(A^.)y d'espaces quasinormés et quel que soit le couple (W/0)
avec po -=^ p^ toute flèche (A^•-X- (-T1W°)y définit par restriction
une application quasilinéaire :

(AoAi)o,-^M^
Ve<=]0, l [ , v r e ] 0 , + œ [ avec ± = i-rJ. + A.

J°o Po Pi
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