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FONCTIONS OPERANT
SUR LES FONCTIONS DEFINIES-NEGATIVES

par Kh. HARZALLAH

1. Introduction.

Nous nous proposons de déterminer, pour un groupe abélien loca-
lement compact donné G toutes les fonctions f, a valeurs complexes, défi-
nies sur I’ensemble :

{z=(z); 1<k<n et Rez, =0}

et telles que si les ¢y, 1 << k << n, sont des fonctions définies négatives sur
G alors f (Q1, s, ..., Yn) est aussi définie négative. On apporte une solu-
tion compléte dans le cas ot G possede des é]éments d’ordre aussi grand
qu’on veut ; on étudie aussi le cas ol les n variables sont toutes réelles :
le résultat obtenu est alors valable pour tous les groupes infinis.

La démonstration est basée sur le fait que les fonctions f précédentes
forment un cone convexe saillant qui, muni de la topologie de la conver-
gence simple, posséde une base convexe compacte lorsque G est discret.
Le théoréme de Kreinet Milman permet alors de donner 2 f une repré-
sentation intégrale qui se trouve &tre unique.

Dans les paragraphes 2 et 3 nous énoncerons quelques résultats
concernant les fonctions définies négatives et nous donnerons des lemmes
techniques utiles pour la suite.

Dans les paragraphes 4 et 5 nous étudierons le cas réel puis com-
plexe ; nous donnerons aussi une solution a certains problémes voisins.

Cette étude développe et généralise deux notes [1] et [2] dans les-
quelles seul le cas d’une variable (réelle ou complexe) était envisagé. Une
autre démonstration du théoréme central de la note [2] a été donnée
récemment par A. Konheim et B. Weiss [4].
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2. Fonctions définies-négatives.

DEFINITION. — Soient G un groupe abélien localement compact et
C (G) l'ensemble des fonctions continues a valeurs complexes définies sur
G. La fonction ¢ € C (G) est dite définie négative (Schoenberg, Beurling...)
si la forme hermitienne sur C*

Hi@=2 0@ +I®m—¢@m—x)laq

est positive, quel que soit n et quel que soit I'ensemble des n points
XEG, 1 <in Si est réelle et symétrique il suffit de considérer la
forme quadratique Hy sur R".

Dans toute la suite N (G) désigne I'ensemble des fonctions définies
négatives sur G ; on posera aussi

N (G) = {¢; ¢ EN(G) et bornée}
N:(G) ={¢; ¢EN;(G) et ¢ (0) > 0}.

La proposition suivante résume les propriétés élémentaires des fonc-
tions définies négatives ; ’équivalence des énoncés 4(a) et 4(b) est connue
sous le nom du théoréme de Schoenberg.

PROPOSITION 1.

1°) Si ¢ est définie négative alors ¢, Re ¢, et ¢ — ¢ (0) le sont
aussi ; de plus ¢ (0) est réel, Re p = ¢ (0) =0, et ¢ (x) = ¢ (— x).

2°) N (G) est un cone convexe fermé pour la topologie de la con-
vergence uniforme sur tout compact.

Ce cone n’est pas saillant en général mais le sous cone des fonctions
réelles lest.

3°) Si ¢ est de type positif alors ¢ = ¢ (0) — ¢ est définie négative.
4°) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) ¢ EN(G),
b) YO0 =0 et Vt=0 e ™ estde type positif,
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c) $0) =0, ¢x)=¢(—x) et

Y oG x—x)<0

i,j=1

n
pour tout n, pour tout (c;) € C* avec Z c; = 0 et pour tout choix des
i=1
xEG;1KiKn

Remarque. — Les propriétés 3 et 4 montrent que toute fonction
définie négative est limite uniforme sur tout compact de fonctions de la
forme

o+ ¢0)—o

olt o = 0 et ¢ est une fonction de type positif sur G.

De plus si ¢ €N (G), il en est de méme de 1 — e—®¥—*¥ (tet s =0)
et d’'une fagon générale de f o ¢ ol

f@=a+Bz+7y2Z +f[1 — e~ (+8)] yy, (dt, ds)

avec Rez = 0; a, B, v réels > 0 et . une mesure positive sur (R )?\ {0}

telle que
t+ s
f—————p,(dt,ds) < c0.
14+t4+s

On sait que dans le cas out G est le groupe R” les fonctions définies
négatives sont déterminées par la formule de Lévy-Khinchine :

PROPOSITION 2. — Sur R" toute fonction définie négative ¢ admet
une représentation et une seule de la forme

@) =a+iL® + QX
i(x,t 14 [z]2
+f<1_e—6(w,t)_ &0 ) | -g (d?)
1+ [ t]?
ot >0, L est une forme linéaire réelle, Q une forme quadratique
positive et g une mesure positive bornée sur R™\ {0}.

On a noté (.,.) le produit scalaire dans R" et |1|* = (¢, ©).

Le résultat suivant nous sera trés utile :
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PROPOSITION 3. — Si ¢ est une fonction définie négative bornée
(¢ €N;1 (G)), il existe m > 0 tel que m — ¢ soit de type positif.

Démonstration. — On peut supposer ¢ (0) = 0. Posons M = sup |¢|
et

1
¢ = — {1 —exp(—t¢)} pour tout t>0.
t

1
L’inégalité |¢; — ¢ | < — (e™ — tM — 1) montre que ¢; converge uni-
t

formément sur G tout entier vers ¢ quand ¢ tend vers zéro. D’autre part
d’aprés les théorémes de Schoenberg (voir proposition 1) et de Bochner
ona:

$e (%) =/l [1—X )] p: @X), M
G

ol p; est une mesure positive de masse totale finie sur G, le groupe dual
de G. On peut évidemment supposer p.; {0} = 0.

Soit {Ve} un syst¢tme fondamental de voisinages compacts de 0 dans
G. A chaque V, on peut faire correspondre une fonction f. de type positif,
a support dans V. et telle que

0<fesl et fu(0)=1

Soit vo la mesure associée & fo par le théoréme de Bochuer. La mesure vq
est positive et symétrique eton a [d ve = 1.

On dira que g, continue et bornée sur G, posséde une moyenne
m (g) relativement a {Vq} si pour tout € > 0 on peut faire correspondre
un voisinage V de l'origine dans G tel que

VaCV) 2 [g*va(0) —m(9)] <.

Montrons que ¢; et ¢ possedent chacune une moyenne. On a d’apres
le théoréme de Fubini :

Pe * va(0) = f Yt (— X) va (dx) = f [1— fa OO1 e @X).
G G

Donc .
lim ¢ % va(0) = e G\ (0)) = m(9)) = me.
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Mais ¢; converge uniformément vers ¢ et vq * ¢ (0) est un nombre réel
donc pour tout ¢ > 0 il existe £, > O tel que l’on ait

|$:— | <e pourtouts, 0<t< to
On a donc

my— ¢ < lim inf ¢ * vo (0) < lim sup ¢ * vo (0) < m: + €.
Ainsi ¢ posséde une moyenne m, et m, tend vers m quand ¢ tend vers zéro.

Finalement m — ¢ apparait comme limite uniforme de m; — ¢, qui est
de type opsitif d’aprés (1), I'expression de m; et I'hypothese . {0} = 0.

Le nombre m est le plus petit réel a tel que a — ¢ soit de type
positif ; on a de plus:
m < sup Re ¢.

Voici un premier lemme technique adapté d’un résultat concernant
les fonctions de type positif (voir [3]).

LEMME 1. — Soit Z, le groupe des entiers modulo q.

a) Soient ¢, et Y2 € C (G) et soit ¢ € C (G D Z,) définie par :
px0)=:1(x) e ¢xy)=d¢(x) si yF*0,
alors si ¢ EN, (G @ Z,) on a P1— P2 + $2 (0) — ¢1 (0) EN; (G).
b) Soient ¢ €N, (G), a ER,, et ¢ définie sur G @ Z, par
@ (x,0) =¢ () et, pour y#0 par ¢ (x,y) =a+ ¢ (x);
alors on a: 9 €N, (G P Z,).
Démonstration. — a) D’apres la proposition 3 il existe une mesure
p = 0 sur le dual de G @ Z, telle que:
@ (x, ) = ¢ (0,0) + [[1—X(x)-exp (2inny/q] i (@ X, dn).
On en déduit :
01 () =@ (x,0 =¢9(0,0) + fdp—[XX)p@X, Z)
et

1 1
— [P D+ @—1D2x)] =—Z ¢ (x)
q q v

=¢(0,0) + fdp— [ X x)-p@X, {0}).
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Par suite

1
(1 ——q—) (b1 () — 2 (x) + 2 (0) — 1 (O] = [ [1 —X (D] v (dX)

ou v désigne la mesure positive :
v(@X) = p(dX, Z;) — p (dX, {0}).

Le crochet est donc une fonction définie négative bornée.

b) Soit ¢’ la fonction définie sur Z, par
Y0 =0 et ¢ =a si yzO0.
On a évidemment

O ENI(Z) et p(x,y)=0¢x + ¢’ (x); donc ¢ EN:(GD Zy).

3. Notations et lemmes techniques.

Dans cette partie nous poserons le probléme et nous établirons un
certain nombre de lemmes techniques indispensables pour son étude. On
peut remarquer que les démonstrations de ce paragraphe sont beaucoup
moins simples que celles des suivants.

Nous dirons que G est illimité si pour tout entier p, il existe x € G
tel que kx = 0 pour 1 < k< p.

Soient
Pr={x;x=(x) avec 1 <kn et x,>0}
et
PP+ iR"={z; z=(zx) avec 1 <k<n et Rez; >0}

Nous noterons F (G) = F" (G) I’ensemble des fonctions f définies sur
Pouvert P* 4 iR" et telles que, si ¢ =(¢x) avec 1 < k < n et ¢ € N2 (G),
on ait

fod =1(d, 2 .., dn) EN(G).

L’ensemble des fonctions f définies sur 'ouvert P* et telles que, si
¢ = (Pr) avec 1 Kk n et @, réelle et €Ny (G), on ait f o ¢ EN (G)
sera désigné par F, (G) = F/™ (G).

Dans les deux cas nous dirons que f « opere » sur les fonctions défi-
nies négatives.
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Nous allons rechercher ces fonctions; leur étude est plus simple que
celle des fonctions définies dans P'introduction. Ces derniéres seront obte-
nues dés que 1'on connait F (G) et F, (G).

La détermination explicite de ces fonctions nécessite la comparaison
de F (G) (respectivement F, (G)) pour des groupes différents et nous avons
le lemme clef :

LEMME 2.

1) Si G, est un sous-groupe fermé de G ou un groupe quotient de G,
alors F (G) C F (Gy).

2) Si G est illimité alors les éléments de F (G) sont continus et on a :
F (G) C F (T,) ot Ty désigne le tore muni de sa topologie discréte.

3) Si G est discret alors F (T;) C F (G).

4) Les résultats précédents sont valables dans le cas réel.

L’idée de cette comparaison se trouve chez C. HERz [3] lorsqu’il
étudie les fonctions qui opérent sur les fonctions de type positif.

Pour la démonstration du lemme on peut transposer presque mot
pour mot celle de C. Herz; seule la continuité mérite une attention parti-
culiére. On peut procéder comme suit. Si f est bornée par A ¢t f € F (G),
alors, d’apres la proposition 3, A — f (a — ¢) est de type positif chaque
fois que a, > ¢ (0) ol a = (ax), ¢ = (¢x) et ¢x est de type positif. Ceci
permet d’étudier la continuité de f dans le polydisque :

{z;|lan—z | <1 avec z=1(z) et a >1; 1<k<<n).

On passe du polydisque a P* + iR” en remarquant que si f € F (G) alors
il en est de méme de la fonction z — f (A\z) (A réel > 0 fixé). Si f est non
bornée, la relation :

¢ :f (1—e®etdt, Reg>0
1+¢ 0

donne

f
; € F (G) dés que f € F (G) (d’apres la remarque qui suit la

proposition 1). Comme Ref =0 si f EF (G) on conclut que

+f

est bornée.
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LEMME 3. — Soit G un groupe illimité; soit f une fonction qui opere
en une variable, c’est-a-dire une fonction définie sur { z; Rez > 0} et
telle que pour toute ¢ € N3 (G) on ait f o €N (G).

Alors f est de classe C* eton a:

0
ox

02 02

«) < f(x) et f@| < ()

’ f(x)
—f(x
dy o0y? ox?

B) Pour tout z on peut faire correspondre un réel a > 0 ne dépendant
pas de f, tel que

[f@|<2f).

Démonstration. — D’apres le lemme 2, f est continue. Soient r > 1
et A=sup{|f@]|; |z—r|<1)}. La fonction A—f(r—¢) est de
type positif pour toute ¢ de type positif sur G telle que ¢ (0) < 1 et ce
d’apres la proposition 3. D’apres le résultat de C. Herz [3] concernant les
fonctions qui opérent sur les fonctions définies positives on peut écrire :

A—fr—g) = 3 anng" ¢
m=0
n=>0

oll Gmn =0 et [g]| <1

Cette relation permet facilement de prouver () pour r —1 < x <r
puis pour tout x > 0; il suffit de dériver les deux membres de la relation
précédente. En ce qui concerne (), on a pour |z—r| <1

M —f@) = 3T Gm(@—2"(r—2)

n’."-':r':ioo
donc :
fO—f@|< I amr—z"t*"=fO—fr—|r—z)D <.
73‘4'-7:»%00
soit :

[f@|<2f0.

Pour z quelconque avec Re z > 0, on peut trouver deux réels a et b,
dépendant de z mais non de f, tels que 0 < b < a et | z—a | < b; alors
I’étude de la fonction g définie par g (¢) = f (b - {) permet de conclure

que l'on a:
I ) | =18 ;‘Z Xx~<8 —b— = 2f(a).
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DEFINITION. — Soit a € P*; nous noterons <, f la fonction définie
par :
Wf(@) =fla+2)—f(a)
ot
z€P* 4 iR" si fEF(G) et z€P* si fEF, (G).

Remarque. — D’apres la proposition 1 on a: 1,f € F (G) dés que
f EF (G) et une inclusion analogue pour le cas réel. En effet comme
fla+ ¢ &) =7f(a+ ¢ (—x) il vient f(a) ER, pour tout a € P*; de

plus comme Ref(@+ ¢ (x)=f(a+ ¢ (0), on a f(a + b) =f(a).
Donc

fa + ¢) —f(@) = [f(a + $)— fla + $(0)] + [f(@ + $(0)) —f(a)]

est définie négative car le premier crochet est une fonction définie négative
et le second est une constante positive.

DEFINITIONS. — 1) Nous dirons que G vérifie la propriété (A) (res-
pectivement (A,)) si pour tout a € P* et pour tout f €F (G) (resp. F, (G))
on af—1,fEF(G) - (resp. F, (G)).

2) Nous dirons que G vérifie la propriété (B) (resp. (B,)) s’il existe
un entier p = 2 tel que

FG)CF(G®Z,) (esp. F,(G)CF, (GO Z,)).

3) Nous noterons AD,, le groupe compact produit dénombrable de
copies de Z,; son dual D, est alors somme directe dénombrable de telles
copies.

LEMME 4. — Les groupes Tq, Dy, D, vérifient (B) et (B,).

Démonstration. — Pour le tore cela résulte de lemme 2; pour D,
il suffit de remarquer que D, et D, @ Z, sont isomorphes; pour D,, on a
un résultat analogue.

LEMME 5. — Si G vérifie (A) ou (A,) alors pour tout a € P"* on
peut faire correspondre un entier k, ne dépendant que de a, tel que
f@<kf(@E ot e=(1,1,..,1)EP* et fEF(G); (tesp. F,(Q)).



452 KH. HARZALLAH

Démonstration. — On sait que si f opére alors 1, f opére aussi et f
est positive sur P*. Par conséquent on a pour a et b & P :

fla+b)—f@=0 et f(a+f(b)—f(a+ b)=0.
Donc si k est un entier tel que k ¢ — a € P* on aura :

f(@ < f(ke) < kf(e) pour toute f qui opére.

LEMME 6. — Si G vérifie la propriété (B) alors G vérifie aussi la
propriété (A). On a un résultat analogue pour le cas réel.

Démonstration. — Soit f €F (G) ; on veut montrer f — 1, f € F(G)
pour tout a € P". Supposons d’abord f bornée. Soient a = (a;) € P",
¢ = (¢x) ot ¢ €N, (G) et enfin ¢ = (i) o ¢ est définie sur G P Z,
par ¢ (x, 0) = ¢ (x) et ¢r (x, ¥) = ax + ¢ (x) pour y 0.

D’apres le lemme 1, ¢i € N2 (G). La propriété (B) entraine alors que
foe €N;1(G @ Z,) car f est bornée ; il s’ensuit, d’apres le lemme 1, que

fWO))—f@@O@)—fa+ P+ fla+ ¢(0)) EN:(G)
c’est-a-dire
F—w% DWW —F—1N @ O))EN: (G) 2)
11 suffira, pour conclure, de montrer que f — 1, f est == O sur P*. En pre-
nant ¢ de sorte que ¢ (0) = b et ¢ (x) = b 4 ¢ pour un x € G, il vient
d’apres (2) :
fb+¢) + fb+a)—7Ffb+ c+ a)—f(b) =0 pour a,b,c € P

Si on montre que la restriction de f a P* est continue, on peut con-
clure. D’ailleurs comme (f € F (G) = (f (a + b) = f (a) pour a et b € P*)
il suffit, pour montrer que f est continue dans P", de prouver la continuité
sur les demi-droites &, = {a + Ac; a€P" fixé; e =(1,1...1) et A
variant € R, }. En fait nous allons montrer que la restriction de f a toute
J, est concave.

D’apres (2) on a pour a et b € P
=%+ ) — (1N B EN:(G)
(cela résulte d’un raisonnement déja fait) c’est-a-dire

To (f_'raf) - be—'ca+bf€F(G).
Posons

g="uf et h=r1u.g (p réel>0).
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On a g et A €F (G), puis pour ) et p réels > 0 et a € P*:
gla+ A +2Wel +gla+ rel—2gla+ (X + p) el
=h@+xe)—hla+ QA +Wel<O

d’ol la concavité.

Supposons maintenant f non bornée et considérons la fonction

g = —t- (1 — e~ ") pour ¢t > 0. Nous avons g; €F (G) et est bornée ;

donc d’apres ce qui préceéde g — 1, g: € F (G) pour tout a € P*. Soit
¢ = (Qx), 1 < k< n avec ¢ €N, (G). On a f(¢) €N (G) donc conti-
nue. La fonction continue (f — <, f) (¢) est limite simple, quand ¢ tend
vers zéro des fonctions (g: — 1, g:) (¢) €N (G) donc f — 1, f € F (G).

RAemarque. — Le lemme 6 est donc démontré ; il en résulte que T,,
D, et D, vérifient les propriétés (A) et (A,).

LEMME 7. — A chaque z° € P* 4 iR" on peut faire correspondre une
constante A telle que pour toute f € F (T;) on ait :

[f@)| < Af(e) ol e=(1,1,..,1).

Démonstration. — Posons ¢ = (pr) 1 < k< n avec
o () = o + B §

ol les o et 3 sont réels > 0 et § € C. 11 est clair que

(fEF™ (Ty)) = fo o EFW (Ty).
Posons aussi z° = (z ) avec zd& = x? + i yi et soit {® = E° + in° tel
que ,
[n°] _ [yt
B
On peut alors trouver oy et B; (= 0) de sorte que ¢ (§°) = zf. D’apres
le lemme 3, il existe un réel y > 0 tel que

[F@) | =]flEM|<2f(p @)
De plus ¢ (y) € P" et ne dépend pas de f.

>0 et

Soit p un entier tel que p e — ¢ (y) € P". D’apres le lemme 5 et la
remarque précédant ’énoncé du lemme 7 on a:

Fe ()< pfle)
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Ainsi
|1z | < 2pf() = Af(e) pour toute fEF (Ty).

LEMME 8. — Soient p un entier = 3, a = (a;) €EP" et r € Rt avec
r < a; pour j fixé. Soit ¢; le j-*™¢ vecteur coordonnées de R". Pour f définie
dans P* 4 iR" on écrira :

1 e=7r
M (fsrspz+a) =g@) =— ), fz+a—re, erms)

D a=1

Alors si fEF (Tg) ona get f—g + g(0) €F (Ty).

Démonstration. — Comme f € F (T3) on a f continue et
f—1.fEF(T) pour tout ae€P

Soit ¢ = (P) avec 1 <k n et ¢, €Ny (T,;). Daprés le lemme
2@(3° ona

f@x) +a—reer/?)eN, (T, D Z,).

Il existe alors, d’aprés la proposition 3, une mesure p = 0 et de masse
totale finie sur le dual de T, @ Z, telle que

fI9() + a—re; e ?] —f (P 0) + a—rey)
= [[1 — X(x)-exp (2ingm/p)] jr(dX, dm)
il vient alors :
gW()) —f(PO) + a—re) = fdp— [ X(x) p(@X, {0})
() +a—rel —f(P0) + a—rey) = [dp— [ X(x) pdX, Zy)

par suite en désignant par v(dX) la mesure positive

p @X, Zy) — p (@X, {0})
ona:

f@@) + a—re) —g@()) —f($O0) + a—re) + g (0)
= [[1 —X@®] v @X).

En particulier si b € P* on a (en tenant compte de la continuité de f sur
P”)
fb +a—re) —gb)—fla—re) + g(0) = 0.

11 s’ensuit, en posant c = a—regj, 1. f— g + g(0) €F (G). Le lemme
précédent permet alors de conclure puisque f — 1, f € F (G).
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LEMME 9. — Soit f€F (T;) alors pour tout x € P*, la fonction
¥y f(x + iy) est définie négative sur R".

Démonstration. — La fonction f est continue et on a f(x) =0 et

f(x + iy) = f(x —iy). 1l reste a montrer d’aprés la proposition 1 que
Pona:

2 G flx +i?P —y™)) <0

Jik=1

oll
k=p
y®» eR, c,e€C et Z ¢, = 0.
k=1
Soient alors £, €R (1 < k< p) tels que 27, Ey, &y, ..., £ soient
linéairement indépendants sur les rationnels.

On peut trouver n fonctions additives I, (1 < m < n) sur R telles
que

I.2m) =0 et y® = (LE), LE, .., W(ED)

Il est clair que il,, est une fonction définie négative sur la droite réelle
dxscrete cette fonction induit une fonction i-I,, € N (T;). Posons T= (Z,,)
et soit Ek la classe (modulo 2m) de E:. Les Ek sont distincts dans T, et
Tn (Ek) = ln (Ex). Finalement f(x 4+ i) €N (T;) pour chaque x & P

Donc si
2 c,=0, on a:
k=1
¥ atix 4 iow —ymy = ¢ G flx + il —E <0
k=1 k=1
LeMME 10. — Si G est un groupe compact vérifiant (A,) alors

F, (G) CF, (Gy) out G, est le groupe G muni de sa topologie discréte.
En particulier F, (D,) CF, ({Dg}4).

Démonstration. — Comme G vérifie (A,), les f € F, (G) sont continus
d’apres le lemme 6. De plus comme les caractéres de G, sont limites
simples de ceux de G, les ¢ € N, (G,) sont limites simples des éléments
de N: (G). Ainsi lorsqu'on a f €F, (G) et ¢y € N3 (Gy), f (1, Y2, -.., Yn)
est limite simple d’éléments de N, (G).
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4. Cas de variables réelles.

THEOREME 1. — Soit G un groupe abélien localement compact infini.
Toute fonction f € F, (G) se met d’une fagon unique sous la forme :

1 __e'—(tul')

f(x) = a + L(x) +f———p. (d). 3)

1 — e—(t©)

o o € Ry, L est une forme linéaire positive sur R", | est une mesure
positive bornée sur (R.)"\ {0} et enfine = (1, 1, ..., 1) €P~.

Démonstration. — Appelons &, I'ensemble des f définies dans P
qui se mettent sous la forme (3). D’apres la proposition 1 il est clair que
g. CF, (G).

Le théor¢eme sera démontré si on montre l'inclusion F, (G) C &,. Or il
suffit d’étudier le cas des groupes discrets vérifiant (A,). En effet supposons
le théoréme démontré dans ce cas et soit G un groupe infini. Si G est

illimité nous aurons, d’aprés le lemme 2 et la remarque qui suit le lem-
me 6 :

F.(G) CF,(T)) = &, .

Si G est infini g’ordre borné et discret alors on peut trouver un
entier g > 2 tel que D, soit sous-groupe de G ; on peut conclure comme
précédemment pour des remarques analogues.

Enfin si G est infini d’ordre borné et non discret, il contient D,
comme sous-groupe fermé pour un entier g > 2 (voir par exemple (6) ).

Le lemme (10) et des remarques comme celles qui précédent montrent
que l'on a:

F. (G) CF: (Dy) CF, ({Dg}a) CF, (Dy) = Fr.

Supposons donc G discret vérifiant (A,). Munissons F, (G) de la
topologie de la convergence simple sur P* et considérons ’ensemble @,
suivant :

By = {f> feF,(G) avec f(E) =1 et eg= (1, 1, ooy 1) EP"'}.

Le cone convexe F, (G) est saillant (puisque toute f € F, (G) est = 0) et
@, en est une base convexe compacte. La convexité est évidente ; d’autre
part, d’apres le lemme (5) pour tout a € P* il existe un entier k ne dépen-
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dant que de a tel que f (@) < kf(e) pour toute f € F, (G). Donc &, ren-
contre toutes les génératrices de F, (G) et est compacte pour la topologie
induite par celle de F, (G) car G est discret.

On se propose d’appliquer le théoréme de Krein et Milman a @, ;
pour cela on va déterminer un fermé de @3, qui contienne tous les points
extrémaux de @,.

Supposons que f appartienne a une génératrice extrémale de F, (G).
Du fait que f — 1, f €F, (G) il suit que 'on a :

Taf = la'f avec A € [0, 1] (4)

o) Si f est non bornée alors A, =1 et f(a + b) = f(a) + f (b), car
P'inégalité f (b) < f(a + b) entraine (1 —A,) f (b) < f (a).

Comme f est additive et positive sur P* et comme P" engendre R" on
peut prolonger f, d’une fagon unique, 2 R” en une forme linéaire positive
(donc continue) sur ’adhérence de P~

En écrivant

n
X = Z x;jg; oll g; est le j-eme vecteur coordonné de R”
i=1

on obtient

n

@) =D xf) avec  f(e) =0.

j=1
Mais comme f appartient 3 une génératrice extrémale et que la fonction

f: x> x; appartient & F, (G) les f (¢;) sont tous nuls & I’exception d’un
seul.

B) Supposons f bornée et non constante et posons m = sup f. De
la relation (4) il vient m — f (a) = A,°m. Un calcul facile montre alors

1

que la fonction 2 = 1 — —f vérifie: h(a + b) = h (a)-h (b), et est en
m

plus bornée et strictement positive.

Comme précédemment on peut prolonger 4 a R* et ce prolongement
est continu et vérifie la relation A (@ + b) = h (a)-h (b). 1l s’ensuit que
Pon peut trouver n nombres ¢, > 0 tels que

n

h(x):exp(— ijt,-) ol x—_—ijejEP"
j 1

i=1

30
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alors
fX)=m( —e(t®) ou t=()#0 car f=0.

Ainsi d’apres I’étude précédente, les éléments extrémaux de @3, sont
parmi les fonctions :

1 —e—(ta)
ff() = ———— ot t€®i)"\{0};

1 _e-”.i)

fa(x) =1 et  f(x)=x, I<j<gsn

L’ensemble de ces fonctions n’est pas fermé dans @3,. Cependant il
est facile de voir que {f;; t€®R)*\{0}} est homéomorphe a
(R.)"\ {0}, et que son adhérence est constituée par les fonctions :

n

o 1o et 2 ;i fi (ot a; =0 et Z o = 1).

=1 i=1
D’apres le théoreme de Krein et Milman, pour toute f € B, il existe
«E€R,, B =(B) € ®,)" et p mesure positive bornée sur (R)*\ {0},
tels que

a+ @ e)+ fdp =1
et

n
f=atet 2 Bif + [frdu().
i=1
Ceci permet de conclure que f posséde la représentation annoncée. En
ce qui concerne l'unicité on peut remarquer que si f € &, alors f est de
classe C~ et que

2 =inf {f(x); xE€P"} et B; =inf

f@; xeP | .

Xj

D’autre part

F@) +f)—fx+28) =« +/El — e~ 2 dp ().

Donc . est bien déterminée a partir de sa transformée de Laplace.
Remarques. — 1) Toute fonction en n variables réelles qui opére sur
les fonctions définies négatives est analytique.

2) Toute fonction définie sur { x ; x = (x) avec 1<<k<<n et x>0}
et telle que f (¢1, ¢o, ..., P,) soit définie négative quel que soit le choix des
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n fonctions ¢ € N (G) appartient a F, (G) donc a & chaque fois que le

groupe G est infini.

Voici une application du théoréme 1.

THEOREME 2. — Soit G un groupe abélien localement compact
infini. Soit f définie sur P*. La fonction f o ¢ est de type positif chaque fois
que ¢ = (i) avec 1 < k < n et Y € N2 (G) et réelles si et seulement si f
posséde une représentation intégrale de la forme :

f) = f e~ dy (1)

ot |, est une mesure positive sur (R )" telle que Uintégrale converge pour
x € P*. De plus cette représentation intégrale est unique.

Démonstration. — Si f posséde la représentation intégrale, alors la
propriété résulte du théoréme de Schoenberg. Inversement, soit ¢ = (¢x)
avec ¢y € Nz (G). Comme f (¢) est de type positif on a f (¢ (0)) = 0 donc
f(a) = 0 pour tout a € P*. De plus, siaetbEProna: f(a + b) < f ().
Cela résulte de ce que si ¢ est de type positif, alors | ¢ (x) | < ¢ (0) et du
fait que I'on peut construire ¢ = (¢), Y € N2 (G) telles que ¢ (0) = a
et (x) =a + b pour un x €G.

D’apreés la proposition (1, 3°) la fonction f (@) — f (@ + ¢) est définie

négative. Ainsi la fonction x> f (@) — f (@ + x) opére sur les fonctions
définies négatives et est bornée. D’apres le théoréme 1, on a:

f@—1f(a+ x) =f[1 —e D] dp, (1)
oll p1, est une mesure positive bornée sur (R)"\ {0 }.
Soit | = inf { f(x);xEP*} =wliinmf(x).
On a évidemment: k
f@—I1= [dpa(t)
puis i

fa+4 x)—I1 =fe—"v‘” dp, (9).
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Donc
f@+ b4+ x)—1 =fe*"-’”+b) dp, (1) =fe—“'”+“‘ dyy (9.
Par suite on peut mettre en évidence, par un raisonnement classique,

une mesure | positive (non nécessairement bornée) portée par (R.)" et
telle que

f(x) :fe—“”” dp (1) ; (x € Pn).
L’unicité résulte du fait que f est transformée de Laplace de .

Remarque. — La fonction f est bornée si et seulement si [ dp < o.

5. Cas des variables complexes.

THEOREME 3. — Soit G un groupe abélien localement compact
illimité. Toute fonction f € F (G) se met d’'une fagon unique sous la forme :

1 —e—(h2)—(87

)‘(z)=oc+L(z)+M(Z)+f p(dt,ds)  (5)

1 e (t+s8,¢)
ot a €ER,, L et M sont deux formes linéaires sur C* positive sur P et .
est une mesure positive bornée sur (R.)>\{0}; e=(1,1,..,1)eP"

Démonstration. — Appelons J l'ensemble des f définies dans
P* 4+ iR" qui se mettent sous la forme (5). D’aprés la proposition 1 il est
clair que
g CF (G).

Il reste a prouver linclusion inverse; d’ailleurs il suffit de montrer
que I'on a F (Ty) C & et d'utiliser le lemme 2.

Supposons donc G = T,, le tore muni de sa topologie discrete.
Munissons le cdne F (G) de la topologie de la convergence simple sur
P* 4 iR"” et considérons I’ensemble @3 suivant :

B ={f;f€EF(Ty) avec f(e) =1 ou e=1,1,..,1)eP}.

Le lemme 7 montre que pour tout z € P* 4 iR” il existe une cons-
tante A telle que | f (z) | < A - f (¢) pour tout f € F (Ty).
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Il s’ensuit que le cone convexe F (T,) est saillant et que I’ensemble
convexe (3 rencontre toutes les générations de F (Ty); il est de plus
compact dans F (T;) car le groupe est discret. 3 est donc une base
convexe compacte de F (T;). Tout point de @3 est donc barycentre d’une
mesure positive et de masse unité portée par I'adhérence des points extré-
maux de @®.

Cherchons les points extrémaux de @3.

Soit f une fonction non nulle appartenant a une génératrice extrémale
de F (Tg). Comme T, vérifie la propriété A (lemmes 4 et 6), on peut
écrire :

wf = Af, Aa €[0, 1] pour tout a € P 6)

Considérons la restriction de f a P* et tenons compte de la discussion
du cas réel (voir la démonstration du théoréme 1); il vient :

1) si f n’est pas bornée sur P alors
=1 et f(@=(0a= ) aa
ou =t
a = (ay) et o« = (ar) avec ay = 0.
Les égalités
f@a+x+iy) =(a,a + f(x +iy) = (2, x) + f(a + iy)

montrent que f (x 4+ iy) — f (x) ne dépend pas de x ; soit g (y) cette fonc-
tion.

2) Si f est bornée sur P* et non constante, alors A, = e~ (%% et
f@=m@1—e )
ol
m= sup f(x) et t=(t)

et 24
avec

6=0 et ) 6,>0.
k=1

La relation (6) montre que
fa+x+iy)=m—e= "2 [m—f(x+iy)]=m—e= " 2 [m—Ff(a+iy)]

il s’ensuit que e»® - [m — f (x 4 iy)] ne dépend pas de x; soit & (y) cette
fonction.
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3) Si f est constante sur P* alors A, = O et f (x + iy) = f (@) = Cte.
Il reste a déterminer explicitement les fonctions g et h précédentes.

a) Etude de g.
D’apres le lemme 9 la fonction :
y=fx+iy)=1x)+20)
est définie négative sur R* donc g aussi (car g (0) = 0).
D’apres le théoréme de Lévy-Khinchine on peut écrire :
ity ]1 + | t]?
YT ATIE

ol L est une forme linéaire réelle, Q est une forme quadratique positive
et ¢ est une mesure positive bornée sur R* \ { 0 }.

g (dt).

g =LO®»+QW» +/ [1 e—itty)

On posera

L) =@y = Z Bryr et QO) = Z Yki Vi Yi-
k=1

k., j=1

Nous allons utiliser le lemme 3. Soit z = (z), 1 < k< n avec
Z;=x; +1iy; etpour k#£j z,=a,>0.

La fonction z;— f (z) devient une fonction qui opére en une seule
variable et on a:

f@ = o+ ay% + i By + 1V +

k]

it; y; 1 t)?
+f[l—e—“,v,— 1% ] + 1t o (@.
L |epd e

D’apres le lemme 3 cette fonction de x; et y; est de classe C? et de
plus on peut dériver sous le signe [ au point y; = O (en utilisant le lemme
de Fatou).

On obtient alors :

L+ |t]
“j?lBj-{- t,o(dt)l, ij=0 et f't,lz’lt—PG(dt)_—_O.

Ainsi 0 = 0, Q = 0 et a; => | §; | pour tout j
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Par suite pour z€P" 4 iR"ona:

1 1 -
f(z):-i-(a+B,z)+—2—(a—B,2) avec o = B &P~

Comme f est extrémale et que
2> (o + B ze et 2> (o —Bi) Zi

operent tous les nombres o + By et o — Bi sont nuls a I'exception d’un
seul.

b) Etude de h:
D’apres le lemme 9, la fonction
yfx+iy)y=m—e "2 h(y)

est définie négative sur R*; de plus | f | < m donc A (y) est de type positif
d’aprés la proposition 3. D’apres le théoréme de Bochner il existe une
mesure positive g sur R” telle que

h() = [e”““'”’ g (du) (et h(0) =m = [o).

(%

Nous allons utiliser les lemmes 3 et 8.

Posons z = (zx) avec z; = x; + iy; et pour k #j zy = ay > 0,
1<k

La fonction z;— f (z) opére en la variable z;, D’aprés le lemme 3
la fonction

¥i .--»f e, g (du)

est de classe C?; le lemme de Fatou entraine que 1’on a:

f]u,]zo(du)< 0.

Cela étant vrai pour 1 <j<<n on a aussi

f|u12o(du)< 0.

Par suite, la fonction 4 est de classe G2 sur R” tout entier puisque f est de
classe G2 sur P* + iR” tout entier.
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02 92
+ .
ox} oy}?

male, il existe K (a, r) € [0, 1] tel que

Posons A; =

D’apres le lemme 8, comme f est extré-

mi(f’ r’p’z + a)'—'mj(f9r’paa) == K(a,r)-f(z)
ol

a = (a;) € P, zZEP" 4+ iR" et o<r<a.
Mais nous avons aussi
@+ a—f@ = kf@.
Comme f est de classe G2, A, f est continue dans P* 4 iR*eton a:

4
4ifz+a) = lim —[M;(f,r,p,z4+a)—f(z+ a)l;

rso0 I

4
donc — [K (a, r) — A,] posse¢de une limite C (a) (qui dépend de j).
"2

On peut écrire par conséquent :
Aif(z+ a)—A;f(@) = C(a)f(2).
Tenant compte de ce que

@ =m—e="2-h(y)
il vient aisément :

02
[—t? 4+ C(a)-e®v]-h— h=0.
oyf
Posons — 3 = —t? + C(a)-e>*. La mesure ¢ doit vérifier :

/G(uf —B?)eiwv) g (du) = 0.

Comme ¢ est non nulle, §3; est réel et le support de o est contenu dans
{u; ueR* avec uf =0, 1<j<n}

Le lemme 3 appliqué & une restriction convenable de f montre d’ailleurs
que l'on a:

32

mtf >

h (0) soit B <17
yj2
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Ainsi on peut écrire |
f@=2A[l—exp{—(B,2)—(C 2}]

ou B et C€P", A > 0 et ol la somme contient 2" termes au plus. Comme
f est extrémale et comme chaque terme est une fonction qui opére, on a
nécessairement tous les A nuls sauf un qui vaut m.

c) 11 vient de I’étude précédente que tous les points extrémaux de B
sont nécessairement parmi les fonctions :

fo (@) =1, (@) =z, i) = zj, 1<j<sn
et
1] —e—(t2)—(s.2)

frr@ = e 0b (69 ERIPN\(0)

L’ensemble de ces fonctions n’est pas fermé dans @3. Cependant il est facile
de voir que

{fres (& 8) € RL)*"\ {0} }

est homéomorphe & (R.)?"\ {0} et que son adhérence est constituée des
fonctions :
2n

2n
fo; fes et 2 owf (O 00 et ) o= 1).

k=1 k=1

Le théoreme est alors conséquence de celui de Krein-Milman. Pour I'uni-
cité il suffit de considérer le cas ou f est bornée alors

f@ = [[1—e (t2)—(D]y (dt, ds)

ol . est bornée et I'intégrale est étendue sur (R, )**\ {0}. Par conséquent :

(&) - G (&) (&) e

= -—-f tf‘ t’,'." st S L= (t+a0) 1 (dt, ds).

Ceci détermine évidemment la transformée de Laplace de p. Voici une
application du théoréme 3.

THEOREME 4. — Soit G un groupe abélien localement compact illi-
mité. Soit f définie sur P* 4 iR". La fonction f o ¢ est de type positif
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chaque fois que ¢ = (Px) avec 1 < k < n et P €N, (G) si et seulement
si f posséde une représentation intégrale de la forme :

f(2). = [exp {—(,2) — (s, D)} p (4, ds)

out |, est une mesure positive sur (R )*" telle que lintégrale converge pour
z € P* 4 iR". Cette représentation intégrale est de plus unique.

Démonstration. — Elle est identique a celle du théoréme 2.

6. Fonctions de type positif indéfiniment divisibles.
Soit G un groupe abélien localement compact connexe.

DEFINITION. — Une fonction ¢ de type positif est dite indéfiniment
divisible (p € J) si pour tout n il existe une fonction ¢, de type positif
telle que ¢ = (¢pn)™.

I1 est facile de voir [5] que si ¢ € J et ¢ est réelle alors, parce que G
est connexe, on a ¢ > 0, et, si ¢ (0) <1 alors (— Log¢) est définie
négative.

Comme applications des théorémes 1 et 2 nous allons déterminer les
fonctions f du type suivant :

i) f définie sur R+ et telle que f o ¢ € J pour toute ¢ € N, (G).

ii) f définie sur ]O, 1[ et telle que f o ¢ € J pour toute ¢ € J.

iii) f définie sur ]0, 1[ et telle que f o ¢ soit de type positif pour

toute p € J.

iv) f définie sur ]O, 1[ et telle que f o ¢ € N (G) pour toute ¢ € J.
Le probléme est le méme en plusieurs variables. Les résultats sont les
suivants :

)
f=e7 ol g(x)=a+[3x+f (1 —e~)n(dh)

(1]
avec . mesure positive telle que

¢
dt etaetf =0
fo 1+tp«()<<=o aetfB >
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ii) .
f® = e*-Eexp zf (1—E)p@); O0<E<I
(]

(e, B, o comme dans le cas i))

iii) .

f(&)zf Epdy; 0<E<I1
0

1 positive telle que I'intégrale soit convergente.

iv) .

f®) =a—pBLog§ +f (1—E8)p )
0

(@, B, ¢ comme dans le cas i) ).

Démonstration.

i) La fonction — Log f est bien définie et opére sur les fonctions
définies négatives et inversement; d’ol la conclusion d’aprés le théo-
réme (1).

ii) Soit ¢ € N, (G) réelle alors f (e—¥) € J, puis
—Log f (=) €Nz (G).

Donc il existe «,B>0 et y mesure positive sur R\ {0} vérifiant

= t
f p(d) < o telles que (théoreme 1):
o 1 41t

0

—Logf(e™® = a + Bx +/ (1—e ) p,(dt)

0
d’ou

f(E) = e *-EP exp

f (I—E‘)p(dt)}; 0<E<.
[
Inversement une telle fonction répond a la question

iii) Soit ¢ € N3 (G) réelle ; f(e—%) est de type positif. D’aprés le
théoréme 2 on a:

fe? =f e~y (di) puis f® :f E'p (do)
0 0
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ol p est 2> 0 et I'intégrale convergente pour x > 0. Inversement la fonc-
tion f précédente vérifie la propriété voulue.

iv) L’hypothése entraine que la fonction :
x> f(e—®)
opere sur les fonctions définies négatives.

Il vient aisément

f(§) = a—BLogk +/ (1 —EY p (@r).
0

0

ol o, B >0, p mesure > 0 vérifiant f

p (dt) < . Inverse-
° 14¢

ment la fonction précédente répond & la question.
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