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FONCTIONS OPÉRANT
SUR LES FONCTIONS DÉFINIES-NÉGATIVES

par Kh. HARZALLAH

1. Introduction.

Nous nous proposons de déterminer, pour un groupe abélien loca-
lement compact donné G toutes les fonctions /, à valeurs complexes, défi-
nies sur l'ensemble :

(z = to) ; 1 ̂  k ̂  n et <R.e ̂  > 0}

et telles que si les ̂  1 ̂  k ̂  n, sont d.es fonctions définies négatives sur
G alors / (ç^i, ^2, ...» <pw) est aussi définie négative. On apporte une solu-
tion complète dans le cas où G possède des éléments d'ordre aussi grand
qu'on veut ; on étudie aussi le cas où les n variables sont toutes réelles :
le résultat obtenu est alors valable pour tous les groupes infinis.

La démonstration est basée sur le fait que les fonctions / précédentes
forment un cône convexe saillant qui, muni de la topolôgie de la conver-
gence simple, possède une base convexe compacte lorsque G est discret.
Le théorème de Kreinet Milman permet alors de donner à / une repré-
sentation intégrale qui se trouve être unique.

Dans les paragraphes 2 et 3 nous énoncerons quelques résultats
concernant les fonctions définies négatives et nous donnerons des lemmes
techniques utiles pour la suite.

Dans les paragraphes 4 et 5 nous étudierons le cas réel puis com-
plexe ; nous donnerons aussi une solution à certains problèmes voisins.

Cette étude développe et généralise deux notes [1] et [2] dans les-
quelles seul le cas d'une variable (réelle ou complexe) était envisagé. Une
autre démonstration du théorème central de la note [2] a été donnée
récemment par A. Konheim et B. Weiss [4].
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2. Fonctions définies-négatives.

DÉFINITION. — Soient G un groupe abélien localement compact et
e (G) Ï ensemble des fonctions continues à valeurs complexes définies sur
G. IM fonction <p E <° (G) est dite définie négative (Schoenberg, B curling...)
si la forme hermitienne sur C*

n

ïMc)= ^ [<M )̂ +^(x])—^(x,—x^]c,c]
<,J==1

est positive, quel que soit n et quel que soit l'ensemble des n points
Xi G G, 1 ̂  i ̂  n. Si ^ est réelle et symétrique il suffit de considérer la
forme quadratique H^, sur R^

Dans toute la suite N (G) désigne l'ensemble des fonctions définies
négatives sur G ; on posera aussi

Ni (G) = {cp ; (p G N (G) et bornée}
N 2 ( G ) = { ^ ; (KENi(G) et ^ (0) > 0}.

La proposition suivante résume les propriétés élémentaires des fonc-
tions définies négatives ; l'équivalence des énoncés 4(û) et 4(fc) est connue
sous le nom du théorème de Schoenberg.

PROPOSITION 1.

1°) Si cp est définie négative alors cp, ^le cp, et ^—^ (0) le sont
aussi ; de plus ^ (0) est réel, <île ̂  ̂  ̂  (0) ̂  0, et (p (x) -==- ^ (— x).

2°) N (G) est un cône convexe fermé pour la topologie de la con-
vergence uniforme sur tout compact.

Ce cône n'est pas saillant en général mais le sous cône des fonctions
réelles l'est.

3°) Si cp est de type positif alors (p = cp (0) — cp est définie négative.

4°) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) cpeN(G),
b) (KO) ̂  0 et V t^ 0 e-^ est de type positif,
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c) 4» (0) ̂  0, 4» (x) = <i>(—x) et
n

^ CiCj ^ (Xi —— X j ) ̂  0
i.j==l

n

pour tout n, pour tout (Cj) e O1 avec ^ c^ == 0 et pour tout choix des
xi e G ; 1 ̂  i ̂  n.

Remarque. — Les propriétés 3 et 4 montrent que toute fonction
définie négative est limite uniforme sur tout compact de fonctions de la
forme

a + y (0) — ç

où a ̂  0 et <y est une fonction de type positif sur G.

De plus si ^ G N (G), il en est de même de 1 — e-^-8^, (t et s ̂  0)
et d'une façon générale de / o ^ où

/ (z) = a + P^ + Y-^ + / [1 — e-^+8^] ̂  (dt, ds)

avec û^e z ̂  0 ; a, [3, y réels ̂  0 et (A une mesure positive sur (R^VJO}
telle que

F t + s
/ ——————— [JL (dt, ds) < oo.^ 1 + ^ + ^ •

On sait que dans le cas où G est le groupe R^ les fonctions définies
négatives sont déterminées par la formule de Lévy-Khinchine :

PROPOSITION 2. — Sur R" toute fonction définie négative çp admet
une représentation et une seule de la forme

^ ( x ) = o , + i L ( x ) + Q ( x )
f/ i(x,t) \ 1 + H2

+ / ( l—^^_ ). ^ ' ' ^(dt)
^ V 1 + \t\2 / \t\2

où a ̂  0, L est une forme linéaire réelle, Q une forme quadratique
positive et a une mesure positive bornée sur R^^}.

On a noté (.,.) le produit scalaire dans R" et \t\2 == (r, 0.

Le résultat suivant nous sera très utile :
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PROPOSITION 3. — Si ^ est une fonction définie négative bornée
(^ G Ni (G) ), il existe m > 0 tel que m — ̂  soit de type positif.

Démonstration. — On peut supposer (p(0) = 0. Posons M = sup |^[
et

^ = — (1 — exp (— t^)} pour tout t > 0.
t

1
L'inégalité | ̂  — ^ | ^ — (^M — ?M — 1) montre que (R( converge uni-

formément sur G tout entier vers çp quand t tend vers zéro. D'autre part
d'après les théorèmes de Schoenberg (voir proposition 1) et de Bochner
on a :

^(x)=f[l—X(x)]^W), (1)
*7 ô

^
où y.t est une mesure positive de masse totale finie sur G, le groupe dual
de G. On peut évidemment supposer ^ {0} = 0.

Soit {V«} un système fondamental de voisinages compacts de 0 dans
G. A chaque Va on peut faire correspondre une fonction fa de type positif,
à support dans Va et telle que

0^ /a^ 1 et MO) = 1.

Soit Va la mesure associée à fa par le théorème de Bochuer. La mesure Va
est positive et symétrique et on a J à va = 1.

On dira que g, continue et bornée sur G, possède une moyenne
m (g) relativement à {Va} si pour tout s > 0 on peut faire correspondre
un voisinage V de l'origine dans G tel que

(VaCV)=> |^*va(0)—mte) |<£.

Montrons que ç|̂  et ^ possèdent chacune une moyenne. On a d'après
le théorème de Fubini :

(p, * Va (0) = / <M—— X) Va (dx) = ^ [1 —— fa (X)] ̂  (^X).
v G 9/ G

Donc
lim ̂  * va(0) = ^ (ô\{0}) = m (cp0 = w<.
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Mais ^t converge uniformément vers ^ et Va * (p (0) est un nombre réel
donc pour tout £ > 0 il existe to > 0 tel que l'on ait

| ̂ t —<p | < £ pour tout t, 0 < t < to.
On a donc

^ — £ ̂  lim inf (p * v« (0) ̂  lim sup ^ » v« (0) ̂  w^ + £.
a a

Ainsi cp possède une moyenne w, et w^ tend vers m quand r tend vers zéro.
Finalement m — cp apparaît comme limite uniforme de nif — ̂  qui est
de type opsitif d'après (1), l'expression de mi et l'hypothèse ^ {0} = 0.

Le nombre m est le plus petit réel a tel que a—cp soit de type
positif ; on a de plus :

m ̂  sup Û^Q <p.

Voici un premier lemme technique adapté d'un résultat concernant
les fonctions de type positif (voir [3]).

LEMME 1. — Soit Zq le groupe des entiers modulo q.

a) Soient (pi et ^2 G <3 (G) et soit cp e (5 (G © Zq) définie par :
y Oc, 0) = (pi (^) ^ cp (^, y) = c?2 00 ^ y ̂  0,

oto^ ^ cp G Ni (G © Zg) on a çpi — çp2 + ^2 (0) — çpi (0) € Ni (G).

b) Soient (p G N2 (G), a e R+, é?r y définie sur GQZq par
çp (x, 0) = ^ (^) 6 ,̂ po^r y 7^ 0 par y (^, y) = a + <p (x) ;

ator^ on û : y G N2 (G © Zg).

Démonstration. — a) D'après la proposition 3 il existe une mesure
(x ̂  0 sur le dual de G © Zq telle que :

cp (x, y) = cp (0, 0) + ; [1 — X OO-exp (2mny/^] ^ (dX, Aï).

On en déduit :

^ (x) = cp (x, 0) = cp (0, 0) + J ̂  — S X W-pi (rfX, Z,)
et

1 1
— [<h 00 + (^— i) ^2 W] = — Z < p (^ y)
^ ^ y

= y(0, 0) + ;d[jt—JXW-[x(dX, {0}).
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Par suite

( 1 — —) [<pi (x) — çp2 (x) + ^2 (0) — (pi (0)] == J [1 — X (x)] v (rfX)
\ q /

où v désigne la mesure positive :

v ( r fX)=[J i ( r fX,Z , )—[j i (dX,{0}) .

Le crochet est donc une fonction définie négative bornée.

b) Soit ({/ la fonction définie sur Zq par

^ (0) = 0 et (l/ (y) == a si y ̂  0.

On a évidemment

(}/ ç Ni (Z,) et y (x, y) = (p W + ç}/(^) ; donc cp G N2 (G © Z,).

3. Notations et lemmes techniques.

Dans cette partie nous poserons le problème et nous établirons un
certain nombre de lemmes techniques indispensables pour son étude. On
peut remarquer que les démonstrations de ce paragraphe sont beaucoup
moins simples que celles des suivants.

Nous dirons que G est illimité si pour tout entier p, il existe x G G
tel que kx -^=. 0 pour 1 <^ k ̂  p.

Soient
Pn = { x ; x = (xjc) avec 1 ̂  k ̂  n et Xjc > 0 }

et
P»» + ij^ = { z ; z = (zfe) avec 1 ̂  k ̂  n et ^le z^ > 0 }.

Nous noterons F (G) == F71 (G) l'ensemble des fonctions / définies sur
l'ouvert Pn + iï^ et telles que, si ^=(^k) avec 1 ̂  k ̂  n et ̂  G N2 (G),
on ait

/ O C ? =/((h,Cp2, . . . ,^n)eN(G).

L'ensemble des fonctions / définies sur l'ouvert P" et telles que, si
^ = (<pfc) avec 1 ̂  k ̂  /î et ^ réelle et e N2 (G), on ait / o cp e N (G)
sera désigné par F, (G) = F^ (G).

Dans les deux cas nous dirons que / « opère » sur les fonctions défi-
nies négatives.
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Nous allons rechercher ces fonctions; leur étude est plus simple que
celle des fonctions définies dans l'introduction. Ces dernières seront obte-
nues dès que l'on connaît F (G) et Fr (G).

La détermination explicite de ces fonctions nécessite la comparaison
de F (G) (respectivement Fr (G)) pour des groupes différents et nous avons
le lemme clef :

LEMME 2.

1) Si GI est un sous-groupe fermé de G ou un groupe quotient de G,
alors F (G) C F (Gi).

2) Si G est illimité alors les éléments de F (G) sont continus et on a :
F (G) C F (Td) où Td désigne le tore muni de sa topologie discrète.

3) Si G est discret alors F (T^) C F (G).

4) Les résultats précédents sont valables dans le cas réel.

L'idée de cette comparaison se trouve chez C. HERZ [3] lorsqu'il
étudie les fonctions qui opèrent sur les fonctions de type positif.

Pour la démonstration du lemme on peut transposer presque mot
pour mot celle de C. Herz; seule la continuité mérite une attention parti-
culière. On peut procéder comme suit. Si / est bornée par A et / G F (G),
alors, d'après la proposition 3, A— f (a—y) est de type positif chaque
fois que ajc > cp^ (0) où a == (a^), cp = (cp^) et çpjc est de type positif. Ceci
permet d'étudier la continuité de / dans le polydisque :

{ z ; |ûfc — Zfc [ < 1 avec z = fo) et aj, > 1 ; 1 ̂  k ̂  n}.

On passe du polydisque à Pn + iJ^ en remarquant que si / G F (G) alors
il en est de même de la fonction z —> / (Xz) (X réel > 0 fixé). Si / est non
bornée, la relation :

-f. (1 — e-^) e^ dt, (R.e Ç > 0
1 + Ç ^ o

donne ———— ç F (G) dès que / G F (G) (d'après la remarque qui suit la1 + 1 i
proposition 1). Comme ^ef^O si /G F (G) on conclut que

1 + /
est bornée.
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LEMME.S. — Soit G un groupe illimité; soit f une fonction qui opère
en une variable, c'est-à-dire une jonction définie sur {z; die z > 0 } et
telle que pour toute ^ ç N2 (G) on ait f o ^ ç N (G).

Alors f est de classe <500 et on a :

a)
ôy

- î ( x ) <
ôx

•fW et
ô2

ôy2
'fW\ ^

ô2

ôx2
• i ( x )

P) Pour tout z on peut faire correspondre un réel a > 0 ne dépendant
pas de /, tel que

| /(z)|^2/(û).

Démonstration. — D'après le lemme 2, / est continue. Soient r > 1
et A = sup { | f (z) [; | z — r | ̂  1 }. La fonction A — f(r — cp) est de
type positif pour toute cp de type positif sur G telle que <p (0) < 1 et ce
d'après la proposition 3. D'après le résultat de C. Herz [3] concernant les
fonctions qui opèrent sur les fonctions définies positives on peut écrire :

A—/( r—Ç) = 2 ^.nÇ^
w^O

o ù û ^ n ^ O et | ç [ < 1.

Cette relation permet facilement de prouver (a) pour r — 1 < x < r
puis pour tout x > 0; il suffit de dériver les deux membres de la relation
précédente. En ce qui concerne (P), on a pour | z — r [ < 1

-/(z) = S ^(r—^rÇr—ïY
m,n^0

w»+n>0

f(r)-

donc :

\î(r)—f(z)\<^ $ a^[r—zj'»+"=/(r)—/(r—|r—z|)^/(r).
w,n^0
w+n>0

soit :
| /(z)|^2/(r).

Pour z quelconque avec ^le z, > 0, on peut trouver deux réels a et b,
dépendant de z mais non de /, tels que 0 < f c < a e t [ z — a\ < fc ; alors
l'étude de la fonction g définie par g (ç) = / (b • Ç) permet de conclure
que l'on a :

|/(z) ^2^ =2f(a),
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DÉFINITION. — Soit a G P^ no^ noterons To / /û fonction définie
par :

T<J(Z) =/(û+z)—/(û)
où

z e p'1 + a^ si / e F (G) et z e p" si / e F, (G).

Remarque. — D'après la proposition 1 on a : To / G F (G) dès que
/ G F (G) et une inclusion analogue pour le cas réel. En effet comme
f (a + ^ 0:)) = / (a + <p (— x) il vient / (a) ç. R+ pour tout a G P"; de
plus comme (fie f (a + ̂  (x) ̂  / (a + ^ (0)), on a f(a+b)^f (a).
Donc

/(a + ^)—/(a) = [/(a + ^)— /(a + ({/(O))] + [f(a + ̂ 0))—f(a)]

est définie négative car le premier crochet est une fonction définie négative
et le second est une constante positive.

DÉFINITIONS. — 1) Nous dirons que G vérifie la propriété (A) (res-
pectivement (Ar)) si pour tout a G Pn et pour tout f ç F (G) (resp. Fr (G))
on a f — ̂  f G F (G) • (resp. F, (G)).

2) Nous dirons que G vérifie la propriété (B) (resp. (Br)) s'il existe
un entier p ^ 2 tel que

F (G) C F (G © Zp) (resp. F, (G) C F, (G © Zp)).

3) Nous noterons Dq le groupe compact produit dénombrable de
copies de Zç; son dual Dq est alors somme directe dénombrable de telles
copies.

LEMME 4. — Les groupes Ta, Dç, Dç vérifient (B) et (Br).

Démonstration. — Pour le tore cela résulte de lemme 2; pour Dq,
il suffit de remarquer que Dq et Dq © Zq sont isomorphes; pour Dç, on a
un résultat analogue.

LEMME 5. — Si G vérifie (A) ou (Ar) alors pour tout açP" on
peut faire correspondre un entier k, ne dépendant que de a, tel que
f(a)<^kf^) ^£=(1,1, ...,!)€?" et fe F (G); (resp. Fr(G)).
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Démonstration. — On sait que si / opère alors To / opère aussi et /
est positive sur P^ Par conséquent on a pour a et b ç P" :

f(a+ b)—f(a)^0 et f (a) + f (b)—f (a + b)^ 0.

Donc si k est un entier tel que kz — a G P" on aura :

f(à) ̂  f(kz) ̂  kf(e) pour toute / qui opère.

LEMME 6. — Si G vérifie la propriété (B) alors G vérifie aussi la
propriété (A). On a un résultat analogue pour le cas réel.

Démonstration. — Soit / G F (G) ; on veut montrer / — To / G F (G)
pour tout a ç P^ Supposons d'abord / bornée. Soient a = (a^ G Pn,
^ = ((^fc) où çj^fc G N2 (G) et enfin cp = (cp^) où cpfc est définie sur G © Zp
par cpfc (x, 0) = cpfc 0) et cp^ (^, y) = a^ + ̂  (x) pour y -^ 0.

D'après le lemme 1, cp^ ç N2 (G). La propriété (B) entraîne alors que
/ o cp G Ni (G © Zp) car / est bornée ; il s'ensuit, d'après le lemme 1, que

/ (^ W ) —/ (cKO) ) —/ (a + cp) + / (a + (p (0) ) €Ni (G)

c'est-à-dire
(/ — To /) (cp) — (/ — Ta /) (<{/ (0) ) G Ni (G) (2)

II suffira, pour conclure, de montrer que / — To / est ^ 0 sur P". En pre-
nant (^ de sorte que ^) (0) = b et ^ (x) = b + c poui* un x ç G, il vient
d'après (2) :

f(b + c) +f(b + a)—f(b + c + a)—f(b)^0 pour ^fc^eP".

Si on montre que la restriction de / à P^ est continue, on peut con-
clure. D'ailleurs comme (/ G F (G) ==> (/ (a + b) ̂  / (a) pour a et b e P^
il suffit, pour montrer que f est continue dans P", de prouver la continuité
sur les demi-droites Sa = [a + À £ ; a G P»1 fixé ; e = (1, 1 ... 1) et \
variant E R+}. En fait nous allons montrer que la restriction d e / à toute
5o est concave.

D'après (2) on a pour a et b e P71

( /——Ta/ ) (b + C?) —— (/ Ta/) W G NI (G)

(cela résulte d'un raisonnement déjà fait) c'est-à-dire

T & ( / — — T a / ) = T & / — — T a + b f € F ( G ) .
Posons

g = ïb / et A == T^ (p, réel > 0).
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On a g et h ç F (G), puis pour \ et [x réels > 0 et û e P" :

^ [û + (À + 2[x) e] + g [a + X£] — 2g [a + (\ + [JL) s]
= h (a + Xe) — h [a + (\ + ̂ ) s] ̂  0

d'où la concavité.

Supposons maintenant / non bornée et considérons la fonction
1

§t = — (1 — e-^) pour t > 0. Nous avons gi G F (G) et est bornée ;

donc d'après ce qui précède gt — To gt G F (G) pour tout a G P71. Soit
cp == (cpfc), 1 ̂  k ̂  n avec ^ G N2 (G). On a / (^) G N (G) donc conti-
nue. La fonction continue (f — Ta f) ((p) est limite simple, quand t tend
vers zéro des fonctions (gt — Ta gt) W G N (G) donc / — Ta / G F (G).

Remarque. — Le lemme 6 est donc démontré ; il en résulte que T<;,
Dç et Dq vérifient les propriétés (A) et (Ar).

LEMME 7. — A chaque z° E P71 + îï^ on peut faire correspondre une
constante A telle que pour toute f G F (Ta) on ait :

\fW\<^Af^) où £==(1,1 , . . . , ! ) .

Démonstration. — Posons cp = (cp^) 1 ̂  k ̂  n avec

cpfc (Ç) = afc Ç + Pfc Ç

où les a et p sont réels ^ 0 et Ç G C. Il est clair que

aeF^(T , ) )=>/ocpGF<i ) (Ta) .

Posons aussi z° == (zj? ) avec z,? = xf + i yî et soit Ç° === ç° + i -y;0 tel
que

Ç o ^ o et M>^.
Ç° .̂0

On peut alors trouver a» et ̂  (^ 0) de sorte que cpfc (Ç°) == Zi?. D'après
le lemme 3, il existe un réel y > 0 tel que

| / (Z°) | = | / (<p (Ç°)) 1 s$ 2 / (cp (y)).
De plus cp (y) e P" et ne dépend pas de /.

Soit p un entier tel que p e — (p (y) G P". D'après le lemme 5 et la
remarque précédant l'énoncé du lemme 7 on a :

WY))0/(e)
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Ainsi
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| fW | ̂  2p /(e) = A /(£) pour toute / G F (T<0.

LEMME 8. — Soient p un entier ^ 3, a == (û^) ç P" ^ r E R"^ ûv^c
r < û^ pour j fixé. Soit ej le /-tewe vecteur coordonnées de R". Pour f définie
dans P" + z'R" on À77ra ;

1 ^^^
^ (/; r; p, z + û) = g(z) = — ^ / (z + a — r s, e21^)

P f f = i
^tor^ ^ /GF(Td) on a g et f—g + g(0) eF(Td).

Démonstration. — Comme / G F (Ta) on a / continue et
/ — ï a / G F ( T d ) pour tout açP^

Soit çp = (c^fc) avec 1 ̂  k ̂  n et çpfc e N2 (Ta). D'après le lemme
2 (3°) on a

/ (^ (x) + a — r z, e2^) G Ni (T^ C Zp).
Il existe alors, d'après la proposition 3, une mesure [JL ̂  0 et de masse
totale finie sur le dual de Ta © Zp telle que

f[^(x) + a — r £, e2^} — f (cp (0) + a — r^)
= J [1 — XW-exp (2inqm/p)] ̂ W, dm)

il vient alors :

8^W)—f(^(0) +a—r£,)= Sdy.—ÎX(x)y.(dX,{0})

f[^(x)+a—r^]—f^(0) +a—r^)= J^—J XOO |x(riX, Zp)

par suite en désignant par v(rfX) la mesure positive

^X,Zp)—^i(dX,{0})
on a :

f(^(x) + a—r^)—g(^(x))—f^(0) + a—ré,) + gW))
= n i — X W ] v ( r f X ) .

En particulier si b ç Pn on a (en tenant compte de la continuité de f sur
pn)

i(b + a — re,) — g(b) — f(a — r&,) + g(0) > 0.

Il s'ensuit, en posant c == a — rsy, icf — g + g(0) E F (G). Le lemme
précédent permet alors de conclure puisque / — Te f G F (G).
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LEMME 9. — Soit /GF(Td) alors pour tout xçP^ la fonction
y »-̂  f(x + iy) est définie négative sur R**.

__Démonstration. — La fonction / est continue et on a f(x) ̂  0 et
f(x + iy) = f(x—iy). Il reste à montrer d'après la proposition 1 que
l'on a :

2 ^cj,f[x+i(y^—y^)]<^0
î , k == 1

OÙ

k_p

y^ew, c^ec et ^ ^=o.
fc= î

Soient alors ^ G K (1 ̂  k <^ p) tels que 2îr, Ci, Ça,..., Çp soient
linéairement indépendants sur les rationnels.

On peut trouver n fonctions additives lm (1 ̂  m ̂  n) sur R telles
que

U2îi) =0 et y^ = (/i(ç,), ̂ (Ç.),..., InW.

Il est clair que ilm est une fonction définie négative sur la droite réelle
discrète ; cette fonction induit une fonction i'î^ G N (T^). Posons 7= (îm)
et soit ÇA; la classe (modulo 2 n) de ̂  Les ̂  sont distincts dans T^ et
?n (Çfc) = lm (Çfc). Finalement / (j: + il) E N (T<i) pour chaque x ç P^.
Donc si

^ Cjk == 0, on a :
fc== î

2 c, c, /[^ + f(y<^ — y^)] = ^ c, ̂ f[x+ iT(^ — J,)] ̂  0.
Lk==l .», fc = 1

LEMME 10. — Si G est un groupe compact vérifiant (Ar) alors
Fr (G) C Fr (Gd) où Gd est le groupe G muni de sa topologie discrète.

En particulier F, (Dç) c F, ({Dç}<0.

Démonstration. — Comme G vérifie (Ar), les f çFr (G) sont continus
d'après le lemme 6. De plus comme les caractères de Gd sont limites
simples de ceux de G, les ^ G N2 (Gd) sont limites simples des éléments
de N2 (G). Ainsi lorsqu'on a / E Fr (G) et ̂  E N2 (Gd), f (cpi, ^2,..., (pn)
est limite simple d'éléments de N2 (G).
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4. Cas de variables réelles.

THÉORÈME 1. — Soit G un groupe abélien localement compact infini.
Toute fonction f G Fr (G) se met d'une façon unique sous la forme :

ç \ — e - ( t ' x )

f 0 0 = a + L(;c) + ( ——————— y. (dt). (3)
J i — e - ^ ' ^

où aeR+, L est une forme linéaire positive sur R ,̂ [x est une mesure
positive bornée sur (R+^VJO} et enfin e = (1, 1, ..., 1) G Pn.

Démonstration. — Appelons 3'r l'ensemble des / définies dans Pn

qui se mettent sous la forme (3). D'après la proposition 1 il est clair que

^r CFr(G).

Le théorème sera démontré si on montre l'inclusion Fr (G) C ^r. Or il
suffit d'étudier le cas des groupes discrets vérifiant (Ar). En effet supposons
le théorème démontré dans ce cas et soit G un groupe infini. Si G est
illimité nous aurons, d'après le lemme 2 et la remarque qui suit le lem-
me 6 :

Fr (G) C F, (T,) = ̂  .

Si G est infini d'ordre borné et discret alors on peut trouver un
entier q ̂  2 tel que Dq soit sous-groupe de G ; on peut conclure comme
précédemment pour des remarques analogues.

Enfin si G est infini d'ordre borné et non discret, il contient Dq
comme sous-groupe fermé pour un entier q ̂  2 (voir par exemple (6) ).
Le lemme (10) et des remarques comme celles qui précèdent montrent
que l'on a :

Fr (G) C F, (D,) c F, ({D,},) C F, (D,) = ^.

Supposons donc G discret vérifiant (Ar). Munissons Fr (G) de la
topologie de la convergence simple sur ^n et considérons l'ensemble d3r
suivant :

tô,== { / ; /eFr(G) avec f (z) = 1 et s = (1, 1,..., 1) GP^.

Le cône convexe Fr (G) est saillant (puisque toute / 6 Fr (G) est ^ 0) et
<Br en est une base convexe compacte. La convexité est évidente ; d'autre
part, d'après le lemme (5) pour tout a G P" il existe un entier A: ne dépen-
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dant que de a tel que / (a) ̂  kf(e) pour toute / G Fr (G). Donc d3r ren-
contre toutes les génératrices de Fr (G) et est compacte pour la topologie
induite par celle de Fr (G) car G est discret.

On se propose d'appliquer le théorème de Krein et Milman à d3r ;
pour cela on va déterminer un fermé de tôr qui contienne tous les points
extrémaux de d3r.

Supposons que / appartienne à une génératrice extrémale de Fr (G).
Du fait que / — Ta f G Fr (G) il suit que l'on a :

T < J = X a - / avec Àa€[0 , l ] (4)

a) Si / est non bornée alors Xo == 1 et / (a + b) == / (a) + / (b), car
l'inégalité f(b)<^f(a+ b) entraîne (1 — Xo) f(b)<^f (û).

Comme / est additive et positive sur Pn et comme P^1 engendre 1̂  on
peut prolonger /, d'une façon unique, à R" en une forme linéaire positive
(donc continue) sur l'adhérence de P".

En écrivant
n

x == ^ Xj £j où ç.j est le /-ieme vecteur coordonné de Rw

j'=i
on obtient

n

f(x)= ^ x, /(£,) avec /(e,)^0.
}=i

Mais comme / appartient à une génératrice extrémale et que la fonction
y : x »-̂  Xj appartient à Pr (G) les / (ey) sont tous nuls à l'exception d'un
seul.

P) Supposons / bornée et non constante et posons m = sup /. De
la relation (4) il vient m — f (a) == Ào • w. Un calcul facile montre alors

1
que la fonction h == 1 — — / vérifie : h (a + b) = h ( a ) ' h (b), et est en

m
plus bornée et strictement positive.

Comme précédemment on peut prolonger h à R^ et ce prolongement
est continu et vérifie la relation h (a + b) = h ( a ) ' h (b). Il s'ensuit que
l'on peut trouver n nombres ^ ̂  0 tels que

( n \ n
h (X) == eXp —— Y Xj t , ) OÙ X = ^ Xj £y G Pn

y = = i / i
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alors

/ 00 = m (1 — é?-<^) où ^ == (^) -^ 0 car / ̂  0.

Ainsi d'après l'étude précédente, les éléments extrémaux de (Sr sont
parmi les fonctions :

1 — e - ^ ' ^
ft (x) == i_ -r^ où î E (̂ ^ W î

^00 EEE 1 et y (x) = x,, 1 ̂  / ̂  n.

L'ensemble de ces fonctions n'est pas fermé dans d3r. Cependant il
est facile de voir que {fi ; tç. (R+^NJO} } est homéomorphe à
(R+^V^O), et que son adhérence est constituée par les fonctions :

n n

/oo ; ft et ^ a, P (où a, ̂  0 et ^ a, == 1).
J = 1 j = 1

D'après le théorème de Krein et Milman, pour toute / G d3r il existe
a G R + , P = ((^)e(R+)n et [JL mesure positive bornée sur (R+^N^O},
tels que

a + ( p , e ) + J ^ = 1
et

n

/ = a / o o + ^ 8^+J^a(0.
î= l

Ceci permet de conclure que / possède la représentation annoncée. En
ce qui concerne l'unicité on peut remarquer que si f G êFr alors f est de
classe C°° et que

( .ô \
a = i n f { / 0 0 ; xçï^} et P, == i n f — — f W ^ x E P ^ .

\ ÔXj 1

D'autre part

f(x) +f(e)—f(x+z) =a+ / ( l—éî -^4 i (0 .

Donc [ji est bien déterminée à partir de sa transformée de Laplace.

Remarques. — 1) Toute fonction en n variables réelles qui opère sur
les fonctions définies négatives est analytique.

2) Toute fonction définie sur { x \x == (xjc) avec l^k^n et Xjc^O]
et telle que / (ç{/i, ^2,..., (pn) soit définie négative quel que soit le choix des
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n fonctions ̂  G N (G) appartient à Pr (G) donc à 39 chaque fois que le
groupe G est infini.

Voici une application du théorème 1.

THÉORÈME 2. — Soit G un groupe abélien localement compact
infini. Soit f définie sur P71. La fonction f o ^ est de type positif chaque fois
que cp == (cpfc) avec 1 ̂  k ̂  n et ̂  G N2 (G) et réelles si et seulement si f
possède une représentation intégrale de la forme :

f(x)= fe-^^d^d)

où [JL est une mesure positive sur (R+)W telle que l'intégrale converge pour
x G P^ De plus cette représentation intégrale est unique.

Démonstration. — Si f possède la représentation intégrale, alors la
propriété résulte du théorème de Schoenberg. Inversement, soit ^) = (cp^)
avec (pfc G N2 (G). Comme / (c)0 est de type positif on a / (<p (0)) ̂  0 donc
/ (û) ̂  0 pour tout a E P'1. De plus, si a et b ç. P" on a : / (a + b) ̂  / (a).
Cela résulte de ce que si y est de type positif, alors | cp (x) | ^ cp (0) et du
fait que l'on peut construire ^ = (cpfc), ^k G N2 (G) telles que ^ (0) = a
et (J> (x) == a + b pour un x € G.

D'après la proposition (1, 3°) la fonction f (a) — f (a + (p) est définie
négative. Ainsi la fonction x h-» / (a) — f (a + x) opère sur les fonctions
définies négatives et est bornée. D'après le théorème 1, on a :

/ (à) — f (a + x) = Ai — e- ̂  ̂ ] d^a (0

où [jio est une mesure positive bornée sur (R+^N^ 0 }.

Soit / == inf { / (x) ; x e ̂  ) = lim / (x).
Xj.-> °0

On a évidemment:

f(a)—l= f d^a(t)

puis

f ( a + x ) — l = e-^^d^{f). — < = = j e - ^ ' ^ d ^ a
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Donc

f(a+ b +x)—l= je-^^^d^W = fe-^^d^Çt).

Par suite on peut mettre en évidence, par un raisonnement classique,
une mesure [x positive (non nécessairement bornée) portée par (R^-)" et
telle que

f(x)= f e-^^d^(t) ; (xOP^.

L'unicité résulte du fait que / est transformée de Laplace de [x.

Remarque. — La fonction / est bornée si et seulement si J dy. < oo.

5. Cas des variables complexes.

THÉORÈME 3. — Soit G un groupe abélien localement compact
illimité. Toute jonction f ç=. F (G) se met d'une façon unique sous la forme :

f (z) = a + L (z) + M (z) + f l — g [x (A, ds) (5)
J 1 — e~(t+8vi}

où a ç R+, L et M ^on^ ûk«;c formes linéaires sur 0 positive sur P^ ^ [JL
^^ MM^ mesure positive bornée sur (R+)2n\{ 0 } ; s = (1, 1, ..., 1) G Pn-

Démonstration. — Appelons ^ l'ensemble des f définies dans
P^ + iî^ qui se mettent sous la forme (5). D'après la proposition 1 il est
clair que

^ C F (G).

Il reste à prouver l'inclusion inverse; d'ailleurs il suffit de montrer
que l'on a F (T<0 C 31 et d'utiliser le lemme 2.

Supposons donc G = T^, le tore muni de sa topologie discrète.
Munissons le cône F (G) de la topologie de la convergence simple sur
P" + fR^ et considérons l'ensemble <© suivant :

<0= { / ; / e F ( T J avec / ( £ ) = ! où £ = 1, 1,..., 1) GP" }.

Le lemme 7 montre que pour tout z ç P" + i^ il existe une cons-
tante A telle que | / (z) | ^ A • / (s) pour tout / G F (T<0.
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II s'ensuit que le cône convexe F (T^) est saillant et que l'ensemble
convexe <0 rencontre toutes les générations de F (T^); il est de plus
compact dans F (T<0 car le groupe est discret. d3 est donc une base
convexe compacte de F (T<0. Tout point de'tô est donc barycentre d'une
mesure positive et de masse unité portée par l'adhérence des points extré-
maux de (S.

Cherchons les points extrémaux de d3.

Soit / une fonction non nulle appartenant à une génératrice extrémale
de F (Td). Comme T^ vérifie la propriété A (lemmes 4 et 6), on peut
écrire :

îo / == Xa f, \a ç [0, 1] pour tout a ç. P1. (6)

Considérons la restriction de / à Pn et tenons compte de la discussion
du cas réel (voir la démonstration du théorème 1); il vient :

1) si / n'est pas bornée sur Pn alors
n

Xo = 1 et / (a) = (a, a) = ^ a^ ̂
où

a = (ajc) et a = (a^) avec o^ ̂  0.

Les égalités

/ (a + x + iy) = (a, a) + f (x + iy) = (a, x) + f (a + iy)

montrent que / (x + iy) — f (x) ne dépend pas de x ; soit g (y) cette fonc-
tion.

2) Si / est bornée sur P71 et non constante, alors \a = e-(tfa) et
f(a) == m(l—e-^^)
où

m = sup / (x) et t = (tk)
a-cP»

avec
n

h ̂  0 et ^ ^ > 0.
fc==i

La relation (6) montre que

f(a+x+iy)=m—e-(t'a\[m—f(x+iy)]=m—e-(t'^[m—f(a+iy)]

il s'ensuit que e^ ̂  • [m — f (x + iy)] ne dépend pas de x, soit h (y) cette
fonction.
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3) Si f est constante sur P11 alors Xo = 0 et / (x + iy) = f (a) == Cte.
Il reste à déterminer explicitement les fonctions g et h précédentes.

a) Etude de g.

D'après le lemme 9 la fonction :

y ^ f ( x + iy) =f (x) + g (y)

est définie négative sur R71 donc g aussi (car g (0) = 0).

D'après le théorème de Lévy-Khinchine on peut écrire :

/T f^) 11 + M2
g ( y ) = i L ( y ) + Q ( y ) + \—e-^—-———.———^- a (dt).

€/ |_ 1 - 1 - j ^ l - l j ^ |

où L est une forme linéaire réelle, Q est une forme quadratique positive
et a est une mesure positive bornée sur R" \ { 0 }.

On posera
n n

L(y) = (p,y) = ̂  ̂  et QOO = ^ y^^^.
fc=l fc. î=l

Nous allons utiliser le lemme 3. Soit z = fo), 1 ̂  ^ ̂  n avec

^ = ^ + iy, et pour ^ 7^ / ^ = ^fc > 0.

La fonction z^ i—> / (z) devient une fonction qui opère en une seule
variable et on a :

/ te) = Ij afc ûfc + a; ̂  + î ft- ̂  + Y^ yf +
Ic^j

r r ^ y y ~\ 1 + [ 112

^[•-"'•"-TT^J^-^"-
D'après le lemme 3 cette fonction de Xj et y, est de classe <32 et de

plus on peut dériver sous le signe J au point y, = 0 (en utilisant le lemme
de Fatou).

On obtient alors :

a^|ft-+/\-a(A)| , Y ^ = ° et /%|2' 1 + ' o ( d t ) = 0 .
l i

Ainsi a = 0, Q == 0 et a,^ | ^ | pour tout j
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Par suite pour z € P" + ;R" on a :

1 1
/(z) =—(a + P,z) +—(a—P,z) avec a±PeP».

•̂  z

Comme / est extrémale et que

z *-> (afe + Pfc) Zfc et z »-̂  (ocjk — (îfc) Zfc

opèrent tous les nombres a^ + ^ et a^ — ̂  sont nuls à l'exception d'un
seul.

b) Etude de h :

D'après le lemme 9, la fonction

Y ^-> f (x + iy) == m — e- ̂  ̂  h (y)

est définie négative sur R^ de plus ( / | ̂  m donc h (y) est de type positif
d'après la proposition 3. D'après le théorème de Bochner il existe une
mesure positive a sur R»1 telle que

h (y) = f e-^^ a (du) (et h (0) = m = ; a).

Nous allons utiliser les lemmes 3 et 8.

Posons z == (z^ avec z, = x, + iy, et pour k ̂  / zjc = a^ > 0,
1 ̂  k ̂  n.

La fonction ^ i-> / (z) opère en la variable z.j. D'après le lemme 3
la fonction

Y s ̂  \ e-Vi a (du)

est de classe e2 ; le lemme de Fatou entraîne que l'on a :

/l^a^Xoo.

Cela étant vrai pour 1 ̂  / ̂  n on a aussi

j \u [2 a (du) < oo.

Par suite, la fonction h est de classe G2 sur R71 tout entier puisque / est de
classe e2 sur Pn + fR» tout entier.
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Ô2 ô2

Posons Aj == —— + ——. D'après le lemme 8, comme f est extré-
ôx2 ôyf

mâle, il existe K (a, r) G [0, 1] tel que

Jïtj (/, r, p, z + û) — Oïtj (A r, p, a) = K (a, r)-/ (z)
où

a == (ûfc) E P", z G P»1 + ̂  et 0 < r < ̂ ..

Mais nous avons aussi

f^+a)—f(a)=\^f(z).

Comme / est de classe (32, A^ f est continue dans Pn + iR" et on a :

4
A, f (z + a) = lim — [JH, (/, r, p, z + a) — f (z + a)] ;

r-»0 ''

4
donc — [K (a, r) — XJ possède une limite C (a) (qui dépend de /).

r2

On peut écrire par conséquent :

A, / (z + a) — ̂ f (a) = C (a)'f (z).

Tenant compte de ce que

/(^) = w-^-^^-A(y)
il vient aisément :

ô2

[—t2 + C(a)-^^]-A———h == 0.
ôy2

Posons — ^2 = — t2 + C (àï'e^^. La mesure a doit vérifier :

/ (u] —^^e-^) a (du) ===0.

Comme a est non nulle, ^ est réel et le support de a est contenu dans

{u ; M G Rw avec ^2 = ^2 , 1 ̂  / ̂  n}

Le lemme 3 appliqué à une restriction convenable de / montre d'ailleurs
que l'on a :

| ô2

^t^\——h(0) soit ^f^tf.
ôy2
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Ainsi on peut écrire

/ t e )=2A[ l—exp{—(B,z )—(C,z )} ]

où B et C G P^ A ̂  0 et où la somme contient f termes au plus. Comme
/ est extrémale et comme chaque terme est une fonction qui opère, on a
nécessairement tous les A nuls sauf un qui vaut m.

c) II vient de l'étude précédente que tous les points extrémaux de (R)
sont nécessairement parmi les fonctions :

/, (z) = 1, y (z) = ,̂ ^ ^) = ̂  1 ̂  7 ̂  n
et

1 _ _ ç - ( t , s s ) - ( s , ' z )
ftf8 (z) = ~i———î ~ où (t9 s) e (K^MO).^ ——ff~\ ï~^«^*f

L'ensemble de ces fonctions n'est pas fermé dans <B. Cependant il est facile
de voir que

[it^\ (^edi+^^o}}
est homéomorphe à (R4-)2W\{0} et que son adhérence est constituée des
fonctions :

2n 2n

/oo ; ft s et ^ QLk fk (où afe ̂  0 et ^ a^ = 1).
f c= i f c^ i

Le théorème est alors conséquence de celui de Krein-Milman. Pour l'uni-
cité il suffit de considérer le cas où / est bornée alors

/ (^ == S [1 — e-^-(8^] p, (A, ds)

où p, est bornée et l'intégrale est étendue sur (R.^^NJO}. Par conséquent :

/—ôyi /—ôyn /—ô\^ /—ôVn
w - w • w - w /(£)

= —f^1 - ̂  •sqll... s9," -e-f^'^ y. (dt, ds).

Ceci détermine évidemment la transformée de Laplace de u. Voici une
application du théorème 3.

THÉORÈME 4. — Soit G un groupe abélien localement compact illi-
mité. Soit f définie sur P» + I'R». La fonction f o ̂  est de type positif
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chaque fois que ^ = (çpfc) avec 1 ̂  * ̂  n et ̂  ç N2 (G) si et seulement
si f possède une représentation intégrale de la forme :

f (z) = S exp {— 0, z) — (s, ï)] [A (A, ds)

où [X est une mesure positive sur (R^)2" ^iïe 9^ l'intégrale converge pour
z G ̂  + ^"R71. C^të représentation intégrale est de plus unique.

Démonstration. — Elle est identique à celle du théorème 2.

6. Fonctions de type positif indéfiniment divisibles.

Soit G un groupe abélien localement compact connexe.

DÉFINITION. — Une fonction y de type positif est dite indéfiniment
divisible (y G J) si pour tout n il existe une fonction <?„ de type positif
telle que y = ((pn)".

Il est facile de voir [5] que si cp G 3 et <p est réelle alors, parce que G
est connexe, on a y > 0, et, si cp (0) ̂  1 alors (— Log cp) est définie
négative.

Comme applications des théorèmes 1 et 2 nous allons déterminer les
fonctions / du type suivant :

i) / définie sur R-^ et telle que / o <p€ 3 pour toute cp ç N2 (G).
ii) / définie sur ]0, 1[ et telle que / o y G 3 pour toute y G 3.

iii) / définie sur ]0, 1[ et telle que / o cp soit de type positif pour
toute (p E <Ï.

iv) / définie sur ]0, 1[ et telle que / o <p E N (G) pour toute ç E 3.
Le problème est le même en plusieurs variables. Les résultats sont les
suivants :

i)
f=e-o où g ( x ) = a + ( 3 ^ + / (1 — e-^) y. (dt)

•/ 0

avec (X mesure positive telle que
r °° t
/ ———— tx (dt) < oo et a et 3 > 0

^ Q 1 + t
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ii)
/(Ç)=<?-".ç3.exp f (l-ç^(^) ; 0 < ç < l

l ^ o l
(a, P, [x comme dans le cas i) )

iii)

/ ( Ç ) = f Ç^(A); 0 < ç < l
^/ o

[i positive telle que l'intégrale soit convergente.

iv)
/ ( Ç ) = a — ? L o g Ç + f (I-ÇO^(A)

«/ 0

(a, (3, pi comme dans le cas i) ).

Démonstration.

i) La fonction —Log/ est bien définie et opère sur les fonctions
définies négatives et inversement ; d'où la conclusion d'après le théo-
rème (1).

ii) Soit çp G N2 (G) réelle alors / (<?-^) e J , puis

—Log/(e-^)eN2(G).

Donc il existe a, P ̂  0 et jji mesure positive sur R+\{0} vérifiant
r 0 0 t

^ ———— (JL (dt) < oo telles que (théorème 1) :
J o 1 + t

f^ 00

— Log / (<?-") = a + ?^ + / (1 — (?-*') ^ (A)
*7 0

d'où

/ (Ç) =(>-"• ce exp F ( l — Ç < ) ( x ( A ) j ; 0 < ç < 1.
•/ o /

Inversement une telle fonction répond à la question

iii) Soit cpGN2(G) réelle; f (e-^) est de type positif. D'après le
théorème 2 on a :

/ (e—) = e-^y. (dt) puis / (Ç) = / ^ [x (dt)
^ o •̂  o
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où [ji est ^ 0 et l'intégrale convergente pour x > 0. Inversement la fonc-
tion / précédente vérifie la propriété voulue.

iv) L'hypothèse entraîne que la fonction :

x -> / (e-^)

opère sur les fonctions définies négatives.

Il vient aisément

/ ( Ç ) = a — P L o g Ç + / (l-ÇO^(^).
^ o

c w t
où a, P ̂  0, a mesure ^ 0 vérifiant / ———— a (A) < oo. Inverse-

J o 1 + ^
ment la fonction précédente répond à la question.
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