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APPROXIMATION ET CARACTÈRE
DE QUASI-ANALYTICITÉ

DANS LA THÉORIE AXIOMATIQUE
DES FONCTIONS HARMONIQUES

par Arnaud DE LA PRADELLE

Introduction.

Nous nous plaçons dans le cadre axiomatique de M. Brelot auquel
nous renvoyons ([3] et [5]) et nous nous proposons de caractériser une
propriété dite de quasi-analyticité, notée A : toute fonction harmonique
dans un domaine est nulle, dès qu'elle est nulle au voisinage d'un point.
Cette étude nous a été proposée par M. Brelot dont les suggestions nous
ont été très utiles.

Cette question est liée à une approximation uniforme de fonctions
numériques finies continues sur des compacts, par des fonctions harmo-
niques dans un voisinage convenable. Nous sommes ainsi amenés à étendre
en préliminaire la théorie classique [2] de Dirichlet par l'extérieur pour
un compact puis même à traiter le cas d'un fermé E à frontière <9E
compacte. Nous obtenons ainsi un critère nécessaire et suffisant d'approxi-
mation uniforme de toute fonction numérique finie continue sur ôE par
des différences de potentiels à supports compacts contenus dans le complé-
mentaire ç E de E, ainsi que l'avait montré M. Brelot dans le cas clas-
sique ([2]).

Nous utilisons ensuite toutes les hypothèses de la théorie des fonc-
tions harmoniques adjointes de M^ Hervé ([5]), en ajoutant la propor-
tionalité des potentiels adjoints à supports ponctuels. Nous étudions alors
l'hypothèse (A) de quasi-analyticité relative aux fonctions adjointes, que
l'on note (A*). Nous inspirant d'un mémoire de J. Deny ([4]) nous mon-
trons que (A*) est équivalente à la possibilité d'approcher toute fonction
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réelle finie continue sur la frontière compacte ÔE de tout fermé E, par
une combinaison linéaire finie ^ Xi Py^(x) (1) où y, appartient à un ensem-
ble donné, assujetti seulement à être partout dense au voisinage d'un point
de chacun des domaines composants du complémentaire ç E de E. Nous
utilisons pour cela l'existence d'une base d'ouverts non effilés en leurs
points-frontière, résultat récent de G. Mokobodsky et D. Sibony. Cepen-
dant, sans ce dernier résultat, mais moyennant l'axiome de domination
(D) et l'hypothèse que tout point x c'est-à-dire [x] est polaire, nous
trouvons une autre propriété équivalente à (A*). Cette dernière est que,
l'espace engendré par les restrictions des potentiels py à la frontière ôco
de tout domaine relativement compact (o, lorsque y décrit un sous-ouvert
non vide arbitraire co', d'adhérence compacte co' contenue dans œ, est total
dans l'espace L1 (p^ ) des classes de fonctions pS -intégrables (p.? désigne
la mesure harmonique de co au point x de co).

Nous terminons en montrant que A* entraîne, en particulier, qu'une
condition nécessaire et suffisante pour pouvoir approcher toute fonction
harmonique u dans l'ouvert co, uniformément sur tout compact C œ, par
des fonctions harmoniques dans Q, est que ç co n'ait pas de composante
connexe compacte.

1. Problème de Dirichlet par l'extérieur et approximation.

Nous rappelons que l'espace de base Q est localement compact, non
compact, connexe et localement connexe. Nous supposons vérifier les
axiomes 1, 2, 3, ainsi que l'existence d'un potentiel strictement positif
dans Q.

Nous noterons :
H (resp. H (co) ) l'ensemble des fonctions harmoniques dans Q (resp.

dans l'ouvert co),
S (resp. S (co) ) l'ensemble des fonctions surharmoniques dans Q (resp.

dans l'ouvert co) et S4" (resp. S+ (co) ) le cône des éléments positifs
de S (resp. S (co) ).

P+ (resp. P+ (co) ) l'ensemble des potentiels dans Q (resp. dans l'ouvert co).

Nous nous inspirons de l'étude du cas classique [2].

(1) py désigne un potentiel à support ponctuel {y}.
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1. Problème de Dirichlet pour l'ouvert œ à frontière ôco compacte (2).

Pour toute fonction réelle / finie ou non sur ôw, on considère la
famille ffCf des fonctions v hyperharmoniques telles que

1) lim inf v (x) ̂  / (y) et > — oo pour tout y ç. ôœ,
3'-*yç,Q(ù, a-çû)

2) v ^ — p , où ^eP+(3).

On introduit de même par symétrie la famille des fonctions hypo-
harmoniques vérifiant une condition frontière analogue (changement de
lim inf en lim sup, ^ en ^) et majorées par un potentiel dans Q.

On pose Hf = Inf_v et Wf = Sup u qui vaut —H^_/).
ve9€f ueXf

Propriétés immédiates.

Hi) H/" est ± oo ou harmonique dans chaque domaine composant de œ.
H2) H/" ̂  H/". S'il y a égalité en un point, il y a égalité partout. Si la

valeur commune, notée H/ est finie, f est dite résolutive, ^lo désigne
l'ensemble des fonctions résolutives.

H3) H;+, ̂  H," + H^ (4), Wf = \îîr (^ ̂  0).
H4) Si ^ est un filtre sur ^Lo convergeant uniformément vers une fonc-

tion bornée /, alors / G <^<o et lim H^ (xo) = H/ (.Co), V ^o G œ.
9

Hn) H^ = R" pour vçS+ où RiT désigne la réduite de v sur PO)
(voir [3]).

He) Hp° = Hp" pour tout potentiel p continu.

THÉORÈME 1. — Toute fonction finie continue est résolutive.

On utilise de façon classique le fait que les différences de potentiels

(2) H. Bauer dans les Math. Annalen (Zum Cauchyschen und Dirichletschen
Problem bei elliptischen und parabolischen Difïerentialgleichungen, p. 142-153 (1966)
traite d'un problème de Dirichlet analogue. Nous aurions utilisé sa définition si nous
en avions eu connaissance en temps voulu.

(3) Cette condition est inspirée par le principe du minimum suivant : Si
v € S (œ) est telle que lim inf v (x) ̂  0 pour tout y e 8 œ et v^ — p où p € P +

x->y
alors v e S+ (œ).

(4) On donne à la fonction / + g une valeur quelconque là où elle n'est pas
définie.
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continus dans Q, sont partout denses dans l'espace Q (ô co) des fonctions
finies continues sur <9o), muni de la topologie de la convergence uniforme.

2. Problème de Dirichlet par l'extérieur (5).

Soient E un fermé de Q à frontière ôE compacte et / une fonction
réelle finie ou non sur <9E. On considère la famille S^f des fonctions hyper-
harmoniques dans les ouverts co contenant E, telles que

1) lim inf v (x) ̂  / (v) pour tout y G ô E.
J'-^Î/.J'EÇE

2) V ^ — — P , OÙ PreP4-.

On introduit aussi, de façon analogue, la famille JC/13 des fonctions
hypo-harmoniques vérifiant des conditions symétriques.

On pose Kf = Inf v et Kf = Sup u qui vaut — K?-/).
ceJC^ «eJC^

Propriétés immédiates.

Ki) Kf est ± x ou harmonique dans chaque domaine composant de
l'intérieur Ê de E (s'il est non vide).

K^) K; ̂  Kf si l'égalité a lieu en un point ;Co G E, / est dite résolutive en
x^ si elle a lieu en tout point de E, / est dite résolutive et la valeur
commune notée Kf ' ^IE désignera l'ensemble des fonctions résolutives.
K.,) K;̂  ^ Kf + K^, (4), Kx/ = XK, (A ̂  0).
K4) Si 3» est un filtre sur ^IE convergeant uniformément vers une fonction
/ bornée, alors / G ^IE et lim K^ (^o) = K^ (jro), V^o € E.

»
K.,) Kf = R^VpeP-".

Ke) KpW = KpMV^EE, VpeP-^.

On considère un ensemble filtrant décroissant { œi } d'ouverts à
frontières compactes, tendant vers E. RJ" = pi vaut H^1 dans 0)1 d'après
Ha. Les pi forment un ordonné filtrant croissant d'éléments de P+ dont
l'enveloppe supérieure p ' est un potentiel dans Q, égal à p sur CE. Ceci
montre que p' G X^ , et p ' ̂  K^. D'autre part H^ ̂  p dans coi, donc
Hp G JÇ^ et p' ̂  K^.Ceci prouve K:5 et Ke.

(5) Tout ce qui suit dans ce paragraphe peut s'étendre au cadre de Faxiomatique
Bauer, avec des modifications convenables, pour un fermé E à frontière non vide.
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THÉORÈME 2. — Pour toute fonction ç finie continue sur ÔE, on a
K^ (x) = K^ (x) (V^ G E) et si (S) désigne un prolongement continu et
borné de cp à Q, on a K<p == lim H^ où ^'désigne la solution du problème
de Dirichlet pour l'ouvert coi, avec, pour donnée-frontière, la trace de $
sur Oiûi et où { ( s î i } est un ensemble filtrant décroissant d'ouverts à fron-
tières compactes tels que H C0i = E.

Ceci est une conséquence de Ks, K.4 et Ke.

-•» '
Remarque. — Pour / finie continue sur ôE, K/ (x) s'écrit 1 f d^ où

[^ est une mesure de Radon portée par ôE. ji., est la balayée de ̂  sur CE
au sens de M11^ Hervé d'après Ks.

Stabilité.

DÉFINITION. — Un point Xo de ôE est dit stable, comme dans le cas
classique ([2]), si l'on a K/ (^o) = / (x^) pour toute fonction f finie
continue.

THÉORÈME 3. — La stabilité de E en XQ équivaut au non effilement
de CE en x^ .

La démonstration est celle du cas classique ([2]).

THÉORÈME 4. — Pour pouvoir approcher uniformément toute fonc-
tion finie continue sur ôE par une différence de potentiels à supports
compacts contenus dans CE, il faut et il suffit que tous les points-frontière
de E soient stables.

La condition est suffisante. Il suffit de le voir pour un potentiel fini
continu p à support compact dans Q (l'espace des différences de tels
potentiels est aussi partout dense dans Q (ÔE)). Les Hg forment un
ordonné filtrant croissant tendant vers Kp = P continu et la convergence
est uniforme d'après le lemme de Dini.

La condition est nécessaire. Soient p un potentiel fini continu dans
Q et pî — p2 une différence de potentiels à support compact telle que
Pi — P2 — tp et pi — p2 + £p encadrent /. Ces différences encadrent
alors aussi les Ky.
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2. Quasi-analyticité.

On ajoute les hypothèses suivantes :

Base dénombrable d'ouverts pour la topologie de Q.

Base de domaines complètement déterminants (6), proportionnalité
des potentiels à support ponctuel et des potentiels adjoints à support
ponctuel.

On notera py (x) le potentiel de support { y } situé dans une base
compacte fixée du cône S+ muni de la topologie T de M^ Hervé et
P^{X) = Py (X).

Si py est un autre potentiel de support ponctuel { y } situé dans une
autre base du cône, py == 9 (y) py où 6 est une fonction finie continue > 0
sur Q.

Les potentiels dans Q se représentent alors selon f py (x) d\ (y) que
l'on notera P\, où la mesure positive X est unique.

La mesure harmonique adjointe Oy' est définie par

R^GO = j p , ( x ) d o y ( z )

pour tout ouvert relativement compact œ. Les notions adjointes seront
désignées par un astérisque. Ainsi h ç=. H* (co) signifie que À est finie

/•
continue dans co et vérifie h(y) = h (x) doy (x) pour tout 5 complètement
déterminant C 5 C co. Ces fonctions adjointes dépendent du choix de py
et se déduisent donc l'une de l'autre par multiplication par 9 (y).

La proportionnalité des potentiels adjoints a support ponctuel permet
/•»

de représenter tout potentiel adjoint selon f py (x) d\ (x) où la mesure
positive À est unique. Cela tient au fait que si pi* est un potentiel adjoint
de support [x} situé dans une base de §*, p^ = a (x) pî (y) où a (x) est
finie continue > 0 dans Q.

(6) co C w compact est dit complémentaire déterminant, si pour tout potentiel
p dans Q, harmonique dans o), les fonctions v e S'1' majorant p sur C œ le majore
dans Q ; ou encore R"" == p dans Q.
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LEMME 1. — Si MEH((A)) (resp. H* (co)), pour tout ouvert o/,
co' C O)7 compact C œ, on peut trouver une mesure a sur ôco' telle que

u(x) = j py (x) doL (y) (resp. u (x) = py (x) dçx. (y) dans co')

Démonstration. — Si MeH(cjo), appliquons le théorème 13, 1 de
M^ Hervé ([5], p. 44), on a M = P-P', où P et P' sont des potentiels dans
Q, harmoniques dans a/, dont on prend les balayés sur (A/. Ces balayés

s'écrivent f py (x) d^ (y) et ^ py (x) d^ (y) où les mesures positives pii et
[ji2 chargent <9co'. a = [Jii — [12 répond à la question. On raisonne de même
si u E H* (œ).

Soit E un sous ensemble fermé C û, tel que sa frontière <9E soit
compacte. Considérons les mesures positives portées par ôE et la relation
d'équivalence entre elles : X '-' pi signifie que X et pi engendrent des poten-
tiels adjoints égaux sur PE, c'est-à-dire :

\ - [x ̂  P; (y) = P;(y) \fy G CE.

LEMME 2. — Cette relation d'équivalence À ^ [x équivaut à
\^ == [jtC13 ^ù X^ ^ piC13 ^on^ ̂  balayées de ces mesures sur PE. £7^

équivaut aussi à f D d\ = f D dy, où D est une différence de potentiels à
supports compacts contenus dans PE.

Démonstration. — L'équivalence de X et [ji équivaut à l'égalité
P\* == P^ sur PE et aussi à R^C13 === R^ partout. Les mesures associées à

^ ^
ces potentiels balayés adjoints sont les balayées directes ÀC13 et \^
(Mme Hervé [5] prop. 30.2), et l'unicité de la représentation intégrale
impose XC13 = [jiC13.

D'autre part si D = p^ où XQ G CE, on a p^ d\ == / p^ d^, c'est-

à-dire P\* 0:0) = PH* (^o) ou encore À — pi. Réciproquement, D s'écrit

D (x) ^ f p y (x) do, (y)

où a est une mesure à support compact portée par PE. Par interversion
des intégrations, on a :



390 ARNAUD DE LA PRADELLE

<^» i r~ /» 'i

J D d \ = j \ j p ^ ( x ) d \ ( x )

-f[f'py (x) dix, (y)

/T r id a (y) = f / p^ Oc) ^[i (x) rfa (y)
«•' L»7 1

dy. = D 41.

LEMME 3. — L'équivalence X ^ [JL équivaut toujours à l'identité
lorsqu'il n'y a pas de points d'effilement de CE sur ôE et seulement dans
ce cas.

Démonstration. — S'il n'y a pas de point d'effilement de CE sur <9E,
X = XC13 et [JL = [xC13. D'après le lemme 2, X — [JL équivaut à XC13 = [̂  et
donc à X = [JL.

Par contre, si x çôE est un point d'effilement de CE, £^7^ £a- bien
que ces mesures soient équivalentes, ej^est la mesure associée au potentiel
adjoint R^ et e.r la mesure associée au potentiel adjoint P^. Ceux-ci sont
égaux sur CE.

On retrouve le théorème 4 du paragraphe I.
En effet, considérons l'espace (2 (ÔE) des fonctions continues sur ôE

muni de la topologie de la convergence uniforme, et ^ (E) c C (^E) le
sous-espace constitué par les restrictions à ôE des différences de potentiels
à supports compacts portés par CE. Une condition nécessaire et suffisante
pour que S (E) soit total dans <3 (ÔE) est que toute mesure de Radon v
sur ôE, nulle sur S (E), soit nulle. Si v = À — (JL (X, [JL ^ 0), ceci signifie
d'après le lemme 3 que X et [x sont égales si elles sont équivalentes. Le
théorème est une conséquence du lemme précédent.

Remarque. — Si l'intérieur E de E est non vide, et si on appelle 9€^
le sous-espace de Q (<9E) constitué par les restrictions à ôE des fonctions
continues sur E, harmoniques dans E, on a le théorème suivant dû, dans
le cas classique, à Deny [4], en ajoutant l'axiome de domination (D).

THÉORÈME 5. — Pour pouvoir approcher toute jonction de S€y,
uniformément sur ôE par une différence de potentiels à supports compacts
contenus dans PE, il est nécessaire et suffisant que CE et CE soient effilés
aux mêmes points.

La démonstration est une adaptation immédiate de celle de Deny [4].
On montre que pour que 9€^ et S (E) aient mêmes orthogonales, il est
nécessaire et suffisant que PE et PE soient effilés aux mêmes points.
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DÉFINITION. — Une fonction harmonique dans un domaine est dite
de type analytique si elle est nulle dès qu'elle est nulle au voisinage d'un
point.

Cette propriété pour tout domaine sera notée (A), et pour les fonc-
tions adjointes (A*). On pourra appeler (A<u) et (AS ) la même propriété
restreinte aux fonctions harmoniques ou harmoniques adjointes dans un
domaine œ.

Soient an un point arbitraire de chaque domaine composant cow de CE,
Vn un voisinage compact quelconque de a^ Vn C œn, et enfin V = U ^n -

n

Lorsque A* est vérifié, il est alors évident que \ ̂  [JL équivaut à la
nullité de J py (x) à v (x) (v = \ — (i) pour tout y G V.

THÉORÈME 6. — Supposons A*. Pour pouvoir approcher uniformé-
ment toute fonction cp finie continue sur ÔE par une combinaison linéaire
finie ^ \ipy. (x) où yi ç V, il est nécessaire et suffisant que PE n'ait pas
de point d'effilement sur ôB.

Démonstration. — Cette approximatoin équivaut d'après Hahn-

Banach à ce que la nullité de f py dv pour y G V entraîne toujours
•,.•

v == 0 (v = À — jji). C'est-à-dire, à ce que À ^ [JL entraîne toujours À = [t.
Le théorème est encore une conséquence du lemme 3.

Remarque. — II est facile de voir que cette approximation est équi-
valente à l'approximation à l'aide de différence de potentiels à supports
compacts contenus dans V == u Vn- D'autre part les supports de ces
potentiels ne seront que dans un nombre fini de Vn et on ne peut dire
lesquels. Cependant on a le résultat suivant (cas classique, voir Bre-
lot [2]).

THÉORÈME 7. — On suppose A*. Soit a une réunion finie de Vn.
Pour que toute fonction finie continue sur <9E puisse être approchée uni-
formément par une différence de potentiels à supports contenus dans a,
il faut et il suffit que, A étant la réunion des domaines composants de PE
qui contiennent un point de a, ÔE soit la frontière de HA et que A ne soit
pas effilé aux points de <9E.
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Démonstration. — La condition est suffisante d'après le théorème
précédent. La condition nécessaire est une adaptation immédiate de celle
donnée par M. Brelot dans le cas classique ([2]).

DÉFINITION. — Pour CE non effilé en ses points-frontière, notons
(<9LE) la propriété suivante : on peut approcher uniformément toute fonc-
tion finie continue sur ÔE par une combinaison linéaire finie ^ Xi py^ (x)
(Vi G V = U Vn) et ((SLÊ ) la même propriété relative aux fonctions harmo-
niques adjointes.

THÉORÈME 8. — (A*) <=> (âlE) pour tout E (ou seulement pour tout
E = PO) où a) est un ouvert relativement compact de Q).

Démonstration. — (A*) entraîne ((Sis) pour tout E d'après le théo-
rème précédent. Réciproquement, considérons h ç H* (œ) pour un do-
maine œ, nulle dans un voisinage V de Xo €E œ. On introduit un voisinage
compact connexe K de x^ puis, on recouvre K par un nombre fini
d'ouverts { œi}, non effilés (7) en leurs points-frontière tels que leurs
adhérences ne rencontrent pas ôœ. œ' = K U (U coO est un ouvert non
effilé en ses points-frontière, œ' est compact et c co. œ' a un domaine
composant ç qui contient K, et celui-ci n'est pas effilé en ses points-
frontière. D'après le lemme 1 on a dans 5

h ( y ) = S p y ( x ) d y . ( x )

où JJL est une mesure chargeant ô5. [JL, nulle sous un sous-espace partout
dense de Q (<95), est nulle, h est en particulier nulle sur K. K pouvant être
choisi arbitrairement, h est nulle dans œ.

Remarque. — On peut intervertir les astérisques sur (A*) et (<9L).
On parlera alors d'effilement adjoint au lieu d'effilement. Ceci provient du
fait que les fonctions adjointes des fonctions harmoniques adjointes sont
les fonctions harmoniques, lorsque les potentiels adjoints à supports ponc-
tuels sont proportionnels.

Si on suppose que tout point est polaire dans Q et l'axiome (D) de
domination, on trouve un autre équivalent de (A*). Rappelons (M^ Hervé
[5]) que (D) est équivalent à (D') :

(7) II existe une base d'ouverts non effilés en leurs points-frontière. (D'après
G. Mokobodski et D. Sibony).
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(D') L'ensemble des points d'effilement d'un ouvert (D relativement
compact situés sur <9co, est de mesure harmonique nulle pour œ.

Soient co un domaine relativement compact de Q, Xo un point de œ
et p^ la mesure harmonique de œ en XQ .Notons par L1 (p^) l'espace des
classes de fonctions p^ — intégrables muni de la norme

J j / j dp^ et L00 (p^) son dual.
(L1 (aSy et L00 (a^) pour la mesure harmonique adjointe).

DÉFINITION (8). — Si V est un voisinage arbitraire d'un point de œ,
on notera par (0i^ (co)) la propriété pour l'ensemble de potentiels
Py W (y G V) d'être total dans L1 (p^) pour tout XQ G (D. On notera
((9lL (œ)) la même propriété relative aux potentiels adjoints pf.

Nous supposerons les constantes harmoniques, seulement pour le
lemme suivant (9).

LEMME 4. — Soient h ç H (œ) (resp. h G H* (a))) pour œ ouvert
C Q ^ Xo (10) polaire G (i), fltor^ f/ .̂m^ im domaine 5 == .Xo, 8 C 8
compact C Q ^ûn>y lequel h s'écrit

h(y) = k S p f d a S , + À (resp. / (y)/i (y) = k f p y d p 0 ^ + À)
où A: ̂  MH^ constante ^ 0, X MH^ constante ^ 0 et f (y) une fonction
continue > 0.

Démonstration. — Supposons h G H* (œ). Soient œ' un domaine, ©'
Inf h

compact C a) et k une constante. À: ̂  ^' Qn pose M = h — k, u est
0

harmonique adjointe > 0 dans a/ (11).

(8) Noter que ((91^ (^) ) ne dépend pas de x^
(9) Avec les axiomes 1, 2, 3, et une base dénombrable d'ouverts pour la topo-

logie de Q et l'existence d'un potentiel > 0 dans Q, il existe une fonction harmonique
h > 0 dans Q. Les quotients par h des fonctions harmoniques constituent un autre
faisceau de fonctions dites /î-harmoniques et comprennent les constantes. On peut
donc raisonner en supposant les constantes harmoniques, tant que les propriétés
obtenues sont stables par passage au quotient et multiplication par h.

(10) XQ polaire = XQ polaire*. Rappelons aussi que (D) est équivalent à (D*),
lorsque les potentiels adjoints à support ponctuel sont proportionnels.

(n) On suppose les constantes harmoniques adjointes dans co. Si elles ne
l'étaient pas, on raisonnerait sur un système adjoint associé à un py défini par
Jpy^pj^ = 1 (a ouvert complément déterminant, a H <o == 0). Ces nouvelles fonc-
tions adjointes se déduisent des anciennes par multiplication par /.
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Si u était nulle en un point de o/, elle serait nulle dans œ' et le lemme
est démontré dans ce cas là.

Considérons, dans le cas contraire, l'ouvert

8^ = {y C a/ ; X u(y) < py(xo)}.

On choisit À tel que 8^ soit compact et contenu dans co'. XQ était
polaire appartient à 8 .̂ Soit 8 le domaine composant de 8^ contenant XQ.

Posons U = i ^^^o) dans ô u est un potentiel adjoint borné
( p^ dans g 8

dans Q, égal à À u dans 8. On a

RX = R^ (Y) = R^ (^o) = ̂  ̂ < = ̂ p, rfp^ = U dans 8.

Puis finalement U = À (u — k) = p y d p ^ dans 8, d'où le lemme.

On raisonne de même si h G H (œ).

THÉORÈME 9 (12). — (A*) <=> (OL (co)) poMr ^r œ.

Démonstration. — (A*) =» (<9LL ((A)) ) pour tout a).

Soit œ un domaine relativement compact de Q et ^o E œ. Si

(p G L00 (p^) vérifie ^ py (p dp^ = 0 pour tout y G ̂  C (JD ; en posant

[JL = cp rip^ il vient ^ py ^[JL+ = ^py rf[x- dans tout œ d'après (A*). Ces

potentiels adjoints sont égaux partout d'après (DQ et le lemme 3 appliqué
à P co, par suite pi = 0. Ceci donne l'approximation d'après Hahn-Banach.

(<9LL (œ) ) pour tout co ==> (A*).

Soit h harmonique adjointe dans un domaine œ, nulle dans un ouvert
(A)', (D' compact C œ. On considère un voisinage compact connexe K de œ',
contenu dans co, que l'on recouvre par un nombre fini de domaines Si
selon le lemme précédent (81 compact C co). Dans chacun de ces 8i h s'écrit

I//ÔO(MP^P^ + ^)-

(12) On peut intervertir les astérisques sur (A*) et 0L^(w).
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Un des Si, soit 5 ,̂ rencontre œ'. Donc, sur L1 (p^10 ) la forme linéaire
^ °

affine y —> k^ j (p d p^0 + Xio, nulle sur le sous-espace engendré par les

Py (y E (i)' n Szo) (qui est partout dense d'après (<9LL (8^) ) ), est identique-
ment nulle. S^ rencontre un autre Si, soit Sip et 5^ H 5^ est un ouvert non
vide. On raisonne alors, comme précédemment, sur la forme

V^^ij ÇPdP^+\

qui est nulle sur le sous-espace engendré par les py (y E 8^ H S^). Celle-ci
est nulle dans 8^. On recommence, ainsi de suite, sur tous les Si. h est
donc nulle sur K, K étant arbitraire, h est nulle dans tô.

3. Conséquence de (A*): approximation de ueH((o)
par hGH.

Nous avons besoin de certains préliminaires topologiques. Q est
toujours l'espace à base dénombrable de la théorie. Soit A un sous-
ensemble de Q, ç A se décompose en composantes connexes, les unes d
sont relativement compactes, les autres C '̂ ne le sont pas.

DÉFINITION (13). — On appelle enveloppe de A dans Q et on désigne
par A l'ensemble A = A u (U C<).

i

LEMME 5. — Si A est fermé (resp. compact), A est fermé (resp.
compact),

LEMME 6. — Si A est ouvert, A est ouvert et c'est la réunion des
sous-ensembles à la fois ouverts et compacts dans P A.

LEMME 7. — Si A C B, alors À C ê,

On trouvera la démonstration des lemmes 5 et 6 dans Malgrange ([7]).
Le lemme 7 est évident.

(13) Nous avons pris cette définition dans B. Malgrange ([7]). Voir aussi Bour-
baki, Top. générale, livre III, 3e éd. 1961, p. 177, exercice 14.
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LEMME 8. — Si o) est un ouvert égal à son enveloppe et K un compact
C co il existe un ouvert (A/, dans l'adhérence co' est un compact égal à son
enveloppe, ayant tous ses points-frontières stables et tel que

K C co' C œ' C co.

Démonstration. — On considère un ouvert 0 relativement compact
tel que K C 0 C 0 C œ. 0 est un ouvert relativement compact (lemmes
5, 6 et 7) et 0 Cœ = co (lemme 7). Posons Oi = 0 et recouvrons ô0i
par un nombre fini d'ouverts Sz (i = 1, 2, 3, ..., n) non effilés en leurs
points-frontière et suffisamment petits pour que Ki = ç {u 8z} H Oi soit

o i
un compact à points-frontière stables tel que K c Ki C Oi C co. On a alors
Ki C Oi = Ôi (lemme 7).

A A,
Montrons que P Ki est non effilé aux points-frontière de Ki. Sachant

que ÔK c ̂ Ki, il suffit de voir que tout Xo G <9Ki est point-frontière d'au
moins un Si (i = 1,2,..., Aï). Soit donc V un voisinage de Xo, si VC[5i = 0
pour tout z, V est contenu dans P Si pour tout i et x^ n'est pas point-
frontière. On obtient le résultat cherché en prenant pour co' l'intérieur de
Ki.

LEMME 9. — Soit co un ouvert de Q, égal à son enveloppe co, et K un
compact quelconque de co. // existe alors une suite fortement croissante
(Kn)n>i (Kn C Kn+i) d'ensembles compacts ayant tous leurs points-fron-
tière stables, et égaux à leurs enveloppes, dont la réunion est Q. On peut

0

choisir Ki tel que K C Ki c Ki C œ et, les composantes connexes de ç Kn
et ç Ky,+i se rencontrent suivant des ouverts non vides.

Démonstration. — On construit Ki (lemme 8), puis on considère une
suite fortement croissante arbitraire de compacts (Kn )n-^2 tel que leur
réunion soit Q et que Ka D Ki. On intercale K^ compact,

o
Kn C Kn C Kn C ̂ n+1

et on prend l'enveloppe de K'n dont on modifie l'adhérence selon le lem-
me 8. On obtient ainsi un compact Kn ayant tous ses points-frontière
stables. La suite (Kn)^>i est bien fortement croissante, de réunion 0. Il
suffit seulement de vérifier que g Kn et g Kn+i se rencontrent suivant des
ouverts non vides. P Kn+i est réunion d'une suite {Dp} d'ouverts Dp non
relativement compacts. S'il existait un Dp^ tel que Dpy n ç Kn = 0 on
aurait Dp,, C Kn, ce qui est impossible.
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THÉORÈME 10. — Pour que u G H (co) soit limite, uniformément sur
tout compact contenu dans l'ouvert œ, de fonctions h G H il est nécessaire
et suffisant que P co n'ait pas de composante connexe compacte.

Démonstration. — La condition est suffisante. Soit K compact C œ.
On considère la suite fortement croissante (Kn)n>i du lemme 9 et on
construit MI E H (Ka) telle que [ u — «i | < e/2 sur Ki. On peut en effet
approcher à £ près la trace de u sur <9Ki (théorème 8) et donc sur Ki,
d'après le principe du minimum. On construit ensuite pour tout n,

o s
Un G H (Kn+2) telle que \Un — Un+i | < —— sur Kn+i. Il est immédiat

' ' ^n+l

que la suite ainsi construite, converge uniformément sur tout compact de
Q, vers une fonction h, qui est donc harmonique dans 0. h vérifie
\h — u | ^ e sur Ki donc sur K. K et £ étant arbitraire, on a l'approxi-
mation cherchée.

La condition est nécessaire. Supposons que ç co ait une composante
connexe compacte C. Si XQ ç C n <^co est polaire, p^ (x) est harmonique
dans (A) et vérifie lim p^ (x) = + oo. L'approximation par une

X-*XQ, XÇ.d)

fonction h G H contredit alors le principe du minimum.

Si tout point x de C n ^œ est non polaire, alors tout point-frontière
de l'ouvert P C est régulier. Considérons sur ôC une fonction finie continue
cp telle que çp (xo) = 0 et cp (x) > 0 pour x ;z± XQ. La restriction de H^ est
harmonique > 0 dans co et tend vers 0 en XQ. L'approximation est encore
impossible d'après le principe du minimum.

Extension du théorème précédent.

Le théorème 10 est encore valable s'il existe seulement un potentiel
> 0 sur tout sous-ouvert relativement compact Q' C Q (14).

La condition est suffisante. On raisonne encore en considérant une
suite fortement croissante de compacts ayant tous leurs points-frontière
stables, de réunion Q.

La condition est nécessaire. On considère toujours une composante
connexe compacte de C de ç a). Si Xo ç. ôC est polaire (15), pour tout sous-

(14) A* signifie alors que les fonctions adjointes associées à chaque cône S+ (Q')
(Q' ouvert relativement compact C Q) sont de type analytique.

(15) XQ polaire dans Û' signifie qu'il existe v € S"1' (Q') égale à + oo en XQ.
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couvert Q' relativement compact de Q, on considère un ouvert Qo relati-
vement compact et égal à son enveloppe, Qo D C. Le potentiel p?° dans
Qo, à support ponctuel {xo} est harmonique dans P C n Qo et vérifie
lim p^ (x) = + oo. C peut s'obtenir comme intersection d'une suite
X->XQ, .rcçcn^o

(cûn)n>o d'ouverts relativement compacts, Q'o D (Dn D con D cDn-n. Fixons MO,
et posons Kn = œ^ n ç ci)n (n > /îo). Nous pouvons appliquer la condi-
tion suffisante qui précède à l'espace Qo = ç C, Qo H ç C est un ouvert
C Qo, égal à son enveloppe dans Qo. On peut donc trouver une fonction
u G H (Qo) approchant p^ à e près sur Kn. On fixe n de telle sorte que
l'on obtienne une fonction u vérifiant Sup u (x) > Sup u (x). u est en par-

, . , . , ^GS^w XÇQUticuher harmonique dans œ. °

S'il existait une fonction harmonique dans Q approchant M à e près
sur Kn, le principe du minimum dans (Duo ne serait pas satisfait.

Si Xo est non polaire pour tout sous-ouvert relativement compact Q'.
On considère cp finie continue > 0 sur ôC telle que cp (xo) = 0 et la solu-
tion (H^n. relative à l'espace Q', où Q' est un ouvert relativement
compact et égal à son enveloppe. (H^n' est harmonique > 0 dans
Q' 0 C C et tend vers 0 quand x G Q' H C C ten^ vers -^o. Comme plus
haut, on en déduit une fonction u harmonique dans ç C vérifiant
Inf u (x) < Inf u (x) pour un n fixé convenablement choisi et il n'existe

a?e9û>n ^^no

pas de fonction harmonique dans Q, approchant u à s près sur Kn.

4. Une application de la théorie précédente.

Soit L un opérateur différentiel du second ordre, de type elliptique,
défini dans l'espace euclidien 1̂  (n ̂  2)

vn yu(x) ^ ôu(x)
Lu(x)= ^ ^(x)-———+ ^ b,(x)————+c(x)u(x)(^)

l̂ t, k<^n dXi ÔX]c l^î^n ÔXi

où x = (xi,..., Xn), û^ = ajci et où la forme quadratique ^ duc Ci Çfc
,^ . . . l^i.k^nest définie positive pour tout x ç 1̂ .

(16) Les a^ sont de classe c2.\ les b^ de classe c1^ et c de classe c°.\ Pour
k ̂  0, c^x signifie k fois continûment différentiable avec des dérivés partielles
d'ordre k localement Lipschitziennes ([5]).
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Une solution L u = 0 (resp. L* u = 0, L* étant l'opérateur adjoint)
dans un ouvert co c R^ est une fonction de classe C2 dans co satisfaisant à
l'équation en tout point de co ; l'ensemble de ces solutions vérifie les
axiomes de la théorie axiomatique (17). On dit que u est L-harmonique
(resp. L-harmonique adjointe). D'après Aronszajn ([!]) (A) (resp. (A*))
est vérifié. Si Qo est un ouvert de ̂  et s'il existe un L-potentiel > 0 dans
Qo ou seulement un L-potentiel > 0 (18) dans tout ouvert Q' c Q' compact
C Qo. On a le résultat suivant (voir B. Malgrange, [6] et [7]) :

Soit co un ouvert C Qo' Pour toute fonction u, solution de L u = 0
dans co soit limite uniformément sur tout compact c œ d'une suite de
fonctions u^ définies dans Qo et y vérifiant L u^ = 0, il est nécessaire et
suffisant que (jco n'ait pas de composante connexe compacte dans ûo.
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(17) S'il existe un L-potentiel > 0 dans R^, on a la proportionnalité des
potentiels à support ponctuel et des potentiels adjoints à support ponctuel ainsi
que (D) et (D*) ([5]).

(18) II existe un L-potentiel > 0 dans ÛQ, en particulier si c ^ 0 et < 0 en un
point de QQ ; il existe un L-potentiel dans > 0 dans tout ouvert Q' C Q' compact
C QQ si c = 0 ([5]).


