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SUR LE TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE
D’UN SCHEMA LISSE I

par Alberto ARABIA & Zoghman MEBKHOUT

Dédié a Alexandre Grothendieck
a Poccasion de son quatre-vingtiéme anniversaire

RESUME. — Afin de disposer des opérations cohomologiques aussi souples que
possible pour la cohomologie de de Rham p-adique, le but principal de ce mémoire
est de résoudre intrinséquement du point de vue cohomologique le probléme des
relévements des schémas lisses et de leurs morphismes de la caractéristique p > 0 a
la caractéristique nulle ce qui a été I'une des difficultés centrales de la théorie de la
cohomologie de de Rham des schémas algébriques en caractéristique positive depuis
le début. Nous montrons que, bien que les schémas lisses et leurs morphismes ne
se relevent pas en général du point de vue géométrique, tout se passe comme si
c’était bien le cas du point de vue cohomologique, ce qui est conforme & la Théorie
des Motifs de Grothendieck. On en déduit la factorisation p-adique de la fonction
Zéta d’une variété algébrique lisse sur un corps fini, éventuellement ouverte, qui
est le résultat test de nos méthodes.

Soit V un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques (p, 0)
de corps résiduel k et de corps de fractions K. On définit la cohomologie de de Rham
p-adique d’un schéma lisse sur k, a coefficients qui sont des espaces vectoriels sur K
et on définit les opérations cohomologiques pour un morphisme de schémas lisses
sur k. On montre que ’on obtient en particulier un foncteur contravariant entre
la catégorie de tous les schémas lisses et séparés sur k et la catégorie dérivée de la
catégorie des espaces vectoriels sur K. On montre la suite exacte de Gysin pour
tout couple de schémas lisses, ce qui permet en particulier de définir la classe de
cohomologie d’un cycle dans le cas d’un corps de base parfait. On montre le lemme
de Poincaré-Kiinneth sur une base lisse.

Mots-clés : algebres dag-adiques, cohomologie de de Rham p-adique, complexe de de
Rham p-adique, équations différentielles p-adiques, factorisation p-adique de la fonction
Zéta, fonctorialité, groupe des automorphismes, module de transfert, module spécial,
opérateurs différentiels p-adiques, opérations cohomologiques, relevements plats, sché-
mas dag-adiques, site infinitésimal, suite de Gysin, topos infinitésimal.

Classification math. : 11E95, 12H25, 13Dxx, 13Fxx, 13Jxx, 13N10, 14Axx, 14Fxx, 16Exx,
18Fxx, 18Gxx.
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ABSTRACT. — In order to have cohomological operations for de Rham p-adic
cohomology as manageable as possible, the main purpose of this paper is to solve
intrinsically and from a cohomological point of view the lifting problem of smooth
schemes and their morphisms from characteristic p > 0 to characteristic zero which
has been one of the fundamental difficulties in the theory of de Rham cohomology
of algebraic schemes in positive characteristic since the beginning. We show that
although smooth schemes and morphisms fail to lift geometrically, it is as if this
was the case within the cohomological point of view, which is consistent with the
theory of Grothendieck Motives. We deduce the p-adic factorization of the Zeta
function of a smooth algebraic variety, possibly open, over a finite field, which is a
key testing result of our methods.

Let V be a complete discrete valuation ring of unequal characteristics (p,0)
with residue field k£ and fraction field K. We define the de Rham cohomology of
a smooth scheme over k with coefficients which are vector spaces over K, and
we define cohomological operations for morphisms of smooth schemes over k. We
show that we obtain in particular a contravariant functor between the category of
all separated smooth schemes over k and the derived category of the category of
vector spaces over K. We give the Gysin exact sequence for every pair of smooth
schemes, allowing in particular to define the cohomology class of a cycle in the case
of a perfect base field. We prove the Poincaré-Kiinneth lemma for smooth base.
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1. Introduction

Cet article est le premier d’une série d’articles qui s’inscrivent dans la
recherche d’une théorie cohomologique des coefficients p-adiques pour la
catégorie des variétés algébriques en dimensions supérieures. Cette théorie
est loin d’avoir atteint son but malgré d’intenses efforts; seul le cas des
courbes est bien compris, grace a la théorie des équations différentielles
p-adiques ([8, 9, 10, 11]).

1.1. Afin de disposer des opérations cohomologiques aussi souples que
possible, le but principal de ce mémoire est de résoudre intrinsequement du
point de vue cohomologique le probléeme des relévements des schémas lisses
et de leurs morphismes de la caractéristique p > 0 a la caractéristique nulle
ce qui a été I'une des difficultés centrales de la théorie depuis qu’elle existe.
Nous allons montrer que, bien que les schémas lisses et leurs morphismes
ne se relevent pas en général du point de vue géométrique, tout se passe
comme si c¢’était bien le cas du point de vue cohomologique ce qui est
conforme a la Théorie des Motifs de Grothendieck.

Nous rappelons rapidement pour la commodité du lecteur la situation de
la théorie pour situer ce mémoire.

1.2. Le point de départ de la théorie de de Rham p-adique est la dé-
monstration de B. Dwork [12] de la rationalité de la fonction Zéta d’une
variété algébrique sur un corps fini, par des méthodes p-adiques non coho-
mologiques. P. Monsky et G. Washnitzer ont obtenu ([30, 31, 27, 28]) une
expression cohomologique de cette fonction pour les variétés algébriques
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affines lisses par voie p-adique, parallele a celle obtenue par A. Grothen-
dieck par voie f-adique pour toutes les variétés algébriques sur les corps
finis ([18]), en construisant une théorie cohomologique de type de de Rham
([31]) en passant de la caractéristique p > 0 & la caractéristique zéro a
laide de la théorie des schémas formels affines de Grothendieck ([19]). En
retour, leurs travaux ont inspiré a Grothendieck la construction du site In-
finitésimal et du site Cristallin d’un schéma au-dessus d’un autre ([14, 17]).
De plus, Grothendieck a montré que pour une variété algébrique lisse sur
un corps de caractéristique nulle la cohomologie de son site infinitésimal
a valeurs dans le faisceau structural est canoniquement isomorphe & sa
cohomologie de de Rham ([17]).

1.3. P. Monsky et G. Washnitzer ont laissé ouvert le probleme de l'ex-
tension du foncteur de de Rham p-adique a la catégorie des variétés algé-
briques éventuellement non affines. Cette problématique a déja été discutée
par Monsky dans son exposé au congres de Nice de 1970 ([29]). P. Berthelot
a proposé une théorie cohomologique pour toutes les variétés algébriques
via la géométrie analytique rigide ([5]). Cette construction est de nature
globale et fait intervenir une compactification, ce qui présente de sérieux
inconvénients a ce stade; par exemple, il n’est pas du tout clair que cette
définition soit fonctorielle. ()

1.4. Dans Darticle fondamental de recherche [23], qui a servi de tran-
sition, on a proposé de revenir au point de vue originel, de nature lo-
cale et algébrique pour la topologie de Zariski en caractéristique
p > 0, en définissant la cohomologie de de Rham p-adique pour les varié-
tés algébriques lisses admettant un relevement plat comme schéma formel
faible au sens de Meredith ([26]) via la théorie des ZT-modules sur un tel
schéma ([23, 24]). Cette définition considérée sur le corps des fractions d’un
anneau de valuation discrete complet d’inégales caractéristiques coincide
canoniquement avec la définition de Monsky-Washnitzer pour les variétés
affines lisses.

1.5. Mais il n’était pas établi que ces espaces sont indépendants du rele-
vement pour les variétés non affines ni que cette définition se prolonge a
la catégorie de toutes les variétés algébriques lisses sur un corps de carac-
téristique p > 0. Cependant, ce point de vue, qui s’est avéré étre le bon,
nous a conduits a la théorie des équations différentielles p-adiques, qui a

(1) Note du rapporteur : “In order to get the functoriality, another construction is ne-
cessary. There is some recent, unpublished work of Le Stum in this direction.”
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prise sur les questions de la monodromie arithmétique et dépasse de loin la
seule question de la cohomologie des variétés algébriques ([8, 9, 10, 11]).

1.6. Le but de cet article est, d’une part, de montrer qu’effectivement ces
espaces sont indépendants a isomorphisme canonique pres du reléevement
et que leur définition se prolonge a la catégorie de tous les schémas lisses
et, d’autre part, de définir les opérations cohomologiques pour la
cohomologie de de Rham p-adique a coefficients pour un morphisme
de schémas lisses sur un corps de caractéristique positive, mais sans aucune
hypothése restrictive sur les morphismes pour en déduire en particulier
la fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique et I'expression
cohomologique p-adique de la fonction Zéta d’une variété algébrique lisse
sur un corps fini.

1.7. La théorie de de Rham en caractéristique nulle et ses nombreuses
applications nous enseignent que la situation précédente d’un morphisme
qui n’est soumis & aucune restriction, de lissité, de platitude ou de propreté,
entre schémas lisses sur le corps de base sur lesquels on dispose du calcul
différentiel et du calcul infinitésimal sur le corps des nombres complexes,
est la situation essentielle méme pour le cas singulier et donne lieu aux
problémes les plus intéressants. Le cas des courbes, sur lequel nous dis-
posons aujourd’hui des résultats les plus complets grace précisément a la
monodromie p-adique, montre déja que la théorie de de Rham arithmétique
est hautement non triviale comparée aux autres théories cohomologiques
existantes, ce qui explique en partie son retard. Il était évident qu’on ne
pouvait pas espérer un progres significatif dans la théorie des coefficients
p-adiques sans la structure compléte de la monodromie locale d’un point
singulier d’une équation différentielle p-adique d’ordre supérieure ([10], In-
troduction).

1.8. Nous allons décrire les différentes étapes qui nous ont conduits a ce
résultat. Soit V' un anneau de valuation discrete complet d’inégales caracté-
ristiques (p, 0), d’idéal maximal m, de corps résiduel k et corps de fractions
K. Soit X/k un schéma lisse sur k, on définit naturellement son site infini-
tésimal p-adique XiTnf comme la catégorie, munie de sa topologie de Zariski
naturelle, dont les objets sont les schémas f-adiques % := (U, Oyt )v), au
sens de Meredith ([26]), plats sur V', ot U est un ouvert de ’espace topolo-

gique X. L’hypothese de lissité assure que le site X i ¢ a beaucoup d’ouverts

n
et de morphismes. Le site XiTnf est naturellement annelé par le faisceau de

V-algebres O+ v €t le faisceau de K-algebres Oyt K= Oxt VOV K.
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La cohomologie infinitésimale H,((X/K, Oxi /) du site X]; a valeurs
dans le faisceau structural & x1 /i est un invariant intrinseque du schéma
X et une question a laquelle nous avons cru pendant longtemps est qu’elle
fournisse les bons nombres de Betti p-adiques, ce qui a retardé d’autant
notre compréhension du probléme. En fait il n’en est rien, contrastant vi-
vement avec le cas de la caractéristique nulle. Pour voir ceci, supposons
pour simplifier que X est une variété affine lisse sur le corps k et soit
A" une V-algebre faiblement compléte de type fini au sens de Monsky-
Washnitzer ([31]) plate sur V' qui releve lalgebre des fonctions de X et
2T := (X,04+,y) son schéma t-adique affine associ¢ ([26]). On peut
considérer le groupe G 4+ des automorphismes de V-algebre de Af qui
se réduisent a l'identité modulo m. Ce groupe se localise en un faisceau
de groupes ¥4+ sur X. Nous montrons dans le théoréeme 8.3 que la coho-
mologie infinitésimale HS (X/K, ﬁXLf /i) sidentifie canoniquement a la
cohomologie de groupe H*(Y 41,041/ ) du 94 +-module Og+/ ce qui
la fait apparaitre comme une cohomologie de type galoisien et donne un
moyen de calcul. Or, nous construisons dans le théoreme 8.6 pour ’espace
affine X = Spec(k[x1,...,2,]), un cocycle qui n’est pas un cobord et donc
une classe de cohomologie non triviale de HY(Y 4+, O 9 /K ), montrant que
le lemme de Poincaré n’a pas lieu pour cette cohomologie. La cohomologie
infinitésimale p-adique d’une variété affine lisse a valeurs dans le faisceau
structural ne coincide pas avec sa cohomologie de de Rham p-adique et
son invariance par rapport au relevement n’est d’aucun secours pour le
probléme qui nous concerne ici.

1.9. Nous revenons alors au point de vue introduit dans ’article de re-
cherche [23]. Soient R un anneau commutatif noethérien, I un idéal et
Ry := R/I. Dans les articles [23] et [24], on a défini le faisceau @(T%T /R
des opérateurs différentiels sur un schéma t-adique 21 = (X, 04+ /R)
par réduction modulo les puissances de I'idéal I en imposant une condi-
tion de croissance du type T sur l'ordre des opérateurs différentiels. Par
construction, le faisceau @iﬁw /R opeére a gauche sur le faisceau O g1/ et
on peut donc considérer les modules de cohomologie de de Rham {-adiques
Ext'@;”m (Oat /R, Ogt /) définis comme foncteurs dérivés du foncteur co-
variant exact & gauche : //[I[T ~ HOI’H@;#/R(ﬁ%T/R, ///;w) dans la caté-

T

;
Zt/R Zt/R

bale apparait naturellement comme 1’hypercohomologie d’un complexe
de Zariski.

gorie des Z -modules a gauche 2 -Mod et la cohomologie glo-
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1.10. En particulier, si R est 'anneau V' on peut considérer le faisceau
gi’ﬂ/v’ le faisceau -@‘T%f/[( = _@‘];N/R ®y K et les K-espaces vectoriels
Ext? s (Oat /K, Oat/K)- 1l est montré dans [23] que ces derniers espaces

2T /K

vectoriels coincident canoniquement avec les espaces de cohomologie définis
par Monsky-Washnitzer dans le cas d’un reléevement plat d’une variété affine
lisse et en vertu de leur théoréme ([31], Thm. 5.6) ils sont donc indépendants
du reléevement a isomorphisme canonique pres. On disposait des le départ
de nombreuses indications notamment grace aux foncteurs de cohomologie
locale pour espérer que ces espaces soient indépendants a isomorphisme
canonique pres du reléevement d’une variété algébrique lisse sur k£ quand il
existe.

1.11. Sur un schéma t-adique 2T = (X, O+ /r) on peut considérer le
faisceau Y9+ des endomorphismes de R-algébres du faisceau structural
O41/r qui se réduisent a I'identité modulo I. Il se trouve de fagon tout
a fait remarquable (Thm. 5.1) que le faisceau ¥4+ est un sous-faisceau
de semi-groupes pour la structure multiplicative du faisceau d’anneaux
‘@;)J”T/Ra
rateur différentiel d’un type trés particulier. Si le faisceau structural O g1 /g
est R-plat, le faisceau ¥4+ est un faisceau de groupes. C’est 1a le lien es-
sentiel entre la géométrie algébrique en caractéristique p > 0 et le calcul

différentiel en caractéristique zéro. Par exemple, c’est ce plongement qui

autrement dit un élément g du semi-groupe précédent est un opé-

nous a permis de construire une classe de cohomologie non triviale dans
la cohomologie infinitésimale p-adique de ’espace affine a valeurs dans le
faisceau structural.

1.12. Sur le site infinitésimal XiTnf d’un R;-schéma lisse, défini comme
dans 1.5, et qui a aussi beaucoup d’ouverts et de morphismes, le faisceau de
groupes ¥t . des automorphismes du faisceau structural qui se réduisent a

I'identité modulo I est aussi défini, ainsi que le faisceau d’algebres 9;5 /R
inf

;(_T /R Pour la

inf

des opérateurs différentiels, et I'on a une inclusion ¥yt L
in

structure multiplicative. Un faisceau de RXifnf—modules sur le site X;rnf est
muni par construction d’une action géométrique a gauche (f) du fais-
ceau de groupes %Xifnf (Prop. 4.7). En particulier, le faisceau %Xifnf opeére sur
le faisceau @;fnf /R bar automorphismes intérieurs (Coro. 5.4). On dispose

de la catégorie @;T /R -Mod des 9;(1 -modules & gauche sur le site in-
f

. t /R

in mf/

finitésimal. Par construction, un .@;{f / p-module a gauche sur le site //41f
inf

est muni de deux actions a gauche du faisceau de groupes ¥t o Paction
in
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géométrique (£) et 'action différentielle & gauche (¢) qui se fait a tra-

vers @ Nous arrivons a la notion essentielle et centrale de module

X1/ R
spécial.

DEFINITION (6.8). — Nous dirons qu’un _@ ' /R—module a gauche ///mf

sur le site infinitésimal -adique X;rnf est spec1al si Iaction geometnque

(#) du faisceau de groupes ¥ ,sur //{ﬂ;f se fait a travers @ R
n mf

Autrement dit, sur un @ -module a gauche spécial les deux actions

X1i/R
a gauche du faisceau de groupes %XT géométrique () et différentielle (o),

coincident. Ainsi, le @ i /R-module a gauche ﬁxf /R est spécial par

construction, mais le @ -module a gauche Pt /R 1 ‘est pas spécial

Xint
-1

X1¢/R
parce que l'action géométrique (f) est (g, P) — gPg

férentielle (¢) est (g, P) — gP.

On note (‘@;T R Sp)-Mod la catégorie des @ i /R-modules a gauche
inf

et que l'action dif-

spéciaux sur le site X ;rnf. Nous démontrons le théoreme suivant, qui légitime
cette notion.

THEOREME (6.14). — Soit 21 un relévement t-adique plat d’'un R-
schéma lisse X . Alors, il existe un foncteur canonique de prolongement :

-Mod — (21

P%T : 9 Xifnf/R,Sp) —MOd,

X1/R

qui est une équivalence de catégories et un inverse canonique au foncteur
image inverse naturel de restriction R gt .

- t R .
Ainsi, un 7, /R—module a gauche se propage canoniquement en un

@T

:
Xinf/R mf/R
gauche spécial se restreint canoniquement en un 2;” / p-module a gauche.

-module a gauche spécial et, réciproquement, un module @

Dans sa lettre [14] Grothendieck écrivait : « Un Cristal posseéde deux pro-
priétés caractéristiques : la rigidité, et la faculté de croitre dans un voisinage
approprié ». L’isomorphisme canonique (¢) de restriction du théoréme 6.10
des modules spéciaux correspond a la rigidité des cristaux et la propagation
sur le site infinitésimal du théoréme 6.14 des modules spéciaux correspond
a la croissance des cristaux dans un voisinage approprié. Mais alors que
la catégorie des cristaux ne semble fournir une bonne théorie que pour les
variétés algébriques propres et lisses sur k, la catégorie des modules spé-
ciaux semble fournir une bonne théorie pour les variétés ouvertes, comme
Iillustre le théoreme 13.26 de I'expression cohomologique p-adique de la
fonction Zéta d’une variété algébrique lisse sur un corps fini.
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COROLLAIRE (6.16). — La catégorie de QE/T/R—moduleS a gauche ne dé-

pend pas & équivalence canonique prés du relévement plat 21 du schéma
X lisse sur Ry quand il existe.

Ce théoreme résout pour les besoins de la théorie des coefficients p-
adiques le probléeme des relévements des schémas lisses parce que la catégo-

rie des 9;(.* f/R—modules a gauche spéciaux (@;(T R Sp)-Mod est définie

pour tout Rj-schéma X lisse et qu’elle en est un invariant intrinseque.

1.13. Nous montrons que la catégorie des modules a gauche spéciaux
(@;{T /R Sp)-Mod est une sous-catégorie pleine, abélienne de la catégo-
inf

rie @;T r-Mod des modules & gauche (Prop. 6.17), admet suffisamment

inf
d’objets injectifs (Thm. 6.24) d’objets plats (Thm. 10.2) et est un champ
(Thm. 6.23) bien que ce n’est pas une catégorie de modules. Le théoréme
qui suit est corollaire de ’équivalence de catégories précédente.

THEOREME (6.27). — Soit 2T un relévement f-adique plat d'un R;-
schéma X lisse. Alors, il existe des isomorphismes canoniques de R-
modaules :

EXt.@]‘ (ﬁg{T/R,ﬁggl‘/R) ~ Ext

xt/R xI /r

7sp(ﬁxjnf/37 ﬁxjnf/R)
Les modules de droite sont définis comme les foncteurs dérivés dans la ca-
tégorie abélienne (2! Sp) -Mod du foncteur covariant exact a gauche :

XL/ R
//Z.Lf ~ Hom,, ,Sp(ﬁxfnf/R’ ///&)

t
! xI /r

inf

des morphismes .9;7 -linéaires. Les modules précédents apparaissent

ing/ B
donc comme les modules de cohomologie du complexe :

DR(X/R, ///Jlf) = RHOHI@;T /R,sp(ﬁxjnf/Ry///-Lf)-

1

inf
L’isomorphisme du théoreme précédent montre, d’une part, que la cohomo-
logie de de Rham f-adique d’un relevement ne dépend pas a isomorphisme
canonique pres du reléevement et, d’autre part, que la cohomologie de de
Rham f-adique du site infinitésimal prolonge le foncteur de de Rham sur X
a tous les schémas lisses, sans hypothése d’existence de relévement.

1.14. La catégorie Mod(Rx) des faisceaux de R-modules sur X pour la
topologie de Zariski apparait naturellement comme une sous-catégorie
pleine de la catégorie Mod(Ryi ) des Ryt -modules sur le site infinitési-

mal X/

ing> & savoir la catégorie des faisceaux de Ry f—module sur lesquels
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action géométrique (#) du groupe ¥xi est triviale (Thm. 6.29). Or par

construction, si J’f;{f et ///jlf sont deux 9;1

inf

/ p-modules a gauche spé-

ciaux, 'action géométrique du groupe ¥yt . sur le faisceau (Prop. 4.16) de

Rt f-modules
Hom gt .

)
Xing/ B

Sp(t/KITf7'%i1l:lf) = %Om@;T /R(J‘va///i];f)
inf

est triviale (Coro. 6.31) et ce faisceau est donc un faisceau pour la topologie
de Zariski de X. En particulier, le faisceau J#om. s . (Ot R ,///Lf) des

1
in
inf/R

sections horizontales de ///Jlf est un faisceau de Zariski. Il en résulte le
foncteur exact de de Rham local de catégories triangulées

dR(X/R,~) : D*((Z%: /5Sp)-Mod) — D* (Mod(Rx))

qui a ///ilf associe son complexe de de Rham f-adique local :

Ty .— T
dR(X/R7 %inf) =R %077’1@;1 f/R,Sp(ﬁX:nf/Ra %inf)'
On déduit alors le caractere local pour la topologie de Zariski de la
définition de la cohomologie de de Rham p-adique.

THEOREME (6.35). — La cohomologie de de Rham f-adique d’un com-
plexe spécial ///Jlf est ’hypercohomologie du complexe :

1

t
:E{”%O'fn@')r(T /R7Sp(ﬁXiTnf/R’ %nf)
inf

de Zariski.

De plus, pour tout fermé Z de 'espace topologique X la cohomologie de
de Rham f-adique a support dans Z est définie comme d’habitude comme
I’hypercohomologie du complexe de cohomologie locale a support dans Z.
Cela raméne de nombreuses questions concernant la cohomologie de de
Rham p-adique a des questions de nature locale pour la topologie de Zariski
qui est finalement le point de vue classique et qui justifie s’il en est encore
besoin celui des schémas f-adiques. En tout état de cause, cette localisation
pour la topologie de Zariski apparait comme un point essentiel dans notre
théorie.

1.15. Pour aller plus loin il nous faut considérer une situation un peu
plus générale. Soit R — S une extension d’anneaux commutatifs; on peut
considérer les faisceaux d’anneaux sur le site X;rmc obtenus par changement
de base :

Oxt /5= ﬁxjnf/R ®r S, 9;* /ST 9;(}“/1% ®r S

in in
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sur lesquels le faisceau de groupes %Xf agit tout aussi bien. On a alors la

catégorie des @ Xt/ g-modules a gauche _@ Xt /s -Mod et sa sous-catégorie

abélienne pleine (.@;T /50 Sp)-Mod des modules a gauche spéciaux. Tous
inf
les résultats précédents restent valables dans cette situation. Nous notons

((@TT /s Sp)-Mod) la catégorie dérivée de la catégorie abélienne des
2t mf/s—modules a gauche spéciaux (@;ﬂ,f/s’ Sp)-Mod. Si ///Jlf un est com-
plexe de la catégorie DT ((QXT /5 Sp)-Mod), on définit « la cohomologie

inf

de de Rham f-adique de X a coefficients dans /// ¢ ¥, et nous notons pour
simplifier H},p(X/S, 4 ;), la cohomologie du complexe

1

DR(X/S, M},) i=RHomg: o (Ox1 /s, Hy)

mf

qui consiste en des S-modules. On a donc par définition :

Hr(X/S, M) = Extlyy o (Oxt 50 o)
inf

En particulier, on peut considérer ’extension V' — K. Nous appelons
alors « cohomologie de de Rham p-adique de X », que nous notons pour
simplifier H}, 5 (X/K), la cohomologie H}, p(X/K, Ox! /). Nous appelons
« i-éme nombre de Betti p-adique de X », et nous le notons B, ;(X), la
dimension du K-espace vectoriel H} p(X/K). La suite spectrale locale-
globale (Thm. 6.36) rameéne la finitude des nombres B, ;(X) d’une variété
algébrique, schéma séparé de type fini sur k, lisse sur k, au théoréme de
finitude des nombres de Betti p-adiques des variétés algébriques affines
lisses sur k [22] ce qui montre qu’on est enfin sur la bonne voie qui est en

méme temps le point de départ des opérations cohomologiques.

1.16. C’est pour la catégorie (-@XT /V,Sp) -Mod des modules spéciaux
qu’on dispose intrinsequement des operatlons cohomologiques pour un mor-
phisme et nous construisons dans cet article les trois opérations fonda-
mentales et le foncteur de dualité ID)}:nf /V(—) a partir desquels I'on peut
construire toutes les autres.

THEOREME (12.5). — Soient Z un fermé de l'espace topologique X et
///Tf un complexe borné a gauche de @X* /S—modules a gauche spéciaux.

Alors, on a un triangle distingué de la catégorie D+((@ Sp)-Mod) :

X‘r /S?
Ry (M) — M — Rl —

qui se restreint au triangle usuel sur tout ouvert du site Xinf
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THEOREME (10.24). — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k. 1l existe un foncteur image inverse qui est un foncteur exact de
catégorie triangulées :

fiw: DT ((Zkr v+Sp)-Mod) — D™ (7

in: in:

v Sp) -Mod).

Le foncteur image inverse se définit aussi sur 'extension V — K.

Pour le foncteur image directe nous faisons pour simplifier dans cet article
la restriction de séparation sur la base, et nous définissons le foncteur image
directe sur le corps des fractions K.

THEOREME (11.28). — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k tel que X est séparé sur k. Il existe un foncteur image directe qui est
un foncteur exact de catégorie triangulées :

diff . +( gt
at D (@Y-L K

i

Sp)-Mod — DT (7,

in

K Sp)-Mod).

Ainsi, si la base est un point et Y est une variété algébrique lisse sur k,
I'image directe fdiff ﬁyiz /K estun complexe de DT (K) dont la cohomologie
est la cohomologie de de Rham p-adique de la source. Le théoréme de fini-
tude [22] montre alors que ce complexe est & cohomologie de dimension fi-
nie. Dans le cas général, si f est un morphisme de variétés algébriques lisses
sur k, le complexe spécial fdiff ﬁYiL/K sur X est ’analogue p-adique du
complexe de Gauss-Manin d’un morphisme entre variétés algébriques lisses
sur un corps de caractéristique nulle, dont on s’attend naturellement a ses
propriétés de finitude. Si par exemple le morphisme f est propre et lisse, on
s’attend a ce que ses faisceaux de cohomologie soient des fibrés p-adiques
dont les rangs sont donnés par les nombres de Betti p-adiques des fibres, et
alors et seulement alors, si X est une courbe, la théorie des équations
différentielles p-adiques ([8, 9, 10, 11]) définit leurs monodromies aux points
a I'infini.

Le foncteur image directe i4iff est défini sur V pour toute immersion
fermée i : Y — X de schémas lisses sur k. Pour définir le morphisme de
Gysin et le morphisme classe de cohomologie d’un cycle nous étudions les
compatibilités entre les foncteurs i3t % o RTy.

THEOREME (12.27,12.29,12.35). — Soit ¢ : Y — X une immersion fer-
mée de schémas lisses sur k. Il existe un morphisme de foncteurs de la

catégorie D‘W@;t v Sp)-Mod) :
inf

Adj, i — RTy [codimy Y]
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et un morphisme de foncteurs de la catégorie D(.@;T v Sp)-Mod) qui est
inf

un isomorphisme :
Adj; Id ~ i} 19 [—codimx Y]

ot Id est le foncteur identique. De plus le foncteur Adj' induit des isomor-
phismes AdjL(Oxi ,v) de la catégorie D+(@)T(:nf/v, Sp)-Mod) :
i Oyt v =i iGg (Oxt v) ~ Ry (Oxt y)[codimx Y],

1.17. Ces foncteurs coincident avec les foncteurs qu’on peut construire
chaque fois qu’on peut relever le triplet (Y, X, f). Cela est plutot rare,
méme pour un morphisme de courbes propres et lisses. Ces théoréemes ré-
solvent, du point de vue cohomologique, le probleme des relévements des
morphismes quelconques entre schémas lisses, parce que les foncteurs fjg
et f4f sont des invariants intrinséques du morphisme f. Ces foncteurs
sont munis de morphismes de compatibilités avec les foncteurs images in-
verse et directe topologiques agissant sur les complexes de de Rham lo-
caux (Thm. 13.1, Thm. 14.1). Le foncteur dualité est compatible avec le
foncteur image directe pour une immersion fermée (Thm. 13.8) et avec le
foncteur image inverse pour une projection (Thm. 13.13). En particulier,
toute construction géométrique en caractéristique p > 0 se releve intrin-
séquement du point de vue cohomologique en caractéristique zéro.

1.18. Un autre intérét de la théorie précédente est de fournir des inva-
riants sur anneau des entiers V et pas seulement sur le corps des frac-
tions K, bien qu’il faille modifier la définition du foncteur image directe,
ce que les méthodes de la géométrie analytique rigide ne peuvent pas faire.
Cependant, les méthodes de cet article fournissent déja une bonne théorie
pour la cohomologie de de Rham p-adique d’échelon nul dans le cas ou
I'indice de ramification e de V est strictement plus petite que p — 1. Cela
permet de redémontrer, comme test, que si e < p — 1, la cohomologie de
de Rham algébrique d’un relevement propre et lisse sur V d’une variété
propre et lisse sur k est indépendante du relévement a isomorphisme ca-
nonique pres (Coro. 7.13). De méme, les méthodes de cet article montrent
la fonctorialité sur V' de la cohomologie de de Rham p-adique d’échelon
nul sur V d’une variété algébrique lisse sur k, toujours sous la condition
e <p—1(Thm. 13.18).

1.19. Pour illustrer nos méthodes on démontre les théorémes suivants,
qui sont autant de tests pour une théorie cohomologique des schémas algé-
briques :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 1919

THEOREME (13.16). — Soit Sms(k) la catégorie des schémas lisses et
séparés sur k alors la correspondance DR(—/K)

Sms(k) ~ DT (K)
X ~ DR(X/K):=RHom (Oxi k. 0xi k)
@T ,SI;n in

¢
Xinf/K

est un foncteur contravariant qui étend le foncteur de Monsky-Wash-
nitzer [31] et qui induit un isomorphisme DR(f/K) dans le cas ou le
morphisme f de schémas est la projection de I'espace affine A} x; X de
base X sur X.

Comme application de la formule locale des traces de Monsky [28], du
théoréme de finitude des nombres de Betti p-adiques [22] et de la foncto-
rialité précédente on trouve la factorisation p-adique de la fonction Zéta
d’un variété algébrique non singuliére sur un corps fini, qui nous a servi de
guide, de test et qui justifie nos méthodes :

THEOREME (13.26). — Supposons que k est un corps fini F, a q éléments
et que f = fr est le morphisme de Frobenius relatif a IF; d’une variété al-
gébrique X lisse purement de dimension dim X. Les endomorphismes de
Frobenius F* de la cohomologie de de Rham p-adique H},p(X/K) défi-
nis par la fonctorialité du théoréme précédent sont bijectifs, et I'on a la
factorisation p-adique de la fonction Zéta de X :

z(x.)= [ BuX)/ T Pi(X),

1,2mpair 1,pair

ott P, ;(X) := det(l — ¢ X(F)~1t) € K[t], 0 < i < 2dim X, est le
polynéme caractéristique de I’endomorphisme q¥™ X (F#)~! agissant sur

Hp, p(X/K).

Cela fournit la premiére démonstration, a notre connaissance, de ’expres-
sion cohomologique p-adique de la fonction Zéta d’une variété algébrique
non singuliére sur un corps fini par des polynomes, sans restriction sur les
singularités a I'infini ou de relévement (par exemple, pour toutes les variétés
quasi-projectives lisses a distance finie). Auparavant, on connaissait, d’une
part, le cas affine [28], complété de fagon essentielle par le théoréme de
finitude [22] ol intervient déja de fagon cruciale la théorie des équations
différentielles p-adiques (parce que les variétés affines et leurs morphismes
se relévent) et, d’autre part, le cas propre et lisse par la théorie cristalline [4]
(parce qu'il n’y pas de singularités du tout ni a distance finie ni & l'infini).

TOME 60 (2010), FASCICULE 6



1920 Alberto ARABIA & Zoghman MEBKHOUT

THEOREME (14.3). — Soit i : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses et séparés sur k de complémentaire j : U — X. Alors, on a la suite
exacte de Gysin :

- Hpg Y (Y/K) — Hpp(X/K) — Hpp(U/K) — -+,

qui étend la suite de Gysin de I'article [22] dans le cas affine. En particulier,
la classe cl(Y') de cohomologie de Y est bien définie comme un élément de
HEomxY (X /K) dont la restriction a U est nulle. On en déduit lorsque le
corps de base est parfait un morphisme « classe de cohomologie » gradué :

cl C*(X) — Hip(X/K)

entre le groupe gradué par la codimension des cycles de X, et le K-espace
gradué de cohomologie de de Rham p-adique de X.

Cela fournit, & notre connaissance, la premiere construction du mor-
phisme « classe de cohomologie d’un cycle » en théorie de de Rham p-adique
sans restriction sur les singularités dans le cas d’un corps de base parfait et
donne donc lieu aux problémes classiques des rapports entre classes de co-
homologie et cycles d’autant plus que la cohomologie de de Rham p-adique
est munie de l'action de Frobenius. Rappelons que la théorie cristalline
fournit un morphisme « classe de cohomologie » pour les cycles lisses [4].

1.20. C’est a lintérieur de la catégorie D*((@;{ifnf/K,Sp) -Mod) qu’on
pourra définir & l'aide des foncteurs fiq, f3ff, Rz, Rji"j 1 des caté-
gories pleines de coefficients ayant les bonnes propriétés de finitude, mais
nous n’aborderons pas cette question dans le présent article. Le cas des
courbes nous indique clairement ou se trouvent les difficultés et est en
méme temps un guide précieux. On dispose déja de la catégorie de base

des fibrés p-adiques MLS(O'xt ./ ) & savoir la sous-catégorie pleine de la

catégorie (9;

lement libres de type fini sur le faisceau Ox+t JE introduite dans [22] dans

e Sp)-Mod des modules a gauche spéciaux qui sont loca-
inf

le cas d’un relévement.

1.21. Si X est une courbe lisse, nous avons défini dans [8, 9, 10] et [11]
la monodromie des objets de la catégorie MLS(ﬁXjnf/K) en un point sin-
gulier & l'infini, en particulier nous avons défini leurs exposants p-adiques
et leur polygone de Newton p-adique. C’est 1a le fond du probleme et le
progres décisif dans la théorie p-adique. Nous avons en particulier résolu
dans [9] le probléme du prolongement analytique multiforme des solutions
locales des équations différentielles sur le plan p-adique qui est totalement
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discontinu sans lequel rien n’est possible comme nous ’avons mis en évi-
dence dans ([23], introduction). Dans [11] nous avons montré la formule
d’Euler-Poincaré globale pour les fibrés p-adiques appartenant a une sous-
catégorie de la catégorie MLS(& Xt ) en imposant des restrictions sur
leurs exposants p-adiques et aux exposants p-adiques de leur module des
endomorphismes aux points a I'infini, ce qui montre que c’est le bon point
de vue : ces restrictions sont satisfaites pour les fibrés p-adiques qui pro-
viennent de la géométrie, ce qui donne lieu a la théorie p-adique des fonc-
tions L sur les corps finis [11].

1.22. Dans la théorie p-adique les propriétés de finitude sont des ques-
tions hautement non triviales, comme l’illustrent le théoreme de finitude
des nombres de Betti [22] et la formule d’Euler-Poincaré ([8, 11]). Pour dé-
montrer ces théoréemes on a été amené a développer en profondeur la théorie
des équations différentielles p-adiques ([8, 9, 10, 11]), qui est de toute fagon
au coeur de la théorie des coefficients p-adiques et qu’on ne pourra pas
éviter par des considérations formelles. La théorie des équations différen-
tielles p-adiques permet de définir la catégorie des coefficients p-adiques sur
les courbes et surtout de définir leurs monodromies aux points singuliers,
qui sont a la base de leurs propriétés de finitude, en particulier de leur
stabilité pour une immersion ouverte ([23], Thm. 4.5.4, [8, 9, 10, 11]).
Les trois premiers articles montrent le théoreme de I'indice et le dernier
article montre I'existence d’un réseau pour pouvoir appliquer le théoreme
précedent. La théorie des coefficients p-adiques sur les courbes a déja de
nombreuses applications ([22]).

1.23. Il nous reste a étendre ces résultats en dimensions supérieures.
Pour attaquer ce probléme on dispose maintenant du couple

;
Ixi, = Dxi v

in
qui est le cadre naturel de la géométrie différentielle en inégales caractéris-
tiques. En surmontant intrinsequement les difficultés liées aux relevements
aussi bien pour les variétés que pour leurs morphismes, ce couple permet
de raisonner géométriquement pour la topologie de Zariski des schémas
en caractéristiques positives. C’est un des outils de base pour traiter ces
questions, les foncteurs fiq, f8f RI'z, R,
role essentiel et la théorie trouve un cadre vraiment naturel permettant de

-inf
*

ji;fl qu’il définit jouant un
formuler les bons énoncés.

1.24. On peut considérer le site X/}, infinitésimal formel dont les objets
U™ = (U, Oy~ r) sont les relevements formels R-plats d’ouverts de X qui
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est annelé par le faisceau des fonctions formelles ﬁxﬂf /r- On définit de
méme le faisceau de groupes %Xﬁf des automorphismes d’algebres qui se
réduisent a l'identité modulo I. Localement, un élément de ce groupe est
un opérateur différentiel a coefficients formels défini de méme par réduc-
tion modulo les puissances de I en imposant une condition de croissance
de type t sur l'ordre des opérateurs différentiels et le faisceau @)T(Qf /R des
opérateurs différentiels a coefficients formels garde un sens sur le site in-
finitésimal formel X/ et Pon a un plongement gXi/x\]f — ;(Qf /r bour la

structure multiplicative. On définit alors la catégorie (9;[(A /V,Sp) -Mod
inf
des ‘@)T(Qf / p-modules a gauche spéciaux qui est canoniquement équivalente

a la catégorie des @;A / p-modules a gauche d’un relevement formel plat
lorsqu’il existe. La cohomologie de Rham p-adique

Hpr(X/K, Ox i) =Bty op(Oxp /i Oxp i)
inf

du site infinitésimal formel d’une variété algébrique X lisse sur k doit étre
canoniquement isomorphe a la cohomologie cristalline de X sur K de fagon
fonctorielle prolongeant 1'isomorphisme de comparaison de Berthelot-Ogus
[6] dans le cas d’un relévement lisse. Tous les développements qui ne font pas
intervenir des propriétés de finitude de cet article se transposent avec des
démonstrations plus simples en remplagant le couple %X;nf — ;T /R Par

le couple gXQ,f — ;F(Q,f - Le lecteur non averti prendra garde a ce que la
cohomologie de de Rham p-adique du site infinitésimal formel, tout comme
celle du site cristallin, ne fournit pas les bons nombres de Betti p-adiques
pour les variétés ouvertes, ce qui explique la nécessité du passage du site
infinitésimal formel au site infinitésimal f-adique précisément. D’autre part,

on dispose d’un foncteur naturel exact de la catégorie (.@)TH v Sp)-Mod
inf

vers la catégorie (.@;Af v Sp)-Mod, ce qui induit un morphisme de com-
paraison de la cohorrl;ologie de de Rham p-adique du site f-adique a la
cohomologie de de Rham p-adique du site formel. On prendra garde aussi
a ce que la suite exacte de Gysin n’a pas lieu dans le cas formel.

1.25. Comme le lecteur peut le constater cette théorie de nature es-
sentiellement algébro-géométrique est un cadre naturel si 'on veut déve-
lopper une théorie des coeflicients p-adiques pour les variétés algébriques.
On peut penser et espérer qu’a terme elle fournira une théorie cohomolo-
gique des coefficients p-adiques disposant de tous ses outils essentiels, ce
qui est déja le cas pour les courbes grace a la théorie des équations diffé-
rentielles p-adiques ([8, 9, 10, 11]). Nous avons maintenant de nombreuses
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indications allant dans ce sens en dimensions supérieures. Elle souléve de
nombreuses questions et ouvre de nouveaux horizons. Elle provient de trois
courants d’idées dont elle est la synthese. La notion d’algebre faiblement
compléte [31] et sa localisation [26], la théorie du site infinitésimal [17] et
bien entendu la théorie des Dx-modules des années dix-neuf cent soixante-
dix comme théorie des Coefficients de de Rham en Géométrie Algébrique
au sens de Grothendieck, qui a fourni la bonne théorie en caractéristique
zéro [21]. Ces trois courants ont historiquement des motivations bien dis-
tinctes, mais se completent harmonieusement dans cette théorie.

1.26. Nous n’utilisons dans le présent article aucun résultat des articles
fondateurs du point de vue conceptuel et technique ([31, 27]), dont les
résultats les plus importants apparaissent ici comme des cas particuliers.
En particulier, nous retrouvons avec nos méthodes comme test préliminaire
(Coro. 6.48) la fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique des
variétés affines lisses de l'article [31] qui est le point clef de la théorie de
ces auteurs.

1.27. La Table des matieres donne une idée du contenu de notre article
qui comporte deux parties. Les chapitres 1 a 9 développent les fondements
de la théorie des modules spéciaux sur le site infinitésimal t-adique d’un
schéma lisse et de la cohomologie de de Rham t-adique. Les chapitres 10
a 15 développent les opérations cohomologiques pour les catégories des
modules spéciaux sur les sites infinitésimaux p-adiques et les propriétés de
fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique. Les résultats de cet
article reposent sur les propriétés de finitude des opérateurs différentiels
p-adiques ([23, 24, 25, 20]), sur le théoréme des relévements des algebres
lisses [1] et sur le critere d’affinité f-adique [2].

1.28. A T'occasion de cet article, nous souhaitons remercier Alexandre
Grothendieck, qui a incité avec force en mai 1983 le deuxiéme auteur a
travailler dans le sujet. Nous espérons que nous avons contribué a la pro-
motion de ses idées parmi les nouvelles générations. Tout particulierement
son idée de Cristal en tout genre trouve son aboutissement pour les variétés
éventuellement ouvertes dans la notion de Module Spécial sur le Site Infi-
nitésimal p-adique d’un schéma, bien que comme nous I'avons déja signalé
la théorie des Cristaux et la théorie des Dx-modules ont au départ des
motivations completement indépendantes. Nous remercions aussi nos col-
legues Gilles Christol et Luis Narvaez pour leurs contributions respectives
qui ont fait progresser le sujet et 'ont rendu crédible. Les résultats de cet
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article ont été présentés a la Conférence Satellite de Géométrie Algébrique
du C.I.M. de Madrid 2006, Segovia (Espagne) 16-19 aott 2006.

2. Notations, conventions et rappels

Une difficulté dans ce domaine est la cohérence des notations et de la ter-
minologie. Nous avons essayé d’étre aussi soigneux et simples que possible,
autant du point de vue des notations que de la terminologie. En particulier,
nous dirons de facon générique « cohomologie de de Rham f-adique » pour
cohomologie de type de de Rham que nous considérons dans cet article et
plus spécialement « cohomologie de de Rham p-adique » lorsque ’anneau
de base est de valuation d’inégales caractéristiques p > 0, étant entendu que
tous les espaces de cohomologie de type de Rham naturels et intéressants
doivent étre canoniquement isomorphes par des théorémes de comparaison
convenables. Afin d’éviter des répétitions, nous utiliserons dans tout cet
article les notations suivantes.

Notation 2.1. — 1) R anneau commutatif ayant un élément
unité, I idéal de R, R, := R/I°;s > 1; en particulier
Rl = R/I

2) V,m, k, K, e anneau de valuation discréte complet d’inégales carac-
téristiques (p, 0) d’idéal maximal m, de corps résiduel k et de corps
de fractions K et d’indice de ramification absolu e := vy (p).

3) X/R schéma sur R.

4) De fagon générale, si f : Y — X est un morphisme d’espaces an-
nelés sur R, nous notons Dy _ x/gr le faisceau des opérateur dif-
férentiels défini par récurrence sur l'ordre dans ([16], §16) et noté
@ijj”R(f’lﬁ’X/R, Oy/r). Les notations

Dy_x/r: Dx/r = 2iff r(Ox/r) := Pilf R(Ox/r, Ox/R)
et leurs variantes sont aujourd’hui universelles.

5) Si X/R est un schéma lisse sur R, un systéme de coordonnées locales
r1,...,Ty, est constitué de sections locales du faisceau Ox /g telles
que leurs différentielles forment une base locale du fibré des R-
formes différentielles ([16], §16).

6) a e N" al:=ay! -, |a| .= a1+ Fan, (;) =a!/pla—p)!,

a . 001 «
T =T l‘n”
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7) A% = A = AL Agr = AT .- A la suite des opérateurs

différentiels associés & * = (x1,...,z,) et d a = (a1,...,a,) € N*;
ces opérateurs sont caractérisés par A%(x%) = (2)z7~ ([16], Thm.
16.11.2).

8) i : Y — X immersion fermée de complémentaire j : U — X,
p:Y x X — X projection du produit sur le second facteur et ¢ :
Y x X — Y projection du produit sur le premier facteur, f : Y — X
morphisme de Y dans X.

9) r:=rwy : W — U linclusion d’un ouvert dans un autre; nous
noterons r pour 7w,y quand il n’y a pas de risque de confusion.

10) Si f : Y — X est un morphisme, nous notons par f,, f~! les images

diff

< une image directe

directe et inverse topologiques usuelles, par
différentielle et par fJ;z une image inverse différentielle.

11) Si R est noethérien et A est une R-algeébre, on note A’ son complété
t-adique (complété faible) pour la topologie I-adique de R [31], c’est
donc par construction une algebre sur le complété séparé R =Rt
de R qui est séparée pour la topologie I-adique. On appelera « R-
algebre f-adique » une algebre qui coincide avec son complété ft-
adique. On pose Ag := A/I°.

12) Si A' est une R-algebre f-adique, on note Qat/p = fof/R le Atf-
module des formes différentielles séparées de AT.

13) Si ox est un faisceau d’anneaux sur un espace topologique X, on
note &/x -Mod la catégorie des @x-modules a gauche et Mod- o7x
la catégorie des &/y-modules & droite. Mais si @7x est commutatif,
on note Mod(«7x) la catégorie des «7x-modules.

14) Si Ab est une catégorie abélienne, on note D*(Ab) sa catégorie déri-
vée (le signe x pouvant étre vide ou prendre les valeurs +, —, b [32]).
Mais nous notons D*(&7x ) au lieu de D*(Mod(«x )) dans le cas d’un
faisceau d’anneaux commutatifs.

Nous compléterons cette liste de notations au fur et a mesure et nous
dressons leur liste dans 'index des notations.

Comme le lecteur pourra le constater, la théorie de la catégorie homo-
topique K* est insuffisante pour le présent article, alors que la théorie de
la catégorie dérivée D* [32] est essentielle aussi bien pour les résultats que
pour les démonstrations.

DEFINITION 2.2. — Nous rappelons qu’un complexe de modules sur un
faisceau d’anneaux sur un espace topologique ou sur un site est parfait,
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selon Grothendieck, (relativement & la catégorie des modules localement
libres de rang fini) si localement il admet une résolution de longueur finie
dont les termes sont des modules libres de rang fini.

Nous utilisons le critére de platitude locale sous la forme suivante ([13],
Chap. 0, 10.2.1), ([7], Bourbaki, Alg. comm., Chap. III, §5, n°® 2, Thm. 1).

PROPOSITION 2.3. — Soient deux V-algébres noethériennes D et D',
telles que I'idéal m est contenu dans le radical de D'. Si M est un (D, D’)-
bimodule qui est un D’-module de type fini et que les réductions mo-
dulo m® de M sont Dg-plates pour tout s > 1, alors M est un D-module a
gauche plat.

Par définition d’'une V-algebre, V' est contenu dans le centre de D. Les
hypothéses de la proposition entrainent que M est D-idéalement séparé
pour la topologie m-adique, c¢’est-a-dire pour tout idéal J a droite de D le
D’'-module & droite J ® p M est séparé pour la topologie m-adique.

2.1. Faisceau donné localement sur un espace topologique

Si X un espace topologique, rappelons qu’'un faisceau d’ensembles donné
localement est la donnée d’'un recouvrement de X par des ouverts U;,
1 € J, d’un faisceau d’ensembles .%; sur chaque ouvert, d’un isomorphisme
a;j + Fi|U;j ~ F;|U;; satisfaisant aux conditions de cocycles o, = 0y
sur Ui := U; NU; N Ug. On rappelle le théoréme classique qui pour Gro-
thendieck est le cas le plus simple de la méthode de la descente.

THEOREME 2.4. — Soit Uy, ¢ € J un recouvrement de X. Il existe un
foncteur canonique de la catégorie des faisceaux d’ensembles donnés lo-
calement sur le recouvrement U;, i € J dans la catégorie des faisceaux
d’ensembles sur X qui est un inverse canonique au foncteur de restriction.

Nous utilisons de fagon essentielle le critere d’affinité d’un schéma fai-
blement complet [2] et le théoréme du symbole total des opérateurs diffé-
rentiels p-adiques ([23, 25]), que nous allons rappeler rapidement pour la
commodité du lecteur.

2.2. Schémas f-adiques, critére d’affinité {-adique, produits
fibrés

Soit R un anneau commutatif noethérien muni de la topologie définie
par un idéal I. La notion de schéma faiblement complet pour la topologie
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I-adique de R a été définie par D. Meredith [26]. Rappelons que c¢’est un es-
pace annelé 2T = (X, O g+ /r) localement isomorphe & un schéma f-adique
affine de type fini. Un schéma f-adique affine se construit ([26]) & partir
d’une R-algebre AT faiblement compléte de type fini, qui est noethérienne
en vertu du théoréme de Fulton, exactement comme se construit un schéma
formel affine adique noethérien & partir d’'un anneau adique noethérien [19].
Par construction, si (X, &g+ ,) est un schéma faiblement complet, c’est un
espace localement annelé dont le faisceau structural &g+ /g est cohérent et
sa réduction (X, Oyt /g/I) = (X, 049+/r @ry Rix) est un Ry-schéma lo-
calement de type fini. En particulier, ’espace topologique X est localement
noethérien. On dira que 21 := (X, O 4+ /r) est un relevement f-adique de
sa réduction. Nous utilisons systématiquement la terminologie schéma f-
adique au lieu de schéma faiblement complet qui peut préter a confusion
puisque complet n’implique pas faiblement complet, le couple R D I étant
sous-entendu quand il n’y a pas de risque de confusion précisément.
Dans Particle [2] nous avons démontré le critére d’affinité f-adique :

THEOREME 2.5. — Un schéma f-adique 21 = (X, O 41 /g) est affine si
et seulement si le Ry-schéma (X, 04+ /p/1) est affine.

Ce critere admet de nombreux corollaires importants et permet de rai-
sonner avec la topologie de Zariski.

COROLLAIRE 2.6. — L’espace localement annelé induit sur un ouvert
affine par un schéma t-adique est un schéma t-adique affine.

Ce corollaire produit beaucoup d’ouverts affines du site infinitésimal {-
adique en remplagant I’hypotheése « étre un ouvert affine t-adique » par
I’hypothese plus pratique et plus souple « étre un ouvert affine » au sens
de la théorie des schémas.

Notation 2.7. — Si % est un schéma f-adique et W est un ouvert de
I'espace topologique U, on note % T|W le schéma f-adique induit par %
sur W.

COROLLAIRE 2.8. — Soient 21 = (X,04+,5) un schéma f-adique
et F un O g g-module cohérent. Si U est un ouvert affine, la cohomo-
logie H (U, %) est nulle pour i > 0.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du critere d’affinité et
du théoreme d’acyclicité ([2], Thm. 4.2.2), qui étend au-dessus de R le
théoréme d’acyclicité de Meredith [26]. En particulier, si X est séparé, un
recouvrement par des ouverts affines est un recouvrement de Leray pour
tout @41 /p-module cohérent. O
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On en déduit le critere cohomologique suivant.

COROLLAIRE 2.9. — Soit un schéma t-adique 2’1 = (X, 0+ ,p). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) le schéma 2T est t-adique affine,
2) sa réduction est un schéma affine,

3) pour tout &g+ ,p-module cohérent ., le module H'(X,.Z) est nul
pour i > 0.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que 3) implique 1). Mais un
Ox/r,-module cohérent .7 est aussi un 04+, p-module cohérent et est
donc cohomologiquement trivial par hypothese. En vertu du critere d’af-
finité algébrique de Serre, le schéma (X, Ox/g,) est affine, et en vertu du
critere d’affinité f-adique, le schéma 2T est -adique affine. |

Remarque 2.10. — La méthode de l'article [2] montre aussi le critére
d’affinité dans le cas des schémas formels et donc l'analogue du critere
cohomologique précédent. Nous ignorons si ce résultat, qui ne semble pas
figurer dans E.G.A., était connu auparavant.

Dans le méme article, nous utilisons le critére d’affinité uniquement pour
les ouverts affines déja contenus dans les ouverts f-adiques affines pour
démontrer 'existence de produits fibrés ([2], Thm. 6.2.3) :

THEOREME 2.11. — La catégorie des schémas T-adiques sur un anneau
noethérien R muni d’une topologie définie par un idéal I admet des produits
fibrés.

L’existence du produit fibré dans le cas des schémas formels est démontré
dans [19]. Nous utilisons aussi le résultat suivant démontré dans ([2], 3.3.7).

THEOREME 2.12. — La catégorie des schémas t-adiques affines est équi-
valente a la catégorie des R-algébres f-adiques de type fini.

En particulier, un morphisme de schémas f-adiques affines provient d’un
morphisme des algebres associées.

Nous ne considérons dans le présent article que les algebres t-adiques (to-
pologiquement) de type fini. Nous dirons algebre f-adique pour algebre
t-adique topologiquement de type fini et schéma f-adique pour schéma
t-adique localement topologiquement de type fini. Nous rappelons le théo-
réme ([31], Thm. 3.2) :

THEOREME 2.13. — Soit u' : A" — B' un morphisme de R-algébres
t-adiques.
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1) Si la réduction modulo I de u' est surjective, alors u' est surjective.

2) Si BY une R-algébre f-adique plate et si la réduction modulo I de
u! est un isomorphisme, alors u! est un isomorphisme.

Nous en déduisons le théoréme suivant.

THEOREME 2.14. — Soient 2 et 2 deux schémas t-adiques et f un
morphisme 21 — 2, dont la réduction f modulo I est un isomorphisme.
Si 3&”; est R-plat, le morphisme f1 est un isomorphisme.

Démonstration. — Il s’agit de montrer que le morphisme de faisceaux
R-algebres f~10 2l /R 2 21 /R est un isomorphisme. La question est
donc locale. On peut donc supposer que X; et X5 sont affines. En vertu
du critere d’affinité 2.5, les schémas t-adiques, ﬁt”;( et 5&”; sont donc affines
d’algebres A]; et A; ; de plus, A]; est plate sur R. En vertu de I’équivalence
2.12, le morphisme fT provient d’un morphisme d’algebres A; — AI dont
la réduction est un isomorphisme. D’apres le théoreme 2.13, ce morphisme
d’algebres est un isomorphisme. Enfin, en vertu de ’équivalence 2.12, le
morphisme f! est un isomorphisme. O

Remarque 2.15. — Le critére d’affinité dans la démonstration du théo-
reme précédent n’est pas nécessaire si on se rappelle que, sur un schéma
t-adique affine, I’espace annelé induit sur un ouvert principal est lui-méme
un schéma f-affine et que les ouverts principaux forment une base de la
topologie.

2.3. Algebres f-adiques lisses et schémas f-adiques lisses

Nous rappelons les propriétés essentielles de R-lissité [1]. On dit qu’une
R-algebre A est lisse si le morphisme structural Spec A — Spec R est lisse
au sens de la théorie des schémas ([16], §17); c’est une condition locale
a la source qui implique que Spec A est localement de présentation finie
sur Spec R, donc A est de présentation finie sur R. Dans le théoréme des
relevements algébriques on ne fait aucune hypothése sur le couple I C R.

THEOREME 2.16. — Si R est un anneau commutatif avec élément unité,
I C R un idéal et Ay une Ry-algébre lisse, alors Ay admet un relévement
lisse A sur R.

Le premier résultat dans cette direction est dii & Grothendieck dans le
cas d’un idéal I nilpotent qui est aussi 'un des tous premiers succes de la
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théorie des schémas et des éléments nilpotents. Le cas d'un couple I C R

hensélien est dii a R. Elkik. On rencontre bien entendu naturellement des

couples I C R non henséliens ou R est le plus souvent noethérien.
Supposons maintenant que R est noethérien.

THEOREME 2.17. — Soient f; : Ay — By un morphisme de R;-algébres
de type fini, Bt | AT des relévements f-adiques de By, A;. Supposons que A;
est lisse sur Ry et que AT est plate sur R.

1) Le morphisme f, admet alors un relévement fT: AT — BT,

2) Soient fT: A" — C' un morphisme de R-algébres, vi : BT — Cf
un morphisme de R-algébres surjectif et w3 un morphisme de R;-
algébres A1 — By qui factorise f1 : fi = v1 ouy. Il existe alors un
morphisme de R-algébres uf : AT — BY qui se réduit modulo I &
uy et qui factorise fT: ft =ot oul.

La propriété 2) dans le théoréme précédent exprime que 1’algébre Af est
tres lisse dans la terminologie de Monsky-Washnitzer [31].

DEFINITION 2.18. — Nous dirons qu’une algébre f-adique A" est une
algebre t-adique lisse sur R, sous-entendu pour la topologie I-adique, si
I'une des conditions suivantes et équivalentes a lieu :

1) I'algébre AT est plate sur R et sa réduction A; est lisse sur Ry,
2) P’algébre Ag est lisse sur R pour tout s > 1,
3) lalgébre AT est trés lisse.

Grothendieck dit formellement lisse pour la condition 2) et Monsky-
Washnitzer disent trés lisse pour la condition 3). Comme toutes ces défini-
tions sont équivalentes, il est légitime d’appeler une telle algebre -adique
lisse ou méme simplement lisse, quand il n’y a pas de risque de confusion. Le
complété f-adique AT d’un relevement algébrique lisse A d’une R;-algebre
lisse A; est donc une algebre f-adique lisse.

Nous rappelons qu’on dit qu’un schéma est non singulier, ou est régulier,
si tous ses anneaux locaux sont réguliers. Un schéma lisse sur un corps k
est non singulier; de plus, si le corps de base est parfait, un schéma non
singulier localement de type fini sur & est lisse sur & ([16], §17.15).

Nous rappelons que si A est une R-algebre f-adique, le Af-module € 4+ /R
des formes différentielles séparées est de type fini ([31], Thm. 4.5), et que si
AT est t-adique lisse, c’est un Af-module projectif ([31], Thm. 4.6). De plus,
la réduction modulo I de €24+, est canoniquement isomorphe a 4, /g,
([31], Thm. 4.4).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 1931

DEFINITION 2.19. — On dit qu’un schéma {-adique 27 = (X, Oyt )5)
est « T-adique lisse » si son faisceau structural est plat sur R et que sa
réduction Xy := (X, 04+ ,g/I) est lisse sur Ry.

En utilisant le corollaire 2.8, on voit qu'un schéma f-adique 2T =
(X, 047+ ,r) est f-adique lisse si et seulement si son algébre au-dessus de
tout ouvert affine est une algebre f-adique lisse. Un schéma f-adique lisse
est plat, mais si la réduction est lisse un schéma t-adique plat est T-adique
lisse. Quand on sait a 'avance que la réduction est lisse, comme c’est
souvent le cas dans cet article, il vaut mieux dire « plat » au lieu de -
adique « lisse » pour les schémas t-adiques pour étre précis et éviter toute
confusion.

Si 2T est un schéma f-adique, le @4+ sr-module Qg1 p des formes
différentielles séparées est cohérent; et si 2T est t-adique lisse, c’est un
0 41 /r-module localement libre de type fini.

Dans cet article nous dirons pour abréger relevement au lieu relévement
t-adique, et donc relevement plat au lieu de relevement f-adique plat.

2.4. Le théoréme du symbole total d’un opérateur différentiel
p-adique

Soit 2T = (X, 04+ ,r) un schéma f-adique (non nécessairement lisse),

on définit le faisceau des opérateurs différentiels @Igﬁ /R (23, 24)) :

DEFINITION 2.20. — Le faisceau @;,T/R des opérateurs différentiels -
adiques est le sous-faisceau du faisceau des endomorphismes du faisceau
structural Endr(0g-+/g) des sections P telles que pour tout s > 1 leur
réduction modulo I® est un opérateur différentiel sur le Rs-schéma X, :=
(X, 04+ ,r/1°) dont I'ordre est localement borné par une fonction linéaire

en s.

s s . T
Par définition, le faisceau 7., /R

gebres le faisceau D g1 /g des opérateurs différentiels d’ordre localement

contient comme sous-faisceau d’al-

fini, défini par récurrence sur I’ordre comme le faisceau des opérateurs diffé-
rentiels de I'espace annelé¢ 2T = (X, O+ /r) [24]. Si 21 est t-adique, lisse
le faisceau D g1/ est une 041 p-algebre filtrée par des €41/ g-modules
localement libres de type fini ([24], appendice A). On peut étendre ce ré-
sultat au faisceau @;T/R dans le cas d’un couple (V,m). Si AT est une

;
At/R

teurs différentiels du schéma f-adique affine associé. Dans I’article [25] qui

algebre f-adique, on note D I’anneau des sections globales des opéra-
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compléte Darticle de recherche [23] on démontre le théoréme du symbole
total en deux parties (Thm. 5.1, Thm. 6.1), la premiére partie définit le
morphisme symbole total qui est alors injectif, la seconde partie montre
qu’il est surjectif :

THEOREME 2.21. — Soient 21 un schéma t-adique lisse sur V et U un
ouvert affine de X d’algébre t-adique A" munie d’éléments x1, ..., x, dont
les différentielles dx, . . . , dx,, forment une base du module des formes diffé-

rentielles séparées (1,1 /. Soient P un opérateur différentiel de I'anneau

DLT/V = T(U, @;ﬁ/v) et a,, @ € N" la suite d’éléments de AT définis
par :

o= Y (;) (—2)PP(a*P).

0<f<a

Alors, 'opérateur P est égal a la série :
Pz, Ay) := ZaaAg.
(a7

De plus, 'application « symbole total » qui a un opérateur différentiel P
associe son symbole total :

P O’P(Ivg) = Zaafa

est un isomorphisme de Af-modules & gauche entre I'anneau des opé-
rateur différentiels DJ:U/V et I'algébre (AT[¢q,. .., &,])T complétée t-adique
de I'algébre At[¢,, ..., &,] pour la topologie m-adique de V.

En fait, dans les articles ([23, 25]) on ne disposait pas du critére d’af-
finité et on imposait en plus que le schéma t-adique induit 27U :=
(U, O g1, |U) soit f-affine. Le critere d’affinité leve cette restriction gé-
nante.

L’isomorphisme précédent ne respecte pas, bien entendu, la structure
multiplicative et dépend des coordonnées locales. Le théoreme du symbole
total permet cependant de produire beaucoup d’opérateurs différentiels
parce que les éléments de I'algebre (AT[¢),...,&,])T sont faciles a décrire.
Le théoreme du symbole total admet de nombreuses applications impor-
tantes. Par exemple, on a la trivialité cohomologique, qui jouera un réle
essentiel dans cet article :

COROLLAIRE 2.22. — Soit %' un schéma t-adique affine lisse sur V
muni de coordonnées globales. Alors, les V-modules H* (U, @;ﬁ/v) sont
nuls en degrés positifs.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 1933

Démonstration. — Soient A" Palgébre de % T, AT — (Af[¢y,...,&)])T
I'extension naturelle, fT: (7*% )t — %1 1a projection associée de schémas
t-adiques et f : T*U — U la projection du fibré cotangent de U. En
vertu du corollaire 2.8 et du théoréme du symbole total, les images directes
Rf, O(+ayt v sont nulles en degrés positifs et 'on a I'isomorphisme de
faisceaux V-modules :

%Tzﬁ/v ~ foO(g-ayi)v-
Il en résulte les isomorphismes de V-modules :

H'(U, 2y )y) = H(TU, O 7erytv)

et I’'on est ramené au théoréeme d’acyclicité 2.8 pour les schémas f-adiques
affines. O

Cette démonstration figure déja dans I'article [25] dans le cas d’un schéma
t-adique affine U et le critere d’affinité permet de supposer que U est affine.

Remarque 2.23. — Tous les résultats de cet article qui reposent sur le
théoreme du symbole total ne sont démontrés que pour un couple (V,m)
jusqu’a nouvel ordre.

Remarque 2.24. — Dans la définition précédente on peut partir d’un R-
schéma formel 2" = (X, Og-n /g) [19] et définir le faisceau QL/M/R comme
sous-faisceau du faisceau des endomorphismes du faisceau structural et en
imposant par réduction modulo I® des conditions de croissances de type {
aux ordres des opérateurs différentiels. Le théoréme du symbole total dans
le cas d’un schéma formellement lisse sur un anneau noethérien R a lieu et

établit de méme un isomorphisme de A-modules gauche entre DZ /R et

le complété f-adique (A[éh <., &)1 pour la topologie I-adique de A mais
la démonstration est élémentaire [25]. De ce point de vue la situation est
meilleure.

3. Le site infinitésimal {-adique X;r][1f et son topos

Soit R un anneau noethérien muni de la topologie I-adique définie par
un idéal I C R et soit (X, Ox/g,) un R;-schéma lisse ([16], §17).

3.1. Le site infinitésimal -adique
Nous allons définir le site infinitésimal {-adique de X pour la topologie

I-adique de R que nous noterons XiTnf7 le couple I C R étant sous-entendu.
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Nous ne considérons pas dans cet article de facon essentielle les change-
ments de base du couple (R, I).

DEFINITION 3.1. — 1) Un objet de la catégorie Xitlf est un ouvert
U de I'espace topologique sous-jacent & X muni d’un relévement %
plat sur R, qui est donc un schéma t-adique %" := (U, Oy ) R-
plat, muni d’un morphisme surjectif

Owt/r — Ovur, — 0
de noyau 10y /i ot (U, Oy g, ) est le schéma induit sur U.

2) Un morphisme de la catégorie X;rnf est une inclusion d’ouverts r :
W < U munie d’'un morphisme r‘lﬁ@ﬁ/R — Oy g de faisceaux
de R-algebres rendant le diagramme suivant commutatif :

r 'Oyt /n — Oyi/r

| l

T_lﬁU/Rl — ﬁW/Rl'

3) Un recouvrement d’un ouvert %' est une famille de morphismes
{rl : U] — w7,y € J} telle que la famille {U,,y € J} est un
recouvrement de U.

En vertu du théoreme 2.11, la catégorie des schémas f-adiques sur R ad-
met des produits fibrés, et le produit fibré de deux ouverts du site anf est
T

it ©st stable par produit fibré : le changement

plat sur R. La catégorie X
de base d’un recouvrement est un recouvrement. Le composé d’un recou-
vrement par des recouvrements est un recouvrement. La catégorie XiTnf se
trouve munie d’une topologie de Grothendieck qui devient donc un site :

le Site Infinitésimal {-adique X i

e du schéma X pour la topologie I-adique

de R. Le théoréeme des relevements affines 2.16 montre que pour X lisse
sur Ry le site X;Elf a beaucoup d’ouverts et de morphismes et le critere
d’affinité, théoreme 2.5, produit davantage d’ouverts et de morphismes du
site XiTnf, ce qui lui donne une grande souplesse.

Notation 3.2. — Nous notons % ' un objet du site infinitésimal f-adique
X;rnf et T #T — 21 un morphisme du site X;fnf. Sirt:#t — %7 est un
morphisme du site X;‘nf nous noterons r : W — U l'inclusion topologique et
r* le morphisme structural 1@y, /r — Oyt g de faisceaux de R-algeébres
sur W qui est donc un morphisme local.

Remarque 3.3. — 1) Un morphisme rf : #T — T du site X;rnf se

factorise par construction :

W= UNW — U7
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ott YW — %7 est le morphisme d’inclusion canonique. Le mor-
phisme #t — % 1|W est un isomorphisme, en vertu du théoréme
2.14. En fait, c’est cet isomorphisme d’espaces localement annelés
qui est le point essentiel dans ce qui va suivre.

2) On aurait pu dans la définition du site précédent, partir d’un schéma
localement de type fini et plat sur R; et imposer aux objets d’étre
plats sur R, alors les morphismes du site sont des isomorphismes
lorsque la réduction est une égalité.

3) On aurait pu dans la définition du site précédent partir d’un schéma
localement de type fini sur R;, n’imposer aucune condition res-
trictive aux relevements j-adiques mais imposer aux morphismes
W — YW d’étre des isomorphismes.

4) Mais aujourd’hui, nous ne savons pas a quelles conditions, en dehors
du cas lisse, on obtient au-dessus d’un point singulier un site dont
Pensemble des objets est non vide dans la situation du 2) ou dont
l’ensemble des morphismes est non vide dans la situation du 3).
C’est pour cette raison-la que nous supposerons dans le présent
article que X est lisse sur R;, bien que formellement cela n’est
pas indispensable, et que certains développements se transposent.

Remarque 3.4. — A cause de la premiére partie de la remarque précé-
dente, il est facile de voir que la catégorie X;rnf admet des produit fibrés
sans invoquer le théoreme général que la catégorie des schémas f-adiques

admet des produits fibrés.

dont
les objets sont les relevements R -plats des ouverts de X. On a alors des

- : . o A 3 SpR - 1 s+1 s
foncteurs canoniques des catégories sous-jacentes X, . — X, :° — X,

Remarque 3.5. — Pour tout s > 1 on définit de méme le site X ;

pour tout s > 1, puisqu'un ouvert du site XiTnf induit par réduction un
ouvert du site X ! qui induit un ouvert du site X3 ;. Les méthodes de cet
article montrent que ces foncteurs définissent des morphismes des topos

abéliens associés.

3.2. Le topos infinitésimal t-adique

Soient Prefais(XiLf), resp. Fais(XiTnf) les catégories des préfaisceaux,
resp. des faisceaux, a valeurs dans la catégorie des ensembles sur le site
infinitésimal f-adique XiTnf.
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DEFINITION 3.6. — Soit % T un ouvert du site X;rnf. On a alors un fonc-
teur de restriction :

Ryt : Prefais(XT

4¢) — Prefais(U)
de la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur le site infinitésimal dans
la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur I'espace topologique U qui a

un préfaisceau Py associe le préfaisceau Pq,+ défini par :
Pyt (W) 1= Pring(UT|W),

ot % T|W est le schéma induit sur W par %', qui est bien un objet du site
infinitésimal. Si W’ est un ouvert de W, le morphisme de restriction

Payi(W) — Po: (W)
provient de I'inclusion d’espaces annelés % T|\W' c w4 T|W.

Notation 3.7. — Si Fi,t est un préfaisceau sur le site X;Lnf et T un
ouvert, on note Fg+ := Rgi(Zine) la restriction du préfaisceau Fiyr a
I'ouvert % T, c’est donc un préfaisceau sur U pour la topologie de Zariski.

PROPOSITION 3.8. — Un préfaisceau d’ensembles i, sur le site XJnf
est un faisceau si et seulement si pour tout ouvert %1 sa restriction .Fy,+

est un faisceau sur U.

Démonstration. — Soit Fis un préfaisceau sur le site infinitésimal et
supposons que pour tout ouvert % t sa restriction Fq+ est un faisceau
sur U. Soient {¢q : #J — U} un recouvrement de %' et U, W, le re-
couvrement de U induit. Notons %, := % T|W, le schéma f-adique induit
par %1 sur W,,. Pour chaque o le morphisme ¢, : #. — %7 se factorise
canoniquement par un morphisme : WO}L — @/Of , qui est automatiquement
un isomorphisme. D’ott des isomorphismes Fing (%) ~ Fine(#) qui four-
nissent un diagramme commutatif :

Tt ) = TlaFu@]) = lap P2l p)

[ | |
Tt W) = Tla FueWd) = Tlag Fue(P ).

Les colonnes sont bijectives. Mais la ligne supérieure est exacte par hypo-
these et donc la ligne inférieure est exacte. |

DEFINITION 3.9. — On définit Fam(ﬁuv(XiTnf)) comme la catégorie des
familles des couples (%', %4+) indexés par les ouverts % munis d’un
faisceau d’ensemble %4+ sur espace topologique U et des morphismes
(#)pt : f~ 1Pyt — Fy+ indexés par les morphismes ' tels que :
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1) les morphismes (f),+ sont transitifs,
2) on a l'égalité Fot\w = Fort|W,

3) pour linclusion canonique r! : %T|W < %1 le morphisme (1),
est l'identité.

On a alors un foncteur canonique de restrictions :
(Rest) : Fais(X] ;) — Fam(0uv(X] ;)

qui & un faisceau F,¢ associe ses restrictions Fy+ := Royt (Fint)-

PROPOSITION 3.10. — Le foncteur canonique précédent (Rest) est une
équivalence de catégories. Les morphismes (#),: sont de plus des isomor-
phismes.

Démonstration. — En effet, une famille de faisceaux d’ensembles F, 1

indexée par les ouverts % T et qui appartient & la catégorie Fam (@uv(X ;rnf))
définit un préfaisceau sur le site infinitésimal. La restriction de ce préfais-
ceau a tout ouvert du site est un faisceau de Zariski sur I'ouvert topolo-
gique sous-jacent par hypothese et, en vertu de la proposition précédente,
ce préfaisceau est un faisceau. On obtient comme cela un inverse canonique
au foncteur (Rest). La compatibilité avec la composition des morphismes
montre que les morphismes (f),+ sont des isomorphismes. O

Cette équivalence canonique produit beaucoup de faisceaux sur le site.

Exemples 3.11. — 1) La famille Oy, des faisceaux structuraux
des objets du site infinitésimal a la propriété de restriction par
construction. Elle définit donc un faisceau de R-algebres, que nous
noterons ﬁXiTnf /R : le faisceau structural du site infinitésimal f-
adique XiTnf.

2) Pour tout j > 0 la famille Q]%ﬁ /R des formes j-différentielles sépa-
rées a la propriété de restriction par construction. Elle définit un

. _ J
faisceau de & x! /R modules, que nous noterons ) X! /R

des formes j-différentielles séparées du site infinitésimal X;fnf.

: le faisceau

3) La famille Q5,, /R des complexes de de Rham des formes différen-
tielles séparées a la propriété de restriction par construction, la
différentielle d commute aux restrictions (f),+. Elle définit un com-

plexe de R-modules que nous noterons €2 : le complexe de de

L ]
x7

inf

/R
Rham du site infinitésimal XiTnf.

4) La famille 7+, des fibrés tangents, duaux des fibrés des 1-formes
différentielles séparées des objets du site infinitésimal a la propriété
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de restriction par construction. Elle définit donc un faisceau de
ﬁXif sr-modules, que nous noterons 9X}‘f /r ¢ le fibré tangent du

site infinitésimal f-adique X;rnf.

Sirt:#T — %% est un morphisme du site infinitésimal et si P est un

opérateur différentiel de @;ﬁ JR> ON définit (4),+(P) comme le composé

*—1 _ —IP _ *
Opiip'— 17 0y p — 17 Ont/n > Oyt
dont la réduction modulo I° est un opérateur différentiel d’ordre égal &
celui de la réduction modulo I° de P. C’est donc un opérateur différentiel
de Q;W /R €t on obtient le morphisme de restriction

(#)rt Tﬁl-@;ﬂ/}% - TWT/R

compatible aux compositions des morphismes du site. En vertu de la pro-
position précédente 3.10, on obtient un faisceau sur le site :

DEFINITION 3.12. — La famille qui & un ouvert %' associe le faisceau

@jz/f /p munie des morphismes de restriction (#),+ définit un faisceau de
ﬁanf /r-algébres que nous noterons @;{1
I

inf"

/R le faisceau des opérateurs

inf

différentiels t-adiques sur le site X

PROPOSITION 3.13. — La famille qui & un ouvert %' associe le faisceau
Dy, + )R des opérateurs différentiels d’ordre localement fini définit un sous-

faisceau du ﬁxitnf/R—a]gébres Dxt /r de faisceau 9;(*

it/ B

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que les restrictions (f),+ laissent
stables les opérateurs différentiels d’ordre fini, mais c¢’est un conséquence
du fait que les morphismes d’algebres r* sont des isomorphismes. En fait,

les restrictions (f),+ conservent Pordre des opérateurs différentiels. |

Remarque 3.14. — 1) Les raisonnements que nous avons faits pour
les faisceaux d’ensembles s’appliquent tout aussi bien pour les fais-
ceaux a valeurs dans une catégorie abélienne ou pour les modules
sur un faisceau d’anneaux sur le site infinitésimal. Nous utiliserons
librement les résultats précédents dans ces contextes.

2) Par exemple, si o7y , est faisceau d’anneaux sur le site infinitésimal,
in
un faisceau Fi, ¢ de oyt f—modules est la donnée pour tout ouvert
in
' d’un faisceau de .27, +-modules .F,,+ tel que

Faunyw = Fat|W
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et pour tout morphisme r d’un morphisme de restriction compa-
tible a la composition

() r Tyt — Ty
qui est (f),+-linéaire :

(&)t (P(m)) = (8)71 (P)((#)rt (m))

pour une section P de r~l.aZ,+ et une section m de 7' Fy: et
qui se réduit a ’application identique dans le cas de l’inclusion
wtNWwW Cc .

Notation 3.15. — Si ﬂxtf est un faisceau d’anneaux sur le site, on
note szxtf—Mod la catégorie des %X_Tf-modules a gauche sur le site et
in 1n
Mod- ot . la catégorie des o/t f—modules a droite sur le site.
in in

3.3. Le site infinitésimal j-adique affine

Dans le cas ou le schéma X est séparé il est plus commode d’utiliser le
site infinitésimal j-adique affine.

DEFINITION 3.16. — Soit un Ri-schéma X lisse et séparé. On note

i];;?ff la sous-catégorie pleine de la catégorie Xi];f

verts affines de X. Muni de la topologie induite X

des relévements des ou-
,aff

o devient un site, le

site infinitésimal T-adique affine de X.

Soit Fais(XiTI;? 1Ef) la catégorie des faisceaux d’ensembles sur le site affine.

THEOREME 3.17. — Soit X un R;-schéma lisse et séparé. Alors, le fonc-
teur naturel de restriction :

) — Fais(X; 2T

inf

Fais(X/

inf

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Soient % un faisceau d’ensembles sur le site infini-
tésimal affine et 1 un ouvert du site infinitésimal. Soit Uy,a € I un
recouvrement par des ouverts affines de U. En vertu du critere d’affinité
2.5, si U, est un ouvert affine de U, I'espace annelé %} := (Ua, Ot jr|Ua)
est un ouvert du site infinitésimal affine. Soient alors les deux morphismes
de restriction :

[[7@h= 1] 7y

acl a,Bel
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de noyau (ou lieu des coincidences) noté Ker(I). On définit :
F () = Ker(I).

Cet ensemble ne dépend pas du recouvrement U,,a € I. En effet, soit
Wg, 8 € J un autre recouvrement ; alors pour tout a € I les ouverts affines
Ua,g := Uy N W3 forment un recouvrement de U,. Si sg, 3 € J est une
famille de sections de .# qui se recollent, leurs restrictions aux ouverts Uy, g
forment une famille de sections qui se recollent et par hypothese définissent
une section s, au-dessus de 'ouvert %,f. La famille s,,a € I se recolle et
définit un élément de Pensemble T(% T, .%), ce qui fournit une identification
entre ’ensemble construit a partir du recouvrement U,,a € I et celui
construit & partir du recouvrement Wpg, 3 € J.

Soit rf : #1t — %1 un morphisme du site et soit un recouvrement
Uy, € I de U tel que pour un sous-ensemble J C I les ouverts W, :=
Uy, € J forment un recouvrement de W. On obtient pour tout a € J
un morphisme du site affine %, — ZJI. Si s, € I est une famille de
sections qui se recollent, alors leurs restrictions aux ouverts affines 7, est
une famille de sections qui se recollent. D’oti un morphisme de restriction :

FUT)— FWT)
et on obtient de fagon évidente un préfaisceau d’ensembles sur le site infi-
nitésimal.
Il s’agit de montrer que ce préfaisceau est un faisceau. Soit Uge 102/63 un
recouvrement de 'ouvert Z T et Uyer,Ua,~ un recouvrement de I'ouvert U,

par des ouverts affines. Le morphisme %] — % |U,, induit un morphisme
du site affine :

%o”Uow - %T‘Uaﬁ
qui est un isomorphisme en vertu de 2.14 et induit une bijection d’ensembles
F (Ui |Uar) = F (U |Uay).
On obtient un diagramme commutatif :

.7 @) ———= Tl.s 7%l

l |

Ha,'y y(%OHUOIW) = Ha,'y,,@,(s y(%oi,@“]aﬂ’vB;é)

Ha7fy j(%'”UOQ'Y) = Ha,'y,ﬁ,é 9(%1-‘(]0‘7776’5)

dont les morphismes verticaux des deux derniéres lignes sont des isomor-
phismes. Le noyau de la derniére ligne est I'ensemble T'(%T,.%). 1l suffit
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de montrer que le morphisme induit sur les noyaux des deux premieres
lignes est bijectif. Il est injectif de facon évidente. Un élément du noyau
de la deuxiéme ligne définit une famille de sections de .# au-dessus des
ouverts ?/J qui se recollent. Le morphisme est surjectif. Cela montre que
le diagramme :
ACORSS | EACAESS | EACAR)
« a,B

est exact et le préfaisceau Z est un faisceau. Le foncteur de restriction du
théoréme est essentiellement surjectif.

De méme, on voit facilement qu’un morphisme de faisceaux d’ensembles
sur le site infinitésimal est uniquement déterminé par sa restriction aux
faisceaux d’ensembles sur le site infinitésimal affine. Le morphisme de res-
triction du théoreme est pleinement fideéle. 0

4. Le faisceau ¥y des automorphismes du faisceau

inf

structural qui se réduisent a I’identité modulo 1
4.1. Le faisceau d’ensembles de transfert & i_, o+

Soient #'t, 2T des relevements des Ri-schéma YV, X et f: Y — X un
morphisme de Rj-schémas.

On peut considérer le faisceau d’ensembles sur Y des morphisme d’es-
paces d’annelés de 't dans 21 qui se réduisent modulo I au morphisme f.
Mais de fagon équivalente il est plus commode pour pour nous de faire la
définition suivante qui fait le lien avec le calcul différentiel des chapitres
qui suivent.

DEFINITION 4.1. — Le faisceau Yz +_, o+ d’ensembles sur Y de trans-
fert est le sous-faisceau du faisceau %OmR(f_lﬁ%T/R, Oyt /r) des mor-
phismes de R-algébres qui se réduisent modulo I'idéal I au morphisme
structural de R;-algébres f; : f_lﬁX/Rl — Oy/R, -

Une section globale du faisceau d’ensembles ¥yt _, o-+ est par construc-
tion un morphisme d’espaces localement annelés.

Notation 4.2. — 1) Dans la notation ¥ _, -+ le morphisme f de
R1-schémas est sous-entendu quand il n’y a pas de risque de confu-
sion.

2) Notons %+ le faisceau de transfert correspondant au morphisme
identique de X.
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3) Notons R[¥yi_ ot] le faisceau de R-modules engendré par le R-
module libre des sections du faisceau de transfert 9p i _, o-1.

4) Le module R[9x+_, 5-1] est naturellement un (R[%x+], f 1 R[G1])-
bimodule.

Le cas le plus important est le cas ou Y et X sont affines d’algebres B, A
et #1271 des relevements d’algebres BY, AT. En vertu de I'équivalence,
théoreme 2.12; les sections globales du faisceau ¥ i_, 4+ correspondent
aux morphismes de R-algebres AT — Bt qui se réduisent modulo I au
morphisme structural f: A — B.

Notation 4.3. — Si A" est une R-algébre, on note G 4; 'ensemble des
morphismes de R-algébres AT — AT qui se réduisent modulo I & I'identité.

PROPOSITION 4.4. — Si A" est R-plate alors I'ensemble G 4+ est un
groupe. Plus généralement, si 21 est plat sur R, le faisceau 9q-+ d’en-
sembles est un faisceau de groupes.

Démonstration. — C’est une conséquence du théoreme 2.13 et du théo-
reme 2.14. O
DEFINITION 4.5. — SirT est un morphisme du site infinitésimal X;rnf, le

morphisme de faisceaux r* : T_lﬁ%T/R — Oyt /g est un isomorphisme de
faisceaux de R-algébres, en vertu du théroéme 2.14. On définit le morphisme
de restriction

()t = Gy — Gy

par g — r*ogor*~1. La famille 9, + et les morphismes (f),+ ont la propriété
de la proposition 3.10. Ils définissent un faisceau de groupes sur le site
infinitésimal.

Notation 4.6. — On note ¥xt . le faisceau de groupes ainsi défini ; c’est le
faisceau des automorphismes de R-algebres du faisceau structural &yt /R
qui se réduisent modulo I & 'identité.

PROPOSITION 4.7. — Un préfaisceau P, resp. un faisceau F,¢, d’en-
sembles sur le site infinitésimal X;rnf est un Yt f-préfaisceau, resp. faisceau,
a gauche d’ensembles.

Démonstration. — Soient % un ouvert du site et T — %1 un mor-
phisme du site anf défini par g : Oyi/p — Ozt /g qui est donc un iso-
morphisme. La restriction (f), induite par g du préfaisceau P (1) —
Pint(%T) est donc bijective. Pour deux morphismes g1, g2 on a (§)g,q, =
(#)g2 (#)g, - Mais par construction, g est une section globale du faisceau @x1
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au-dessus de l'ouvert % . Cela définit une action & gauche de Gt (U )
sur Pine(% T). Cette action induit une action a gauche de ¥+ sur la res-
triction Py .

Sirt:#t — %7 est un morphisme du site, on a un diagramme commu-
tatif :

Pt W) — B gt W)

| @ | @

Pacr) L o)
qui montre que ’action commute aux restrictions. Les mémes arguments
valent dans le cas du faisceau Ziys. Par construction, si T est un ouvert
du site et si Fi,s est faisceau d’ensemble sur le site sa restriction Ry, (Fint)

est un ¥, +-module & gauche. |

4.1.1. Un peu plus généralement, si f : ¥ — X est un morphisme
de Ri-schémas lisses et @/z+ est un faisceau de R-algebres sur Y, on
peut considérer le o7y i-module & gauche @y +[¥y+_, o-+] engendré par le
module libre des sections du faisceau de transfert ¥z i_, o-+. Si de plus
g+ est un Go-1-module & gauche le module gi[94+] est naturelle-
ment un faisceau d’algebres ou le produit est le produit croisé défini par
P1g1Pags := Pipg, (P2)g192, ot p est la représentation de &4+ sur dgg#

En particulier, si JZ%X:“ est un faisceau de R-algebres sur le site me,
pour tout ouvert % T lalgeébre 7, est un ¥, :-module & gauche et le
module 27y, + (94, +] est muni du produit croisé. Si Fi,¢ est un ,Q%Xlt -module
a gauche, sa restriction %+ est un @y, 1[4, +]-module & gauche. Le faisceau
de transfert 7y i[9y i_, 9-1] est naturellement un

(Ao [Gat], 91 |G 91])-bimodule
oil I’action & droite est définie par »f P := (1), (P)rT.

4.2. La catégorie o/t . -Mod des 7t f—modules a gauche sur le
site f-adique

Soit szxifnf un faisceau de R-algeébres sur le site infinitésimal. On dispose
donc de la catégorie %Xifnf -Mod des ,Q/Xirnf—modules a gauche. Soit Z,¢ un
faisceau de .dxifnf—modules a gauche sur le site X;Eﬂf. Si %7 est un ouvert du
site, alors sa restriction %4+ est un faisceau de Zariski de o7, i-modules &
gauche sur U, sur le lequel le faisceau de groupes ¥+ agit a gauche. C’est
donc un module sur l'algébre du groupe 7 +[94]. Nous allons donner
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une définition équivalente des objets de la catégorie oyt . -Mod, qui nous
servira de transition a la catégorie des modules spéciaux.

PRrROPOSITION 4.8. — La donnée d’ un o/t f—modu]e a gauche Fing sur
T

inf?
Foyr de ooy i[9y +]-modules a gauche, et la donnée, pour pour tout couple

(w1, %) dobjets du site X;fnf,
oy |Gy t]-modules & gauche

Ie site X.Tnf est la donnée, pour tout ouvert %t du site X ., d’un faisceau

1

avec r : W — U, d’'un morphisme de

(#) : Dy [ Gyt —art] Orragy 19,1 T Furt = Tyt
En outre, ces données doivent satisfaire les conditions :
1) pour un couple (% 1\W, % 1), avec W < U, on a Fautyw = Faqt|W,
et le morphisme (f) coincide avec le morphisme canonique,

2) pour un triplet (W', W1, U%1), avecr’ - W' — W etr: W — U,
le diagramme suivant est commutatif :

Lyt Gy gyt QT (=97ww‘[gwf—%f]®"”_ly@/‘r) =Dy 11Dy 11 1 or) "L F o 4

v et 4194 e, 19,4 (r'or) ™'t 1[Gy, 1]
—1
{(JW/T[{Q’W,T—)WT]®TI f/i,yf 3‘\7{//1.
r/flgfw]\[gwf]
Démonstration. — Soit Fine un szf/X_ff—module a gauche. En vertu des
in

propositions 3.10 et 4.7, Fi,¢ est la donnée d’une famille de o7y, i[9y, +]-
modules & gauche ., paramétrée par les ouverts %', et de plus, pour
chaque morphisme du site r : #T — %1, d’un morphisme de restriction

() : Tﬁly%f — Foyt.

Soient #1, % T deux ouverts tels que W C U, et r* une section globale
au-dessus de W du faisceau de transfert ¥y + _ 4+ qui définit une restriction
(B)pr : 77 F gyt — Fyr. On a par linéarité un morphisme de oy 1[4y, +]-
modules & gauche

(1) : Gyt [ Gyt —art) Qv 1, T Tt = Pyt

qui a les propriétés de la proposition. La transitivité des morphismes (f),+
entraine la transitivité des morphismes (f).

Réciproquement, une famille de o7 (¥, +]-modules & gauche munie de
morphismes (f) ayant les propriétés de la proposition définit une famille
munie de morphismes (#),+ compatibles & la compositions des morphismes
ayant les propriétés de la proposition 3.10 et définit un objet de la catégorie
Mod (@} ). O
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THEOREME 4.9. — Soient o/t un faisceau d’anneaux sur le site X}
Finf Un Axt f_—module a gauche et #t et %t deux ouverts du site tels que
W C U. Alors, le morphisme de oty |4y +]-modules 4 gauche (f) de la

proposition précédente
(#) : Gyt [ Gyt —art) Orray i, T Tt = Py

est un isomorphisme.

Démonstration. — Soit T" C W un ouvert au-dessus duquel le morphisme
d’inclusion se releve en une section 7% de %y + 4 1. Alors, le morphisme (f)
est un isomorphisme au-dessus de T'. En effet, si w est une section de Fyy ¢
au-dessus de T, elle est 'image de r5 ® (ﬁ)T_Tl(w) par le morphisme (), ce
qui montre qu'il est surjectif. Si I'image par le morphisme (£) d’une section
le forme 7% ® u pour une section u de r~'.%4 est nulle, nécessairement u
est nulle, mais 7% engendre (G _q1] comme ey 1[4y +]-module
libre & droite au-dessus de 7. Cela montre que le morphisme () est injectif.

Soit T' un voisinage affine d'un point de W. En vertu du critere d’af-
finité, les schémas t-adiques #1|T et T|T sont affines et, en vertu du
théoreme 2.17, le morphisme d’inclusion se reléve en une section 77} de
Yyt g+ au-dessus de T. Le morphisme (f) est un isomorphisme au voisi-
nage des tous les points de W. g

DEFINITION 4.10. — Soient X un R;-schéma lisse, me_ff un faisceau

d’anneaux sur le site XiTnf, 21 un relévement plat sur R de X et .F 4+ un

A g+[Ga+]-modules & gauche. Si %1 est un ouvert du site de X on définit
le oy, 1[99 +]-module a gauche :

] 7"_195{7.

Py fx%(«?gw)ozﬁ = Ayt [ Gt — 1] Or=147, (9,4

Si #t, %' sont deux ouverts tels que W C U, on définit le morphisme

(8) : Gy Gyt —at] Or=1et,, 1[G, 1) r!

Py at(Fait)ut = Puy o at(Fai)pr

inf inf
provenant, par produit tensoriel, du morphisme naturel provenant de la
composition :
Ayt [yt —art] @rrar 10,07 At [ Gt — o] = Dyt [Gyi 1]
La famille Py ; g7+ (F 1)+ et les morphismes (§) satisfont les conditions

inf
de la proposition précédente. Ils définissent donc un </x+t f—modu]e a gauche
Py« at(Fgi) sur le site infinitésimal.
inf
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On obtient le foncteur prolongement

Pﬂ AR S gt [G 1] -Mod — ,Qinfnf -Mod .

1nf

LEMME 4.11. — Le foncteur Py ; gt est exact.

inf

Démonstration. — En effet le 7174+ [94+]-module & droite

Aoy Gt — 1]
est localement libre de rang 1.

Exemple 4.12. — 1) Le prolongement Pp_ i 2 t(Og+1/p) du fais-
nf
ceau structural est le faisceau structural ﬁX’r JR du site.
2) Le complexe de de Rham QF. p est un complexe de R[G -+1]-
modules & gauche et son prolongement PR 3 Lt (% / ) est, par

construction, le complexe de de Rham Q% Xi / r du site.
nf

THEOREME 4.13. — Soit 2T un relévement plat sur R d’un schéma X
lisse sur Ry. Alors, le foncteur prolongement Pd ' ot est une équivalence

de catégories entre les catégories g+ [Gg-+] Mod et %Xf -Mod qui est un

inverse canonique du foncteur de restriction naturel R %T
Démonstration. — 11 est évident que si F 4+ est un &g [44+]-module

A gauche, la restriction & 2T du dxf -module a gauche Pd ' at(Fat)

coincide avec le &4+ 4-+]-module & gauche F 4. On a donc I'isomor-
phisme canonique de foncteurs R g+ o PE{ ' ot ~ Id. Soit Finr un .de -

module & gauche et notons F 4+ sa restrlctlon a2t Siwutr:U— X,
est un ouvert du site, la valeur du module Py, ; 2t (Fat) au-dessus de
inf

Ut est :
Pg{xifnf,%T (g%T)%T = %%T[g%’rﬂgff] ®T—1W‘%‘T[g%¢] r_19%T

qui est, en vertu du théoréme précédent, canoniquement isomorphe au
Aoyt [Goyt ygl-module Fyt. Si #T, % sont deux ouverts tels que W C U,
le diagramme suivant :

WWT[gwfﬂ%f]®r_ld%f[g%fﬂfxf]®r_1ﬁ3m = WWTWWTH%T]®T_19%T

e, 1[4, 1] e i[9 ] Tl el (G 1]
Ayt [ Gyt ot | @1 F gt = Tyt
r iy [ng]
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est commutatif par la transitivité des morphismes (f) pour le triplet
(wt, %, 2. On a donc canoniquement ’isomorphisme de foncteurs

P‘Q{XT ,ggf OR%T :Id
inf

Autrement dit, les foncteurs Pey 2t et Rgrt sont canoniquement inverses
inf
I'un de l'autre. |
COROLLAIRE 4.14. — La catégorie oo+ (9 91| -Mod des g1+ |4 91 ]-mo-
dules a gauche ne dépend pas a équivalence canonique prés du relévement
21 de X dans le cas d’un relévement plat d’un schéma lisse.

En fait, si 2" et 2} sont deux relévements lisses de X, on a un dia-
gramme commutatif d’équivalences de catégories :

M%{r [{4%1] —MOd e —— JZ{%; [%%‘T] —MOd

N\ /
«!foT . -Mod

in

ou les foncteurs obliques sont les prolongements canoniques et le foncteur
horizontal est le foncteur image inverse ou directe (c’est comme on veut)

T T
(fgglf - JZ{5{; [gﬁ”;*%f] ®‘Q¢fx1’r [gfxf] Jﬂ/flf'

La catégorie .Qfof—Mod des %Xff—modules a gauche a toutes les pro-
priétés d’une catégorie de modules sur un espace topologique dans le cas
d’un schéma lisse. Par exemple :

COROLLAIRE 4.15. — Soit X un schéma lisse sur Ry et soit (%,i € I)
une famille d’ouverts du site XiTnf telle que les ouverts U;,i € I, re-
couvrent X. Alors, le foncteur qui a un faisceau ¢ de Qfxifnf—modu]es
sur le site associe ses restrictions Fq,,i € I, est une équivalence de ca-
tégories entre la catégorie 'Q{anf -Mod et la catégorie des faisceaux donnés
localement : les familles ., de @/41[%9,,+]-modules, i € I, munis d’iso-

i

morphismes de recollement satisfaisant les conditions de cocycle.

Démonstration. — Un isomorphisme de recollement entre F, et Fo,
au-dessus de U; N U; est un isomorphisme de recollement de faisceaux de

M(Uint)iTnf
vertu de ce qui précede, a un isomorphisme de recollement a leur restriction
a tout relevement de U; N U;. Les conditions de cocycle se traduisent en
conditions de cocycles pour les recollements de faisceaux sur des espaces
topologiques. On est ramené au recollement de faisceaux de modules sur

les espaces topologiques et de leurs morphismes, sans a avoir a invoquer le

-modules sur le site {-adique de U; NUj, ce qui est équivalent, en

recollement plus délicat de faisceaux sur un site. O
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4.3. Le faisceau Jom (L1 int, F2int) de deux %Xff-modules a
inf n
gauche
Si F1int et Fainr sont deux ﬂXff—modules a gauche, ol ;zfXT est un
faisceau de R-algeébres, nous allons définir le faisceau

jfomdxj (ylinfvy}inf)

qui est un faisceau sur le site X! de R-modules. Si T est un ouvert, le

inf
faisceau Aomy,, (Frat, Foqr) est un faisceau de Zariski sur U de R-

modules. Si rf : 7/7 — %1 est un morphisme du site X! le morphisme de

inf?
restriction (§),+ : 77L.%, 4+ — F1 4+ est inversible. On définit la restriction

()t 1%07”%,, (Frat, Faat) = Home,, (Fiyt, Fayt)

par ¢ — (), 0o ((£),1) "

PROPOSITION 4.16. — La famille (%T,t%”ommm (Fraty, Fogqt)) mu-
nie des morphismes de restriction précédents (1),+ définit un faisceau, noté
H oM, (F1int, F2int), qui est un faisceau de R-modules sur le site X;rnf

inf

Démonstration. — En effet, cette famille est de fagon évidente un élé-
ment de la catégorie Fam(ﬁuv(XiTnf)). O
Remarque 4.17. — Le foncteur Fi,; — jfomd 3 (szxf ,Zint) est ca-

noniquement isomorphe par construction au foncteur 1dent1que de la caté-
gorie des o/t f—modules.

Remarque 4.18. — Par contre, le lecteur prendra garde que les sections
globales du faisceau Homy, , (F1 9+, F241) ne sont pas, en général, les
morphismes entre %1 jnf, o int au-dessus de U, et que Hom,y, ' (ﬂfUT , Finf)

n’est pas égal, en général, & (%', i) = I'(U, Rﬁzzf(flnf)) Cest 14 un
point important dans cette théorie.

4.4. Le faisceau % iys R, i Foimf d’un &5+ -module a gauche et

inf

d’un dXT -module a droite
Si 1 inf est un oyt f—modules a droite, Foinf un Ayt f—module a gauche
et %1 est un ouvert du site, le faisceau .% 41 ® o, Foqr est un faisceau

de Zariski sur U de R-modules. Si r! : #T — %1 est un morphisme du site
X~T

inp> o0 définit la restriction :

()t : T\ F it O, wi Taut = Fryt Qw,, Foyt

comme le produit tensoriel des restrictions.
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PROPOSITION 4.19. — La famille (%7, % o+ g, Faa1) munie des
morphismes de restriction précédents (1),+ définit un faisceau, noté

a7 a7,
F1inf Qaryt F2infs

inf

qui est un faisceau de R-modules sur le site X;rnf.

Démonstration. — En effet, cette famille est de fagon évidente un élé-
ment de la catégorie Fam(ﬁuv(XiTnf)). O

4.5. Les foncteurs de prolongement et de restriction

Soient ,;zfxff un faisceau d’anneaux sur le site et %' un objet du site

Xi]:jf. On a un foncteur de restriction :
Ra]ﬁ : JZ{X_T . -Mod — JZ%@T [g%f] -Mod

qui & Fi,r associe F4+. Nous allons définir un foncteur prolongement :

P&fx’r K74 . %q/f [%q/f] —MOd — %Xifnf/R —MOd .

inf
Soient #'t un ouvert du site, 7 : WNU < W l'inclusion canonique et .,
un o+ [94,+]-module. On définit :

Pet i _,ﬂ/zr(ﬁ%f)("fﬂ) = ro(Dyriwov Gt wov—at] @ Fat|WNU).
inf Aot G 1)l wu

La famille P, . i (Fai)(WT) définit de fagon évidente un faisceau
inf
Py s at (Fqt) de dxt ,-modules a gauche sur le site XiTnf.
inf m

PRrROPOSITION 4.20. — Soit un Rj-schéma lisse X. Alors, le foncteur
prolongement PW«XT st est un adjoint a droite du foncteur restriction
inf
R%# :
HOmMW/T[g%T](R%f?,?) ~ HodeT (?7RQfXT 7%#?).

inf inf
Démonstration. — En fait, pour un ouvert U de X on a un foncteur
naturel de restriction :
Ayt -Mod — o+ -Mod
inf inf
qui admet un adjoint & droite PMXT ROAN Cet adjoint associe a un JA/U_Tf—
inf n m

5 T ; T N T
module a gauche Fyt sur le site U, ; le ﬂxitnf—module a gauche & X1 sur le

site Xitlf dont la valeur sur un ouvert # T est le faisceau r, F . (wHWnU).
L’adjonction de la proposition résulte alors de 1’équivalence du
théoréeme 4.13. ]
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De la méme fagon, on dispose du résultat suivant.

PROPOSITION 4.21. — Soit un Rq-schéma lisse X, le foncteur de res-
triction Rg+ admet un adjoint a gauche :
dejnf’%ﬂ : HOm%X;lf (P%ﬂ?, ?) ~ HOIIle%T[gy[/“(?7 R%f?)

Démonstration. — Sir: WNU — W, on définit :

Poy s an(Fay )W) =1y ywou Gt wov—at) @ Fartiwau) »
inf
Q{oz/f [g%T]IWmU
ou 71 est le foncteur prolongement par zéro. La famille
Po i arr(Far) (W)
inf
définit de fagon évidente un faisceau P it (For) de dxi ~-modules a
inf n
T

gauche sur le site X, ;.

Remarquons que le foncteur P%XT a1 est exact.
inf
g

COROLLAIRE 4.22. — Soit un Rj-schéma lisse X. Alors, les foncteurs
Royt et Poy oyt transforment injectifs en injectifs.

inf
Démonstration. — En effet, ils sont tous les deux adjoints a droite d’un
foncteur qui est exact. 0

5. L’inclusion i gl
gXinf XiTnf/R

THEOREME 5.1. — Soit 2T un schéma t-adique sur R. Le faisceau 94+
est alors un sous-faisceau de semi-groupes pour la structure multiplicative
du faisceau d’anneaux .@iﬂw /R

Démonstration. — Par définition, les deux faisceaux ¥4+ et @iﬂﬁ /R Sont
des sous-faisceaux du faisceau des endomorphismes &ndr(0 4+ /). 11 suffit
de montrer que si g est une section du faisceau ¥4+, sa réduction g; modulo
I°® comme section de &ndr, (Ox, /g, ) est un opérateur différentiel d’ordre
borné par une fonction linéaire en s. Nous allons montrer qu’en fait g, est un
opérateur différentiel d’ordre s—1 avec s > 1. Par définition d’un opérateur
différentiel d’ordre s—1, avec s > 1, il suffit de montrer que si a1, ..., as sont
des sections du faisceau Ox_/p_, alors le s-commutateur |. .. [gs, as], ..., a1]
est un endomorphisme nul. Mais on a ’égalité d’endomorphismes

[- .- [957%]7 .. -7a1] = (gs(as) - as) to (gs(al) - a1)957

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 1951

et comme pour tout élément a I'élément (gs(a) — a) appartient & l'idéal
engendré par I, 'endomorphisme [...[gs,as],...,a1] appartient & l'idéal
engendré par I° et est donc nul comme élément de &ndg, (Ox, /g, )- O

COROLLAIRE 5.2. — Si P est un opérateur différentiel sur un schéma

t-adique plat 2T et g est un élément du groupe %4+, 'endomorphisme
gPg~! est un opérateur différentiel.

Un peu plus généralement, on dispose du théoréeme suivant.

THEOREME 5.3. — Soient Y — X un morphisme de R,-schéma, % et
21 deux schémas t-adiques sur R qui relévent Y et X, et ul et vt deux
morphismes de Yy i_, o-+. Alors, pour tout s > 1 la réduction vs modulo I°®
de vT est un opérateur différentiel d’ordre s — 1 de la réduction us modulo

I* de uf :'DYS“_ﬁ;XS/RS = @iﬁRs(uglﬁXs/RsvﬁYs/Rs) ([16]) §16)

Démonstration. — La question est locale. Par définition d’'un opéra-
teur différentiel, comme élément du faisceau #omp, (u;*Ox, k., Oy, /R.)
d’ordre s—1, s > 1, il suffit de montrer que si aq, . .., as sont des sections du
faisceau O, g, alors le s-commutateur [. .. [vs, us(as)], . . ., us(a1)], comme
élément du faisceau Homp, (u;'Ox, /g, Oy, k), est un homomorphisme
nul. Mais on a 1’égalité d’homomorphismes :

[ s, us(as)], - - s us(an)] = (vs(as) — us(as)) -+ (vs(ar) — us(ar))vs,

et comme pour tout élément a, I’élément v,(a) — us(a) appartient a 'idéal
engendré par I, Phomomorphisme [...[vs,us(as)], ..., us(a1)] appartient
a l'idéal engendré par I° et est donc nul comme élément du faisceau
Homp, (u7'Ox, k., O, /R.)- 0

COROLLAIRE 5.4. — Soit un Ri-schéma lisse X, le faisceau %Xﬁf est
un sous-faisceau de groupes pour la structure multiplicative du faisceau
d’anneaux 9;*

in

/B

Démonstration. — En effet, par construction, pour tout ouvert % T du

site, l'inclusion ¥+ — 9;/ commute aux restrictions pour tout mor-

t/R
phisme du site. O

COROLLAIRE 5.5. — Soient V' un anneau de valuation discréte complet,
et AT une V-algébre t-adique lisse munie d’éléments x1,...,xz, tels que
{dz1,...,dx,} est une base du module des formes différentielles séparées
Q4+ v L'application qui a un élément g du groupe G 4+ associe

6(g) = (01(9)s---,0n(9)) == ((g = D(21), .-, (g — )(zn))
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est une bijection du groupe G 41 sur (mA")". L’application inverse associe

aa=(ay,...,a,) lopérateur différentiel
— (o7 « o, oy «@
0, = E a®Ay, aveca® :=ai'---ap".
a€eNn
Démonstration. — En effet, comme ¢ est un opérateur différentiel en

vertu du théoreme 5.1, il est égal en vertu de la premieére partie du théoreme
du symbole total 2.21 a la série

@ —
Z ao A2, avec a, = Z (ﬁ) (—z)Pg(z*P).
agNn 0<B<a
Mais comme g est un morphisme d’algebres, on a I'égalité :
o = (g(z1) —21)™ -+ (g(@n) —2n)™"
ce qui montre que g est completement déterminé par

Réciproquement, en vertu de la deuxieme partie du théoreme du symbole

total 2.21, si ay, ..., a, sont des éléments de I'idéal mAT, la série :
O = Y a®AY
aeN”?

est un opérateur différentiel qui est un morphisme d’algebres, en vertu de
la formule de Leibniz, et qui se réduit a l’identité modulo m. O

Remarque 5.6. — On remarquera que les applications J; sont des déri-
vations intérieures :

di(9192) = 6i(g1) + 916:(g2)-
Le corollaire 5.5 produit localement beaucoup d’éléments du groupe G 4+ :

COROLLAIRE 5.7. — Soient V un anneau de valuation discréte com-
plet, At une V-algébre t-adique lisse munie d’éléments 1, ..., x, tels que
{dx1,...,dz,} est une base du module des formes différentielles séparées
Qi v, et Z 1 le V-schéma t-adique associé a I'algébre AY. Alors, le groupe
G 41, qui est aussi ’ensemble des sections globales du module de transfert
G+ _, g+ en vertu de I'équivalence du théoréme 2.12, est non trivial.

Remarque 5.8. — A partir de 1, le théoréeme du symbole total donne
des conditions nécessaires et suffisantes de recollement pour qu’une famille
d’éléments définissant des sections locales du faisceau ¥4+ définissent une
sections globale, donnant ainsi un moyen éventuel de construire des élé-
ments non triviaux du groupe G 4+ d’une algebre t-adique lisse A globale.
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6. La catégorie (@;(T R Sp)-Mod des Modules a gauche
inf
spéciaux sur le site infinitésimal et la cohomologie de

de Rham f-adique

Soit X un Rj-schéma lisse. En vertu du paragraphe précédent, on a sur

le site infinitésimal X! . le faisceau .@ IR des opérateurs différentiels,

inf

qui est un faisceau de ﬁX_T » pr-algebres. On dispose donc de la catégorie

@X* /R
Nous allons définir une sous-catégorie pleine fondamentale de la catégo-
rie @ mf/R -Mod, & savoir la catégorie (‘@XT R Sp)-Mod des modules &
gauche spéciaux ; c’est elle qui va nous permettre de définir la cohomologie
de de Rham f-adique d’un schéma lisse sur R; ainsi que les opérations co-
homologiques pour cette cohomologie. Nous commencons par définir cette
catégorie a ’aide des morphismes de transfert ce qui est essentiel pour
les opérations cohomologiques et nous montrons que cette définition est
équivalente a celle de 'introduction.

-Mod des @ IR -modules & gauche.

6.1. Le module de transfert @;T_}%T/R pour une immersion
ouverte

Soit vt : w1t — T wn morphisme du site X ' - Pour tout s > 1 le
morphisme r! donne naissance & un morphisme de schémas r, : W, —
Us sur Rs. On peut considérer le faisceau des opérateurs différentiels R,-
linéaires

— ; -1
DWST_S,US/RS T ‘@ZﬁRs(r ﬁUs/Rs7ﬁWs/Rs)

de r~1oy, /R, dans Oy, /g , qui est par définition un faisceau d’anneaux
filtré ([16], §16).

DEFINITION 6.1. — Soit vt : #1 — %7 un morphisme du site XiTnf. On
définit le module de transfert :

¥
‘@WT—>@/T/R

comme le sous-module de %”omR(r_lﬁ%f/R, Oyt r) des morphismes de
faisceaux de R-modules qui se réduisent modulo I° a un opérateur diffé-
rentiel de DWh,EUS IR, dont le degré est localement borné par une fonction
linéaire en s.

Le module de transfert @;TH%T/R est un (7

iR T gl T/R) -bimodule

de fagon naturelle.
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THEOREME 6.2. — Soit T : #T — T un morphisme du site XLf.
Le module de transfert @;TH%T/R ne dépend pas du morphisme d’al-
gebres " : T_lﬁow/R — Oyi/g choisi et est un r_l.@‘;rw-module a droite
localement libre engendré par le faisceau de transfert Yy i _ .

Démonstration. — Soit P une section du module de transfert construit
sur 7*. En vertu du théoréme 2.14, le morphisme r* est inversible : 7*~ 1 :
Oypi/p =~ rilﬁ%f/R. En vertu du théoréme 5.3, la réduction r}~!
un opérateur différentiel d’ordre s — 1. Le morphisme @Q := r*~! o P est
un morphisme de &ndr(0y+tw/g) dont la réduction modulo I* est un
opérateur différentiel composé de deux opérateurs différentiels et dont le
degré est une fonction localement bornée par une fonction linéaire en s,

somme de deux fonctions localement bornées par des fonctions linéaires en

est

s. C’est donc par définition un opérateur différentiel @ de I'(W, @;TIW / R)-

On a alors la factorisation :
P=r"0Q.
Si r’* est un autre relevement de r, on a la factorisation r* = r'* o g,

olt g est une section globale du faisceau de groupes 9ty et est donc un

opérateur différentiel de @lew /R

P=r"oQ=r"0goQ

L’égalité :

montre que si P est un opérateur de transfert construit sur r*, alors c’est
aussi un opérateur de transfert construit sur r’*. Comme r* est inversible,
cela montre la derniére assertion. D’otu le théoréme 6.2. O

DEFINITION 6.3. — Soient un Ry-schéma lisse X et #'t, %1 un couple
d’objets du site infinitésimal avec r : W — U. Le module de transfert
@;TH%T /r St défini comme recollement des modules de transfert lo-
caux induits par des morphismes de schémas f-adiques qui relévent 'inclu-
sion. En vertu du théoréme précédent, le module de transfert est un sous-

(‘@;VT/R’ Tfl.@;ﬂm)—bimodule bien défini de Aomp(r—' Oyt /r, Oyt r)-

Cette définition impose que X soit lisse pour garantir 1’existence de
relévements locaux.

6.2. La catégorie des Q;T -modules a gauche spéciaux

iuf/R
(@;{;fnf/R7 Sp)-Mod

Le module de transfert pour une immersion ouverte permet de définir la
catégorie des .@)T(f

inf

/ p-modules a gauche spéciaux.
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DEFINITION 6.4. — Soit X un Ry-schéma lisse. Un .@;(T /R—module a

inf

gauche spécial '//Z;Lf sur le site XiTnf est la donnée, pour tout ouvert %1

du site XiTnf, d’un QT%T/R—module a gauche ///T%“ et la donnée, pour tout
couple (#1, %) d’objets du site X

s avec T : W — U, d’un morphisme

de .@TWWR-modules a gauche :

(o) : @;M%/R -1t r_l'/[;/T/R — My,

/R t/R"
En outre, ces données doivent satisfaire les conditions :
1) pour un couple (%W, %", avecr : W « U, on a ///;/”W =
///Jm |W et le morphisme (¢) coincide avec le morphisme canonique,

2) pour un triplet (W', W1, %), avecr’ - W' — W etr: W — U,
le diagramme suivant est commutatif :

71 1(g —1 gt ot n—1 gt
QW,LW”R@W (QWTA%T/RQ@r ///%T)—>9W,L%T/R®(ror) My,
r=lgt r~1gf (ror’)’lgf
wT/R l %t /R %t /R
ot =1 gt 1
9‘//”-»“}/1‘/12@7«’*1@7 My, Moy

wT/R

Munis des morphismes naturels, les :@;ﬂ / p-modules a gauche spéciaux
inf
forment une catégorie.

Notation 6.5. — On note (2]

anf/R’Sp) -Mod la catégorie des @;(-

T JR™
inf/
modules a gauche spéciaux.
PROPOSITION 6.6. — Soit X un Rj-schéma lisse. Un 9;(1 /R
inf
a gauche spécial ///.Tf est un Rxt -module sur le site Xilf et pour tout

m

-module

couple d’objets (W1, % 1) avec r : W < U le morphisme

. T -1 4t T
(o) : -@yyf_)%f/}z @, -1t r ///q/r = Moy
%t /R

prolonge le morphisme de restriction géométrique :

yrdy —

(1) : RlGy+ o] 1Ry ;rm-

at

En particulier, 'action du groupe 9y,+ sur L//Z;/T se fait a travers celle de

X
.

Démonstration. — En vertu du théoréme 5.1, un module 9;/1 /R—module
a gauche est un R[¥, +]-module & gauche. En vertu du théoréme 5.3, toute

TOME 60 (2010), FASCICULE 6



1956 Alberto ARABIA & Zoghman MEBKHOUT

section locale du module ¥y i_,4,+ est un opérateur différentiel. Il en résulte
un morphisme canonique :

R[Sy o] — Q;T_»%T/R

qui induit un morphisme :

R[gwﬂ@“]®T‘1R[%f]7"_l///jw - ;/M%T/R ®,- "l My,
8

Les conditions de la proposition 4.8 sont satisfaites et un 9 -module

X/ R

a gauche spécial est bien un RXT -module sur le site X, . dont Iaction du

inf

groupe 9y, + sur ///%T se fait a travers celle de @ Wt IR O

PROPOSITION 6.7. — Soit X un R;-schéma lisse. La catégorie des mo-

dules a gauche spéciaux (.@

X! /R Sp)-Mod est une sous-catégorie pleine

de la catégorie @;]‘ /R -Mod des ‘@X* /R-modules a gauche.
inf

inf

Démonstration. — Si ///Tf est un _@ i /R—module a gauche spécial et 7

est un morphisme # 1 — %1, alors on a un morphisme de restriction :
T i 1
LU, %@/T) — (W, ‘///%HW) — I'(W, =///7//+) )
qui provient du morphisme (¢) et qui commute par construction avec 'ac-
tion des opérateurs différentiels. O

Réciproquement, on a ce qui suit.

PROPOSITION 6.8. — Soit X un R;-schéma lisse. Un 7 -module a

X! /R
gauche est spécial si et seulement si 'action geometnque (#) de ¥t .

se fait a travers 'action de @ /R
1nf

Démonstration. — Par construction, ’action de ng sur un QXT IR
lni
module a gauche spécial se fait a travers celle de @ . Soit ///mf un
mf
@T / p-module a gauche dont 'action géométrique de %X_T . se fait a travers
"

celle de .@ t R et soit (#1, %) un couple d’ouverts du site avec W C U,
on a alors le morphisme canonique :

() : Ry i) ®r-1pyg, ) v~ My — M.

at

et aussi un autre morphisme canonique :

-1 —1
Ryt art] @rpigy ) 77 My — “I//T—WZ/T/R(X) gl T My,
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et il s’agit de voir que le morphisme (#) se factorise & travers un morphisme
de in sp-modules a gauche

(o) : Dyt —art ) Cprgt 1 My = My

ut /R

Si r* est une section locale de ¥+ .41, elle engendre @iwﬂ%# /g comme

r 19} -module a droite, on fait alors correspondre :

wt R
(D Pi@mig) 1" (Y Pumioyt)),

d’oul une application bien définie qui est un morphisme de @;/ -modules

t/R
a gauche. Cette application ne dépend pas du générateur r* parce que
précisément l'action de ¥+ se fait a travers celle de .@TWT /g La famille

///%r/l munie des morphismes (¢) ainsi définis a toutes les propriétés de la

PP f
définition d'un Zy+ /R

inf

-module a gauche spécial. |

Remarque 6.9. — La proposition précédente montre que la définition
simple des modules spéciaux de I'introduction coincide avec la définition a
I’aide des modules de transfert. Mais c’est cette derniere qui est essentielle
pour les opérations cohomologiques des chapitres qui suivent.

THEOREME 6.10. — Soient X un R;-schéma lisse et //lllf un _@;(T R
inf
module & gauche spécial. Alors, les morphismes
. ] —1
(o) : Dypr oty Opmrot | T My — My
%t /R

sont des isomorphismes de @"L -modules a gauche.

t/R

Démonstration. — La question est locale et puisque on est dans le cas
lisse il existe toujours une section locale r* du faisceau %y i _ 4+ qui est
inversible. Si m.,+ est une section locale du faisceau ///TWT, elle provient de

la section locale 7 @7*~1m.,+ du faisceau gimﬁ%f/ﬁf@r*l@;fmr_l//ﬂwr

Le morphisme (¢) du théoréme est surjectif. Le faisceau QTWT_)%T /R €St un
r’lﬁjw—module a droite engendré localement par r*. Toute section locale
du produit tensoriel est de la forme r* ® mq,+ dont 'image est nulle si et
seulement si mq, i est nulle. Le morphisme (¢) du théoréme est injectif. O

T T
nf est un R

in

Remarque 6.11. — Dans le cas lisse, si .#; -module spé-

cial de valeur ///;ﬂ sur un ouvert %, alors sa valeur est canoniquement :

i i
Dys i /R ®9§7A/R My
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sur tout ouvert % T qui releve U, et c’est en cela qu’il est spécial. Autrement
dit, un module spécial est canoniquement déterminé par sa restriction a un
relevement particulier.

DEFINITION 6.12. — Soit 2T un relévement plat sur R d’un schéma X
lisse sur R; et soit '///;ﬁ un @;T/R—modu]e a gauche. On définit le prolon-

gement P‘%T(///;”) de ///;,T comme le 9 -module a gauche spécial

X/ R
dont la valeur sur un ouvert T, r : U — X, est le @%T/R -module a
gauche :
t 1
Dt —ai g Orrgt T My

ZT/R
Par construction, le prolongement P%T(.%T ) dun D g+ p-modules &

gauche # 4+ est un @TT —module spécial, les conditions de transitivité
étant automatiques. On obtlent ainsi un foncteur

Pa+ D%T/R -Mod — (.@Xifnf/R7 Sp)-Mod .
LEMME 6.13. — Le foncteur prolongement Pg-+ est exact.

Démonstration. — En effet, @;TH%T/R est un ril.@Eﬁ/R—module a
droite localement libre de rang 1.

THEOREME 6.14. — Soit 21 un relévement plat sur R d’un schéma X

lisse sur R;. Le foncteur prolongement Pg-+ est une équivalence de catégo-
ries, qui est un inverse canonique du foncteur de restriction R g-+.

Démonstration. — Il est évident que le composé R g+ o Pyt est cano-
niquement isomorphe au foncteur identique de la catégorie D]L%” /R -Mod.
Soit ///mf un @XT /R

Par définition de module spécial on a un isomorphisme canonique :

() : Doyt Opmrgt T My = My

ZT/R

-module & gauche spécial et soit % un ouvert du site.

de @g ¥t /R -modules & gauche. Si #t, % T sont deux ouverts avec W C U,

on a le diagramme :

T gt -1 4t~ 1
jwtﬂ%w‘ﬂq‘@r %tﬁgg’r/R®T Mgy = ijH%T/R®T
1ot r—lgf r—1lgt
%T/R ZT/R %T/R

! |

:
M

t —1gt =~ t
@er%T/R®T D gt Myyis
r71@T
ZT/R

qui est commutatif en vertu de la condition de transitivité des mor-
phismes (¢) pour un module spécial. Cela exprime que le composé Pgi o
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R, dgff est canoniquement isomorphe au foncteur identique de la catégorie

(Z%: > Sp)-Mod. O

Exemple 6.15. — Si %' est un ouvert, la valeur du prolongement
Pyi(Og+ k) en U1 est le faiscean O et donc

Poi(Ogr) = Oxi g,

alors que la valeur du prolongement ngf(@];g / Rr) en % T est le faisceau

@;/T_)%T/R et donc ng#(@f%m) n’est pas isomorphe a @ X!/
COROLLAIRE 6.16. — Soit un Rj-schéma lisse X. Alors, la catégorie
9;&”*/1% -Mod des @%f/R-modules a gauche ne dépend pas & équivalence

canonique prés du relévement f-adique plat 2T de X s’il existe.

En fait, si %T et 3&”; sont deux relévements plats de X, on a un dia-
gramme commutatif d’équivalences de catégories :

T
‘@%J/R -Mod 7
N

(@;rffnf/R’ Sp)-Mod

/R Mod

ou les foncteurs obliques sont les prolongements canoniques et le foncteur
horizontal est le foncteur image inverse ou directe :

,///MH@ Ryt M

U
-y /R 2/R Z

ou le module de transfert 9 est défini par le théoreme 6.2.

—2]/R
PROPOSITION 6.17. — Soit X un R;-schéma lisse. La catégorie des mo-

dules a gauche spéciaux (QXT IR Sp) -Mod est une sous-catégorie abélienne

de la catégorie .@ r-Mod.
1nf
Démonstration. — En effet, si u : ‘//1111f — N Tf est un morphisme de
la catégorie des modules a gauche spéciaux (.@XT IR
Ker(u) et son conoyau Coker(u) sont des Ryt modules sur le site. Si

Sp)-Mod son noyau

W71, %" est un couple d’objets du site avec 7 : W — U, la suite exacte
de 9! 2 /R -modules a gauche

0 — Ker(u)gi — ///@T/T — J@T — Coker(u)g+ — 0
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donne naissance par platitude (le 7~} ot p-module a droite ‘@WT

%t /R %t /R
étant localement libre de rang 1) a la suite exacte de @WT / p-modules a gauche :

0= Dyt g /n @ Ker(Wapt = Dy )y @ My —

—1jr 71@T
wt /R ut /R

TWfé%f/R(@r_l wt ;/T_M]/T/R®r_ Coker(u)z+ — 0,

qui montre que le noyau et le conoyau du morphisme u sont des @ IR
lnf

modules a gauche spéciaux.

Remarque 6.18. — Le théoréme 6.14 et son corollaire précédent consti-
tuent le succes le plus remarquable du point de vue du site infinitési-
mal me
ciaux du théoréme 6.10 correspondent a la rigidité des cristaux de Gro-
thendieck [Gs], et la propagation des modules spéciaux du théoréme 6.14
correspond a la croissance des cristaux dans un voisinage approprié. Mais

De plus, les isomorphismes de restriction (¢) des modules spé-

alors que la catégorie des cristaux ne semble fournir une bonne théorie que
pour les variétés algébriques propres et lisses sur k, la catégorie des modules
spéciaux semble fournir une bonne théorie cohomologique pour les variétés
éventuellement ouvertes, comme l'illustre la premiére démonstration du
théoreme 13.26 de ’expression cohomologique p-adique de la fonction Zéta
d’une variété algébrique lisse sur un corps fini.

6.2.2. Soit 2T un relevement plat de X, on a alors deux foncteurs

PQT g1 et Pgri et nous allons étudier leur rapport. On a deux mor-
mf/R . . 5 PY . .
phismes canoniques de faisceaux d’anneaux : l'injection canonique, et la

surjection canonique qui & un élément de l'algebre du groupe ) Py.ga
associe 'opérateur différentiel ) Poga :
T inj surj
Doyijr — @%T/R[g&”] — Zat /R
Le morphisme composé surj o inj est ’application identique, alors que
inj o surj n’est pas l'application identique. Si bien qu’on a deux foncteurs
canoniques de restrictions des scalaires :
surj* inj* i
99/7/3 -Mod — @%T/R[ggy]—Mod—» 2t/r-Mod.

Le foncteur composé inj* o surj* est le foncteur identique, mais le foncteur
surj* o inj* n’est pas le foncteur identique.
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PROPOSITION 6.19. — Soient un R;-schéma lisse X et &1 et un rele-
vement plat. On a un isomorphisme canonique de foncteurs de la catégorie
‘@i’KT/R -Mod vers la catégorie .@;{T /R -Mod :

inf

Pyr .
X,
inf

ok
gt osurj” = Py
R

Démonstration. — Soient //l}w un @;ﬁ / p-module a gauche et % T un

ouvert du site X;fnf. On a alors un morphisme canonique :

T -1
Do+ 1 plGut— 2t ®r71@;¥_”R[%%T] r

f ~1 gt
Mgy — ;/T—n%T/R ®pagt T Mgy
xT/R

qui commute aux restrictions, et il s’agit de voir que ¢’est un isomorphisme

de Q;ﬂ / p-modules a gauche. Le probléme est de nature locale. Soit rT un

relévement local de 'inclusion U — X. Alors, @T%T Rt 21] est engen-

dré par r* comme r‘l.@;wR[ff%f]—module a droite et QQT_)%?/R est en-

gendré par * comme rilgzw / gr-module & droite en vertu du théoreme 6.2,

ce qui montre que le morphisme est a la fois surjectif et injectif. O
Remarque 6.20. — Le foncteur Pg-+ oinj* n’est pas isomorphe au fonc-
teur P .t
Xinf/R
Remarque 6.21. — Remarquons aussi que le faisceau structural du site
infinitésimal {-adique Ot /R est, par construction, un .@;}T / p-module &
n inf

gauche spécial et est le prolongement du faisceau structural 041/ d'un

relevement. Mais le faisceau 9;@ /R n’est pas spécial, parce que l'action de
inf

Gt . par automorphismes intérieurs est distincte de l'action différentielle

in:

a gauche. Autrement dit, il n’existe pas de morphisme canonique

() : -@TWu%T/R - TWT/R
en général.

Remarque 6.22. — Bien que la catégorie @;(T /R -Mod ait bien un sens
dans le cas singulier, elle ne semble pas avoir dénsf propriétés intéressantes.
Dans le cas singulier la théorie en caractéristique nulle nous enseigne de
procéder autrement et a notre avis cela ne posera pas de difficulté une fois
surmonté tous les problemes que posent le cas d’'un morphisme, sans hy-
pothese restrictive, de schémas lisses. Aussi, dans tout cet article le lecteur
ne perdra rien d’intéressant en supposant que le schéma X est lisse sur R;.

Si X est lisse sur Ry la catégorie de modules spéciaux est un champ :
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THEOREME 6.23. — Soit X un Rj-schéma lisse alors la catégorie
(.@)T(j— R Sp)-modules a gauche spéciaux est un champ sur X, c’est-a-dire
inf
ses objets et ses morphismes sont de nature locale sur X.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de 1’équivalence fonda-
mentale du théoréme 6.14. g

6.3. La catégorie des modules spéciaux a suffisamment d’objets
injectifs

Nous allons montrer que la catégorie des modules spéciaux a suffisam-
ment d’injectifs, bien que ce ne soit pas une catégorie de modules, ce qui
nous permettra de dériver les foncteurs exacts a gauche et, en particulier,
de définir la cohomologie de de Rham f-adique en toute généralité.

THEOREME 6.24. — La catégorie (QXT R

d’objets injectifs, pour tout R;-schéma lisse X

Sp)-Mod a suffisamment

Démonstration. — C’est une conséquence directe du théoréme 6.14. Soit
%" un ouvert et //{;/T un @J]ﬂ sp-module a gauche, on définit le foncteur
prolongement Py, + par :

P@/T(///T%r)(WT) = T*(-@;yUWmUH%T/R r lgjw/R 71///;/1)

ou #'t est un objet du site X‘Lf et r: WNU — W linclusion canonique.
On obtient un adjoint a droite du foncteur restriction Rg+, qui est exact
a gauche et donc transforme injectif en injectif.

Si maintenant ., est un :@;Lf sp-module & gauche spécial, % T un

ouvert et R%T(%nf) ;ﬁ un plongement dans un @;;ﬁ / p-module a

gauche injectif alors

Py o R“/‘/T(///iilf) - P%T(j;/‘r)

est un plongement dans un 9 /R -module & gauche spécial et injectif. Si
lnt

{#],i € I} est une famille d’ouverts du site tels que {U;,i € I} est un
recouvrement de X, le morphisme produit

'%iilf - H P
iel
est un plongement dans un 9 /R -module a gauche spécial et injectif
lnt

comme objet de la catégorie (@ Sp) -Mod. O

XT /R’
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Remarque 6.25. — Attention : Un .@ -module a gauche spécial

X[/
qui est injectif comme objet de la catégorie (‘@XT R Sp)-Mod n’est pas
en général injectif comme objet de la catégorie 9 r-Mod. C’est la une

différence essentielle, voir la remarque 8.23. C’est un autre point important
dans cette théorie.

6.4. La cohomologie de de Rham f-adique

Si X est un schéma lisse sur Ry, on note (@

XT /R’
des 9 X! /R -modules a gauche spéciaux sur le site infinitésimal X;rnf de X.
La catégorie (2!

X[/ R
@;{t / p-modules spéciaux injectifs, en vertu du théoréme précédent. On
inf

note D*((@TT /R,Sp) -Mod) sa catégorie dérivée. On peut donc dériver

Sp) -Mod la catégorie

Sp)-Mod est abélienne et admet suffisamment de

tout foncteur covarlant exact & gauche de la catégorie (QXT SR Sp)-Mod,
et en particulier le foncteur :

%nf — Hom@;T /R7Sp(ﬁX$,f/R7 ,///Lf) Hom@f (Ot f/R,%Lf)7

1 1 1

inf lnf/R "
L]
dont on notera Ext 7, (Oxt /R ///mf) les foncteurs dérivés.
Xint /5P
DEFINITION 6.26. — Soient X un schéma lisse sur R; et ///mf un com-

plexe de la catégorie D ((@XT /R Sp)-Mod). On définit la cohomologie de
inf g

de Rham t-adique de X a coefficients dans L///J1f comme les R-modules

Hbp(X/ Ry M) = Bxty o (Ox] o M)
Xinf/R

En particulier, on définit la cohomologie de de Rham t-adique de X comme :

HBR(X/R) HDR(X/R ﬁxT /R) = EXt-ZTf (ﬁx;fnf/R,ﬁX;fnf/R).
lnf/
Les modules de cohomologie H}, (X/R, A4, ) sont donc les modules de
cohomologie du complexe :
DR(X/R, M) =RHomg: o (Ox] sn M),

1nf/

vu comme foncteur dérivé a droite du foncteur :

///mf = Hoij n (ﬁXLf/R"%iLf)
1nt'
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de la catégorie des modules spéciaux qui a suffisamment d’injectifs dans
la catégorie des R-modules. De plus, l'action de R sur ces modules se fait
a travers le morphisme canonique R — R de R dans son complété séparé
pour la topologie I-adique.

THEOREME 6.27. — Soient 21 un relévement plat d’un Ry-schéma lisse
X et //liw un complexe de D+(D%T/3). 11 existe des isomorphismes ca-
noniques de R-modules :

EXt'@j (Oot o M Yyy) ~ Exctl (ﬁX;rnf/Rv-PﬂfT('/{;fT))'

2t /R x! /r

1nf

En particulier, il existe des isomorphismes canoniques :

EXt (ﬁ%'T/R7ﬁ%T/R) ZEXt..@TT p(ﬁXiTnf/R,ﬁXiTnf/R).

%T/R Xing/

Démonstration. — Soit //;{T un complexe de D+(9T ) et j;'[&”f une

Zt/R
résolution @;ﬁ s p-injective de ///;KT alors, en vertu du théoréme 6.14,
son prolongement canonique Pg-i(.% ;,T) est une résolution injective de
ngf(///;m) dans la catégorie (“@XT /R,Sp) -Mod. D’autre part, le mor-
phisme de complexes de R-modules :

Hom@;T/R(ﬁ%T/Raj;"’r) Homg’f sp(ﬁXiTnf/Rap%T(‘Z;m))v

/R’

mt

qui est un isomorphisme, induit en particulier un isomorphisme de leurs
cohomologies, réalisant ainsi les isomorphismes du théoreme. O

En particulier, la cohomologie de de Rham f-adique d’un schéma lisse
coincide avec la cohomologie de de Rham d’un relevement quand il existe,
et la cohomologie de de Rham f-adique d’un relévement lisse ne dépend
pas a isomorphisme canonique pres du relevement et coincide donc avec la
définition de l’article de recherche [23]. On a alors résolu notre probléme.

Un peu plus généralement, si R — S est un morphisme d’anneaux, on
note

Ox}, /s = Ox} RORS, Pkt s:=Pki g ®rS

les faisceaux obtenus par changement de base. Le faisceau de groupes ¥+ .
in

opére & gauche sur les faisceaux Oyt /S5 @;ﬂ /s et 'on dispose de la caté-
mn inf
gorie (‘@XT /S,Sp) -Mod des .@XT s

infinitésimal Xinf de X qui est abélienne et qui a suffisamment d’injectifs.
On peut donc considérer la théorie précédente sur S.

-modules a gauche spéciaux sur le site
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DEFINITION 6.28. — Soient X un schéma lisse sur R; et //{Tf un com-
plexe de DT (21 + /S,Sp) -Mod). On définit la cohomologie de de Rham

X/
t-adique de X a coeﬁﬁaents M ¢ relativement a S comme les S-modules

1

Hyp(X/S, M) = Exty, o (Oxt s, M),

Xinf /s
En particulier, on définit la cohomologie de de Rham {-adique de X comme
Hpp(X/S) :=Hpp(X/S, Ok} ss) = EXt:jLT /S,Sp(ﬁxjnf/sa Oxt /s)-
inf
Le cas le plus important pour l'instant est 'extension V' — K, mais les
extensions V — Vi, s > 1 sont aussi intéressantes et semblent donner lieu
a des questions non sans intérét.

6.5. Le foncteur de de Rham fj-adique local

Soit X un R;-schéma lisse et soit Mod(Ry) la catégorie des faisceaux
de R-module sur X muni de la topologie de Zariski. Nous allons définir un
foncteur prolongement des faisceaux de R-modules :

Px : Mod(Rx) — Mod(Rx} ).
Si Zx un faisceau de R-modules sur X, on lui associe le faisceau % Xt

dont la valeur sur un ouvert 't du site X, f ' ¢ est le faisceau Fy; et dont la
valeur sur un morphisme du site #t — % f est le morphisme de restriction

THEOREME 6.29. — Le foncteur Px est une équivalence de catégories
de la catégorie Mod(Rx) dans la sous-catégorie des Rxt f—modu]es sur le
site infinitésimal X ; sur lesquels I'action du faisceau de groupes Gy . est
triviale.

Démonstration. — Un R Xt -module sur le site dont ’action de %XT est
triviale est un RXT -module Jmf tel que pour tout ouvert T I’ actlon du
faisceau ¥+ sur le R-module F4,+ est triviale. Soit un couple d’ouverts
(%Y, W) avec r : W C U et W affine. Il existe alors un isomorphisme
canonique de R-modules :

—1
T y%fﬁﬁ«///f.

En effet, en vertu du critére d’affinité t-adique 2.5 'ouvert % T|W est af-
fine et, en vertu du théoréme des relevements 2.17, U'inclusion r : W C U
admet des relévements rf. Il existe des morphismes de restriction (#),+ :
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i
T2

r L F g ~ Fyi. Sirl,rl sont deux relevements, les restrictions (ﬁ)ﬁ’ (1)
différent par une restriction (f)4, oll g est une section de ¥+ qui opére tri-
vialement par hypothese. Deux relevements induisent la méme restriction.
Pour tout couple d’ouverts T, # 1 avec r : W C U on obtient un mor-
phisme canonique r~'.%, 1 — Fyt, qui est défini localement et qui est
un isomorphisme. A un tel ijnf—modulc Fing €t & un ouvert affine U on

associe le Ry-module défini par

LQU = lim y@/i’7
— gyt

ou la limite est prise pour tous les ouverts %' du site qui relevent U. On
obtient ainsi un faisceau de Zariski défini localement qui définit un inverse
au foncteur Px. O

Remarque 6.30. — En fait, le théoreme précédent vaut pour les catégo-
ries des ensembles.

COROLLAIRE 6.31. — Si J{Jf et ///1];& sont deux .@ modu]es a

mf

gauche spéciaux, action du faisceau de groupes ¥xt . sur le fawceau :
in

%Om@i p( mf"%l ) %Om@T /R( 1nf7'%1 )

inf mf

est triviale, qui est alors un faisceau de Zariski de Rx-modules sur X.

Démonstration. — En effet, par construction un élément du groupe g

1 1

agit par définition 4.16 par ¢ — gpg~ sont des

opérateurs différentiels, en vertu du théoréme 5.1, et que ¢ est @

, mais comme g et g~

mf

linéaire, cette action est triviale et on applique le théoreme precedent D

COROLLAIRE 6.32. — Soit </an un complexe appartenant a la catégorie

((@TT /R,Sp) -Mod). Le foncteur

n
'%mf = ijom@T /R,Sp(mgf"%inf)
lnf

est un foncteur exact de catégories triangulées de D+((@;T IR Sp) -Mod)
inf
vers DY (Ry).

Démonstration. — En effet, le complexe R%om@f (</V //4&)

inf?
Jnf/
se represente par le Complexe :

Hom, (‘/anv ‘flilf) = %Om;jf (</an7 ‘flJrrlf) )

i i
Xinf/R x! /R
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ol fle est une résolution injective de .#,] U ¢ dans la catégorie des modules
spéciaux, qui est un complexe pour la topologle de Zariski de X en vertu
du corollaire précédent. O

PROPOSITION 6.33. — Soient JVTf et ///mf deux 9 'R -modules a

gauche spéciaux. Il existe alors un isomorphisme canomque

Homg: o (Ml M) = DX Homgr o (Ml 1))

1 1

XiTnf/R lnf/R
Démonstration. — Comme :
Ty 1
HOHljf (‘/I{nf’ %inf) - Hom@* (‘/an’ %inf) ’

T
mf/ Xinf

(nfr ///Jlf) est la donnée pour tout ouvert

un élément ¢ de HOm@T (JV
/R

mf

7" d'un morphisme 9 Wt R -linéaire g+ : azﬂ — ;ﬂ tel que pour tout
morphisme rt : #T — %7 on ait I'égalité :

eyt = ()rt 0 Patiw o (#),7
En particulier, pour tout ouvert % T, le morphisme ¢ définit une section de

LU Homg: 5 (Nprs M) = DU Homer (e M),

inf>
uT/R inf
En prenant un recouvrement de X par des ouverts affines, on trouve que ¢
définit des sections locales qui se recollent, donc une section globale du

faisceau L%”om@; " ( mf,//ll ¢)- Réciproquement, une section globale

inf

de ce dernier faisceau détermine un morphisme Jl{nf //IIL ]
Remarque 6.34. — Dans le cas des modules spéciaux, c’est 14 un point

tout & fait remarquable qui est a la base du succes des modules spéciaux
contrairement a la situation générale de la remarque 4.16, une section glo-
bale du faisceau de Zariski :

Homy: 5o Mg Ming) = Homgr  (isg, M)

1 1
/R

mf inf

est un morphisme global : Ji{if —

inf*

COROLLAIRE 6.35. — En particulier, pour des complexes spéciaux
JVTf et /// 1> la cohomologie du complexe

RHOIDJT ( 1nf"%1 )

1nf/
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n’est rien d’autre que I’hypercohomologie au-dessus de X du complexe de
Zariski :
T U
RAomg: o (M i),
Xing/ B
exactement comme dans la théorie usuelle.
Cela permet de construire une fort utile suite spectrale du passage du

local au global. Notons Eati . (JI{nf, //{mf) le préfaisceau sur X, qui
i /R

a un ouvert U associe I’hypercohomologie de degré i au-dessus de U du
complexe de Zariski précédent.

THEOREME 6.36. — Soit % un recouvrement ouvert de X, alors il existe
une suite spectrale dont le terme Eg _est donné par la cohomologie de
Cech du préfaisceau précédent H (%, Exti 7' » (JI{nf,//llllf)) et dont

le terme E, est le R-module b1gradue associé a une filtration convenable

du R-module gradué Ext v (Ji{nf, ML)
Pt
Démonstration. — En effet, si I'on prend une résolution jj]f de ///mf

par des modules spéciaux injectifs, le complexe
f T
Sp ('/Knﬁ cjinf)

est un complexe de faisceaux flasques, puisque la propriété d’étre flasque
est locale sur X. La suite spectrale du théoreme est la suite spectrale du
complexe double de Cech C*(%, Hom?,; sp (Mt ). 0
}(inf/R7
PROPOSITION 6.37. — Soient X1 U X5 un recouvrement ouvert de X,
//lle un complexe spécial borné a gauche et A, Tf un complexe spécial borné

a droite. 1l existe alors un triangle distingué de Mayer-Vietoris

R H‘(Om (‘/an’ %11[1 ) — R Hom (‘/V inf> ’%finf) @ R HOHl (‘/V inf> %Jlnf)
@anf/R 5P @<X1)fnf/R’Sp <X2)fn /r P
T T
R Hom (A3 56, 13 10¢) —
T ; ,Sp
(X12) (/R
ol Xq9 := X1 N Xy et ///finfv//lginfv//[fz ¢ désignent les restrictions de
M a X1, Xy et Xy N Xo.
Démonstration. — En effet, si fmf est une résolution injective de ///lLf
par des modules spéciaux, le complexe de Zariski /Zom?+ . (Ji{nf,ﬂilf)
Xinf/
est a termes flasques et donne donc naissance au triangle distingué de
Mayer-Vietoris. O
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DEFINITION 6.38. — Soit ///Tf un complexe spécial, on définit son com-
plexe de de Rham local t-adique :

dR(A ) = =R Aomg: S so(Ox1 /o ALy).

1 1
mf

On obtient ainsi un foncteur covariant exact de catégories triangulées
R(X/R,—): D+((@XT /> Sp)-Mod) — Dt (Rx).

En particulier, si Z C X est un fermé, le complexe de cohomologie lo-
cale RT’ Z(dR(//QL)) est un complexe de Zariski parfaitement défini dont
I’hypercohomologie RT'z (X, dR(.#, nf)) fournit la cohomologie de de Rham

1
t-adique a support dans Z, donnant lieu aux triangles de cohomologie locale

usuels.

PROPOSITION 6.39. — Soit 2T un relévement plat de X, et soient ,/er%T
un complexe de D™ (Q%T/R) et M -+ un complexe de D+(9557/R) Alors, il
existe un isomorphisme canonique de la catégorie D(Rx) :

R Homy: (N, M) ~
ZT/R
RIAOmg:  sp(Part (), Port ()
1nf

Démonstration. — En effet, pour deux 172 Xt/R -modules a gauche on dis-
pose d’un isomorphisme canonique

Homyr  ( %Tv%%f) %OW’LQT (P%T(f/i{ng’r)apﬁff(%;[T))?

IT/R 1rnf/
qui se dérive naturellement. O
Remarque 6.40. — Si R — S est un morphisme d’anneaux, on peut
considérer le faisceau d’anneaux sur le site @T @T ®r S, et la

.. . . . . Xie/8 X! /R
théorie précédente a lieu sur ce faisceau.

6.6. Le théoréme de finitude des nombres de Betti p-adiques
d’une variété algébrique lisse

Jusqu’a présent, nous avons construit la théorie sur un anneau noethé-
rien R muni de la topologie définie par un idéal I, ce qui a un grand intérét,
mais les nombres de Betti p-adiques d’une variété algébrique sont des di-
mensions d’espaces vectoriels sur le corps K des fractions d’un anneau de
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valuation discréte complet V' d’inégales caractéristiques. Aussi, il nous faut
considérer les faisceaux d’anneaux :

Kyi C ﬁXiTnf/K = ﬁanf/V Qv K C 9 @ oy K

mf/K n\f/v

sur le site XiTnf infinitésimal pour la topologie m-adique de V. Le faisceau de
groupes Yyt . agit sur tous ces faisceaux. On peut alors considérer la catégo-
rie Mod(Kx1 ) de faisceaux d’espaces vectoriels sur le site infinitésimal, la

catégorie 9 " K -Mod des @ K
1n 1nf

t /K,Sp) -Mod des @ K
inf nf
une catégorie abélienne admettant suffisamment d’objets injectifs.

-modules a gauche et sa sous-catégorie

pleine (QX -modules a gauche spéciaux qui est

DEFINITION 6.41. — Si X est un schéma lisse sur k, on définit ses
nombres de Betti p-adiques comme les dimensions B,, ;(X) de ses K -espaces
de cohomologie de de Rham p-adique :

Hpp(X/K) = Hppr(X/K, Oxt k)= EXV@H K’Sp(ﬁXi*nf/K»ﬁX;fnf/K)'
inf
Nous rappelons qu’une variété algébrique sur un corps est un schéma
séparé et de type fini sur ce corps [19].

THEOREME 6.42. — Si X est une variété algébrique lisse sur k, ses
nombres de Betti p-adiques By, ;(X) sont finis pour tout i > 0.

Démonstration. — Considérons un recouvrement fini %4 de X par des
ouverts affines. La filtration de la suite spectrale local-global 6.36 sur le
groupe gradué H} (X/K) est finie. Les termes E, sont des produits finis
de cohomologie de de Rham p-adiques de variétés affines lisses qui, en vertu
du théoreme de finitude [22], sont de dimension finie sur K. Cela entraine
que les nombres B, ;(X) sont finis. O

6.7. La fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique
pour les schémas affines

Si X est lisse sur k et admet un relevement plat 2" sur V, la catégorie
des 7! 21K
des modules spéciaux (.@X+ K
tal 6.14.

En particulier, les espaces de cohomologie Exti@; e (Cat/x, ///;{T) sont
canoniquement isomorphes aux espaces de cohomologie de de Rham du

-modules & gauche est canoniquement équivalente a la catégorie

Sp)-Mod en vertu du théoréme fondamen-
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site infinitésimal Exti@;T /K,Sp(ﬁxjnf/m ngf(///;m)) pour tout complexe
inf
My de DH(T, 4 -Mod).
Si X est affine et lisse et si 21 est un relevement plat d’algebre Af, il

est montré ([23, 24]) que les espaces Extigf (Oat K, 01 /K) coincident
2t /K

canoniquement avec la cohomologie du cdmplexe de de Rham Q% /K des
formes différentielles séparées de I'algébre AT ([31]). Nous allons reprendre
le principe de la démonstration de ce résultat pour faire le lien avec le fonc-
teur construit dans [31], entre la catégorie des variétés algébriques affines
lisses sur k et la catégorie homotopique K°(K) des complexes d’espaces
vectoriels sur K.

Supposons plus généralement que 2T est un reléevement plat d'un k-
schéma lisse X et considérons le complexe de Spencer :

Sp*(Oat/i) =0 = Dhyi ) @0y, N Tty — -+

.%@;T/K%ﬁ%T/K%O

ou /\z Tat /K est I'algebre extérieure du fibré tangent et la différentielle est
définie par :

S(P@vi A Av)i= > (1) "Pu; @ vy Ao Ay A Avg)—

G=1,....i

S (D)TP@ (oo Ave A A A AD A A ),
1<<I<i

ot P est un opérateur différentiel et les v; sont des vecteurs tangents.

On rappelle le résultat suivant ([20], 7.2.5), qui ne se démontre pas uni-
quement a partir du complexe de Koszul vu que les ordres des opérateurs
différentiels sont infinis.

LEMME 6.43. — Le complexe de Spencer Sp*(04-+,k) est une résolu-

tion du faisceau structural 0 o-+ ;¢ par des .@g‘;w/K-modules a gauche loca-

T

yT/K—module a

lement Iibres de type fini. En particulier, O g /i est un 9
gauche parfait.

Le complexe de de Rham Q% /K est canoniquement isomorphe au com-
plexe :

%Om@f (Sp.(ﬁggT/K),ﬁggt/K).

T /K
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Soit Ogt /i — F 4+ une résolution injective de 04+ /i par des 7
modules & gauche. Alors, les morphismes canoniques de complexes :

2K

Qi = Homg: — (Sp*(Oai/k), Ogri /) —

xt /K
— Homy  (SP(Ozi/k), o1 k) — Homgr — (Oaiji, I 51 x)

xt /K 2t /K
induisent des isomorphismes en cohomologie. Ce sont donc des isomor-
phismes canoniques de Db(K x ). Cela entraine que les hypercohomologies
des complexes QT%”T/K et f%ﬂom@;T K(ﬁ'%T/K,f%T/K) sont canonique-
ment isomorphes. Mais si X est affine, I’hypercohomologie du complexe

Q%+ /K S€ réduit a la cohomologie du complexe des sections globales, en
vertu du théoreme d’acyclicité de Meredith 2.8.

THEOREME 6.44. — Soient X un schéma lisse sur k et 27,2, deux
relévements plats de X et ff , fQT des relévements de lidentité. Alors, les
morphismes de complexes :

ff?f;: Q‘%;/K_)Q%T/K
définissent le méme élément du groupe

Hompe (¢ _Moa) (Q:@;/K’ Q.%j/K)'

Démonstration. — Rappelons en vertu de la proposition 4.16, que si

M, Tf et N, Tf sont deux @ -modules a gauche, le faisceau Hom

mf/K xt /K
(Ji{nf, ///mf) est un faisceau 1nﬁn1t681mal de K-espaces vectoriels. Si fT est

un morphisme du site %IT — 2 , le morphisme de restriction

(#) 5+ : Homy (N MYy — Homy: (N, M)

J /K JT/K

est donné par la définition 4.16 par ¢ +— (ﬁ)f’[ oo ((#)s)" " Mais si
2 =2 et que A, et AT sont deux 9 K -modules & gauche spé-
ciaux, alors ¢ et les restrictions (f) s+ sur ces modules commutent, et les

restrictions (#)+ sur le faisceau Jom (A s M %1) sont triviales.
2 /K

Soit ﬁXT JE T J¢+ une résolution injective de ﬁXt /K par des

@T inf

xi ./ -modules a gauche spéciaux, par exemple P%f‘ (£ ;). Alors, pour

Z,
chaque relevement f;r on a un diagramme commutatif de morphismes de
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complexes qui sont des isomorphismes dans la catégorie dérivée :

Q. o,
X, /K (ﬁ)fj;:f,i* XK
Hom S gy 1h 1) ®,1 Ao 10 o)
| ! i
Hom SO gy i) Rt SR ) g Ao O atyad R (73 )
2} /K T hi 2f/K
%om(ﬁ%;/K,R%;(J;(Lf/K)) — ;zﬂom(ﬁ%IT/K,R%IT(y);Lf/K))
7l (ﬁ)f} ot .
x]/K i otk

Mais en vertu du théoreme 2.14, les morphismes f{r et f; sont inversibles
et fQT =go flT , ou g est un automorphisme d’algebre de & 2t v qui se
réduit a l’identité modulo m, c’est donc un opérateur différentiel en vertu
du théoréme 5.1, et cela montre fg et ff induisent le méme morphisme
sur la derniére ligne du diagramme précédent, soit :

(ﬁ)fj = (f)g 0 (ﬁ)ff = (ﬁ)le :
*%ﬂo”i (ﬁgxg/w Ry (Ixi ke ) — %ﬂomf (ﬁgﬁ/w Ry (f)?jnf/K))v

ot .
2K 2 l/K

puisque la restriction (), sur

M g1 (ﬁ%;/K,R%IT(J)}j f/K))

t in
2l /K

est triviale. Les morphismes f; et f3 définissent donc le méme élément

du groupe Homps (f .Mod)(Q Q =

[ ] [ ] )
CAN) SaRE AN <o

COROLLAIRE 6.45. — Si AJ{ et Ag sont deux relévements plats d’une

algébre A affine lisse sur k, alors tous les morphismes entre les complexes

:q/K et Q;;/K induits par des relévements A} — Al de Iidentité sont

homotopes.

Démonstration. — En effet, en vertu du théoreme précédent tous les

relevements induisent le méme morphisme de Hompp (g (2 Q

L] L ] )
A Y u)

mais :

HOme(K) (Q = HOme(K) (Q

L] L ] ) [ ] L] )
ALK ALK AL/ AT /KD

ot K®(K) désigne comme d’habitude la catégorie des complexes bornés de
K-espaces vectoriels a homotopie pres. O

TOME 60 (2010), FASCICULE 6



1974 Alberto ARABIA & Zoghman MEBKHOUT

Remarque 6.46. — La méthode de Monsky-Washnitzer ([31], remark
p. 203) en construisant une homotopie explicite, montre en fait pour X
affine et lisse sur k, que tous les morphismes induits par des relevements
définissent le méme élément dans le groupe :

Homgs (i -Mod) (Qf@/,@ QT%IT/K)'

La méthode précédente montre seulement que c’est le méme élément dans
le groupe :
Hompe (¢ -Moa) (Q;@/Ka Q:@J/K)-

Cette subtilité disparait au niveau des complexes globaux puisque la catégo-
rie homotopique de la catégorie des espaces vectoriels sur un corps coincide
avec sa catégorie dérivée. Le passage de la catégorie homotopique a la ca-
tégorie dérivée au niveau des complexes de faisceaux est le prix a payer
pour passer des variétés affines aux variétés non affines, et surtout pour
passer du cas du fibré trivial au cas d’'un module spécial. Mais en méme
temps, c’est une simplification considérable de la construction originale de
Monsky-Washnitzer puisqu’elle ne nécessite pas une homotopie explicite,
qui est le point délicat de la construction originelle et qui ne semble pas se
recoller.

COROLLAIRE 6.47. — Soient f : Y — X un morphisme de schémas
affines lisses sur k, et #1 et 21 des relévements plats. Alors, tous les
morphismes

F0% 4k — Qi ke
induits par des relévements f1 définissent le méme élément du groupe :
-1
HomD”(Ky—Mod)(f Q.%f/KaQ;y’r/K)~

Démonstration. — En effet, si ff, f;r sont deux relevements de f, on a
les factorisations canoniques : fj =i 10 pf,i=1,2 ol st est I'immersion
graphe &1 — &t xy 27T de f;[ et p est la projection canonique Z't xy
21 — 7. Cela rameéne & supposer que f est une immersion fermée.
Dans ce cas affine, et en vertu de la propriété 3) de la lissité, il existe un
automorphisme g de 2 tel que fg =go ff . On est réduit au théoréme
précédent. O

COROLLAIRE 6.48. — La correspondance X +— Q:AT/K définit un fonc-

teur contravariant
DR(-/K) : SmAf(k) — K+ (K)

de la catégorie des schémas affines lisses SmAff(k) sur k dans la catégorie
homotopique K1 (K).
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Démonstration. — En effet, dans le cas affine un morphisme f admet
toujours des relevements en vertu du théoréme 2.17 et on est réduit au
corollaire précédent. O

Le foncteur ainsi construit coincide, par construction, avec celui de
Monsky-Washnitzer [31], mais on ne peut pas étendre & ce stade la foncto-
rialité au cas non affine parce qu’en général un morphisme ne se reléve pas.
L’un des buts, qui est aussi un test, des chapitres suivants, est d’étendre
cette fonctorialité a la catégorie de tous les schémas lisses séparés sur k. On
est encouragé de retrouver par cette méthode la fonctorialité du cas affine
de Monsky-Washnitzer ([31]), sans quoi rien n’est possible.

COROLLAIRE 6.49. — Soient X un schéma lisse sur k et . ; un
78

in:

/ j-module a gauche spécial. Les faisceaux de Zariski :
f

gxt?@?‘ : 7Sp(ﬁ)X;rnf/K’ ‘%iilf)
Xinf/K
sont nuls si i > dim X et les espaces :
Extls o (Oxt e, M)

xt /x’
int/

sont nuls si i > 2dim X . En particulier, les nombres de Betti B, ;(X) sont
nuls si ¢ > 2dim X.

Démonstration. — En effet, si 2T est un relevement plat, le complexe
de faisceaux de Zariski R Jcﬂomg;f /K,Sp(ﬁxitlf/K7 ///i];f) est isomorphe au-

inf

dessus de X au complexe de faisceaux #om. (Sp'(ﬁgf/K),///;m),
T /K

concentré en degrés [0,dim X]. La seconde assertion résulte du fait que la
dimension topologique de X est bornée par la dimension algébrique dim X
en vertu du théoréeme de Grothendieck. O

Remarque 6.50. — On trouve par construction la suite spectrale conju-
guée :

HI(X, &xtl (Oxt i, M) = Exti!] 6 (01, /1 ML),

+ ,Sp in 1 § s 1
Xing/ K Xing/K

1
que la filtration de cette suite spectrale ait une interprétation géométrique.

et 'on s’attend, bien siir, dans le cas géométrique (///Lf = ﬁxfnf/K) a ce
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6.8. Le théoréme de comparaison dans le cas d’un relévement
propre et lisse

On trouve ou on retrouve comme corollaire 'invariance de la cohomolo-
gie de de Rham algébrique d’un relevement propre et lisse, sans invoquer
la cohomologie cristalline qui a fourni historiquement la premiére démons-
tration de ce résultat [6].

COROLLAIRE 6.51. — Soit X/V un relévement algébrique propre et lisse
de X/k. La cohomologie de de Rham algébrique usuelle

Hpp(X/K) := H*(X, 0% /)

est canoniquement isomorphe a la cohomologie de de Rham p-adique
HYp(X/K, Ot ./ k) et est indépendante a isomorphisme canonique prés
du relévement X/V.

Démonstration. — Le relévement algébrique X/V induit un relévement
plat 2°T ([26]). Définissons :

HER(%T/K) = H%R(X/Kv ﬁ%T/K) = EXti@T . (@%T/Ka @%T/K)-
T /K

Au vu des résultats précédents, on a alors I'isomorphisme canonique
Hpp(21/K) ~ Hpp(X/K, ﬁxjnf/K)~

En vertu du théoréme de comparaison de Meredith [26] pour les schémas
propres, le morphisme canonique

Hpp(X/K) — Hpp(2'T/K)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels, ce qui montre le corollaire.

|
Remarque 6.52. — Le morphisme naturel :
t
C%ﬂom@;fr /v (ﬁXiTnf/V’ 'jllilf) Qv K — jfom@;’f /K(ﬁXiTnf/K7 '%inf Qv K)

inf inf
n’est pas un isomorphisme en général. En particulier, la cohomologie de
de Rham ne commute pas au changement de base V' — K. C’est une des
raisons pour laquelle il faut modifier la définition de la cohomologie de
de Rham f-adique sur R, mais nous n’insisterons pas dans cet article sur
ce point.
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7. La catégorie des modules a gauche spéciaux et la
cohomologie de de Rham p-adique H}, th(XiTnf /V)
d’échelon h > 0

7.1. La filtration par les échelons du faisceau 9 /R
1nf

Dans le cas ot R est une Z,)-algebre o1 Z ) est le localisé de Z en I'idéal
(p) pour un nombre premier p > 0, et si 2T est un relévement plat d’'un R;-
schéma lisse X, nous avons défini dans les articles ([23, 20]) une filtration
croissante et exhaustive du faisceau 27 2t p Par les faisceaux d’anneaux

T,h
‘@%T/R
« la p-filtration » ou « la filtration par les échelons » qui est similaire a
la p-filtration du faisceau Dx/y des opérateurs différentiels sur un schéma
lisse sur un corps de caractéristique p > 0. Rappelons-en la définition ([23,
20], 2.3.1) :

des opérateurs différentiels d’échelon h > 0, que nous appelons

DEFINITION 7.1. — Soit h > 0 un entier. On définit le faisceau D}Of/’;%

des opérateurs différentiels d’ordre fini et d’échelon h, comme le faisceau
de sous-O g+ p-algebres du faisceau D g-1 /, localement engendré par les

opérateurs d’ordre < p".

Le faisceau D5 est un sous-faisceau de 0 g1/ g-algebres du faisceau

EKT R
Dyt /g, qui est ausél localement libre comme &4+, p-module [23].

Pour tout A > 0, nous pouvons considérer le complété I-adique D}}i /R
du faisceau D}T R Nous pouvons aussi considérer le complété I-adique
(X, 09~ ,r) du schéma t-adique (X, 041/ ) et le faisceau DQLA/R, qui
opere de fagon évidente sur le faisceau 0o n /g, apparait comme un sous-
faisceau de R-algebres du faisceau des endomorphismes &ndgr(0 g~ /R).
Pour tout entier s > 1, nous pouvons considérer la réduction modulo I’idéal

I* du faisceau D&M/R

Ak s <oco,h /718
Dyn rl’ D,{T/R/I .
C’est de fagon naturelle un faisceau de Ox_-algebres filtré sur le schéma X,
réduction modulo I'idéal I® du schéma f-adique (X, O gt /R).

L’inclusion 9}1/’1}; C Y4 ,gr induit, pour tout s > 1, un morphisme
filtré :

}io/g/fs - @Xg/R )

qui, bien entendu, n’est pas injectif.
Le faisceau 2! 2R qui opere de fagon évidente sur le faisceau Og-n /g,
apparait alors aussi comme un sous-faisceau de R-algébres du faisceau des
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endomorphismes co“’ndg(ﬁ 2~/r)- On peut donc pour tout h > 0 considé-
rer l'intersection ‘@%T/R N D%}i/R prise dans le faisceau &ndr(0 a1 /R).
Rappelons la définition ([20], 2.6.5) :

DEFINITION 7.2. — Sous les conditions précédentes, soit un entier h > 0
et soit 21 = (X, 0y+,r) un R-schéma t-adique lisse, on définit le fais-

ceau des opérateurs d’ordre infini et d’échelon h noté phh comme le

Zt/R
sous-faiscean du faisceau 9} 2t/r" D% /R des opérateurs dont la réduction
modulo I°* dans 27 T/V/I est d’ordre localement borné par une fonction
linéaire en s.

Remarque 7.3. — Le lecteur prendra garde que 'inclusion
,h Ash
Dyi/r C @%T/R Dyn/r

est stricte.

Notation 7.4. — Si 8 = (B1,...,0,) est un n-uplet et h > 0, on note
dans ’énoncé suivant 8 € sz_l sifgi<p—1let:

(A7) = (AF) - (ag)

THEOREME 7.5. — Soient 21 un schéma f-adique lisse sur V et xy, . ..,
xp une famille de sections locales du faisceau O g+ )y au-dessus d’'un ou-
vert affine U d’algébre At := I'(U, Og1)v) telles que leurs différentielles
dry,...,dz, forment une base locale du 0 4 yy-module des formes diffé-
rentielles séparées 2 g1 vy Alors, pour h > 0, un opérateur différentiel P
d’échelon h s’écrit de maniére unique :

Pla, A, A7) = ST age g (A)F (AP
B,...Bh-1E(N _ )k BheNn

otlago . gn est une suite d’éléments de I'algébre AT telle que la série « sym-
bole total » :

h
opn(@, €, ... ") = Pa, ..., €M) = 3 ago (€97 - (€M)
,807 ”’ﬁhflG(szil)h’ﬁheNn
est un élément de I'algébre (AT[€0, ... ,fh]) oti la Af-algébre AT[E0, ... &P
est engendrée par les générateurs & = (&1,...,&0), 0 < j < h, soumis aux

. . j+1
relations (€])? = w;&lT" 0 < j < h—1,1<i<netu = (p;‘i!)z!w En
particulier, on a la majoration

vm(ago, . gn) = M|B% + -+ [B"p"), A > 0.
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De plus, application symbole total qui a P associe son symbole total,
P g Uph(.’L',é-O, e ué-h)v

est un isomorphisme de Af-modules & gauche entre I’anneau DAT/V

(U, .@%T/V) des sections globales des opérateurs d’échelon h et la Af-
algébre (AT[¢0, ... €M)t

Le théoréme 7.5 est démontré en deux parties ([20], Thm. 3.1.2 et
Thm. 3.1.4). La démonstration utilise le théoréme 2.21. La aussi les élé-
ments de l'algebre (AT[¢0,... ¢"])T sont faciles & décrire ce qui produit
beaucoup d’ opérateurs d’échelon h. On déduit du théoreme précédent que
le faisceau D' %T v est aussi acyclique sur les ouverts affines assez petits

([20], 3.2.3), que I'idéal m est contenu dans la radical de I'(U, DQ,T/V) pour
un ouvert affine assez petit U ([20], 4.1.1) et que la transposition est une
involution de cet anneau ([20], 4.2.1).

L’intérét de la p-filtration est le théoréme :

THEOREME 7.6. — Si U est un ouvert affine assez petit d’algébre At,
alors pour tout h > 0 I'anneau Dixf/v =T(U, @%T/v) est noethérien.

Le théoréme 7.6 est démontré dans Particle ([20], Thm. 5.2.9). Ce théo-
reme ne se déduit pas de son analogue formel, il est beaucoup plus profond
et sa démonstration utilise en fait le théoréme précédent.

Remarque 7.7. — La p-filtration permet d’appliquer le critére de plati-
tude locale 2.3 pour montrer la platitude des extensions de faisceaux d’opé-
rateurs différentiels que nous rencontrerons dans cet article. En particulier,
les extensions O gty — Dyt )y — 9;”/‘/ sont plates ([20], Coro. 6.1.2).

Nous allons étudier ’extension de cette filtration au faisceau ’D /R des
mf

opérateurs différentiels sur le site Xinf

PROPOSITION 7.8. — Soit R une Z,)-algébre. Alors, pour h > 0 et
pour tout morphisme du site vt W — OZZT le morphisme de restriction

()t o1 @JZ/T/R WT/R induit un morphisme de restriction
1 h
(ﬁ)rT,h : @%T/R ID;{/T/R

compatible a la composition des morphismes.

Démonstration. — La question est locale. Il s’agit de montrer que si P
est un opérateur différentiel d’échelon h 'opérateur différentiel r* Pr*~! est
d’échelon h. Si z1,...,z, sont des coordonnées locales sur % T|W il suffit
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de montrer, par définition des opérateurs différentiels d’échelon h ([23, 20]),
que les opérateurs différentiels :

* *—1 * ph’ *—1
[APAV SN § Amjr
sont d’ordre 1,...,p" respectivement, ce qui est conséquence du fait 7* o
P or*~1 est un isomorphisme d’algébres respectant ’ordre des opérateurs
différentiels. g

DEFINITION 7.9. — Soit R une Z,)-algébre. Alors, la famille @;};/R,

munie des morphismes (#),+ 5, définit un faisceau d’algébres .@;? /R SUr le
inf

site Xi];lf,

D;}:f /R est une filtration exhaustive du faisceaux 9;(7 /R Par des sous-

faisceaux d’algébres.

le faisceau des opérateurs différentiels d’échelon h. La filtration

in

Rappelons que dans le cas d’un anneau de valuation discrete 'on définit
I'indice de ramification absolu e comme la valuation m-adique vy (p) de p.

PROPOSITION 7.10. — Soit 2t un schéma t-adique sur V lisse. Sih > 0
est un entier tel que e < p(p — 1), alors le faisceau 94+ est un sous-
faisceau de groupes pour la structure multiplicative du faisceau .@;jﬁ v
des opérateurs différentiels d’échelon h, et le faisceau gxif est un sous-

faisceau de groupes pour la structure multiplicative du faisceau 9;?

des opérateurs différentiels d’échelon h pour un schéma X lisse sur k.

A%

inf

Démonstration. — Les faisceaux ¥4+ et .@Thl sont par définition des

%
sous-faisceaux du faisceau &ndy (0 4+ v ). La que/stion est donc locale. Soit
(71,...,2,) une famille de sections locales du faisceau &g+, au-dessus
d'un ouvert affine U d’algebre A' := T'(U, O+ v) telles que leurs dif-
férentielles (dzy,...,dr,) forment une base locale du & 4+ y,-module des
formes différentielles séparées Q41 ,y,. Si g est une section de I'(U,94-+),
c’est un automorphisme de 1’algebre A' qui se réduit a I'identité modulo m
et, en vertu du corollaire 5.5, ¢’est donc un opérateur différentiel qui admet

comme développement en série :

9= (g(er) —2)® - (gln) —wn) " AT - A,
ﬁeNn

La valuation m-adique du coefficient ag := (g(x1) —x1)"" -+ - (g(@p) — 2, )Pr
est supérieure & |3] := 81 + - - - + B,. Soit

Bi = qpip" +agin—1p"" + - +agio0, 0< agij <p—1,
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la division euclidienne de f3; par p". Posons

(ph!)‘QLﬂ(ph_1!>‘aﬁ,}z—l‘ . (pl)laa,l\
p '

La valuation m-adique de bg est supérieure a :

h_ - —
Z (ﬁi"’qﬁ,i(p;_l)e—f—..._i_aﬂ)i’l (pp_l)e _ (ﬁz Sgi)e)7

e 1 1 p—1

bﬁ = ag

ol sg, est la somme des coefficients du développement p-adique de (3;. Si
p"(p — 1) — e > 0, la valuation m-adique de bg est supérieure a \|3| pour

une constante ) := @ @=D=c)
(p—1)p’

D bs(A)ree - (A7)
B

> 0, et la série

est un opérateur différentiel d’échelon h en vertu de la définition 7.2 du

faisceau D" O

PATE

7.2. La cohomologie de de Rham p-adique HI.)R,h(XiTnf/V)
d’échelon h > 0

En vertu de la proposition précédente et sous la condition e < p"(h — 1),
le faisceau ¥yt . est, pour la structure multiplicative, un sous-faisceau de

groupes du faisceau d’anneaux .@ v
1nf

DEFINITION 7.11. — Sous la condition e < p"(h — 1), on dit qu’un
@T’ -module a gauche ///T’f est spécial si I'action (#) de ¥xt . sur ///Jlfh

mf/v T
se fait a travers @ Xt v
On note (9;? IV Sp)-Mod la catégorie des .@Xf f/v—modules a gauche

spéciaux. Tous les raisonnements que nous avons faits pour le couple

%X‘r — T v Se transposent mutatis mutandis au couple ¥yt L
mf mn

%", sous la condition e < p"(p — 1).

mf

1) On trouve que la donnée d’un module & gauche spécial d’échelon h

est équivalente la donnée d’un famille de DI _modules a gauche

ozﬂ %
mume d’isomorphismes (¢)p, définis & 1’aide des modules de transfert

7k

Wt—UT V"
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2) On trouve que si 2T est un relévement plat de X, la catégorie
7% 2tV -Mod est canoniquement équivalente a la catégorie des mo-

dules spéciaux (“@;}ﬁ v Sp) -Mod par le foncteur prolongement ca-
inf
nonique Py + j,.

3) On trouve que la catégorie (DJr

v Sp) -Mod des modules spéciaux
a gauche est une catégorie abehenne qui a suffisamment d’injectifs

et est un champ.

4) On trouve que si J{nf ,///mf sont deux modules a gauche Spé-

ciaux d’échelon h, le complexe R 7omp.n Sp< mf ,///M ) est
x' /v

un complexe de Zariski. On définit en partlcuher la cohomologle de
de Rham de X p- adlque d’échelon h a coefficients dans ///mf par :

h
Hp X/ Vo ) = Bxtyn o (Ox) yvs A0,
\%4
1nf
5) On trouve que si 2 T est un relévement plat, on a des isomorphismes
canoniques :

EXtQTh (ﬁggf/v,Rgbrr(%T )) Ext? (ﬁXT
xt/v

inf

h
v AL,

Le cas h = 0 est particulierement intéressant et donne :

PROPOSITION 7.12. — Si 2T est une relévement t-adique lisse de X et
si e < p—1, la cohomologie de de Rham usuelle

HBR('%T/V) = H*(X, Q:ﬂm/v)
est canoniquement isomorphe a la cohomologie d’échelon zéro

Hl.)R,O(XiJ[nf/V, ﬁxjnf/v)

et est indépendante du relevement.

En particulier, si X est affine et si e < p — 1, la cohomologie de de
Rham des formes différentielles séparées d’un reléevement, qui est canoni-
quement isomorphe a la cohomologie de de Rham d’échelon 0 du site X!
est indépendante du relevement comme V-module gradué [31].

On trouve ou on retrouve comme corollaire I'invariance de la cohomo-
logie de de Rham algébrique d’un morphisme propre et lisse sur V sans
invoquer la cohomologie cristalline, qui a fourni historiquement la premiere
démonstration de ce résultat [3].

inf?

COROLLAIRE 7.13. — Soit X/V un relévement algébrique propre et
lisse de X/k. Si e < p— 1, la cohomologie de de Rham algébrique usuelle
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H)p(X/V) = H‘(X,Q;(/V) est canoniquement isomorphe & la cohomo-
logie de de Rham p-adique d’échelon zéro HBRO(X;fnf/V7 ﬁX_Tf/V) et est
indépendante & isomorphisme canonique prés du relévement X/V'.

Démonstration. — En effet, en vertu du théoréme de comparaison
GAGAT de Meredith [26] pour les V-schémas propres, le morphisme ca-
nonique :

Hpp(X/V) = Hpp(271/V)

est un isomorphisme de V-modules gradués. On est alors réduit a la pro-
position précédente. O

COROLLAIRE 7.14. — Soit X/V un relévement algébrique propre et lisse
de X/k. Si e < p — 1, la cohomologie de de Rham algébrique usuelle
Hpp(X/V) = H*(X,Q% ) est canoniquement isomorphe a la coho-
mologie de de Rham p-adique d’échelon zéro du site infinitésimal formel
H o (Xipt/ V).

Démonstration. — En vertu du théoréme de comparaison GAGE de
Grothendieck [13] pour les V-schémas propres, la cohomologie de de Rham
du schéma X, i.e. HYp(X/V) = H'(X,Q;(/V), est canoniquement iso-
morphe a la cohomologie de de Rham formelle

Hp (27 /V) = H*(X, Q%1 )

(¢f. introduction 1.24) et donc canoniquement a celle du site infinitésimal
formel d’échelon nul Hp,p o( X3 /V). O

Ainsi toutes les cohomologies de type de de Rham qu’on peut définir
pour une variété propre et lisse sur k qui se reléve sur V' en schéma propre
et lisse, sont toutes canoniquement isomorphes.

Remarque 7.15. — Un peu plus généralement et comme nous ’avons
signalé dans l'introduction (1.24), la cohomologie de de Rham p-adique
formelle H})p(X/;/K) d’une variété algébrique X lisse sur k, non né-
cessairement propre, doit étre canoniquement isomorphe a la cohomo-
logie cristalline de X sur K et, si e < p — 1, la cohomologie p-adique
Hpp o(X{5/V) d’échelon 0 doit étre canoniquement isomorphe & la coho-
mologie cristalline de X sur V. C’est le cas des variétés qui se relévent
en vertu du théoréme de comparaison de Berthelot-Ogus [6]. Il faut donc

construire un morphisme de comparaison et passer du local au global.
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8. La cohomologie infinitésimale et la cohomologie de de
Rham p-adiques

Soit X /k une variété algébrique lisse sur un corps k. Lorsque la caracté-
ristique du corps de base k est nulle, Grothendieck a montré ([14]) que la
cohomologie H{¢(X/k, Oxt /x) du site infinitésimal de X & valeurs dans
le faisceau structural est canomquement isomorphe a sa cohomologie de de
Rham Hp)p(X/k) := H*(X,Q% /), et fournit donc les bons nombres de
Betti en vertu du théoréeme de comparaison de Grothendieck ([15]) entre
la cohomologie de de Rham algébrique et la cohomologie transcendante,
quand k est plongé dans le corps des nombres complexes C. Nous allons
voir que ce n’est pas le cas de la cohomologie du site infinitésimal p-adique
a valeurs dans le faisceau structural.

8.1. La cohomologie infinitésimale {-adique des complexes de la
catégorie D (Rt f)

Soient X un schéma lisse sur Ry et @/t ., un faisceau d’anneaux sur le
Loyt
site X ¢

ProOPOSITION 8.1. — La catégorie ,Q%X_tf—Mod des ,Q/XTf—modu]es a

gauche sur le site th admet suffisamment d’objets injectifs.

Démonstration. — C’est un cas particulier de ’existence de suffisamment
d’injectifs dans la catégorie de modules sur un faisceau d’anneaux sur un
site. Mais ici on peut explicitement construire des résolutions injectives a
I’aide des foncteurs Pey + vt exactement comme on a construit des résolu-

ll)f
tions injectives dans la catégorie des modules spéciaux (9;; IR Sp)-Mod
dans le théoreme 6.24. " ]

Le foncteur covariant ZFiye ~ Hompg (qu , i) de la catégorie

Mod(Rxt ) dans la catégorie Mod(R) est exact A gauche et se dérive a
droite fmf ~~ R Hompg Xl (RXT o Fint) comme foncteur exact de catégorie

triangulées, de la categorle D+(RX1 ) vers la catégorie DT (R).

DEFINITION 8.2. — Si Fi,¢ est un complexe appartenant a la catégorie
DT (Ryt ), on définit la cohomologie infinitésimale f-adique :

1nf(X/R jmf)
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de X a valeurs dans ¢, comme la cohomologie du complexe :

Inf(X/R7 Lg.inf) = ]R;I‘IOI’HRXT (in‘fayinf)-

inf

THEOREME 8.3. — Soit 21 un relévement plat de X. Si Fin¢ est un
complexe de la catégorie D (R x+ . -Mod), alors il existe un isomorphisme
canonique :

R HomR[g%T] (Rx, Rggr (yjnf)) ~R HomeT . (RXiTnf’ yinf),

et donc des isomorphismes canoniques :

Exthyy, ) (Rx, Rort (Fint)) = Hise(X/ R, Fint).
Démonstration. — C’est une conséquence directe de 1’équivalence du
théoreme 4.13. O
Remarque 8.4. — On peut de facon évidente considérer la théorie sur

le corps des fractions K d’un anneau V de valuation discréte complet, ou
se pose la question redoutable du calcul des espaces :

e (X/ K, Kxt ), Hiye(X/K, Oxt i),

inf inf
ilnf(X/Kv Q?Xifnf/[(% Hilnf(X/K7 Q;(Lf/K)v
méme pour la droite affine ou la droite projective. Nous allons montrer,
dans le paragraphe qui suit, des résultats tres partiels dans cette direction.

8.2. La cohomologie infinitésimale en degré zéro a valeurs dans
le faisceau structural fournit le bon nombre de Betti

Notre premiere approche a été de montrer, de méme qu’en caractéristique
nulle, qu’en caractéristique positive la cohomologie H? ;(X/K, & Xt/ ) du
site infinitésimale p-adique de X, supposée affine pour commencer, a valeurs
dans le faisceau structural est canoniquement isomorphe & sa cohomologie
de de Rham p-adique, ce qui éventuellement établit I’indépendance du re-
levement de la cohomologie de de Rham. Pendant longtemps, plusieurs
années, nous avons cru que tel était bien le cas, mais nos efforts nous ont
conduits & montrer qu’il n’en était rien, de facon non triviale, ce qui souléve
des problémes fort intéressants en liaison avec la cohomologie de groupes
et 1'algébre (non)-commutative.

TOME 60 (2010), FASCICULE 6



1986 Alberto ARABIA & Zoghman MEBKHOUT

Si Fins est un Kt f—module, son K-espace des sections globales infinité-
simales est par définition le K-espace vectoriel Hompg 4 (K xt o Fint), €t
inf m

sa cohomologie infinitésimale est donc :
i.nf(X/Ka yinf) = EXt;{XT (KXiTnfv %nf)'
inf

On peut faire le changement de base :
KXiTnf - ﬁXiTnf/K’

qui est plat et trouver, pour un &+ , -module .#,¢, les isomorphismes
inf /K
canoniques :

l.nf(X/Ka '%inf) =~ EXtrﬁxT f/K(ﬁXT v%inf)-

inf /K

in

PROPOSITION 8.5. — Si .} est un 9;1

inf

/ -mmodule spécial, il existe

un isomorphisme canonique :

HYp(X/K, M) ~ HY (XK, ML)

inf inf

Démonstration. — Comme Oyt ./K est un sous-faisceau d’anneaux du

faisceau @;} on a un morphisme canonique :

+
inf/I(7

HOHI@LT K (ﬁXiTnf/K’ ‘%Lf) - Homﬁxi‘\nf/K (ﬁXiTnf/K7 '//llilf)
inf
En vertu de 4.15, le fait que ce soit un isomorphisme est une question de
nature locale pour la topologie de Zariski. Aussi, on peut supposer que X
est affine. Soit 2" un relévement plat. Il suffit de montrer que le morphisme

canonique :
fom@;”x(ﬁw/m M) — %Omﬁ%m([gw}(ﬁ%r/m///f%)

est un isomorphisme. En vertu du théoréme 5.1, on a morphisme canonique
de O g+ -algebres :

Fortyic = Oty Gart] = Dl e

Il suffit de montrer que le morphisme canonique :

Dty Oct i) Oty = Ot )¢

est un isomorphisme de @;ﬁ / -modules a gauche. La question est encore

locale, et on peut supposer que x1,...,x, sont des sections locales du
faisceau structural dont les différentielles forment une base de I'espace des
formes différentielles séparées. Il suffit enfin de montrer en vertu de (]20],
Prop. 7.2.3) que l'idéal d’augmentation Agt/k — Ogi/x engendre sur
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A@;ﬂ K Iidéal Ay, ..., A,. Mais en vertu du corollaire 5.5, les générateurs

de I'idéal d’augmentation sont de la forme :
RN S ey
BEN™,B7#0

;
2K

par I'idéal d’augmentation contient des éléments de la forme (1 + P;)A,,
qu’on obtient, par exemple, pour g = (Zogﬂigm((PQ)Bi)A?i), ou P; appar-
tient & l'idéal engendré par m. En vertu du théoréeme ([20], Thm. 4.2.1),
l'opérateur 1 + P; est inversible et donc A; appartient a 'idéal engendré

pour ai,...,a, dans I'idéal engendré par m. L’idéal sur & engendré

par lidéal d’augmentation pour ¢ = 1,...,n. En fait, on obtient des opé-
rateurs 1 + P; comme dans ’exemple précédent qui sont de fagon évidente
inversibles. ]

La cohomologie infinitésimale p-adique d’une variété algébrique lisse
sur k fournit le bon nombre de Betti en degré zéro.

8.3. La cohomologie infinitésimale en degré un a valeurs dans le
faisceau structural ne fournit pas le bon nombre de Betti

THEOREME 8.6. — Soit 2T une relévement plat d’un schéma affine
lisse X muni de sections x1,...,x, du faisceau structural telles que leurs
différentielles forment une base de I'espace des formes différentielles sépa-
rées. Alors, le K-espace H (X/K, ﬁXifnf/K) est non nul.

inf

Démonstration. — En vertu de I’équivalence de catégories 4.13, on a un
isomorphisme canonique :

EXt}zf%T/K(ﬁ%T/K7 Oxt/x) = Hy(X/K, Oxi k)
Soit la suite exacte :
0— Igi = Dyi/xk = Ogi/xk — 0,

ou Y4+ est I'idéal d’augmentation.
En appliquant le foncteur Hom,,, 1_/K(?, O+ k), on trouve une suite
exacte :

0—Hom (Ogi/k,091/k) = (X, 041/k) — Hom (Igt,091/k)
2t /K Jz7_%1‘/1{
— Ext' (Ogt/k, Ont /i)
2T /K
11 suffit de montrer que le morphisme induit :
DX, O091/k) — Hom,,+ (Fat, 001 )K)

/K
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n’est pas surjectif. Un élément de ’espace figurant a droite est un mor-
phisme de faisceaux, et est défini par ses restrictions sur les ouverts affines
qui forment une base de la topologie. Soit U un ouvert affine d’algebre
f-adique AI] =D(U, Og+)y). LVidéal I'(U, F4-+) est engendré par les élé-
ments g — 1, ou g est un automorphisme de l'algebre AJ{] qui se réduit a
I’identité modulo m. En vertu du corollaire 5.5, il s’agit d’opérateurs diffé-
rentiels qui admettent des développements de la forme :

g= Z afl -~-a§"Af1 -~-A§",

BEN™
pour ay,...,a, dans I'idéal engendré par m.
LEMME 8.7. — L’opérateur différentiel

tg = ZBENn(_l)IB\Afl e ABngPr P

est égal a ‘g(1)g™!.

Démonstration. — La transposition P — P est une anti-involution de
lalgebre des opérateurs différentiels ([20], Coro. 4.2.2). Si g est un auto-
morphisme de I'(U,%-1) et si f une fonction de A{,, onagf=g(f)g et
flg = "g9(f) soit f'9(1) := 'g(g(f)) ou encore ‘g(1)g~'(f) = '9(f). O

LEMME 8.8. — Si g est un élément du groupe I'(U, 99+ ), I'élément :

log(‘g(1)) ==Y (,Umw

m=0,00 m+1
est un élément bien défini de I’algebre ATU Qv K.

Démonstration. — En effet, si 'on choisit une présentation de I’algebre
AL comme quotient du complété t-adique d’une algebre de polyndémes,
I’élément g(1)—1 appartient a I'algébre de Banach ATU,pa image de I'algebre
des séries qui convergent dans un domaine |z| < p pour un nombre p > 1,
et sa norme quotient vérifie || fg(1) — 1||, < 1, ce qui entraine que la série
converge dans l'algebre AE, o O

LEMME 8.9. — L’application g — 6(g) := log(%g~(1)) est un cocycle
de T'(U,94-+) a valeurs dans ATU ®y K qui n’est pas un cobord.

Démonstration. — 11 faut vérifier la propriété de cocycle :

6(9192) = 0(g1) + 919(g2).

Par définition, on a 1’égalité :

5(g192) = log((g192) ' (1)) = log ‘g " (1) + log(g1('g5 (1)),
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car ‘g7 (1)g1 = g7 . Mais comme g; est un morphisme de I’algébre ATU7 )
vers ’algebre A;[J,p/ pour p > 1,p' > 1 assez prés de 1, on trouve que
log(g1(%g5 1 (1)) = g1(log(%g5'(1))), ce qui montre bien la propriété de
cocycle. O

Le cocycle ainsi défini est nul sur les éléments du groupe a coefficients
constants, c’est-a-dire les éléments g tels que g = Y 3 a’ Aiﬁ ‘ol a est un
élément de m C V. Cela implique que ce cocycle n’est pas un cobord.
En effet, si ce cocycle était un cobord, il existerait un élément f tel que
d(g) = (9= 1)f, don Ay(f) = 0,i =1,...,n et donc 6(g) = 0, ce qui
n’est pas le cas. D’autre part, 'application § commute aux restrictions
et définit un morphisme de Hom.Q{%T/K(j%T, O+ k) dont I'image dans

EXt}Qi%T/K(ﬁ%T/K7 O+ /i) W'est pas nulle. 0

Remarque 8.10. — Sous la condition précédente, la cohomologie de
groupes HI(GAf,AL ®y K) de degré 1 est non nulle.

COROLLAIRE 8.11. — Le lemme de Poincaré pour la cohomologie in-
finitésimale n’a pas lieu : le H} .(A7/K, O (o)t /K) de D'espace affine
““k /inf

inf

Spec(k[x1,...,2,]) n’est pas nul.
Démonstration. — En effet, le faisceau des formes différentielles séparées
est libre sur ’espace affine. O

En particulier, la comparaison entre la cohomologie infinitésimale et la
cohomologie de de Rham n’a pas lieu.

COROLLAIRE 8.12. — Sous les condition du théoréme 8.6, si I’espace
H} R (X/K) est nul, Pextension Dyt /k — @;‘,ff/[( n’est pas plate.

Démonstration. — En effet, si extension @y /x — QEKT/K était plate,
il existerait un isomorphisme canonique :

Rtom (Ogi/x, Ont /i) = R%”OTQ (%H/K Corl s Ogix, Ot /K)

o
2T /K /K

et la cohomologie infinitésimale serait isomorphe a la cohomologie de de
Rham p-adique. O

On rappelle que l'on a I'isomorphisme de changement de base :

L
R Hom (21 )k ® Ot i, Ot yic) = RAom (Ot jic, O yxc)

al Jz{ng‘r/}(

T /K 2t/ K

qui a lieu dans le contexte topologique trés général.
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En fait pendant longtemps nous avons cru et essayé de montrer que cette
extension est plate.

COROLLAIRE 8.13. — Sous les conditions du théoréme 8.6, si I’espace
H},p(X/K) est nul, le faisceau :

o
Tor, %WK(@IJN/K, Oxt)K)

n’est pas nul.

Démonstration. — En effet, en vertu de 'isomorphisme précédent, la co-

homologie infinitésimale Hl .(X/K, Ot ./ k) est isomorphe a ’espace :

L
Ext! 7 @4 O Ot k).
j;’r/x( Z1/K dgm‘/z( 2K =3 /K)

. . +
Mais comme le morphisme Zy. - @,

isomorphisme et que l'espace H},,(X/K) est nul, en considérant la suite

Oxijxk — Ogi/k est un

longue de cohomologie du triangle construit sur le morphisme de compa-
raison entre la cohomologie de de Rham p-adique et la cohomologie infini-
tésimale :

DR(X/K) := RHOHl@T . (ﬁggT/K,ﬁgp‘/K) —
2t /K

L
— Inf(X/K) ~ RHon} <@;K*/K Q Oot/i, Ot i)

2 i
2t/ K ﬂfgﬂ/K

!

. A gt
on trouve que si Tor; * /K(@xT/K,

O 9+ /x) est nul, I'espace :

L

1

Ext (9;1@/1( ® it Otk Ot i)
xt /K 2T /K

est nul, et le corollaire est conséquence du théoreme précédent. O

En fait, on trouve une injection :

L
0= Exty (Tl Dot Orryi Otyg) =

T /K
A ot
— Hom (Tor, /K(@%T/K,ﬁ%T/K),ﬁ%f/K).
xT/K
Remarques 8.14. — 1) La non-platitude précédente est due a la

non-noethérianité de 'algebre du groupe. De facon plus précise,
supposons que e < p(p — 1). On a alors un morphisme

Aoty — ngéhf/v
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d’image Im(%/5+,y), et on peut montrer que ce morphisme est
injectif. Définissons le faisceau d’algebres

h ;
Bori v = (Im(g1) @v K)N DY c o

Par construction, Im(#y+,y) v K ~ %y+,y @y K. On peut
montrer que l'inclusion B g1/ C @yﬁ  induit un isomorphisme
modulo m® pour tout s > 1. Cela entraine que l'algebre Z o+ /y
n’est pas noethérienne. Parce que si elle ’était, ’extension précé-
dente serait plate en vertu du critere de platitude local 2.3, et la
cohomologie infinitésimale fournirait les bons nombres de Betti.

2) Il n’est par contre pas impossible que les idéaux de type fini au-
dessus d'un ouvert affine assez petit de I'algebre % 41 /1 soient de
présentation finie. Dans ce cas les faisceaux

A,
Tor, M/K(QEKT/K’ ﬁ%?/}{)
pour ¢ > 2, seraient nuls, et I'obstruction au théoreme de com-
paraison entre la cohomologie infinitésimale et la cohomologie de
de Rham p-adique se trouverait dans les foncteurs dérivés a droite

du foncteur covariant exact a gauche des morphismes du ‘@}Z'T K

Q{%T/K t N .

module 7or, (‘@%*/K’ O 9+ /) avaleurs dans le faisceau struc-

tural. En effet, il est difficile de construire des relations selon I'ex-

périence que 'on a de cette algebre.
3) Le faisceau Torf{%”K(Q‘T%T/K,ﬁ%WK) est non nul en général.
Aussi, il serait intéressant de construire un élément non trivial
dans le cas de la droite affine. Nous allons proposer un candi-
dat. Supposons que X est la droite affine sur un corps fini, soit
X = Spec(F,[z]), et soit (Z,[x])" son relevement canonique. Notons
6, 'automorphisme = — x+p, et 8,2 I'automorphisme z — x+pa?
de I'algebre (Z,[z])T. On peut montrer de fagon non triviale que le
groupe G(6,,0,,2) engendré par les éléments 6,,0,,2 est libre, de
sorte que les éléments ¢, —1 et 0,2 — 1 n’admettent aucune relation
non triviale dans Dalgebre (Z,[z])T[G(0p, 0pq2)]. Pourtant, Iopéra-
teur 6,2 — 1 appartient a 'idéal engendré par I'opérateur 6, — 1
dans 'anneau DEer [e])t/g, €€ qui fournit une relation non triviale
dans cet anneau. Il est possible que 8, — 1 et 6,,2 — 1 n’admettent
aucune relation non triviale dans l'algébre (Zy[z])'[G (7, [2))1], et la
relation précédente fournit un élément non trivial du faisceau

o,
Tor, ﬁ/K(QTgT/Ka ﬁ%T/K)v
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pour 2T le schéma f-adique associé & (Z,[z]).

4) Le lecteur notera que la découverte du cocycle du lemme 8.9 a été
une chance inespérée pour le fondement de la théorie de la cohomo-
logie de de Rham p-adique. Il a permis le passage de la cohomologie
infinitésimale p-adique a la cohomologie de de Rham p-adique une
fois pour toutes.

8.4. Le foncteur de de Rham infinitésimal local

Si //IILf et A Tf sont deux @ /R -modules & gauche, le faisceau :
lnf

M)

1nf’

f%”om@T.T o (A
inf
est un faisceau infinitésimal de RXitnf—modules par la construction de la
proposition 4.16, mais dont ’action de G x! _est triviale si JK ,///mf sont
spéciaux. Nous allons voir que ce phénomeéne survit en cohomologie. Cela
permet de définir le complexe de de Rham infinitésimal local.

DEFINITION 8.15. — Soit ///mf un complexe appartenant a la catégorie
D+(.@XT R -Mod), on définit son complexe de de Rham infinitésimal

inf

dRinf(%nf) ijom@f (ﬁXT

1 /R inf

t
/R> ’%nf)
)nf
comme foncteur dérivé du foncteur covariant exact a gauche :

%Lf ~ e%ﬂom@b /R(ﬁXiTnf/R’%Lf) .

1 1

inf

On obtient un foncteur covariant exact de catégories triangulées

dRinf(X/R7 _) : D+(-®xT /R MOd) - D+(RX]T“f)
THEOREME 8.16. — Soit ///mf un complexe de @ -modules a gauche

X[ /R
spéciaux borné inférieurement, alors il existe un isomorphisme canonique :

ijom_@;# /R7Sp(ﬁxjnf/R7'%1nf) RﬁomJT R (ﬁXT f/R?%iLf)
inf nf

dans la catégorie D¥ (Rxt ).
Démonstration. — Soit ﬂmf une résolution de ///mf par des QXT Jrm

dules & gauche spéciaux et injectifs et /Jlf une résolution de finf par des
@T -modules a gauche injectifs. Alors, le morphisme naturel :

X[/
%Om@;’f / (ﬁxf /R7/1Lf)

inf

/Raﬂ t) = Hom ki (ﬁxjnf
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représente le morphisme du théoréme précédent. Pour montrer que c’est
un isomorphisme la question est locale. Soit % T un ouvert du site il suffit
de montrer que le morphisme induit :
Homgs — (Oyiyn, Thyy) — Homy: — (Ouijn, o)
%t /R ut /R

est un quasi-isomorphisme. Mais en vertu de 1’équivalence de catégories
du théoreme 6.14, le complexe fgﬂ = R%f(fi;flf) est un complexe de
@;ﬁ / p-modules a gauche injectifs et en vertu de 'équivalence de catégo-

ries du théoreme 4.13 le complexe /;ﬂ := R+ ( /Lf) est un complexe

1

de @;ﬂ / R[%%f]—modules a gauche injectifs. Mais extension @JZZ —

t/R
@;ﬁ / rlYa+] est plate, donc le complexe /;/T est une résolution par des
@Jw / p-modules & gauche injectifs de Jgﬁ et donc de ///iilf, ce qui entraine

que le morphisme de complexes précédent est un quasi-isomorphisme. [J

COROLLAIRE 8.17. — Soit ///Jlf un complexe appartenant a la catégorie

D+((‘@;<fnf/R’ Sp)-Mod) alors le ¥xt -module :

gmt;f* (ﬁXiTnf/Rw%‘Lf)

1
Xinf/R
est trivial pour tout j > 0.

Démonstration. — En effet, en vertu du théoreme précédent on a un
isomorphisme canonique ¥yt f—modules :

1 1

gxt;f Sp(ﬁXiTnf/Rw%‘Lf) ~ &t " (ﬁXiTnf/Ra'%Lf)

)(j—nf/R7 Xinf/R
et le module de gauche est trivial. |
COROLLAIRE 8.18. — Les faisceaux de cohomologie du complexe de

de Rham du site Q;{;rnf /i sont des gXiTnf—modules triviaux.

Démonstration. — 11 suffit de montrer en vertu du corollaire précédent
qu’il existe un isomorphisme canonique de la catégorie DT (K yi f) :
;{Tf/K :ijom@TT (ﬁX'Tf/K7ﬁXiTnf/K).
X

in K in
inf/

Sirt:#t — %" est un morphisme du site on a un morphisme de restric-
tion
() : r7Sp* (Ot i) — SP* (Opt k)

compatible a la composition ce qui définit le complexe de Spencer sur le
site X[ ., noté Sp'(ﬁxif/K) .

inf»
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LEMME 8.19. — Le complexe de Spencer Sp®(Oxt _/K) est une résolu-

tion du faisceau structural par des _@ -modules a gauche localement

X1/ K
libres de type fini, en particulier le module Ox+t /K est un :@ t K -module

a gauche parfait.

Démonstration. — C’est une conséquence du fait que le complexe de
Spencer Sp®(Oy+ k) est une résolution du faisceau structural en vertu du
lemme 6.43. O

En vertu du lemme précédent, on a un isomorphisme canonique de
D+(Kx1' ) .

inf
Hom  (Sp*(Oxi i) Oxi k) ~RAom (Oxi k. Oxt ).

@xT /K @xT /K

inf inf

Mais, par construction, le complexe de de Rham 2% Xi /K est canoniquement
nf
isomorphe au complexe Jom . (Sp*(Ox+ f/K) Ot f/K) a
Xt in in
Nous allons maintenant étudier le rapport entre la cohomologie infini-
tésimale du complexe de de Rham du site et la cohomologie de de Rham
t-adique du site.

PROPOSITION 8.20. — Soient //lllf et ,/KTf deux .@XT -modules a

inf

/R
gauche. Alors, on a I’égalité de R-modules :

Hom@T ( 1nf"%1 ) HOHIR 1Tnf (RXT jfom@T ( 1nf”ﬂl ))

mf mf

Démonstration. — Un élément de Hom@f ( mf, ///1 ¢) est la donnée
lnf

pour tout ouvert T d’un morphisme 7 2t IR -linéaire gt : ‘/VGZIT — ///jw

tel que pour tout morphisme rf : #1t — %1 on ait 1'égalité :
eyt = ()rt 0 Pariw o (#),7
Un élément de Homp ; (Rxt jfom@f (Jan,//liLf)) est la donnée
/R

¢ 1
in mf

pour tout ouvert %' de I'image de 1, qui est une section globale du

faisceau %Om@jm/a( qjj.,f///;ﬁ)), c’est-a-dire d’un morphisme ‘@;/T/R_

linéaire ¢/, ; : JV%T — ///ﬁ;[/T tel que pour tout morphisme 7 : #1T — %1
on ait 1’égalité :
-1
Pyt = ()pt 0 Sﬁlq/uw o(f) -

Cela montre bien ’égalité de la proposition. O
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Remarque 8.21. — Attention! Cette égalité ne se dérive pas en un
isomorphisme de foncteurs :

R Hom (Jan,///iLf)zRHom (infm_,Rc%”on? (Jan,///iLf))

i i
+ R

x1 2
1nf/R inf Xinf/R
parce que le foncteur .z, ~ Jfom@; (AL, ] L)) ne transforme
inf
pas un @ p-module injectif en module acyclique pour le foncteur

mf

? ~» Homp (RXT ?7), voir la remarque 8.23, et tout le sel de cette théo-

m

rie est la.
Cependant, ceci nous conduit a faire la conjecture d’annulation suivante.

CONJECTURE 8.22. — Soit ﬂmf un .@ 1 /K—module a gauche spécial

et injectif, alors le faisceau de Zariski %ﬂom@f (ﬁ’ Xt K flilf) est acy-
lnf

clique pour le foncteur ? ~~ Hompg (KXT

m

Vj >0, ExtfK ; (KXT %”omgf (ﬁXTf/KaﬂLf)) =0.

i 1
in
K
1nf mf/

La conjecture précédente entraine I'isomorphisme canonique :

R Hom (ﬁanf/Kv*///nf) R Hom (KXifnng%”om (ﬁanf/Kv///'Lf))

i i
7 ,Sp Kyt

i n
me/K inf me/

pour tout complexe spécial ///Jlf En particulier, cette conjecture fournirait
éventuellement 1’isomorphisme canonique :

R Hom@T /K’Sp(ﬁxjnf/K7 ﬁXiTnf/K) ~R HomKX;Tnf (KX:nf7 Q;(:nf/K)

mf

montrant que la cohomologie infinitésimale du complexe de Rham du site
infinitésimal Q% " K fournit les bons nombres de Betti p-adiques et donne
lieu a la suite spectrale Hodge-de Rham :

(X, ) = HH(X/K)

1nf XT f/K

dans le contexte de cette théorie, c’est dire I'importance de cette question.

Nous allons indiquer quelques points positifs en direction de la conjecture
précédente qui semble assez profonde selon les calculs que nous avons faits
pour essayer de démontrer cette annulation.

Remarques 8.23. — 1) Dans le cas d’une variété affine X, on peut
montrer que la non nullité de Hl(X/K, Oxt f/K) entraine la non
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nullité de Ext (Oxt /k,Oxi /i). Cela montre qu'un ob-
X in in
jet injectif de la catégorie (@;1 /K,S p)-Mod n’est pas en géné-
inf
ral un objet injectif de la catégorie 9 x-Mod et la catégorie

mf

(9X1 /K,Sp) -Mod n’est pas stable par extensions comme sous-

catégorie de la catégorie .@;T K -Mod.
inf

2) On peut montrer que pour la droite affine X, I’espace :

EXtK t (Kxf R%0m9¢ (ﬁxT

t inf
Xing Xine/ K

/K5 Oxt K))

est nul, ce qui effectivement montre que le foncteur :

///M ~ f%ﬂomgi(T . (ﬁX,Tnf
inf

/K7///;Lf)

ne transforme pas un @ t p-module a gauche injectif en objet

acyclique pour le foncteur HomRX_T ) (Rxi 7).

3) Plus généralement, on peut montrer que pour tout ouvert U de la
droite affine, ’espace :

EXtK i (KUT Rﬁom@f (ﬁUiTnf/K,ﬁU:nf/K))

Ysng mf/

*EXtKT (KUT R%O’In@% /K(ﬁUiTnf/K7ﬁUiTnf/K))

mf nf

fournit le bon nombre de Betti ce qui donne un support crédible a
la conjecture 8.22.

4) On peut montrer que pour tout ouvert U de la droite affine, on a :

lnf(U/K KUT ) EXtK 4 (KU: KUT ):0

inf
1nf

5) Tout ce qui précéde montre tout l'intérét, du passage de la caté-
gorie 9 K -Mod & la catégorie (Qxf K Sp)-Mod. En fait tout
notre probleme pendant de longues années venait clairement de la.
Mais comme toute idée féconde il faut plusieurs années d’efforts et
d’expériences avant de tomber dessus. Nous avons maintenant une
idée tres claire de la situation et il ne fait aucun doute pour nous
que c’est le bon point de vue de la théorie de de Rham p-adique qui
nous conduira a la bonne théorie que nous cherchons.
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9. La catégorie Mod—(@;

spéciaux sur le site infinitésimal

¥ /R,Sp) des Modules a droite
inf

Pour définir le foncteur image directe et le foncteur de dualité pour les
modules & gauche spéciaux, il nous faut comprendre la structure des mo-
dules & droite spéciaux sur le site infinitésimal, qui a en soi-méme un grand
intérét.

9.1. La structure de QTT -module a droite du fibré des formes

xf v
inf
différentielles de degré maximum

Rappelons d’abord que si X,/Rs est un schéma lisse sur Ry, le fais-
ceau des formes différentielles wx_,p, de degré maximum est un Dx /g -
module a droite. Si zi,...,z, est un systeme de coordonnées locales,
cette action a droite est donnée par (w)P := (fdz)P = 'P(f)dz ou
Pi=3Y (-D)A%a, si P =Y a,AY ([16], §16).

Soit 271 = (X, O 9+ /r) un schéma f-adique lisse sur R et soit wyt ) le
fibré de rang 1 des formes différentielles séparées de degré maximum.

DEFINITION 9.1. — On définit le faisceau ‘@;KWR(‘U%*/R) comme le
sous-faisceau du faisceau des endomorphismes &ndr(wg-i/r) dont la ré-

duction modulo I° est un opérateur différentiel de degré localement borné
par une fonction linéaire en s.

PROPOSITION 9.2. — Si R est un anneau de valuation discréte com-
plet Vil existe un anti-morphisme canonique de faisceaux d’algébres :
@;ﬁ/v - @;fi/v(wﬂff/v)

qui munit le faisceau w g7+ ;v d’une structure de @;&,T/V—module a droite et
qui est un isomorphisme.

Démonstration. — Soient P et w un opérateur différentiel et une forme
différentielle séparée de degré maximum sur un ouvert U muni d’un re-
couvrement par des ouverts U; au-dessus desquels le faisceau des 1-formes
différentielles séparées est trivial. Si zy,...,x, sont des fonctions sur U;
dont les différentielles forment une base du module des formes différen-
tielles séparées, en vertu du théoreme 2.21, 'opérateur P admet sur U;
un développement > a,AS et en vertu du théoréme ([20], Coro. 4.2.2),
la série ‘P = Y°_(—1)I*lA%.,, est un opérateur différentiel sur U,. Si
w = fdxy...dx, on pose :

(W)P := "P(f)dzy . ..dz,.
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Cela définit une action a droite qui ne dépend pas des coordonnées parce
qu’il est en ainsi modulo m® pour tout s > 1. Cette action se globalise et
définit une structure de @{T%,T /V—module a droite sur le faisceau w41 /1. La
démonstration du théoréme du symbole total 2.21 [25] montre localement
que les sections du faisceau 9;” / r(wat)y) sont de cette forme la et le
morphisme de la proposition est donc un isomorphisme. O

Un morphisme ¥ : #T — %1 du site XiLf induit par image inverse un
morphisme de %OmR(T_I(U@/T/V7WWT/V) par :

()t : r(fd(fo) A ANd(fn)) =1t FdT f) A Ad(rT fr).

THEOREME 9.3. — Soit % un relévement d’un ouvert affine, alors I'ac-

tion géométrique (§), d'un élément g du groupe Yy sur wy )y se fait a

1

travers I'opérateur différentiel g—* autrement dit :

()g(w) = (w)g™"

oll w est une section du faisceau wy 1 )y .

Démonstration. — La question est locale. Soit = (z1,...,2,) un sys-
teme de coordonnées locales au-dessus d’un ouvert affine d’algebre A' et
f(x)dx une forme différentielle, il faut montrer que :

9(f)dg(x1) ... dg(xy) = g7 (f)dx = "¢ (1)g(f)dx.

En vertu du corollaire 5.5, 'application :

g = 0(9) = (1(9), - - 0n(9)), 0i(9) := (9 — 1)(x:)

est une bijection entre le groupe G 4+ et (mAT)™.

LEMME 9.4. — Soit g un élément du groupe G 4+ alors g est égal au
produit g, ... g, d’éléments du groupe tels que 6;(g;) = 0 si i # j.

Démonstration. — L’application :
(ala R an) = a(al,...,an) = Z a“A*
aeNn
est Iinverse de I'application §. Posons g; := (9(,971(51(9))107___,0))_1 alors

9 =997 ‘g1 et 81(ggr ) = 81(9) + gdi(g7 ") = 0. On a di(ggy ') = 0 et
di(g1) = 0sii # 1. De proche en proche on construit la suite g1, ..., g, qui
a la propriété du lemme. O

En vertu du lemme, pour démontrer le théoreme on peut supposer que
9= Gi = Y aen @i AT, de sorte que d;(g) = 0 si j # i, et 4;(9) = as.
Pour simplifier les notations, posons aussi a := a;, et A := A;. La fonction
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a appartient par définition a l'idéal engendré par m et il s’agit d’établir
Iégalité :
‘971 (1) = 1+ Aa)).
Mais g~ = Zk(—l)’“(g — 1)k et
k
=1 YDA - 0F = YD (Y neatet)
k>0 k a
de sorte que ’on est ramené a montrer 1’égalité :
k
S EDE(D (=DA% ) (1) = Ala),
k21 a1

qu’il suffit de montrer modulo m**!

~A(a)+ > (—1)k( > (-1)&Aaaa)k(1)50.

1<k<s 1<a<ss

pour tout s > 1, soit :

En raisonnant par récurrence sur s, en appliquant ’opérateur différentiel

s+1

o [0 6 T 3
—Yicacs(FD)FA%* & la relation modulo m**t, on trouve la relation

modulo m**+2, en tenant compte de 1’égalité :
—( 3 (—1)%%&) Qo)=Y (~1)*A%(a)
1<a<s 2<a<s+1
qui résulte de l'identité :
A%(a“A(a)) = A>T (g™
puisque l'algebre A se plonge dans I’algebre AJ}( et qu’on peut intégrer

dans cette derniere algebre. O

COROLLAIRE 9.5. — Soient x1,...,x, des coordonnées locales sur un
ouvert U affine d’algébre AT. Alors, lapplication g — log(det(A;(g(z:))i;))
est un cocycle de G 4+ a valeurs dans A}(, qui n’est pas un cobord.

Démonstration. — En effet, 'g71(1) = det(A;(g(x))i;) en vertu du
théoréme précédent, et I'application g — log(g=1(1)) est un cocycle qui
n’est pas un cobord en vertu du lemme 8.8. g

9.2. Le module de transfert gf%rgym/v pour une immersion
ouverte

A cause de 'isomorphisme de la proposition 9.2, nous ne considérons que
le cas du couple (V,m).
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DEFINITION 9.6. — Soit T : %1 — %1 un morphisme du site X; ..
On définit le module de transfert @;ﬁ%wr/v

phismes V-linéaires rilw@r/v — wy iy dont la réduction modulo m* est

comme le module des mor-

un opérateur différentiel construit sur r; d’ordre localement borné par une
fonction linéaire en s.

PROPOSITION 9.7. — Le module de transfert @JZ/M—WT/V ne dépend
pas du relévement r*, et est un (r’lgjw/v,.@;T/V)—bimodule engendré

par toute section globale du faisceau Gyt _, o+ .

Démonstration. — La démonstration est la méme que celle du cas des
modules a gauche du théoreme 6.2. a

9.3. La catégorie des @}Tﬂ v
inf

Mod—(.@;(:nf/v, Sp)

-modules a droite spéciaux

En vertu de la proposition précédente, le module de transfert @;ﬁ&yﬁ %
est défini pour tout couple (#1,% 1) avec r : W < U. Par construction, on
a un plongement canonique ¥y +_ 4+ — -@;/h—wf sy et donc un morphisme

canonique V{91 _q1t] — T%tHWT/V'

DEFINITION 9.8. — Soit X un k-schéma lisse. Un _@)T( -module a

i

inf

ne/V

droite spécial '///:Lf sur le site X, . est la donnée, pour tout ouvert %1

du site X;fnf, d’un .@;ﬂ/v—module a droite //l;ﬂ, et la donnée, pour tout
couple d’objets (#T,% 1) du site X;f, avecr : W — U, d’un morphisme
de Q;W/V—modules a droite :

. -1
(o) : r :/V%TT ®,—1t @;ﬁew#/v — ‘/VVZT'
wt v
En outre, ces données doivent satisfaire les conditions :
1) pour un couple (% T|\W,%7), avecr : W — U, on a

i — gt
My = Mgt IW

et le morphisme (¢) coincide avec le morphisme canonique,
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2) pour un triplet (W't Wt u), avecr’' - W' — Wetr: W — U,
le diagramme suivant est commutatif :

1=1(n—1 4% T 74 =1 4t 70
T (7" Nt ® @@thwf/v) Dyt iy T Myt OZoyi oyt )y
r=lopt r=1gt 1ot
wut /v wt/v wt)v

n—1 4t ot T
(ror’) JV%T®(ror’)*1@;i/vg%h—“fﬂ’f/v —— Yy

Toutes les propriétés de la catégorie des modules spéciaux a gauche se
transposent a la catégorie des modules & droite spéciaux Mod—(.@;;f e Sp)
inf/
avec les mémes arguments. En particulier, les morphismes de restriction

(o) sont des isomorphismes et le module wxi - des formes différentielles

séparées de degré maximum sur XiTmf est un @)T(T v
inf

-module a droite spécial
en vertu de la proposition 9.2.

Cependant, il y a un différence saillante dans ’action du groupe ¥yt r
Considérons le morphisme Inv : V[, i] — ‘@;;/T sy qui envoie un élément g

du groupe sur 'opérateur différentiel g~ 1.

PROPOSITION 9.9. — Supposons que X est lisse sur k, alors pour un
@;{T y-module & droite NI spécial et pour tout relévement %t d’un ou-
inf
vert affine U, I'action du groupe 9+ sur /V@IT se fait a travers le morphisme
Inv.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du théoreme 9.3. O

COROLLAIRE 9.10. — Soient f/ifjf un @; -module a droite spécial

:

inf/v

et ///1]:& un @)T(T /V—modu]e a gauche spécial. Alors, le produit tensoriel
inf

1 1

JVJf ® gt . ,///.Lf est un faisceau de Zariski sur X de V-modules.
X /v

inf

Démonstration. — En effet, 'action de groupe g(n ® m) := gn ® gm =
ng l®@gm =n® g tgm = n ® m est triviale, et 'on applique le théo-
reme 6.29. O

10. Le foncteur image inverse dans la catégorie
D (71 yy-Sp)-Mod)

Pour un morphisme f de schémas lisses sur k, on peut, bien siir, définir
avec Grothendieck un morphisme de topos entre les topos associés aux sites
infinitésimaux f-adiques des schémas. Mais, le paragraphe 8 montre que ce
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sont des opérations insuffisantes et pathologiques, tout au moins pour la
théorie de de Rham.

Aussi, nous allons développer les opérateurs cohomologiques pour les
catégories des modules spéciaux sur les sites infinitésimaux, et nous allons
voir que ce sont les bonnes opérations fournissant a terme la bonne théorie
que nous cherchons.

Le lecteur prendra garde tout de suite que les foncteurs cohomologiques
que nous définissons ne se prolongent pas a la catégorie de tous les
modules sur le site. Cela indique que I’'on ne pouvait espérer, sans la notion
essentielle de module spécial, développer les opérations cohomologiques
pour la cohomologie de de Rham p-adique, ni obtenir en particulier la
fonctorialité de cette cohomologie et 1’expression cohomologique p-adique
de la fonction Zéta d’une variété algébrique lisse sur un corps fini.

Nous rappelons que ’on suppose le schéma X lisse sur R;.

10.1. La catégorie (2!

Xi /R Sp)-Mod a suffisamment d’objets

plats

Nous allons d’abord montrer que la catégorie des modules spéciaux a
suffisamment d’objets plats, ce qui nous permettra de définir le foncteur

image inverse.
LEMME 10.1. — Soient % un ouvert du site XiTnf et Pyt un ‘@;/T/R_

module a gauche plat. Le prolongement Py 11(P,+) est un 9;( -module

t
int/ B
a gauche spécial et plat comme objet de la catégorie

(@;:nf/R, Sp)-Mod.

Démonstration. — Si #T est un ouvert, notons 7 : UNW — W, ¢’ :
UNW < U les inclusions canoniques. Par définition :

Pyio( Pyt )W) =1 (2]

/—1
WT|WQUH%T/R®T’*1@;/T/ r L@“f/f)-

R
: i -1 T 5
Mais ‘@WHWHU—WZ/T/R ®T'_190T;A/R "7 Pyt est un @WHUQW/R—module a

gauche plat, ce qui entraine que 7 (@;AleU_)%T/R@T,_l@f 7“/_192%*) est
%t/R

aussi un .@TWT / p-module & gauche plat et donc Py (P +) est plat comme

objet de la catégorie (@T Sp)-Mod. |

Xie/ B

THEOREME 10.2. — La catégorie (2!

X)Lf/R;Sp) -Mod a suffisamment

d’objets plats.
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Démonstration. — Soit //llif un Qg(jnf /R
1

inf> SOit Por — //l%T — 0 une surjection d’un

-module a gauche spécial. Pour

chaque ouvert T de X
module plat. Alors :

Pyii(Payt) — Py M),,) — 0

est une surjection d’un 2. -module & gauche spécial et plat. Si main-

Xinf/R
tenant {%T,i € I} est une famille d’ouverts du site tels que {U;,i € I} est
un recouvrement de X, le morphisme somme, composé des surjections :

Gaip%.h(y%j) - @iP”Z/.T!(‘//;/vT) - *//fllw — 0,

i i

est une surjection d’'un 9;_7 / p-module a gauche spécial, plat comme objet

inf

de la catégorie (@;L(:nf/R, Sp) -Mod. g
On pourra donc dériver a gauche dans la catégorie (_@;{T v Sp) -Mod le
inf
foncteur produit tensoriel, et on note :
i & f
’/Vinf ®@TT /V,Sp inf

le foncteur dérivé.

Les raisonnements que nous avons faits pour les modules a gauche spé-
ciaux peuvent se faire pour les modules a droite spéciaux et on pourra donc
dériver a gauche le foncteur produit tensoriel dans la catégorie des modules
a droite spéciaux.

10.2. Le module de transfert @T@fﬁgﬁ/}a pour une immersion
fermée

Soit fT: (Y, Op+t/r) — (X, Og+,r) un morphisme de schémas t-adiques
sur R. Pour tout s > 1, la réduction modulo I® est un morphisme de R,-
schémas Yy — X;. Le module de transfert Dy, ,x_ ,r, est défini comme
I’image inverse :

Dy,—x./R, = Ov. /R, @516, . f'Dx R,

Il s’agit du faisceau des opérateurs différentiels R,-linéaires de f; 10y, /R,
dans Oy, /g, not¢ Diffp (fi'0x, k.. Oy./r,) dans ([16], §16). C'est de
fagon naturelle un sous-bimodule filtré du (Dy, /g, , f; ' Dx, /g, )-bimodule :

Homp, (f;'Ox, k., Oyv./R.).
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DEFINITION 10.3. — Le module de transfert .@g,, construit sur

t—2Zt/R?
le morphisme f*, est le sous-bimodule du (Dot jr» f "' Dyt g)-bimodule
Homp(f~'Ogt/r, Oyt r) des R-homomorphismes P dont la réduction
modulo I® est un élément de Dy,_, x_ ,r, de degré localement borné par

une fonction linéaire en s.

Nous démontrons d’abord l'indépendance locale du module de transfert
relativement aux relévements du morphisme.

THEOREME 10.4. — Soit i : Y — X une immersion fermée de schémas
affines lisses sur Ry. Soient %1 et 21 des relévements plats sur R, et soit
it » @t — 2T un relevement de I'immersion. Alors, le module de transfert

@;TH%T/R ne dépend pas du relévement it choisi.
Démonstration. — Une section P du module de transfert construit sur i

est, par construction, une section du faisceau %ﬂomR(i_lﬁggT/R, Owt/R)-
Soit zi un autre relevement de i. Comme le relevement 2 F est plat, il
existe un morphisme d’algebres g de O41/p tel que 'on a la factorisa-
tion ¢* = i] o g. En vertu du théoreme 5.1, g est un opérateur différen-
tiel et sa réduction gs modulo m® est un opérateur différentiel d’ordre
s — 1. Pour tout s > 1, la réduction P; modulo m® est par définition
un opérateur différentiel de Dy, ., x /g, := Oy, /R, ®f§1ﬁxs/Rs f;lDXS/R57
d’ordre localement borné par une fonction linéaire en s. Mais le module
Oy, /R, S fi'Dx, k. est un Zx p,-module a droite engendré
par ¢%. Autrement dit, P admet la factorisation :

. .
.1 i Qs .1 i
i Ox /gp, — 1 Ox_ /g, — Oy, /R,,

ol Qs est un opérateur différentiel de Dx_ g, d’ordre borné par une fonc-
tion linéaire en s. Mais i} = i, o gs et Ps admet aussi la factorisation
Py = if, 0 gs 0 Qs. Comme g, 0 Qs est un opérateur différentiel d’ordre
localement borné par une fonction linéaire en s, cela montre que P est une
section du module de transfert construit sur ZJ{ g

THEOREME 10.5. — Sous les conditions précédentes, Ie module de trans-
fert @T@T—»%WV est un i_l‘@{;ﬁ/v-module a droite engendré par un rele-

vement i*. En particulier, c’est un iilggﬁ/v—module de type fini.

Démonstration. — Il faut montrer que le morphisme :
—1 ot T
¢ sz/v — Dyt at)v
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défini par la composition avec i* est surjectif. La question est donc locale.
Soit U un ouvert affine de X d’algébre AT munie d'un systéme de coor-
données x1,...,x, tel que les différentielles dx1, ..., dz, forment une base
du module des formes différentielles séparées, soit Bf 1’algebre de I'ouvert
affine UNY de Y, et soit i* : A — B le morphisme surjectif d’algebres
induit par if. Pour P : A" — B, section globale au-dessus de U du faisceau

@;ﬁﬁ%i v définissons les éléments b, de I’algebre B par la formule :

boi= Y. (Z) i*((—=2)%)P(z>P).

0<B<a

Pour tout élément a de I’algebre Af, considérons la série
$la) =) bai*(AZ(a)),
«

qui converge formellement. Par hypotheése, P(a) est égal & ¢(a) modulo m?®
pout tout s > 1 et donc :
P(a) = ¢(a).

Soit (V[Y1,...,Y,])t — A" une présentation de I’algébre Af. En com-
posant avec le morphisme d’algébres ¢*, on trouve une présentation de
I'algébre Bf. En vertu du théoréme de ([25], Thm. 2.4.8), les topologies
quotient sur les espaces A}{, B}{ sont séparées, ce sont donc des topolo-
gies Z.%, limite inductive dénombrable séparée d’espaces métriques com-
plets. Le théoréme du graphe fermé de Grothendieck pour les espaces vecto-
riels topologiques de type limite inductive dénombrable d’espaces métriques
complets sur un corps valué complet (cf. [25], Thm. 3.1.1) montre que le
morphisme induit :

A];{ — B};
est continu pour les topologies de type .Z.Z et le théoréme de factorisation
de Grothendieck pour les espaces vectoriels topologiques de type limite in-
ductive dénombrable d’espaces métriques complets sur un corps valué com-
plet (cf. [25], Thm. 3.1.2) montre que les fonctions b, appartiennent & un
cran B;, image par la présentation induite du module (V(Y7,...,Y,,)), des
séries qui convergent dans un domaine |Y;| < p, avec p > 1, pour une valeur
absolue | — | de K. Considérons la division dans I'algebre (V[Y1, ..., Y,])!
par une base de division J ([25], Thm. 2.3.4) de 'idéal N, noyau du mor-
phisme d’algebres (V[Y1,...,Y;,]))! — Bf. La rétraction reste de la divi-
sion Retry : B); — (V(Y1,...,Y,)),, avec p’ < p, permet de définir les
éléments a,, de 'algebre AL, comme les images des Retr;(b,) par la pré-

sentation (V(Y1,...,Yn))y — A;,. Le raisonnement, dans 'article [25], de
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la démonstration du théoréme du symbole total 2.21 montre qu’il existe
deux constantes C; > 0 et 0 < A < 1 telles que :

1ball, < C1AI,
pour un nombre p > 1 assez pres de 1, o || — ||, est la norme quotient de
la norme en p de l'algebre (V(Y1,...,Y:,)),. En vertu de la majoration du

reste du corollaire ([25], Coro. 2.3.5), il existe une constante Cs > 0 telle
que :
I Retr (ba)l, < oA,

pour p > 1 assez pres de 1 et donc :
laall, < CaAl,

pour p > 1 assez pres de 1. En vertu du théoreme 2.21, la série :
= e
«

opére sur l'algebre AT et définit un opérateur différentiel. Autrement dit,
Popérateur :

P: At - BT
admet une factorisation :
At Zoat &gt
ot P est un opérateur différentiel de At. D’oti le théoreme 10.5. g

La méme démonstration montre :

THEOREME 10.6. — Soit un entier h > 0. Sous les conditions précé-

—1pth
gty st un i Dx*/v

droite engendré par un relevement 1*. En particulier, c¢’est un i 173;;1 e

dentes, le module de transfert D -module a

module de type fini.

Remarque 10.7. — Dans le cas d'un anneau de valuation discréte com-
plet, la factorisation de Py du théoréeme 10.4 est localement uniforme en s
et provient d’une factorisation de P. En fait, le théoreme précédent qui
est un théoréme de finitude algébro-topologique remarquable, a des consé-
quences importantes pour le calcul de 'image inverse, en particulier pour
les fibrés p-adiques de la définition 10.28. Par ailleurs, cette propriété de
finitude jouera un role essentiel dans la suite de cet article.

LEMME 10.8. — Soit ¢ : Y — X une immersion fermée de schémas
affines lisses sur k. Soient %t et 21 des relévements plats sur V, et if
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un relévement de i d’idéal d’augmentation S+ )y, Alors, on a une suite
exacte de i’l_@;w/v—modules a droite :
i1 i1 t
0— Joi/v Qi=16,1,, @ﬁrr/v Q%T/V wiatyy — 0

ou le dernier morphisme est défini par le générateur i*.

Démonstration. — La question est locale. Soit U un ouvert affine de X
d’algebre t-adique AT, munie d’éléments 21, ...,z tels que leur différen-
tielles forment une base du module des formes différentielles séparées. L’ou-
vert W = U NY est un ouvert affine d’algebre Bf. Si P est un opérateur
différentiel au-dessus de U il admet en vertu du théoreme 2.21 un déve-
loppement P = )" a,AZ, ol a, est une suite d’éléments de At.Sii*o P

est nul dans @W necessalrement i*(aq) est nul dans B pour tout

toat Vo
a. Soit (V[Yy,.. .,Ym]/)T — A" une présentation de l'algébre AT, et soit
(V[Y1,...,Yu])T — BT la présentation de BT induite, dont on notera N
le noyau. En vertu du théoreme 2.21, les fonctions a, se relevent en de
fonctions a, définies dans un méme domaine. On peut effectuer la division
des éléments a,, par une base de division de 'idéal N ([25], Thm. 2.3.4). Le
reste de cette division est nul, et le théoreme de continuité de la division
([25], Thm. 2.3.4) montre que les quotients de cette division sont définis
dans un méme domaine, dont les normes admettent de majorations par des
constantes du type CAl®l. Cela montre que le noyau du morphisme défini
par ¢* est l'idéal a droite de @;ﬁ v engendré par Yy y. Pour terminer,

le morphisme naturel Z /v ®6 41,y @;”/V — j%'/V@,{T/V est un iso-

morphisme parce que I'extension &gt/ — 12 oty est plate ([20], Coro.
6.1.2). D’ou le lemme. O

Remarque 10.9. — Le lemme précédent dit que le morphisme défini
par if induit un isomorphisme :

0= Ogiyy @ic10,,, i Dhysjyy T@u%*/v -0

xt/v

sz 2t /V—modules a droite. Autrement dit, de fagon tout a fait remar-
quable, si on oublie un instant la structure de 9})” /V—module a gauche,
I'image inverse pour une immersion fermée coincide avec I'image inverse en
tant que O g+ y-module, ce qui est tres utile, en particulier, pour étudier

I'image inverse des fibrés p-adiques.

DEFINITION 10.10. — Sii:Y — X est une immersion fermée de sché-
mas lisses sur Ry admettant des relévements %1 et 21 plats sur R, on

définit le module de transfert @;r),, comme le sous-bimodule du

tZt/R
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(D)o i D Yys ) )-bimodule Homp(i™ 0 -1/, Ot i) des homomor-
phismes qui sont localement des homomorphismes de transfert pour un
relévement local de 1.

En vertu du théoréme 5.3, le module de transfert R[9y_, o-1] est alors

un sous [Z-module du module de transfert @;:,,T_) 2t/

COROLLAIRE 10.11. — Sous les conditions de la définition précédente,
le module de transfert _@T@fH%T/V est un i_lgigw/v—modu]e a droite en-
gendré localement par un reléevement local de i.

On définit alors le foncteur image inverse.

DEFINITION 10.12. — Sii:Y — X est une immersion fermée de sché-
mas lisses sur Ry admettant des relévements %1 et 21 plats sur R, on
définit le foncteur image inverse :

-k,0
Zdlff : ; + L i
‘@%T/R ModH@@T/R Mod, My — it/ r Q1 M g
et le foncteur image inverse : 71@;1/3
D™ (2% ,5))-Mod — D™ (2} ,,-Mod)),
ok 2,00, .
laier = Ligig M — ;TH%T/R®Z_1///LT%T
71@;173
" i ot L i1yt
idig A g = @@TH%T/R i—19! M g+

xt/R

Ainsi, pour éviter toute confusion, le foncteur id;ﬂ opeére sur la catégo-
rie des Q%T /R

des complexes de @;” / p-modules. Le foncteur image inverse i}, est, par
construction, un foncteur exact de catégories triangulées, de la catégorie
D_<(9;Kf/1% -Mod)) vers la catégorie D_((@T@T/R)-Mod), et en vertu de
I’équivalence fondamentale du théoreme 6.14, il définit aussi un foncteur

exact de catégories triangulées de la catégorie D™ (21 Sp) -Mod) vers

xR
la catégorie D_((@;r,f R Sp) -Mod).
inf

-modules alors que le foncteur i}, opere sur la catégorie

10.3. Le foncteur image inverse dans la catégorie

Df((QXT /R,Sp) -Mod) pour une immersion

Soit 7 : Y — X une immersion fermée de schémas lisses sur R;. On se
propose de définir le foncteur image inverse :

i : D™ (Zs gy SP)-Mod) — D™ (2} . Sp)-Mod).
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Soit {X,;,j € J} un recouvrement de X par des ouverts affines et soit
{Y;,j € J} le recouvrement par des ouverts affines de Y induit sur Y.
Soient %T et %T des relevements plats de X; et de Y; pour j € J, et soit
/// o un @ Xt/ p-module a gauche spécial et ///;K sa restriction a Zj.

L’inclusion 7; : Y; — X; définit le module de transfert _@ /R et on
pose :
A=t ®, - il
o) = Yojain i, Ty
qui est alors un 9 /R -module a gauche.
PROPOSITION 10.13. — Les modules JV;T admettent des isomorphis-

J
mes canoniques de recollement qui satisfont aux conditions de cocycle et

définissent un 9 -module a gauche spécial </an qui ne dépend pas du

Y /R !

recouvrement {X;, 3{] ,j € J} et qui dépend fonctoriellement de ///mf

Démonstration. — En vertu de I’équivalence de catégories fondamentale
du théoreme 6.14, les prolongements P, ((/ngj) des modules JV@];J défi-
nissent des modules spéciaux sur les sites de Y;. Ces modules sont mu-
nis d’isomorphismes de recollement sur les intersections qui proviennent
des isomorphismes de recollement des restriction de ///mf qui satisfont aux
conditions de cocycles et définissent un module donné localement. En vertu
du théoréme de recollement 4.15, on obtient un module spécial 4] Tf sur le
site de Y qui dépend fonctoriellement de ///mf 11 est facile de voir que JVinf

ne dépend pas du recouvrement {2, j € J}. O
Remarque 10.14. — Les modules @ w2l R ne sont pas canonique-
ment isomorphes et on ne peut pas 1ndu1re le faisceau non spécial
‘@;(Lf /g comme 9 IR -module & gauche.
DEFINITION 10.15. — 1) Sii:Y — X est une immersion fermée,
on définit I'image inverse :
Zdlff///l -

2) Sii est une immersion ouverte, on définit le foncteur image inverse
.0 .. .
iyig comme le foncteur de restriction naturel qui est un foncteur
exact.

3) Si i est une immersion localement fermée, on définit le foncteur
image inverse ijﬁ(f)f par factorisation en une immersion fermée suivie
d’une immersion ouverte. Ce foncteur ne dépend pas de la factori-
sation choisie.
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Dans le cas d’une immersion, on obtient un foncteur exact a droite :
-k,0
i (‘@XT /R,Sp) -Mod — (@;L/R,Sp) -Mod..

Comme la catégorie des modules spéciaux a suffisamment d’objets plats, ce
foncteur se dérive a gauche en un foncteur exact de catégories triangulées :

itie = Ligg : D ((Z%: /5 Sp)-Mod) = D™ (2} 5. 5p)-Mod).

PROPOSITION 10.16. — Supposons que R est un anneau de valuation
discréte complet V', et soit © : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses sur le corps résiduel k. Alors, la dimension cohomologique du foncteur
image inverse i3,z est localement bornée par codimxY .

Démonstration. — La question est locale. On peut supposer que X est
affine. Soient Z'T et 2T des relevements plats sur V. Il suffit de montrer que
le module de transfert Q;TH oty admet une résolution par des @T%t v
modules a droite localement libres de type fini de longueur bornée par
codimyY. Si it est un relévement local de 'immersion, on a en vertu du
lemme 10.8 un isomorphisme canonique de i_lgjr%f /V—modules a droite :

.,1 i*
0— Opr )y @4 L0ty ‘@;KT/V — JLT_N%T/V — 0.
En vertu de l’équivalence entre la catégorie des faisceaux de O g+ /y-
modules cohérents et la catégorie I'(X, g1/ )-modules de type fini, le
faisceau O 1y, admet une résolution finie par des &g+ /y-modules loca-
lement libres de rang fini .£°, de longueur bornée par codimxY . Le com-
plexe :

i1
g ®_169T/ @xT/V
est alors une résolution de Qg,f_)%T/V par des i~ @}{T/V—modules a droite

localement libres de type fini. O

10.4. Le foncteur image inverse dans la catégorie

Df((QXT /R,Sp) -Mod) pour une projection

Soit p : Y xp, X — X la projection de schémas lisses sur R; sur le
second facteur. On se propose de définir le foncteur image inverse :

Pin 1 D™(Zxp o SP)-Mod) = D™((Z],, 1 . Sp)-Mod),

Si Y et X admettent des relevements plats # T et 2T, leur produit fibré
W x p 2T existe et est un relévement plat du produit Y x z, X, muni d’une
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projection sur 2T ([2]). On définit le module de transfert QT@T KRET T/
a 'aide de cette projection.
SiY et X sont aﬂines, on peut considérer des relevements plats Z et 2

et si ///.T o €st un @ -module & gauche spécial il provient canoniquement

X/ R

d’un Q%T/R module .# 4-+. On définit alors :
T — gt -1 4t
Ny txnart = Q%XR%M%T/R ®p’1@t,1r P My

i n -modul i donne naissan n -
qui est u Qgﬂx 4-+-module et qui donne naissance a u @Y X)mf/R

module spécial qui est, par définition, 'image inverse pdilclr //lmf de ‘///inf
Dans le cas général, soient {Y;,j € J} et {Xk, k € I'} des recouvrements

de Y et de X par des ouverts affines, soit //{ o un @ /R -module spécial,

¥ TN
//Zinﬂ,C sa restriction a Xj et Jl{nfj

Y; xR, X — Xj. Les modules Jl{nfj o avec j,k € J x I, admettent des
isomorphismes de recollement qui satisfont a la condition de cocycle. En

 son image inverse par la projection

vertu du théoreme 6.23, ils définissent un @(YXRI )1, /R—module spécial

N, Tf qui ne depend pas des recouvrements et dépend fonctoriellement de
///nf Cest pii //.Lf, par définition.

1 1

DEFINITION 10.17. — Sous les conditions ci-dessus, on définit I'image
inverse par :
*,0 YAl
DPaifr ///1 it
On obtient ainsi un foncteur exact a droite
0 T
pdlff ' (@ mf/R7 Sp) -Mod — (@(YXX)mf/R7 Sp) _M0d7

qui se dérive en un foncteur exact de catégories triangulées :

pdlff = Lpdu‘f D~ ((@XI /R7Sp) 'MOd) ((@

(Y xX)L /R Sp)-Mod).

THEOREME 10.18. — Supposons que R est un anneau de valuation dis-
crete complet V. Soit p : Y X, X — X la projection de schémas affines
lisses sur le corps résiduel k, et soient T et 21 des relévements plats sur
V. Alors, le module de transfert QWTXV%T—»%T/V est un p~' 2, . -module

plat.

Démonstration. — La question est locale sur Y x; X. Soit U un ou-
vert affine voisinage d’un point de Y x; X, d’algebre Bf. Nous pouvons
supposer que la projection de U est contenue dans un ouvert affine W d’al-
gebre At au-dessus duquel il existe des éléments z1,...,z, de AT dont les
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différentielles forment une base du module des formes différentielles sépa-
rées. Notons u le morphisme d’algebres AT — BT induit par la projection.
Soit P un opérateur différentiel de AT — BT, nous posons :

bai= > () ul(-2)")P@").

0B

Les éléments b, sont des éléments bien définis de I’algebre BT. Le raison-
nement de la démonstration du théoreme 2.21 montre que la série :

> bat”

est un élément de 'algébre (B[, ..., &,])T. Quitte & diminuer 'ouvert U,
on peut supposer que les différentielles des fonctions z1, ..., z, font partie
d’une base du module des formes différentielles séparées au-dessus de U,
de sorte que les opérateurs A2 opérent sur les éléments de I’algebre B et
lopérateur > b, A% opeére, en vertu du théoreme 2.21, sur l'algebre Bt.
On trouve, sous les conditions précédentes, que le module de transfert

7 définition 10.3, est un sous-faisceau d’anneaux du faisceau
Ut W)V )

@;ﬁ /v €t on peut considérer la filtration Diz’/};ewf /v bar les échelons qui

est en fait la filtration induite par la filtration de @J]ﬂ sy La démonstra-

tion du théoréme 7.6 dans [20] montre que I'anneau I'(U, Dl;ﬂ_)wf/v) est

noethérien.

Soit N un idéal & gauche de type fini de T'(W, 2, ) 1L faut montrer
que le morphisme :

T
(U, D%T-»WT/V) ®1"(W,@;T/V)

N — F(vagﬁ_,ym/v)

est injectif. Soient Py, ..., P, un systéme de générateurs de N et ) .Q; P; =0
.1.
%THWT/V

tion dans I'(U, D;ﬂ_ﬂﬂ/v) et la platitude de 1’extension T'(WV, ’D;’f;/v) —

(U, D;ﬂﬂww‘,) entraine la platitude de lextension I'(WW, D;m/v) —

(U, D;/iﬂﬂfm/v)' La réduction modulo m?® de l'extension I'(W, Di%/v) —

(U, D;ﬂ_}ww‘/) est plate, parce que le morphisme U — W est lisse.

On est dans les conditions d’application du critére local de platitude 2.3 :

les anneaux d’opérateurs différentiels I'(W, DTWhT /V) et I'(U, D;ﬂ_}wT /v)

sont noethériens et 1'idéal m est contenu dans le radical de l'anneau

LU, DYy ) ([20], Thm. 4.1.1). 0

une relation dans I'(U, D ). Pour h > 0 assez grand, c’est une rela-
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COROLLAIRE 10.19. — Supposons que R est un anneau de valuation
discréte complet V. Le foncteur image inverse
%0 T T
Paigr * (gxifnf/va Sp)-Mod — (Q(Yxx)jnf/v’ Sp) -Mod
est exact.
Démonstration. — En effet, la question étant locale, c’est donc une
conséquence du théoreme précédent. a

10.5. Le foncteur image inverse dans le cas général

Un morphisme de schémas lisses sur k se factorise en une immersion
suivie d'une projection. On peut définir le morphisme image inverse par
composition, mais il nous faut montrer que I’image inverse par une projec-
tion transforme un module plat en un module acyclique pour le foncteur
image inverse par 'immersion, pour que le foncteur image inverse soit in-
dépendant de la factorisation. Nous notons, pour simplifier, Z :=Y x, X
et 21 le produit fibré 't xy 2. Si f: Y — X est un morphisme, notons
f:=poiy, ouiy est 'immersion graphe et ou p est la projection de ¥ x X
sur X.

THEOREME 10.20. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas affines
lisses sur le corps résiduel k et soient %1 et 21 des relévements plats.
Alors, le morphisme canonique :

L
i 1 ot i 1t
-@@Tﬁg’f/x/@lf Qgﬂfﬁggﬁ/v ’ @/T_)fg"r/v®7’f -@gf_)%uv
il ittt
f Tetyv f Tetyv

est un isomorphisme. De plus, il existe un isomorphisme :
) —1 ot ~ gt
Doyt v ®i;1@;”v if Pyiartyy = Pyt art )y
pour tout reléevement de f sur lequel est construit le module de transfert

71l
QQ/T—JL”T/V'

Démonstration. — Soit i} : ’L';lﬁfg‘r/v — Oy v un relevement du mor-
phisme graphe de f. En vertu du lemme 10.8, le relevement ¢} définit un
T

isomorphisme de 7, /V—modules a droite :

gt o
Oyijv it 6,1, Doyt = Doyt oty

En vertu de I'équivalence entre la catégorie des faisceaux de O+ )y -
modules cohérents et la catégorie I'(Z, 04+ )-modules de type fini, le
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faisceau Oy /vy admet une résolution finie par des i?lﬁgg’f sv-modules lo-
calement libres de rang fini .Z°, et le complexe :

° —1 ot
Z Cirt6,1,, Doyt v

est une résolution de @gﬁ_) oty Dar des @;rﬁ /V—modules a droite loca-

lement libres de type fini, en vertu de la platitude évoquée dans la re-
L

marque 7.7. Le complexe @o];/tagf/v ®,;-14t i}jl@i
: s

wt_ ot v S€ Tepré-
zt)v

sente donc par le complexe :
. —1 ot
Z Cirt6,1,, Dyt oty
et il s’agit de montrer que ce complexe n’a de la cohomologie qu’au dernier
cran. La question est locale sur Y x X et 'on peut remplacer le produit
par un ouvert affine U ou le module des formes différentielles séparées est

libre. Dans ce cas, nous avons vu que 17 est un faisceau d’anneaux

UtV
o s . . , .h

d’opérateurs différentiels relatifs filtré¢ par D, - v

montrer la méme assertion pour ce dernier faisceau. On obtient un complexe

de i]?l’l);ﬂH at /V—modules 4 droite, dont les termes sont sans torsion

sur m. Le faisceau D;ﬁ
-

et on est ramené a

2tV étant acyclique au-dessus d'un ouvert affine
assez petit ([20], Thm. 3.2.3), on est réduit & la méme assertion pour les
sections globales. Mais la cohomologie est de type fini, parce que 'anneau

des sections globales du faisceau Dgﬂé au-dessus d’un ouvert affine

t
assez petit est noethérien en vertu dugih/é‘f)réme 7.6. 11 suffit, en vertu
du lemme de Nakayama, de montrer la méme assertion apres réduction
modulo m qui est contenu dans le radical de cet anneau ([20], Thm. 4.1.1).
Mais, modulo m, ce complexe se réduit a la restriction a i;lU du faisceau

Ov ik @f-10x), fﬁl(@%/v/m) = Oy/k Qi16y, ifl(g,lzﬁfl—»%f/v/m)-
D’ou la premiere partie du théoréeme 10.20.

Puisqu’on est dans le cas affine, soit fT un reléevement de f, alors le
morphisme :

: f —1gt i
(+) : Dys ot v ®¢;1@;T/V ip Doiatyy = Doyioatyv

provient du morphisme composé :

[ 001y =i 0 Ogiyy — i Ontyjy — Oyt )y,
ou p est la projection Y x; X — X. Pour montrer que c’est un isomor-
phisme la question est locale sur Y. On peut supposer que le fibré des

formes différentielles séparées sur X est trivial et alors une section glo-
bale P de @T@iﬂgw/v se représente par une série » b, Ag, ol b, est une
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suite d’éléments de I'(Y, O+ y). De plus, le théoréme de continuité de la
division ([25], Thm. 2.3.4) montre que la suite (b, ) se reléve en une suite
d’éléments (an) de T'(Y X X, Oty a1 )v) tels que la série ) anAg est
un opérateur P de ‘@j@ﬁﬁ 2t v Autrement dit, si on note z} le morphisme
graphe de fT, l'opérateur P est I'image de i@ P et le morphisme (x) est

surjectif. D’autre part, @;THgT/V est un i;lﬁfgixgﬁ/v—module a droite

engendré par z; en vertu du théoreme 10.4, mais si P est un opérateur de

t
@&"’T e ANA% /
du théoreme de division, que P appartient a I’idéal a droite engendré par
I'idéal d’augmentation de i} et donc u ® P est nul. Le morphisme (x) est

injectif. D’ou la seconde partie du théoreme 10.20. O

et si 'image par (%) de u® P est nulle, nous avons vu, en vertu

COROLLAIRE 10.21. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas
affines lisses sur le corps résiduel, et soient %t et 21 des relévements plats.
Alors, le module de transfert QQTWH%T/V ne dépend pas du relévement de f.

Démonstration. — En effet, en vertu du théoréeme 10.4 le module de
transfert de I'immersion qui est fermée ne dépend pas du graphe du rele-
vement. Le corollaire est conséquence de la factorisation précédente. (|

DEFINITION 10.22. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur le corps résiduel, et soient %t et 21 des relévements plats. On défi-

nit le module de transfert @; comme le sous-faisceau du faisceau

to2t v
jfomv(f’lﬁggf/v, O+ yv) des morphismes qui sont localement des sec-

tions du module de transfert d’un relévement local du triplet (Y, X, f).

En vertu du corollaire précédent, le module @;TH oty oSt bien défini

et c’est de fagon naturelle un (‘@T@T/W f_lgiggf/v)—bimodule. En outre, il
coincide avec le module de transfert construit sur un relevement global de
f quand il existe.

COROLLAIRE 10.23. — Si f : Y — X est un morphisme de schémas
lisses sur le corps résiduel, alors le foncteur image inverse
#0 T T
D (@Xﬂ,f/V’ Sp)-Mod — (@(YXX)T v Sp) -Mod

in

transforme un 91+ ,.,-module spécial plat en un module spécial acyclique

Xinf/V
. . %,0
pour le foncteur image inverse i3}g .

Démonstration. — C’est une conséquence du théoreme 10.20, parce que
I'image inverse se calcule localement a la source et a la base. ]
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DEFINITION 10.24. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur le corps résiduel. On définit I'image inverse
;i’g : (@L:nf/v, Sp) -Mod — (.@I,r

in:

v Sp)-Mod

2 +x,0 *,0 L. N
comme le composé ij; oD » lequel se dérive donc a gauche en un foncteur
exact de catégories triangulées

fig =Lfx: D (ks ,,.8p)-Mod) = D™ (2} . Sp)-Mod).
On obtient, comme corollaire des résultats précédents, ce qui suit.

THEOREME 10.25. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses

sur le corps résiduel, et soient #1 et 21 des relévements plats. Alors, le
diagramme suivant est commutatif :

* e % . — T _ 1
g = Fig ot gr: D (@h  -Med)  —  D7(2l,  -Mod)
JVPF)?T lP@T
* . — ot - T
i D™((F; o Sp)-Mod) = D(FL1 ,.8p)-Mod),

ou le foncteur de la premiére ligne est le foncteur défini par le module de
transfert :
w gt S ot
xt WtV f*l@;ﬁ/v Zt

et ot les fleches verticales sont les foncteurs prolongement canoniques.

Le foncteur image inverse dans la catégorie des modules spéciaux sur le
site infinitésimal prolonge comme il se doit le foncteur image inverse lorsque
les relevements des objets existent sans que les morphismes se relévent.

THEOREME 10.26. — Si f : Y — X est un morphisme de schémas
lisses sur le corps résiduel, alors le complexe f3.q Oxi /v est canoniquement

isomorphe au fibré trivial ﬁytf/v muni de sa structure de .@;T /V—module
in: inf
a gauche spécial canonique.
Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas d’une immersion et d’une

projection. Si Y, X sont affines, soient #T, 2°T des relevements plats. Dans
le cas d’une projection, le foncteur image inverse est exact et le morphisme

canonique de @T@ -modules a gauche :

TXv%T/V

—1
() : @;TXV%T—»%T/V ®p’1@;’r/v POy = Ogixy iy

est surjectif et un calcul local a 'aide du théoreme du symbole total 2.21
montre qu’il est injectif.
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Dans le cas d’une immersion, il suffit de considérer le cas d’une immersion
fermée i : Y — X de schémas affines lisses sur k. Si #T et 2T sont des
relevements plats, le complexe :

7 5

1
ity Qimigh Oty
xt)v

est en vertu du lemme 10.8 concentré en degré zéro. Le morphisme cano-
nique de ‘@;ﬂ /V—modules a gauche :

T —1
-@@T_N%T/V ®rl@;ﬂ/v ) ﬁggf/v — ﬁgﬂ‘/v
est surjectif, et le lemme 10.8 montre qu’il est injectif. g
Remarque 10.27. — Tous les résultats précédents du foncteur image

inverse valent également sur l'extension V' — K et nous les utiliserons
aussi dans ce contexte.

DEFINITION 10.28. — dit qu’ T, . -modul ZI .
EFINITI 0.28 On dit qu’un .@Xifnf/v module, resp Qxifnf/K

module, a gauche spécial //llilf est un fibré p-adique, si pour tout ouvert % 1
de XiTnf sa restriction ///;ﬂ est un Oyt jy-module, resp. Oy ) i-module,
localement libre de rang fini. La notion de fibré p-adique sur le site infini-

tésimal XiTnf est purement algébrique.

La notion de fibré p-adique a été introduite dans Particle [22] sous cette
forme-la dans le cas d’un relevement. Autrement dit, un fibré sur K a
connexion intégrable est un fibré p-adique si 'action a gauche du faisceau
D+ )k se prolonge en une action a gauche du faisceau “@;ﬂ e Cest la
une propriété restrictive.

Notation 10.29. — On note MLS(Ox+ f/V), resp. MLS(Ox+ f/K)7 la ca-
tégorie des fibrés p-adiques.

PrOPOSITION 10.30. — Soit ¢ : Y — X une immersion fermée de sché-
mas lisses sur k. Alors, le foncteur iZ’ioﬁ image inverse est un foncteur exact
de la catégorie MLS(Oxt v) dans la catégorie MLS(Oy1 v ), resp. de la
catégorie MLS(ﬁX;f/K) dans la catégorie MLS(ﬁYiZf/K)-

Démonstration. — La question est locale, et découle de I'isomorphisme :

- i
Oﬁﬁ@]‘/v ®i716’3{1/\/2 lgt‘r%q\/vg) ;THEKT/V*)O

de i_lﬁj;w /V—modules a droite induit par un relevement de i en vertu du

corollaire 10.8 et de la platitude de I'extension Oyt )y — @}&/T/V ([20],
Coro. 6.1.2). 0
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Remarque 10.31. — Le raisonnement précédent ne marche pas dans
le cas d’une projection, mais on peut montrer que le foncteur p:;;(f)f, qui
est exact en vertu du corollaire 10.19, envoie la catégorie MLS(Oxt /v)
dans la catégorie MLS(@Z:M/V), resp. la catégorie MLS(ﬁXirnf/K) dans la
catégorie MLS(& zt. ), mais la démonstration n’est pas de méme nature.
Nous n’utiliserons pas ce résultat dans cet article, mais il permet de donner
intrinsequement la définition des fibrés p-adiques munis d’une structure de
Frobenius.

10.6. Le module de transfert ‘@;ﬁhoyf/v

Si fs : Yy — X, est un morphisme de Rs-schémas lisses, on peut définir
le module de transfert Dx__y, /g, comme :

DXS‘*YS/RS = wYS/RS ®ﬁYs/Rs DYS/RS"XS/RS ®f*1ﬁxs/Rs fs_lw)_(j/Ra
C’est de fagon naturelle un sous-bimodule filtré du (f; 'Dx, /R.> Dy, /R, )-
bimodule :

Homp(fy 'wx, /R, Wy, /R, )-

Soit fT: (Y, O+ )yv) — (X, O g+ v) un morphisme de schémas t-adiques
sur V.

DEFINITION 10.32. — Le module de transfert .@i@ est le sous-

teat)V
(f~'Dgt v, Dyt v )-bimodule du bimodule somy (f~'wat jv,wat/v)
des V-homomorphismes P tels que leur réduction modulo m?® est un élément

de Dx, vy, v dont l'ordre est localement borné par une fonction linéaire

en s.
Notons w3, v o= Homeg . (wartyv, Ogriyv) le fibré dual du fibré
w%T/V.
LEMME 10.33. — Il existe des morphismes canoniques :

1 -1, -1 1
Wty 86, ., 9@/1—%%/‘/ Q=164+, f Yoty %m—oywv

et

-1 t 1 1
fwaiy @16, Paicat v @41, Yoty = Dat gt v

qui sont des isomorphismes de (f~*Oy1 v, Oyt jvv)-bimodules.
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Démonstration. — On a un morphisme canonique :
-1 -1 -1
wat )y @ Homy ([~ Ot yv, Ot v) @ [ Wi jyy —
Oyt v F7 00ty

— %Omv(fflwggf/v,w@f/v),
qui provient du morphisme d’évaluation :
Homy ([T Oz v, Ontpv) ®p-16,, Froghy —
— Homy (7! %”OWV(W%/V, Ogt)v), Ot )v)
suivi du morphisme canonique du produit tensoriel :
wat v ®o,,; ,, Homy (f~ Homy (wgglf/v, Ogt)v), Ot pv) —

— Homy (f! %OmV(w;glf/vv Ogt)v),Wat)v) ~

-1
~ Homy (f wat v, wat)v)
D’ott un morphisme :

T -1, —1
Wty ®6,; ., @%—wﬂw/v Qf 10,4,y f Yoty

— AHomy ([ wat v, wat)v),

dont il s’agit de voir que 'image est dans le module de transfert @;h_@” a

Mais c’est une condition qui porte sur les réductions modulo m®, et qui est
par construction satisfaite. De méme, on construit le morphisme :

-1 T -1 T
Fowaiy @510, Dot oty 041, Yotyy = Dyt gty

A partir de 13, on voit aussitot que ces morphismes sont des isomorphismes.

O
COROLLAIRE 10.34. — Le module
Wty O, Q,Jym.%/za QF-10,1 fflw,?xlr/v
est naturellement un (f’lﬂgw/v, QT@T/V)—bjmodule.
Démonstration. — Cela résulte par transport de structure de la structure
de (f71 Py ;s Zhy1 yy)-bimodule du module de transfert 7%, . O

THEOREME 10.35. — Soit f1:(Y, Oy ,v)— (X, O g+ ) un morphisme
de schémas t-adiques lisses sur V. Le module de transfert '@;”TH@/T/V ne

dépend que de la réduction modulom, f: Y — X, de f1.

Démonstration. — En vertu du lemme précédent, 'indépendance du mo-
dule de transfert @T%TH 7t v du relevement résulte alors de I'indépendance

du module de transfert _@g,,f O

L AVAS
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DEFINITION 10.36. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k, et soient %t et 21 des relévements plats. On définit le module de
transfert QEKL_QI/T/V comme le sous-bimodule du (ffl.@‘T%T/V,.@T@T/V)—
bimodule %Omv(f_lw'%f/v,WQ/T/v) des germes du module de transfert
défini a Iaide d’un relévement local du morphisme f.

10.7. Le foncteur image inverse dans la catégorie
- i
D (MOd'(DXiTnf/V’ Sp))
On dispose de la catégorie abélienne Mod-(.@iﬂ v Sp) des modules a
inf
droite spéciaux, qui a suffisamment d’objets d’injectifs et d’objets plats et
de sa catégorie dérivée D(Mod—(@lﬂ v Sp)). En considérant les modules
inf

de transfert ‘@;L”M—@/T sy on définit le foncteur image inverse fg;q par :

it fflﬂ/f (g gt
ot Tt fﬂ@iﬂ/v XtV
puis le foncteur :

fig =Lfg: D Mod-(ZL: .,

Sp)) — D~ (Mod-(Z}+ ,,,5p))

pour un morphisme f : Y — X de schémas lisses sur k par factorisation
comme dans le cas des modules & gauche spéciaux. Les propriétés de ce
foncteur sont toutes paralleéles aux propriétés du foncteur image inverse
pour les modules a gauche spéciaux. On dispose ainsi et a titre d’exemple

d’un analogue au théoreme 10.26.

THEOREME 10.37. — Soit un morphisme f : Y — X de schémas
lisses sur k. Alors, I'image inverse fqw xi v du fibré des formes différen-
tielles séparées de degré maximum sur X;Lnf est canoniquement isomorphe a
wyt v muni de sa structure canonique de @%I}f/v—module a droite spécial.

La démonstration est identique & celle du théoréme 10.26.

Remarque 10.38. — Sous la condition e < p"(p — 1), on peut reprendre
les constructions précédentes pour construire le foncteur f34 5, qui a les
mémes propriétés que le foncteur fJq -

11. Le foncteur image directe dans la catégorie
DH(Dlys - Sp)-Mod)

Pour définir le foncteur image directe il nous faut étudier d’abord
quelques propriétés de finitude des opérateurs différentiels.
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11.1. La platitude du module de transfert pour une immersion
fermée

LEMME 11.1. — (Critére jacobien) Soit i : Y — X une immersion fer-
mée de schémas affines lisses sur k. Soient U un ouvert affine de X, W sa
trace sur Y, et AT et B des relévements plats de W et U. Siu : AT — Bt
est un relévement de l'inclusion de W dans U, alors, localement sur U, il
existe des éléments 1, ..., T, Tpi1,..., T, de Al tels que {dzy, ..., dz,}
est une base locale de Q41 v et {du(w1),...,du(x,)} est une base locale
de Qy+)y. De plus, {x,41,...,2,} engendre I'idéal noyau de u.

Démonstration. — Puisque W — U est une immersion fermée, le mor-
phisme v : AT — BT est surjectif en vertu de la premiere partie du théo-
reme 2.13, d’ou une suite exacte :

0— Iyiyy — Ogyiyy — Oyt py — 0.

Soient z1,...,z, des générateurs de l'idéal Fy+,y et {dzy,...,dr,} une
base locale de €241 /y. Si

0— Awix — Oy — Owyp — 0

est la réduction modulo m de la suite précédente, les classes modulo m de

21, .-, 2s engendrent Fyy . et les classes de dx,. . ., dz, forment une base
locale de €7/ En vertu du critere jacobien algébrique ([16], 17.12.2), quitte
a réindexer 21, ..., 25 et dr1,...,dz,, les classes de 2,41, ..., 2, engendrent
lidéal Sy, les classes de dxq,...,dx, et de dzyy1,...,dz, forment une
base locale de Qp/y, et les images des classes de dz1, ..., dz, forment une
base locale de Q. Les éléments x1,. .., %, 2741, ..., 2, ont la propriété
du lemme parce que Oy 1y, est plat sur V. O

DEFINITION 11.2. — FEtant donné un relévement v : AT — B d’une

immersion fermée Y — X de schémas affines et lisses sur k, on dit qu’un
systéme d’éléments z = {z1,...,24}, Y = {Y1,---,Yn—q} de AT est adapté
au, side = {dz,...,dz,}, dy :== {dy1,...,dyn—q} forment une base de
Qat v, duly) == {du(yr),...,du(yn—q)} forment une base de Qpi,y et
{#1,..., 24} engendre le noyau de u.

En vertu du critére jacobien du lemme 11.1, il existe, localement sur X,
un systéme d’éléments x = (z,y) adapté a u.

On rappelle que Dy 1y désigne le faisceau des opérateurs différentiels
d’ordre fini et D;;f/’@ le sous-faisceau des opérateurs différentiels d’ordre
fini et d’échelon h > 0.
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COROLLAIRE 11.3. — Le Dy yy-module a gauche Oy sy ®Z-71ﬁw/v
i*lD%T/V est localement libre, et pour tout h > 0 le D;of/"};—modu]e a

7:—1@<C>O,h

wt v /v st localement libre.

gauche Oy i jy ®i-16

Démonstration. — En effet, si 1,...,2,,2p41 ..., 2, sont des éléments
comme dans le critere jacobien précédent, une base locale du Dy iy -
module Oy iy ®@i-1¢4 i_lg%f/v est formée des tenseurs d’opérateurs

ANAY
1@ AT - A%, Le méme argument vaut pour Oyt /v @ i_lD;ﬁO/"}j. O
’L‘ilﬁﬂzli-/v
PROPOSITION 11.4. — Soit 7 : Y — X une immersion fermée de sché-

mas affines et lisses sur k d’algébres B et A. Soient A' et Bt des relévements
plats et u : AT — B un relévement du morphisme quotient A — B. Alors,
le module de transfert “@;Kh_g,f/v est un i_l.@;w/v-module a gauche lo-
calement engendré par dy; ...dy, ® u ® (dzy...dz,)*, ot dy; ...dym,
dxy ...dx, sont des bases locales des fibrés des formes différentielles sépa-
réesde X et de'Y.

Démonstration. — En effet, en vertu du théoreme 10.5, le module de

transfert @;, est engendré a droite par u et I'on a 1’égalité :

TH%T/V
dyy ... dym @u'P @ (dry ...dx,)* = P(dy; ... dym @ u® (dry .. .dx,)*)

comme morphismes :

1 (dz)* ._4 wo tP dy
watyy —— 0 Ogiyy — Ogrtjy — Wyt )y,
ot ‘P est le transposé de P pour la forme dz; ... dz,. O
THEOREME 11.5. — Soit i : Y — X une immersion fermée de schémas

lisses sur k, et soient #T et 21 des relévements plats. Les modules de
transfert @;TH%T/V et @‘T%#H@/t/v sont plats sur @;T/V'

Démonstration. — La question est locale sur Y et, par un choix de tri-
vialisations locales des fibrés wa i /v et wart v, il suffit de montrer que le
@;f /V—module a gauche .@;Té oty est plat. Soient des ouverts affines
assez petits U et W au-dessus desquels il existe des éléments xz1,...,z,
comme dans le lemme du critére jacobien, et soit N un idéal a droite de

DLT v de type fini. Il faut montrer que le morphisme :
N@p DWW, Y i p) = DOV, Dl i)
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est injectif. L’anneau D;T/V est filtré par D};’?/V et T(W, QTWT_)%T/V) est

filtré par les Di{?/v—modules a droite T'(W, D;’?H%T/V). 11 suffit de mon-

trer, pour h assez grand, que :

h ,h ,h
N ®D;;L/V PW.DY5 aiypv) = TW. Doyt v)

est injectif, ot N est I'idéal engendré par les générateurs de N. Il suffit

;%_)%T/V) est plat sur D;’?/V. Comme les

t.h t.h L PR
anneaux Dy ., Dy )y, sont noethériens en vertu du théoreme 7.6, que

I’idéal m est contenu dans la radical de 'anneau DL’?N ([20], Thm. 4.1.1)

et que T'(W, D%ié%f/v) est un DL’?/V—module a droite de type fini en

vertu du théoreme 10.6, on peut appliquer le critere de platitude local 2.3.

Pour cela, il faut s’assurer que les réductions modulo m® du DL’? v

rw, DL’/ZH%T /V) sont plates. Mais ceci est une conséquence du corollaire
précédent. O

donc de montrer que T'(W,D

-module

11.2. Le théoréme de changement de base pour une immersion
fermée

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme de changement de
base pour une immersion fermée, qui nous servira & définir le foncteur image
directe dans le cas d’une immersion fermée.

PROPOSITION 11.6. — Soient %t et %'T deux relévements plats d’un
schéma U affine et lisse sur k. Il existe alors un isomorphisme canonique

. 1 Z1l 1
(%) : ‘@%TH%’T/V ®9§7/’f/v Q%ITﬁ%t/v = Pty

de (2}

vt v @;ﬁ /V)—bimodules, et un isomorphisme canonique

. 7l il T
(**) : 9%’T—>%T/V ®‘@;T/V ‘@%“—W//T/V — w't v

de (7} 7

Wi v %,i/v)—bjmodules,

Démonstration. — Soit u : AT — A’T un relevement de 'identité. No-
tons wo,u, (Uindice n rappelle que u, opere sur les n-formes différen-
tielles), ses images dans @Jz//fﬂdzﬁ/v et @J&TH%’T/V'

fert Q%Wé@ﬂ/v est un (9;/4/\/’ Q;ﬂ/v)—bimodule libre engendré par g,

Le module de trans-

et le module de transfert QT%TH@/&/V est un (@JZ/T/V’ @;,T/V)—bimodule
libre engendré par u,,.
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LEMME 11.7. — L’élément u,, ® ug de Q%f wrty ®jf %;/,T_)%T/V

est indépendant de u.

Démonstration. — En effet, si v est un autre reléevement, on a les égalités
u = (uv~1)v = gv olt g est un élément de G /1. Alors,

Up @ Up = Up @ Vo = Ung & Vo.

Il faut voir que u,g = v, comme morphisme de wai/y — warr/y. Mais
en vertu du théoreme 9.3, 'action a droite de 'opérateur différentiel g sur

wyrt /v est égal au morphisme de restriction g letglou, =uv,. O
On définit alors le morphisme par linéarité :
. T T T
(*) . @@/T(_@/’T/V ®@L//T/V ‘@@//T—WQT/V — wt v

par Pu, ® upQ — PQ. Le lemme suivant montre que le morphisme (x)
bien défini et est injectif.

LEMME 11.8. — Pour tous opérateurs P et ) de Z, T/V’ on a l’égalité
Pu, @ ugQ = PQu, ® ug.
Démonstration. — 11 existe un unique opérateur Q' de lew v tel que

Q'ug = upQ, comme éléments du module de transfert @;/’Tﬁ%f/\/' 1l s’agit
alors de voir que u,Q" = Qu, comme éléments du module de transfert

@T

ou bien, si le diagramme de gauche est commutatif, que le

Ut v

diagramme de droite est aussi commutatif :

At 2o, qrt WA]‘/Vﬂ)LUAIT/V

le e o e

uU n

AT =2 AT wat/v u—>wA/f/V.
La question est locale. Soit z = (x1,...,x,) un systéme de coordonnées
locales au-dessus d'un ouvert affine de T et 2/ = (2,...,2)) = u(z) =
(u(x1),...,u(z,)) le systéme de coordonnées locales au-dessus de I'ouvert

affine de %'t obtenu par le morphisme u. Il s’agit de voir que si Q"ug = uoQ,
alors ug 'Q = Q'ug. Mais en vertu du théoréme 2.21, si 'opérateur @) admet
le développement )  aqAZ, I'opérateur Q" admet le développement

Zu(aa)Ag‘,, Q= Z DA% u(ag)

[e3

et 'Quo=> (DA% u(a)u=uo (3, (-1)A%a,) = us Q. O
Le morphisme (*) est alors un morphisme de bimodules surjectif. De
méme, on définit le morphisme (%) qui est un isomorphisme. |
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COROLLAIRE 11.9. — Soient %1 et %'T deux relévements plats d’un
schéma affine lisse sur k. Alors, les foncteurs :

M, .@;/Th%/f/‘/@///ﬂr , et ///@T/ — ;//T_,@T/V ®///42T/
i

+
@%/T/v @%T/v

sont des équivalences de catégories canoniquement inverses I’'une de I'autre

entre la catégorie 9;,1/‘/ -Mod et la catégorie ij/v -Mod.

Démonstration. — C’est une conséquence directe des isomorphismes (x)
et (xx) précédents. O

PROPOSITION 11.10. — Soient % et %'t deux relévements plats d’un
schéma affine lisse sur k. Alors, il existe un isomorphisme canonique :

T ~ T
Do~y = ZLas iy
t .

de (@%T/V’ @;{,T/V)-blmodules.

Démonstration. — Soient u : Oziy — Ogtyy un relévement de

lidentité et Py t_.41/y un opérateur différentiel de _@; Alors,

toay v
Pyt a1 v admet la factorisation :

P u
Owriyy = Ogyriyy — Oty

ol P est un opérateur différentiel. On lui associe 'opérateur Py g1 /v
composé :
uw™?! P
Wot)v — Wty = Woyri)v,

lequel ne dépend pas de la factorisation. En effet, si v est un autre re-
levement, on aura u = wvg ou g est un automorphisme d’algébre qui se
réduit a l'identité et donc un opérateur différentiel de Oy /. En vertu
du théoréme 9.3, on aura gPov™! = Po (vg)~!
ainsi défini est un morphisme de (Q;N v 9;/” /V)—bimodules qui est un
isomorphisme. (|

= Pou~'. Le morphisme

Cela va nous permettre de définir les modules a gauche spéciaux a l’aide
de I'image directe.

DEFINITION 11.11. — Un .@;ifnf/v-module a gauche spécial //ZILf est
la donnée pour tout ouvert %' d’un @;T/V—modu]e a gauche ‘///@T/f tel
que //{%/”W = ;ﬂ |W pour tout W C U, et la donnée pour tout couple
(W1, U") avecr : W — U d’un isomorphisme de @;T/V—modules a gauche
(o) : @lﬂh—dzzHW/v ©prgt 1My = M,

ut v
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se réduisant au morphisme canonique dans le cas (% T|W,% ") et satisfai-
sant aux conditions de transitivité pour trois ouverts.

Soient ¢ : Y — X une immersion fermée de schémas affines lisses sur k,
j: U < X un ouvert affine de X et W sa trace sur Y. Soient &', 271, %1
et #1 des relevements plats de Y, X, U et W.

THEOREME 11.12. — Soit J@T un @gz/

alors un morphisme canonique de changement de base :

T/V—module a gauche. Il existe

Dhys oty ®grot T Dl gy ®gt  N)

xt/v wt/v
— 9} ® i (2} ® AR
wt—wiv Oat NPy oty Cj-190 ] at)
wt)v L ANAY
qui est un isomorphisme de Q;N /V—modules a gauche.
Démonstration. — Nous allons d’abord construire un morphisme
(%) : gt R i—1; gt _
: wtxt)v &I WLy gty

— 1t
J @%T/v

ot t
b (@@/TFWWV X gymﬂg/r/v)
‘@;/’r/v

Soit Pyt g9t ® 7 'Qa+_g+ un tenseur élémentaire. En vertu de la
proposition précédente, 'opérateur Py i_, -+ donne naissance a un opé-
rateur Pyt gy qui, composé avec 7 'Q 9t _a+, donne un opérateur
Ryt —gtjw- On définit 'image du tenseur Py i_, g1 ®77'Q 9+ _g+ comme
Ryt ot \wiun @ ug pour n’importe quel relevement u de I'identité de W.
En vertu du lemme 11.7, ce tenseur ne dépend pas du relevement u. On
obtient le morphisme (%) de (@jw/v,j_l@;),,T/V)—bimodules7 qui est un
isomorphisme.

Soit maintenant JV@TT un @Tgf /V-module a gauche. En tensorisant I'iso-

morphisme (*) avec j ’{/VJT et tenant compte l'isomorphisme de change-

ment de base topologique de j‘lﬁ@zgT /V-modules a gauche :
i~li (21 ® AR N () ® NI
J Doty Cat ot bxJ izt ot ot)

wt)v t/v

on trouve 'isomorphisme de changement de base du théoreme 11.12. 0O
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11.3. Le foncteur image directe dans le cas d’une immersion
fermée

Soit 7 : Y — X une immersion fermée de schémas lisses sur k. On se
propose de définir le foncteur image directe :

G (@T Sp)-Mod — (2!

X1 v Sp)-Mod .

+ /V’
Soient JI{nf un 9 v -module & gauche spécial et % un ouvert affine

du site Xin SVl est un reléevement de 'ouvert affine Y NU, la restriction

'/V«/}:r est un 2} it

/V—module a gauche, et on peut définir

t o (gt i
Myt = (@dzﬂwfm/v ®@LT/ Ny)-

En vertu du théoréeme de changement de base pour une immersion fermée
11.12, le module ///;ﬂ ne dépend pas a isomorphisme canonique preés du
relevement #/T. Donc, en prenant un recouvrement par des ouverts affines
d’un ouvert T, on définit un @6 wtvy-module & gauche //f%T donné loca-
lement qui ne depend pas du recouvrement choisi. D’autre part, si U’ est

un ouvert de U, on trouve que ///@T/HU' = ///%JU’.
Soit un couple d’objets du site (%4, %, ) avec r : Uy < U,. Nous allons

construire un isomorphisme de 2! -modules a gauche :

wt)v
T Lyt T
SE 7 ® n M~ M
( ) %11\(*%2”[]1 ™ 19(,,| % %2T %f

satisfaisant aux conditions de transitivité pour trois ouverts.
Supposons d’abord U; affine et soit 7/; un relevement de Uy NY. Alors,
‘//{@T/T est par construction canoniquement isomorphe a :
1

: t f
1 @ & J/ )
* ( u =V @I//f/v Wf)
et ///;/ o est par construction canoniquement isomorphe a :
(@ R ot JVT )
U\ =i v 2 wi)

T
v

ce qui fournit l’isomorphisme (¢) dans ce cas-1a par application du foncteur

7 1ot , en tenant compte de I'isomorphisme canonique :
%1T<_a]/2’f |Uy /V 1 @(7/ /v p p q
1t 1ot
19 9
wj —a U v ) Ui\ W v T Dt iy

ul /v
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parce que 9;24% v v estun 7! QT%T/V-module a droite localement libre
de rang 1.

On obtient des isomorphismes locaux qui se recollent canoniquement
pour fournir un isomorphisme (¢) dans le cas général. Les conditions
de transitivité pour ///l ¢ sont conséquences de celles de JV . Le mor-

phisme (¢) coincide avec le morphisme canonique dans le cas du couple
@, u).

COROLLAIRE 11.13. — Sous les conditions précédentes le foncteur
UT ~ ,///;ﬁ est un ‘@XT /V-module a gauche spécial ,///mf sur le site X

inf

DEFINITION 11.14. — Pour une immersion fermée i : Y — X de sché-
mas lisses sur k, on définit I'image directe :

d ff . T
X ‘/K ’ﬂinf'
On obtient, en vertu du theoreme 11.5, un foncteur exact

T/V,Sp) -Mod — (_@ Sp)-Mod,

sdiff . -diff | (@ XT v

Z*,() . 7’*,0 . Y.
qui se dérive trivialement en un foncteur exact de catégories triangulées :

Z';iiﬁ . delﬁ . ((@TT /V’Sp) —MOd) ((@TT /Vasp) MOd)

COROLLAIRE 11.15. — Soient une immersion fermée 7 : ¥ — X

de schémas lisses sur k et une immersion ouverte j : U — X. Alors,
il existe un isomorphisme canonique de foncteurs exacts de la catégorie

(@}T/]’Lf/v’ Sp)-Mod vers la catégorie (QITJ.T v Sp)-Mod :
diff . diff
]dlﬁ o z>n<10 =, ,0 O]dﬁ’
et il existe un isomorph1sme canonique de foncteurs exacts de la catégorie
((@TT v Sp)-Mod) vers la catégorie D*((@UT /V,Sp) -Mod) :
o oiy™ ~ il o jig.
Démonstration. — C’est la traduction du théoréme de changement de
base 11.12. 0

De méme, en considérant un couple adapté de la définition 11.2 d’un
relevement d’une immersion fermée de schémas lisses sur k£ on montre le
changement de base pour une projection :

PROPOSITION 11.16. — Soit un carré cartésien :
Z Xk Y LN A4 Xk X

E

Yy X X
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de morphismes de schémas lisses sur k, otl i est une immersion fermée et p
est une projection. Il existe alors un isomorphisme canonique de foncteurs

exacts entre les catégories (‘@}T/.f /V,Sp) -Mod et (.@(TZ 0! ,Sp)-Mod :

inf/

diff ., .diff
pdlﬁ Ol =0 Opdlff’

et il existe un isomorphisme canonique de foncteurs exacts de la catégorie

((,@TT v Sp)-Mod) vers la catégorie D*((.@(TZ>< )0 /V,Sp) -Mod) :

diff ., diff
Pais © 15 i Opzif—f-
PROPOSITION 11.17. — Soient Y % X 2 Z la composée de deux im-
mersions fermées de schémas lisses sur k. Alors, il existe un isomorphisme

canonique de foncteurs : i$iff o i ~ (j5 01 )3

Démonstration. — Les foncteurs 114,05 124,05 (ig 0 2'1)*,0 sont exacts. Pour
't 2t %1 des relevements plats, alors on a un morphisme canonique :
1@

T T
Xt XTIV _1@;’T/v anmew/v — Pxteat)v

de (ig 0 il)’l.@;,T/v—modules de type fini. En filtrant ce morphisme par la
filtration par les échelons, on montre que c’est un isomorphisme. On obtient

des isomorphisme locaux qui se recollent canoniquement. O
Remarque 11.18. — On peut remplacer le faisceau @ W dans la dé-
lnf
-diff

finition du foncteur image direct i$™ par le faisceau @

X/ K

11.4. Le foncteur image directe dans le cas d’une projection

Pour un couple (Y, X) de schémas lisses sur R, on note ¢ et p les pro-
jections de Y x g, X sur le premier et le second facteur.

DEFINITION 11.19. — Soit 2T un ouvert du site me On définit le site
Yllf x 21 relatif a louvert 21 comme le sous-site de (Y x g, X)]
objets sont les ouverts de la forme %t xp 21 pour un ouvert %" du site
Yllf, dont les morphismes sont de la forme rt x Id pour r' un morphisme

du site Yllf et muni de la topologie induite.

in¢ dont les

Sur le site Yllf x Z T on a une description locale des faisceaux de modules
analogue & celle des faisceaux de modules sur le site Yllf En particulier, si
Zx est un faisceau d’anneaux de Zariski sur X, on a un faisceau d’anneaux
sur le site Yljlf x 2T dont la valeur sur un ouvert 1 xz 21 est 'image

TOME 60 (2010), FASCICULE 6



2030 Alberto ARABIA & Zoghman MEBKHOUT

inverse de .Zx par la projection U X g, X — X muni des restrictions cano-
niques. Notons (YHT1f x 21, p71%x)-Mod la catégorie des p~!.Zx-modules
a gauche sur le site Yllf x 21, Sur le site Ylif x 21 on a aussi le faisceau
q_lffyi;f, dont la valeur sur un ouvert 1 xz 2T est le faisceau ¢='9,,+
muni des restrictions canoniques.

PRrRoOPOSITION 11.20. — Le foncteur naturel :
Pylex : (Y X R, X,p_lgx)—MOd — (}/ljlf X c%/T,p_l.i/px)—N[Od

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux de
Zariski sur le produit Y x g, X, notée (Y xg, X,p~1.%x)-Mod, et la sous-
catégorie des modules sur le site relatif Yllf x 2T dont I'action du faisceau
de groupes q’lgyiif est triviale. Ce foncteur admet comme inverse cano-
nique le foncteur qui a un module ﬁ}ilfxggf sur le site relatif associe le
module dont la valeur sur U x g, X, si U est affine, est :

lim j&/[f XrZ T
— gt
la limite étant prise sur tous les ouverts qui relévent U.

Démonstration. — Remarquons d’abord que sous ’hypotheése de la pro-
position, pour deux ouverts affines %f, %; qui reléevent le méme ouvert,
tous les morphismes de restriction induisent le méme isomorphisme :

a; ~ 9
Fatsnatr = FLufxpat:
La limite projective est bien définie. On obtient un faisceau donné locale-

ment sur un recouvrement de Y x; X qui donne naissance canoniquement
a un faisceau de p~!.%x-modules sur Y x g, X. O

Sur le site relatif Y, . x 21 on a le faisceau q_l@;r/ dont la valeur sur

i T
inf inf/R’

Vouvert T x p Z1 est le faisceau qilgéﬂ/R. Pour tout q’lﬁ;;/R

a gauche ///iilf, on peut considérer le faisceau sur le site relatif Yljlf x T

-module

wT XR %Twz}fomq,lgf (qilﬁ%T/Rvjl;/’erggT)'

%t /R

+ -module a

inf

COROLLAIRE 11.21. — Si ///(TY

gauche spécial, le foncteur :

Ut xp X1~ Hom

i
+ est un @(Y

X Ry X)ing X Ry X)

-1 T
q*lg;T/R (q ﬁ%*/R’ //lﬂzﬁngw)

définit un faisceau de Zariski de p_lﬁ@jag -modules a gauche sur le pro-

duit Y xp, X.

T/R
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Démonstration. — En effet, 'action d'un élément g du groupe ¢~ 19,

sur un morphisme ¢ est donnée par construction par gpg~!

, mais I'action
de g sur qilﬁ;ﬁ/R et sur //ZJ/’T/TXR%T se fait & travers ¢~ 19, + C q’l_@;ﬂ/R
et donc gpg~! = pgg~! = . Le corollaire est conséquence de la proposition

précédente. O

. @ gt T
Notation 11.22. Si A, est un @(YXRIX)T R

inf

cial et 2T est un ouvert du site XiTnf, on note Ry_‘rfx 2t (///ilf
au site Yllf x Ztet:

-module & gauche spé-

) sa restriction

jiﬂomq_@;T (q_lﬁYiLf/RvRYifle%T<‘%iLf))
inf

/R

le faisceau de Zariski de pil.@;{T / p-modules défini dans le corollaire pré-
cédent. Son image directe

D« %qu71@;1\ n (qilﬁYiL/Ra RYiL.XE?fT (%:Lf))

inf

est donc un @;ﬂ / p-module a gauche bien défini.

Soit (V/;r, 7/;) un couple d’objets du site X! . avec r: Wi — Ws. Nous

inf?

allons construire un isomorphisme de .@lw -modules a gauche :

v

(o) “@Twu%*/zz@”_lp*%ﬂom (q_lﬁYiLf/R’RKLfXWJ(‘///iLf))
r-1gf

1 —1t
it a @Y‘Tf/R
2/R in
~po Hom (a7 Oy jr Ryt oyt (M)
qil-@ff

satisfaisant & la condition de transitivité pour trois ouverts et les condi-
tions portant sur les couples (%T|W1,%T). Le morphisme de projection

topologique suivant est un isomorphisme, parce que .@;T est un

f—wi /R
rilg;ﬂ/R—module a droite localement libre de rang 1. On a donc I’isomor-
2

phisme :

- —1
‘@;11‘*,7/2“(“2@7" 'p. Hom (g ﬁl/iif/R’R}/iifXW;(%iLf))g

. —1t
7'71@';/1L q @Y.Tf/R

/R in

—1,t -1 -1 T
P07 Dy g @1 Hom  (47Ov R Byt oy (Ainy)))-

1 in
p—lr—lg;T q @{Tf/R
/R in
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Il suffit de construire un isomorphisme :

-1 T —1 —1 , T ~
p QWJHWT/R ® r Jfom (q ﬁyj;f/R, RY;LfXW; (jlinf)) ~

—1 gt
—1,-1gt 9Dt
P @/ﬂ/n Ying/

~ Jfom ( ﬁy* /RaRyT XWT(‘//Z'Lf))'

1

Les deux faisceaux précédents sur Y x; W7 sont donnés localement sur un
recouvrement produit. Il suffit de construire un isomorphisme de faisceaux
donnés localement. Pour tout ouvert t du site me, le morphisme produit
tensoriel est un isomorphisme parce que ’action de ¢~ 9 Wt )v commute

avec celle de p~ 19! v

1 5t 1 -1 T ~
p @WJ—)W/T/R®] %Om (q ﬁ%T/Rwﬂ%TXRW;) -

15t
p el T ot r
vy /R
-1 T
~7r %”07?1 T( ﬁ%f/R7p @ WT/R®///%+XRW2T)'
q @%T/R plr 71@TT
w) /R
11 suffit de construire un isomorphisme :
~1 gt 2 1yt f
-1t r ~ M .
p wi—swl/R “p~r 19%}/1% AR YA Ut p W
Mais p 1@ est un sous-faisceau de 2! et le

—#1/R Ut X g W — Ut x g Wy /R
morphisme prov1ent du morphisme du module spécial //{jlf Pour montrer
que c’est un isomorphisme, on reprend le raisonnement de la démonstration
du théoreme 6.10. Les compatibilités proviennent des compatibilités pour

t//llnf Les conditions portant sur les couples induits sont évidentes. Nous

avons montré le théoréme qui suit.

THEOREME 11.23. — Si ///mf est un 9

¥y X) module a gauche

mf

spécial, le foncteur précédent :

X p Hom g1 . (47" Ovt i Ry ot (M)

1

inf

est un 9 -module & gauche spécial.

X/ R

_ T
DEFINITION 11.24. Soit A, un -@(YXRIX),M/R

spécial. On définit son image directe pd“CE //{mf comme le QX. R

spécial placé en degré —[dim Y] dont la valeur sur Pouvert %t de XiTnf est :

s Hom _1@]» o (q_lﬁYiL/R, RY;IMX%T (‘%nf)) [dlm Y]

1

-module a gauche

-module

lnf

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 2033

PROPOSITION 11.25. — L’application A\, — p3 .4 . définit un fonc-

1 1
teur covariant exact a gauche

diff . 71l T :
P (Q(YXRIX)IM/R’ Sp)-Mod — (Z+ X1 /R Sp) -Mod[dim Y]
de (@(TYX X)L R Sp) -Mod vers la catégorie ('@;;Tnf/R’ Sp) -Mod[dim Y] des
modules placés en degré —[dimY].
Démonstration. — En effet, la construction du module pdlicf M, Tf se fait
a I’aide de foncteurs exacts a gauche. O
DEFINITION 11.26. — Le foncteur image directe
pIf (‘@(TYka)jnf/R’ Sp)-Mod — (‘@XT R Sp) -Mod[dim Y]

est un foncteur covariant exact a gauche, et se dérive donc en foncteur
exact de catégories triangulées

pT = Rpi§ :D*((7] Sp)-Mod) — D (2L

(¥ % X)L /R Sp)-Mod).

X[ /R

Remarque 11.27. — Si R — S est une extension d’anneaux, on peut

remplacer les faisceaux O+ /R €t @T t R dans la définition du foncteur
mf nf

image directe pdiff | par les faisceaux ﬁ i 5= Oxt /g ®RrS et @ )5 =
m inf mf

@L* IR ®r S. Le cas ou R =1V et § = K est particulierement important.
inf

11.5. Le foncteur image directe dans le cas général

Si f:Y — X est un morphisme de schémas lisses sur k et si X est
séparé, le morphisme graphe de f est une immersion fermée iy : ¥ —
Y x; X. Pour simplifier la définition du foncteur image directe dans le cas
général, nous supposons que X est séparé, de sorte qu'un morphisme se
factorise par une immersion fermée suivi d’une projection. Si f est un
morphisme de Y — X, notons f := poiy, ol iy 'immersion graphe et ol p
est la projection de Y xj; X sur X.

DEFINITION 11.28. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k, avec X séparé. On définit le foncteur f3f image directe sur K :

f:hﬂ : ((QTT /KO ) MOd) *)D+((‘@XT /K7Sp) MOd)
comme le foncteur composé
le diff
FIT DY (21 4 Sp)-Mod) D*((@(mx) i Sp)-Mod) =
LD e Sp)-Mod),

TOME 60 (2010), FASCICULE 6



2034 Alberto ARABIA & Zoghman MEBKHOUT

diff

FEE D27 Sp)-Mod) Z—

) -MOd) D*((-@

(YXkX)lnf/K’

D+((@T

X /K’ Sp) _MOd)7

ol poiy est la factorisation canonique de f.

Remarque 11.29. — On ne peut pas définir le foncteur image directe par
le module de transfert comme dans la théorie classique parce qu’en général
les schémas ne se relevent pas. D’autre part, le foncteur image directe n’est
pas en général le foncteur dérivé d’un foncteur.

Si U est un ouvert de Y, notons fy la restriction de f a U, et si ///:Lf est

un complexe de D‘W(@;L/K, Sp)-Mod), notons L%m(///mf) le préfaisceau

sur Y a valeurs dans la catégorie abélienne des @ -modules spéciaux

K
X/
qui & un ouvert U associe le i-éme faisceau de cohomologie h'(f3if . .)

du complexe fd‘ff M

inf*

THEOREME 11.30. — Soit & un recouvrement de Y par des ouverts. 1l
existe alors une suite spectrale dont le terme Ey est H7 (%, jffl(///llf)) et
dont le terme E, est le module bigradué associé a une filtration convenable
du module gradué hi+3 (f3f 71 ).

Démonstration. — Soit
T -diff
Zf* o/// nf = Uf« ‘%mf it
une résolution 2

(Y kX)T f/V

) est isomorphe en catégorie dérivée au complexe fJiff (//lmf)

-injective spéciale de zd‘ff ///mf Alors, le com-

plexe pdlﬂr (

Pour un ouvert U de Y, on désignera par py la projection U x X — X.
Soient % un recouvrement de Y par des ouverts et Zi,s un 9

(YxuX)! /K
module & gauche spécial. Notons ¢* (%, pi 0 ¥ Fint) le complexe de Cech
du recouvrement dont la valeur sur un ouvert U est le :@T K -module

u;f

spécial p?}g’o HZint, et notons %'(%,pffg, ) le bicomplexe de Cech du
recouvrement .

Il suffit de montrer que pour tout 9 -module injectif spé-

kX)mf/K
cial .#/; le complexe ¢*(4, p‘j}fg L, Ie) est une résolution de 1001lff fmf
effet, la suite spectrale du bicomplexe €*(%,plifl , %) montre alors le

théoreme.
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La question est alors locale sur X. Pour un ouvert # de X] ;, 1a valeur
du module p{iff 77 [~ dim Y] sur I'ouvert #T est :
(qflﬁyijf/}(a Ryt st (i)

n.

;
nf/K

D %O’Inq,l_@f
Yi

et la valeur du module p?]if’ofiflf[— dim Y] sur I'ouvert #T est :
PUx t%ﬂom(rl@;””{(q ﬁ@ﬂ/lﬁquﬁx‘,w‘r)‘

Le complexe de Cech :

@ (93 X V[/,jfomq,lglT e (q_lﬁyilf/K7RyiifoT(jzlf)))

1
f

du recouvrement produit & x W a valeurs dans le faisceau de Zariski
g%”omlrlngT . (q*lﬁyiif/K, Ryiifxwf(ejiif)), dont les termes locaux sont

inf
; -1 J ] 4 ;
les faisceaux Jﬁomq,@j}ﬁm(q Ot ks j@ﬁwiT)v est une résolution de
ce faisceau :
0 — Hom (q ﬁyi:f)f/K,Ryi:f]nyyf (‘ﬁlnf)) —
471@;7 /K
inf

— G (B X W, Hom (4701 i, Ryt sonrt (Fi)).
9! ;

T
Yinf/K

Il suffit de voir que I'image directe reste une résolution :

0= p.stom (¢ 'Oyt i, Ryt ot (e) —

1

— p-E*(# x W, Hom (@ Oy i Byt ot (F))):

1
— T
q @yT /K

inf
qui, par construction, est le complexe :
0— pf,ig S = %.(%Wffg , Iine)-

Or, I'extension q*1@%T/K — ;ﬁvaT/K est plate, comme on peut le
voir sur V' en considérant la filtration par les échelons et en appliquant le
critere de platitude locale 2.3. Le q_IQ;ﬁ/K—module I, i Teste donc
injectif. Il en résulte que le faisceau :

‘%ﬂomq’@;wx(q ﬁ%f/K’f”fj/TXvWT)
est flasque. La résolution de Cech du faisceau flasque :

ffomqfl_@;f e (qilﬁYiL/K’ Ryt st (Fine))

nf

TOME 60 (2010), FASCICULE 6



2036 Alberto ARABIA & Zoghman MEBKHOUT

est une résolution par des faisceaux flasques, et 'image directe est une
résolution. O

Cette suite spectrale ramene souvent les propriétés de 'image directe au
cas ou Y est affine, ce qui est tres utile dans la pratique.

DEFINITION 11.31. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k, et soient 1 et 271 des relévements plats de Y et X. On définit le
module de transfert @iowh@/f/v comme le module de transfert induit par
un reléevement local a la source et au but du morphisme, ce qui est légitime
puisqu’en vertu du théoréme 10.21 le module de transfert ne dépend pas
du relévement. On définit le module de transfert sur K par :

T — gt
gggh_@ﬁ/[( = @Uﬂmh@/f/v ey K.

Nous allons étudier le rapport entre les foncteurs images directes dans le
cas des reléevements des schémas.

THEOREME 11.32. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k, ou X est séparé. Soient #T et T des relévements plats, alors le
diagramme suivant est commutatif :

A= f00 g DY(Zhy )-Mod)  — DY((Z ) -Mod)

|7 |7,

diff DY (2] Sp)-Mod) — D'((Z} Sp) -Mod),

T Il
Yine/ K ing/ K

ou le foncteur de la premiére ligne est le foncteur défini par le module de
transfert :

t t L t
My ~ Rf*(-@%m_gf/[( ®@;T/K ///@/1)
et ou les fleches verticales sont les foncteurs de prolongement canonique.

Démonstration. — Le foncteur de la premiere ligne est le foncteur :
f i L i
My = RI(Doys gt )i ®@;+/K M),

ce qui nécessite que ., ;f soit cohomologiquement borné. Dans le cas d’une
immersion fermée, le théoréeme est vrai par construction; méme sur V. Le
cas d’une projection est plus délicat. Le produit fibré Z'T x 21 existe et
est un relevement lisse de Y x5 X ([2]).

LEMME 11.33. — Il existe un isomorphisme canonique :
-1 T T
q9 wWat)v ®q—19z;T gwxvgw/v _’@%n—%xvgw/v’

VA%

de (p_lgl;gt/vy “@T@TXV%T/V)—bimodu]es.
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Démonstration. — On définit le morphisme de
—1gt T . .
(p 9%*/\/’ 9@/fXV:ggf/v)-‘blmodules :
q twgt v Q191 ‘@;/Tx 21V — Homy (P wart )y, Wty 21/v)
wt)v \4

par (dy®P) — (dz — (dz®dy)P). Par réduction modulo m*, on obtient un
opérateur différentiel dont le degré est localement borné par une fonction
linéaire en s. D’ou le morphisme :

. -1 T T
(): ¢ wayy ®q—1@;T/V Daisyatyv = Dateaisy at)v:

Le module .@;Th@wv%f/v est un @;W‘/%.T/V-module a droite de type
fini, et le conoyau du morphisme (x) est donc nul en vertu du lemme de
Nakayama, parce que de type fini et de réduction modulo m nulle. Le
morphisme (x) est filtré par :

. -1 t.h R
(%) : q Wytr)v ®q71@T o) D@fxvfw/v - Dgwggwxvgw/v
& v
h h N .
Le module D%fH@TXV‘%T/v est un D;/TXV%T/V—module a droite de type

fini, et le conoyau du morphisme (x); est donc nul en vertu du lemme
de Nakayama, parce que de type fini et de réduction modulo m nulle. Le
module Dyfb@” wy 2ty st sans m-torsion et le noyau du morphisme (x)y,
est nul modulo m*® pour tout s > 1. Comme

,h

1 ) R
¢ Wty Gpipt Dyixyartyv

oty
est séparé pour topologie m-adique comme module de type fini sur un
anneau de Zariski (non commutatif), il en résulte que le noyau de (%),
est nul pour tout h > 0, ce qui entraine que le noyau du morphisme (x)
est nul. O

En particulier, le lemme entraine I’isomorphisme canonique :

-1 i ~ gt
q Wat/K ®q*1DIﬂ/K @@TXV%T/K = Q%TH@TXV%T/K’

de (p*lgj%ww @;TX‘/%T/K)—bimodules. Mais en vertu du lemme 6.43, il
existe un isomorphisme canonique dans la catégorie dérivée des
q_lDI]T/K—modules a droite :

R%quflg;T/K (q*l ﬁ«@/T/Ka q*lngT/K)[dlm Y] ~ qilLUg]f/K.
Le fibré q_lﬁ@T/K est un q_l_@;T/K—module a gauche parfait, en vertu
du lemme 6.43. Pour tout complexe . de DT ((@;txvggt/x)‘MOd) on
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trouve des isomorphismes canoniques dans la catégorie dérivée de la caté-
gorie des p*1@;T /-modules & gauche :

R%omq,lgr (qilﬁ@-t/K,/// )dimY] ~ ¢ lw@T/K@) “igt M~

Tt /K vt/ K

T
‘@%‘H—@/’fxv%‘f/l( ®@T M

Txyxt/K
En appliquant cet isomorphisme & une résolution injective .#1 de .1,
on trouve effectivement que pdiff Py’fxvxf(% ) est canoniquement iso-

morphe a P%T(Rp*(-@ggn_@fxvgw/;( ®@¢ M),

xy Zt/K
Dans le cas général, le théoréme résulte du fait que 'image directe pour

les modules spéciaux est, par définition, la composée du cas d’une immer-
sion fermée suivie du cas de la projection, et de I'isomorphisme :
L

+ @T + ~ @T
Xt xy Q”I/K @@/‘rxvﬁﬁ/x Hixy XMt /K — T X1—H1/K

19

conséquence du théoreme 10.20. g

Le foncteur image directe dans la catégorie des modules spéciaux sur K
sur le site infinitésimal p-adique prolonge, comme il se doit, le foncteur
image directe lorsque les relevements existent. Il s’applique aux morphismes
de variétés qui se relevent, courbes lisses, variétés abéliennes, grassman-
niennes, etc. sans que les morphismes ne se relevent.

Remarque 11.34. — C’est bien pour faire coincider les deux foncteurs
d’image directe que l'on a mis le décalage [dimY] dans la définition du
foncteur pdncf

Il nous faut maintenant étudier I'indépendance du foncteur image directe
fEf de la factorisation du morphisme f.

THEOREME 11.35. — Soit une composition de morphismes de schémas

. i p .. ; . .
lisses sur k : Z — Y x X — X, ou i est une immersion fermée et p une
projection. Si nous supposons que p o i est une immersion fermée, alors

le foncteur pflg ozf,f‘olcf est exact, et il existe un isomorphisme canonique de
foncteurs de la catégorie (@ZT s Sp)-Mod :
diff _ diff diff
Plo 0o — (Poi)ip
et un isomorphisme canonique de foncteurs de Db((:@T K Sp)-Mod)) :
1nf
P ol — (po i)t
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Démonstration. — Soit z un point de Z et soit 7" un voisinage affine
de ¢(i(2)), ou ¢ est la projection de Y xj X sur Y. Soit U un ouvert
affine voisinage de p o i(z) dans X. Puisque p o4 est par hypothése une
immersion fermée, quitte & remplacer U par un ouvert affine plus petit,
on peut supposer que sa trace W sur Z est contenue dans I'image inverse
de T par qoi.

Si //lm est un QT JK

1nf

pdiff o jdiff (,///1 () et (poi)diff (,///f ) ne dépendent par construction que de

la restriction de ///Tf A W et du morphisme W = T x, U & U, ot i
est 'immersion fermée induite et p la projection induite. Mais W, T et U
sont affines et admettent des relevements plats # 1, 71, %t. En vertu du
théoreme 11.32, on a les isomorphismes canoniques :

(poi)fiﬁ(///;/) = (poi)*(‘@;thwwk(g?ﬂ ///“IV)’

-module spécial, les restrictions & U des complexes

wt K
df‘f T T T
1 (% ) (ggfxv%f‘_wi—/K(g@;/T/Kﬂw)’

L
diff _diff oy t (gt
pe ol (M) _p*(@@/h—?’rx%f/K®Z*( QTX%’M—W‘F/K®% ))
Vot ot
Tixyut/K O/I/T/K

En vertu du théoreme 10.20, on a un isomorphisme canonique :

—1 T T ~
t *@%mmxvﬂ/ﬂ/K®99Txv%f<—w+/1<—

- —1 gt
¢ @.WTxVﬂZ/T/K

—1
Q%TH.?TXV%*/K®@.7TXVOZ/T<—//f/K - 9 Ut—Wt/K"
—1_@‘\’
Tixyut/K

Cela montre que les restrictions & %' des complexes :

p(iiff dlff (‘%nf) et (p © Z)dlff (%nf)

1 1

)dlff

sont isomorphes. Mais le foncteur (poi est exact, puisque par hypothese

I'immersion p o i est fermée, et donc le complexe pdiff o jdiff (//ll ¢) est
concentré cohomologiquement en degré zéro. Le foncteur pf‘off o zdlg est
alors exact.
Les 9 K -modules a gauche spéciaux :
1nf

P o il (l) et (po i) ()

1 1

sont, localement isomorphes. Il reste a voir que ces isomorphismes locaux
sont compatibles.
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Mais si 7’ est un autre relévement de 7', les modules :

—1 T T
t g%h—mxv%wk Q191 : : -@wxvﬂzzmwwK
et TIxyU%T /K
it} ®, 7
wtegitxyaut/k Qi-1gt Ty Ut WK

T'ixyut/K
sont canoniquement isomorphes. Cela montre que l’isomorphisme local
entre les modules p3iff o ifif (L] ) et (p o i) (A ;) ne dépend pas du

relevement de 7', puis par construction, ne dépend pas des relevements de
UetdeW.

1 diff  ;diff diff :
Les 7 ; K -modules pi'y 0ig’y (///mf) (poi)ilo (///mf) sont canonique-
1n
ment isomorphes, les foncteurs p‘j}lg o zd“cf et (poz)dlﬂ sont canoniquement

diff sont aussi canoniquement

isomorphes et les foncteurs pdiff 0idiff et (poi)d
isomorphes comme foncteurs dérivés de foncteurs exacts canoniquement

isomorphes. |

PROPOSITION 11.36. — Soit Y xj (X Xj Z) P X xp Z 2 Z une
composition de deux projections de schémas lisses sur k. Il existe alors
un isomorphisme canonique de foncteurs : p3ift o p{iff ~ (py o p )3 de

D+((9 Sp)-Mod ) vers DJF((QJr Sp)-Mod ).

(Y xuXxx2Z)| /K’ wie

Démonstration. — Voyons d’abord que la premiere projection trans-
forme module & gauche spécial injectif en module & gauche spécial acy-
clique pour la seconde projection. La question étant locale sur Z, on peut
supposer qu'il existe un relevement plat 2T de Z. Supposons alors, dans
un premier temps, qu’il existe aussi des relevements plats # T et 27T de YV
et X respectivement. Le morphisme canonique :

—1 gt T
@,@Pm%xvff/x X ‘@%wi(—%xv%*xv%m -

—1 5t
Py @xTfoT/K

—1
- P QQ‘TH%TXVSZT/K X 29/, xv ZH e Wt xy Xt xy ZT/K

P
Py @%TXV:’Z’T/K

est un isomorphisme, parce que le pflﬁ@;w <y -module a gauche :

Q%TXVEZ)M—@TXV%TXVSXT/K

est plat. Le morphisme canonique :

—1 gt T
@fm%xvfwx b3y gmxvymgﬁxvgmxvgf/x -
,1.@1
Py 2T xy 2zt /K

gt
gTH@TngTngT/K
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est un isomorphisme de ((p2 o pl)*lngyT/K,:@g,ﬁXV%TXfo/K)—bimodules,
parce que p; et po sont des projections. Cela entraine que pour tout com-

plexe .1 de Db(@;ryfxv%wvff/K -Mod), le morphisme canonique :

L L
=1t t
(*) = (p1 ngwxvfﬂm®@%rxvgm@rwiww/x) & 4"

—1t gt
P @%Txv,@z‘r/;( j@/“rxvgz“rxvgz‘r/;(

L
T T
T Dyt diny Xixy XK & A
1
@QPTXV,%TXVGJT/K

est un isomorphisme dans la catégorie dérivée de (paop1)~t2 -modules

;
1K
a gauche. L’isomorphisme (%) donne I'isomorphisme dans la catégorie déri-

vée de la catégorie des (pg o pl)’lzg, -modules a gauche :

/K
(xx) : R A om ((q opl)_lﬁggT/K,R%ﬂom (q_lﬁ@t/K7%T)) —
—1
(qom)’l@;]tm q ‘@;T/K
— R AHom,_, (q_lﬁgzﬁxvgﬁ/K,//ﬂ)7

ixyxt/K

parce que le faisceau structural &z, d'un schéma f-adique lisse 7 T est
un @;T / -module & gauche parfait en vertu du lemme 6.43, ou I'on désigne
par g la projection sur le premier facteur. En appliquant le foncteur Rps,,
on trouve un isomorphisme dans la catégorie dérivée de la catégorie des
pz_lggg,”l(—modules a gauche :

(k) : R Hom (q_lﬁggT/K,Rpl*R%”om (q_lﬁ@T/K,//IT)) —

¥
—1t D, .
q Qgrf/x vt/ K

—>Rp1*R<7fomq,1@¢ (q_lﬁngggT/K,///T),

Ftxyxt/K
parce que le faisceau structural 05+, d'un schéma f-adique lisse .7 T est
un @}T / -module & gauche parfait.
Si #T est un ‘@JLTXVEKTXVQ”T/K

injectif comme q*19;; -modules a gauche et comme q’lﬁgy

-module & gauche supposé injectif, il reste

Ixy ZT/K T/K”
module & gauche. L’isomorphisme (kkx) devient de fait un isomorphisme
de py 1‘@;:” re-modules a gauche :

(k) : R Som (q_lﬁgw/K,pl* Hom (q_lﬁOJT/K,JT)) ~
—1 T
qil@;{T/K 4 g?y’r/x

~ py. J0m, gt (" Onixy i, 771,

FTxyxt/K
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parce que le faisceau %ﬂomq,lojf T T (q*lﬁ@wv%v}(, FT1) est flasque
YT Xy ZT/K

et donc le faisceau p1, Hom, . 5t (@ Oty 201k It est aussi
>t xy 2T/K
flasque.

En appliquant le foncteur Rp?* a la formule (xxxx), on voi‘F que p‘fffof t
est acyclique pour le foncteur pgffﬁ) et, en méme temps, que pgfg o p‘fﬁ) (1)
et (pa2., o p1.,) 4 (1) sont canoniquement isomorphes.

L’isomorphisme (#*x*x) se recolle naturellement en un isomorphe de py !

.@}ﬂ / -modules a gauche pour tout Y, qu’il admette ou non de relévement

plat global #t,

. .t ¥ )
Dans le cas général, pour tous Y et X, si .Z, ; est un Q(Ykaka)jnf/K

module & gauche spécial et injectif, la méthode précédente montre, que
lisomorphisme (x#%%) se recolle en un isomorphisme de complexes de
p;lﬁgﬁ/K—modules a gauche :

(#ot88 )ing ijoml t(q_lﬁanf/Kvijnfx‘fz’t (P (A))
T Dyt /K

inf

-1 f
= pr. Homy i g (g Oy ix)t /0 By st x ot Ean))

(Y xg X)jnf/K
avec les notations 11.22. Cet isomorphisme implique que p‘fif)fo (ﬂﬂ;f) est
acyclique pour le foncteur pgiﬁo.
TEn vertu de ce qui précede, pg't (pdif (/;Lf)) et pgiff opgiff (flilf) sont deux
gzﬂxf/K
donc de montrer qu’ils sont canoniquement isomorphes. Par construction,

la restriction de

-modules & gauche spéciaux en degré —[dim Y + dim X], et il suffit

P (8 (A ) [~ dim Y — dim X]

1

a Pouvert ZT est le faisceau :

P2, Homy g1, e (@7 Ox1 i Rx] et (010 A1) [— dim Y,

inf

alors que la restriction & ouvert 2T du faisceau
(p2 0 )3 (A1) [~ dim Y — dim X]
est le faisceau :

(p2 opl)* fomq—lgf

X f /K

(q ﬁ(Yka)jnf/Kv R(Yxkx)jnfxng (jinf))'
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Ces deux ‘@,T@”T/K

modules & gauche donnés localement qui sont canoniquement isomorphes.
O

-modules a gauche sont des images directes de py 19}54 Ve

COROLLAIRE 11.37. — Soit un morphisme f : Y — X de schémas lisses
sur k ot X est séparé, et soit Y > P xj,, X 2 X une factorisation de f
par une immersion fermée suivie d’une projection, ot P est un schéma lisse
sur k, et telle que le morphisme induit Y — Y X P X X est une immersion
fermée. Alors, le foncteur f3iff

*
ptjlf‘f o ,L'fkilff )

est canoniquement isomorphe au foncteur

Démonstration. — On a le diagramme commutatif :
Y Xk X
/! N\
Y ->Y xp, Pxp X X,
N\ /
P Xk X

ou le composé de deux morphismes non tous deux horizontaux est soit un

composé de deux projections soit un composé d’une immersion fermée et
d’une projection qui est une immersion fermée. On est réduit aux résultats
précédents.

En particulier, si X est séparé, pour une immersion fermée ¥ — X, le
foncteur image directe est canoniquement isomorphe au foncteur construit
a 'aide de la factorisation canonique et pour une projection Y x; X — X
le foncteur image directe est aussi canoniquement isomorphe au foncteur
construit a l'aide de la factorisation canonique. O

Exemples 11.38. — 1) Si X est le point Spec(k), le complexe

diff Oyi sk est un complexe de DT (K) qui est & cohomologie de

dimension finie sur K lorsque Y est une variété algébrique lisse

en vertu du théoreme de finitude 6.42. Ce théoreme a présenté de

sérieuses difficultés pendant pres d’'un quart de siecle dans le cas

d’une variété qui se releve [22], qui est aussi a la base des progres
significatifs de la théorie p-adique.

2) Plus généralement, pour tout morphisme f de schémas de type

fini et lisses sur k, le complexe spécial fdiff ﬁyhfjf /i sur la base X
est 'analogue p-adique du complexe de Gauss-Manin en caracté-
ristique nulle, dont on s’attend naturellement a ses propriétés de
finitude. Cela semble de nouveau présenter de sérieuses difficultés,
sauf qu’aujourd’hui on est mieux équipé. Un cas intéressant est celui

d’un morphisme propre et lisse sur une courbe, ou 'on s’attend a
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ce que les images directes soient des fibrés p-adiques dont les rangs
donnent les nombres de Betti p-adiques des fibres.

Remarques 11.39. — 1) Sous la condition e < p”(p—1), on peut re-
prendre les constructions précédentes pour construire les foncteurs

f R ur K.
2) Le module qilﬁg/f/v n’est pas un q*IQ;,,T/V—module a gauche de
présentation finie, parce que 'idéal d’augmentation (A%, o € N™)

n’est pas de type fini, et on ne peut pas appliquer le raisonnement
du théoreme 11.32 sur V.

3) Mais dans le cas h = 0, on peut si e < p— 1 reprendre les construc-

. L s diff ,0
tions précédentes pour définir les foncteurs fi' °

sur V, et on peut
appliquer le raisonnement du théoreme 11.32, sur V', pour montrer
que
. L
diff .0 1,0\ 0 0
R (f3 '//ljﬁ) ~R /. (Df%tﬁ@f/v ®D;*?_/V Rays (//Z;Lf ))

est un isomorphisme pour des relevements de Y et de X.

11.6. Le foncteur image directe pour les modules a droite
spéciaux

En remplagant le module de transfert 9}51‘_@? /v bar 9;,_} 2ty On

définit le foncteur iffoﬂ pour la catégorie Mod—(@T

}/illf/V7

i ) N s 1

cant le _@anf module a gauche spécial & zi v par le .@Z:nf v
a droite spécial Wyi vy o0 définit le foncteur pffg pour la catégorie

Sp) et, en rempla-

-module

i . .
Mod—(Q(YXkX)Lf/V,Sp). On dispose donc, sur K et quand le but est sé-
diff

paré, du foncteur image direct f&™ pour les catégories de modules a droite
spéciaux, qui a des propriétés paralleles a celles du foncteur image directe
des modules a gauche.

12. Le foncteur de cohomologie locale et ses compatibilités
avec les foncteurs images directe et inverse

12.1. Le foncteur de cohomologie locale dans le cas des faisceaux

Soit X := (X, Ox/g,) un schéma lisse sur Ry, et soit i : Z — X un fermé

de 'espace topologique X, de complémentaire j : X — Z — X.
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PropPOSITION 12.1. — Soit i, s un faisceau de RX_rf—modules sur le

site X;fnf. Les données qui a un ouvert %' associent le faisceau I'z(Fy+)
et le faisceau j,j 1'%, définissent alors des faisceaux de RXT f—modu]es

sur le site X, ., notés respectivement T z(Fint) et ]f‘f]mf Fint.-

inf’

Démonstration. — Il s’agit de voir que si #1 et T sont deux ouverts

de X:rnf avec 7 : W C U, le morphisme de restriction () induit des isomor-

phismes :

Ryt q)@7 T 2(F 1) = Ryt ] 07 Tyt = Ryt g ] @7 ad ™ Tyt
r 1 R[G,, 1] = R[G,, 1] r 1 R[G,, ]

Lz2(Fyt) Tyt Gi T F oyt
qui sont transitifs (c¢f. proposition 4.8). Le morphisme canonique :

RlGy+—at)| @ jui " Fart — 3o (i RIGyi—art| @11 Foyt)
TﬁlR[ga)/T] 71. 71R[goz/1']

est un isomorphisme, parce que R[%y +_ 4] est un r~1 R[9;, +]-module lo-
calement libre de rang 1. Mais le morphisme :

(8) "Ry atl Qv i Foypr — 57 Ty,
71 71R[ %T]

qui est le morphisme de restriction du couple (#T|j ='W, % |j~1U), est un
isomorphisme. Les familles T'z (%, 1) et j.j~'.%4+ ont toutes les propriétés
des faisceaux de Rxt f—modules. d

Remarque 12.2. — Dans le raisonnement précédent on peut remplacer
le faisceau Ryt . par un faisceau d’anneaux @yt . et définir les foncteurs
de cohomologie locale dans la catégorie o/t . -Mod.

DEFINITION 12.3. — Si Z est un fermé de X, on définit ainsi deux
foncteurs exacts & gauche qu’on peut dériver dans la catégorie DT (Rt f)
et obtenir le triangle de cohomologie locale habituel :

RFZ(yinf) - ymf - Rjinf.jmf %nf -

12.2. Le foncteur de cohomologie locale dans le cas des modules
spéciaux

Si M. Tf est un _@ /R -module & gauche spécial, le méme raisonnement
u;f
inf

montre que [z () et -1 sont des :@ p-modules a gauche

1
nt
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spéciaux et définissent des foncteurs covariants exacts a gauche qu’on peut

dériver dans la catégorie D+((.@X1 R Sp) -Mod).
DEFINITION 12.4. — Si Z est un fermé de X, on définit ainsi deux

foncteurs covariants exacts a gauche qu’on peut dériver dans la catégorie
D+((.@T Sp)-Mod), et obtenir le triangle de cohomologie locale habi-

tuel :

T /R7

£
RI (M) = My — R Ging Ml —
qui pour tout ouvert se restreint par construction au comp]exe de cohomo-

logie locale usuelle.

PROPOSITION 12.5. — Soient Z un fermé de X, ///mf un complexe borné
a gauche et JVTf un complexe borné a droite de modules a gauche spéciaux.
Alors, il existe un isomorphisme canonique de complexes de Zariski de la
catégorie D(Rx) :

R Hom (N ROz (M) ~ ROz (R Hom (AT, ALL)).

1 1

t T
Il Il
Démonstration. — Soit ///T — S f ¢ la résolution injective par des mo-

dules spéciaux injectifs de ///mf construlte localement par la résolution

injective de Godement. Le complexe T' Z(fﬂlj]f) est une résolution injective

par des modules spéciaux de RI’ Z(///&) et le complexe

%Om_.@;T /R (‘/an’ (jnf))

1

inf

est alors une résolution du complexe R #om,; sp (Nle RTZ (AL ).
Xinf/R
D’autre part, L%”omf@:( (Ji{nf, fllf) est un complexe de faisceaux de
inf

1

Zariski flasques, de sorte que le complexe I'z ( Hom? 7, (JVL, fllf))
lnf/R
est une résolution du complexe RI'z (R %omgf sp (A ARW7AR ¢)). Liso-
R

u n f
morphisme de la proposition provient de 'isomorphisme canonique de fais-

ceaux de Zariski :

Homg: (Ml T2(M) = Tz(Homgr (Ml 4]y)

1 1 1

Xlnf Xinf
pour deux modules a gauche spéciaux. O
Remarque 12.6. — L’extension V[9yt] — Og1/y[941] est plate, et

les foncteurs de cohomologie locale calculés dans D+((VX1 ) -Mod) et

((ﬁXt ./v)-Mod) coincident. Mais l'extension ﬁ%]‘/v[%gg’r] — 95{./\/
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est loin d’étre plate, méme sur K. Aussi, les foncteurs de cohomologie locale
sont distincts lorsque calculés dans les catégories :

D¥(Ox1 /i -Mod) et DY (7} Sp)-Mod),

1‘ /K’
et leurs rapports posent des problémes non triviaux.
PROPOSITION 12.7. — Si X est un schéma séparé et lisse sur k, les fonc-

teurs Ry} jmf et Rjdiff Jhig coincident canoniquement dans la catégorie

D+((@T

inf ;

K Sp)-Mod), ott j : X — Z — X est I'inclusion canonique.

Démonstration. — Soit ///Tf un complexe de D+((@)T(T /K,S p)-Mod). Si

inf

U1 est un ouvert du site X/ ., la valeur du complexe Ry} Jmf///mf sur

inf?

I'ouvert % T est par définition le complexe Rj,j 1,///gﬂ. Notons

U =(X-2)nU—=U
l'inclusion canonique. L’espace annelé¢ %' := (U/hjilﬁ%f/v) est un rele-
ity € gézm%/f/v
sont définis et valent 2 i)y Par construction. La valeur du complexe

vement de U’, donc les modules de transfert .@T%

g AL sur Pouvert % est j 1//l?ﬂ et, en vertu du théoreme 11.32, la va-
leur du complexe jdiff Jia ///mf sur 'ouvert % T est le complexe Rj,j 1/// !
En prenant une résolution injective de ///mf, on voit que les foncteurs

Rjirfy ]mf et Rydiff J3ig sont canoniquement isomorphes. O

Remarque 12.8. — La possibilité de définir le triangle distingué de co-
homologie locale dans le site infinitésimal f-adique dans le cas d’un releve-
ment, a été I'une des principales raisons du succes de notre point de vue [23]
des le début de la théorie.

12.3. Le théoréme de pureté pour un couple lisse

Soit 7 : Y <> X une immersion fermée de schémas lisses sur k et soit 2T
un relevement plat de X. On a alors le théoreme de pureté suivant.

THEOREME 12.9. — Sous les conditions précédentes, les faisceaux

A (O gt pv) et %”Y(_@:L&,T/V) sont nuls si ¢ # codimx Y.
Démonstration. — La question est locale. Commencons par le cas du

faisceau structural &g+ /y .

LEMME 12.10. — Soit i : Y <— X une immersion fermée de schémas
lisses sur Ry et soit 2T un relévement plat de X. Alors, #5:(0 g+ /) =0
si i > codimyY.
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Démonstration. — La question étant locale, on peut supposer que le
schéma X est affine et que l'idéal de Y est engendré par zi,...,z4. Le
complémentaire X — Y admet le recouvrement affine X — V(x;), qui est
acyclique pour le faisceau @4-1,r en vertu du théoreme d’acyclicité 2.8.
Cela montre que (041 )) = 0 si i > codimyY. O

LEMME 12.11. — Soit i : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses sur k et soit 21 un relévement plat de X. Alors, A (O gt pv) =0
sii < codimyY.

Démonstration. — La question est locale, et ’on peut supposer que X
est affine d’algebre f-adique Af. Soient BT un relévement lisse de Y, u :
AT — BT un relevement de i et Zy 1y le noyau de u.

Soit & = (y, z) un couple adapté & u, au sens de la définition 11.2. Notons
I. =1, . ., l'idéal engendré par z1,. .., z;. On peut considérer les D 4+ /v~
modules a gauche :

alg Hy (X, O gty ) i= lirE Ext; (AT/I%, AT)
donné par les modules d’hypercohomologie du complexe :
Ralgly (Og1)v) = Rlijcljﬁm@w,v(ﬁm/v/féf/v, Oat)v)-

T

AT/V—moduleS a

PROPOSITION 12.12. — Il existe un isomorphisme de D
gauche :

DLT/V ®D 1, AGHY (X, Ogtyv) = Hy (X, O gty ).

Comme {z1,...,2,} forment une suite réguliere dans AT, cela entraine
que les V-modules

Bxty, , Oty I Oxiyv)

sont nuls pour j < g, et la proposition implique donc le lemme 12.11 pré-
cédent.

Reste & montrer ’isomorphisme de la proposition. Si ff et ﬂ; sont deux
idéaux de type fini de Og1 )y et Y1, Ya les supports de ﬁ’ggf/v/ﬂf et de
Oatyv/ JQT , la suite de Mayer-Vietoris topologique fournit un triangle dis-
tingué :

Ralggm)(/X, ﬁggt/v) — RalgFYl (X, ﬁ%’r/v) (&5) Ralngz(X, ﬁg{w‘/v) —
1 2

— Ralgl' (X,047+,y) —
Y,UYs
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et un triangle distingué :

RT'y,ny, (X, ﬁ%]‘/v) — RI'y, (X, ﬁggf/v) @RIy, (X, ﬁ%*/v) —
- RFY1UY2(X7 ﬁﬁ{’f/\/) -

Prenant une résolution @;{T/V—injective de 041y qui reste donc O gty -

injective. Comme l'extension D 4t )y — DTA*/V est plate ([20], Coro. 6.1.2),
on trouve un morphisme de triangles :

DLT/V ®Ralg Ty ny, (X, ﬁg{?/v)

DA’r/v

RIviny, (X, Ogt)v) T

L. Dl @RaleT (X, Oyt ) (P Dy )y @RaleT (X, 0t v)
DAT/V l ! DAT/V l 2

——RMXIayy) D RO

\—> Dj:ﬁ/v QR alg Ty uy, (X, Ootpv)

Dat v l

——————— RIviune (X, Oyt )v).

En utilisant ce morphisme de triangles et en raisonnant par récurrence
sur le nombre d’équations, on est ramené a montrer la proposition dans le
cas de l'idéal engendré par z; - - -z pour 1 < r < g, ce qui est conséquence
du lemme suivant.

LEMME 12.13. — Sous les conditions précédentes, pour tout r tel que
1 < r < q, le Dyt jy-module a gauche A'[1/(z1---2,)], resp. le DLT/V_
module a gauche (AT[1/(z1 - - - 2,.)])T, est engendré par 'élément 1/(zy - - - ;)
dont 'annulateur est I'idéal engendré par les opérateurs différentiels :

o « Qr41 «
ATz, ANz AT L AR

tels que a; > 0,..., ¢, > 0,41 > 0,...,, > 0.

Démonstration. — Commencons par Af[1/(z1---2,)], lequel est engen-
dré en tant que D 4+ ;y-module & gauche, de fagon évidente, par 1/(21 - - - z).
Si P est un opérateur d’ordre fini qui annule 1/(z1 - - z,), on peut le sup-
poser de la forme P = ) _yr aoAT'--- A2, Considérons l'ordre lexi-
cographique sur les r-uplets (aq,...,a;,) et notons exp(P) le plus grand
indice des indices des coeflicients de P. La suite z1, ..., z, étant réguliere
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dans Af, il s’ensuit que le coefficient Aexp(P) = 0o appartient a Iidéal
(zi;y 0 # 0). Modulo l'idéal (Afzq,..., A%z, 010 > 0,...,a, > 0), le
polyndme P est alors égal a un opérateur dont ’exposant est strictement
plus petit que exp(P). Par récurrence, on obtient que P appartient & I'idéal
(AT 21, .., A%z 00 >0, a0 > 0).

Passons au cas d’ordre infini. Le DLT/V—module (AT[1/(21 -+ 2)])T est
aussi engendré, de fagon évidente, par 1/(z1---2.). Si P un opérateur
d’ordre infini tel que P(1/(z1---2-)) = 0, on peut supposer que P =
S aenr @At - A% Ecrivons P sous la forme Y, A" -+ A%7a!,. Consi-
dérons la réduction Ps modulo m® de P qui annule 1/(z;---z.). Le rai-
sonnement du cas ol lordre est fini montre que chaque coefficient a’,
appartient modulo m® & lidéal (z;,«; # 0), et ces coefficients al, ap-
partiennent donc a l'idéal (z;,; # 0). En considérant une présentation
de AT, on peut montrer, en vertu du théoréme de continuité de la division
par une base de division [M-N3], qu'on peut écrire ar, = 37, . 0 ba,i%is
de sorte que P; := Za,aﬁéo A%rb,,; est encore un opérateur différentiel
et que P = ) . P;z;. En raisonnant par récurrence sur la longueur des
mondmes en A qui interviennent dans P, on trouve que P appartient a

lidéal (AT 21,..., A%z, a1 >0,...,a, > 0). Cela termine la démonstra-
tion du lemme 12.13, mais également celles de la proposition 12.12 et du
lemme 12.11. a

Les mémes raisonnements montrent que sous les conditions précédentes
on a la nullité :

H{/XkA;: (T*X, ﬁ(ﬂ*ﬂfﬂ/v) = H{/XkAZ (X Xk AZ, ﬁ(ﬂ*%)T/V) = 0,

ot (7*2) = (T*X, O+t )v) est le fibré cotangent {-adique de X,
pour j # codimyxY . Mais en vertu du théoréme du symbole total 2.21, on
a I’isomorphisme :

Han (X X1 AR, Oy v) = BL(X, Dy ),
et H{,(X, ‘@;ﬁ/v) =0si j # codimxY. On en déduit que :

AP

%T/V) =0

si j # codimx Y, puisque ce faisceau est associé au préfaisceau précédent.
Cela termine la preuve du théoreme 12.9. O

COROLLAIRE 12.14. — Le foncteur % ~ L%”;OdimUY(@;ﬂ/V) définit

un (@;r(ifnf/v, Q;ifnf/v)—bjmodule %;Odimxy(@;:nf/v) sur le site infinitési-
mal XiTnf.
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Démonstration. — En effet, si vt : #T — %% est un morphisme, on
définit

(ﬁ)ﬂ' : T*lﬁ;odimUY(@;/T/V) N %}Sodime(@;T/V)
comme le morphisme induit par le morphisme de complexes
()t : P RTY (Y1) = RV (2,0,

dont on voit en considérant les résolutions locales de Cech que ¢’est un mor-
phisme (f),.+-linéaire & droite et & gauche. Ces morphismes sont transitifs

de fagon naturelle. O

COROLLAIRE 12.15. — Le foncteur :

e~ f%ﬂxf()dimxy(-@;rd f/v) Dt . M
" Xinf/v
est covariant exact a droite de la catégorie (@;T v Sp)-Mod dans elle-
inf

méme.

Démonstration. — Il suffit de montrer que si ///Jlf est un @;{T /V—module

inf

a gauche spécial, le 9;{ -module a gauche :

e/ V

1

dimx Y ( gt f

A )0, M

est spécial. Mais par construction, un élément g du groupe ¥xt . agit par
gPg~ ' ® gm = gP @ m. a

12.4. La comparaison entre la cohomologie locale et ’image
directe dans le cas d’une immersion fermée. Le morphisme
de foncteurs Adj;

L’analogue de la proposition 12.7 pour une immersion fermée n’a pas
lieu en général et son étude est beaucoup plus délicate. Nous allons utiliser
le théoréme de pureté pour construire un morphisme de foncteurs Adjt
entre les foncteurs i i%.. et RI'y [codimx Y] pour une immersion fermée
i:Y — X de schémas lisses sur le corps k.

Supposons que X est affine et soit u : AT — BT un relevement de i et

x = (y, z) un systéme adapté a u.

LEMME 12.16. — Pour X affine assez petit, le D4+ i -module a gauche
alg HEoHmxY (X O+ )v) est engendré par la classe [1/2] = [1/(z1--- z4)]
dont I'annulateur est I’idéal

Ag+1 [e%
(21,02 At AR g1 >0, o > 0),
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et le DAT/V -module a gauche Hf,OdimXY(X, Oyt ,y) est engendré par la
classe [1/z] = [1/(z1 - - - z¢)] dont 'annulateur est Iidéal

Qg1 an
(le~'»Zq,Aqur1 e AN g > 0,00, 0, > 0).

Démonstration. — En vertu de la proposition 12.12, il suffit de traiter le
cas du module alg H{H™xY (X O+ v). 1l est évident que la classe [1/2]
est un générateur. Soit un opérateur d’ordre fini P(x,A) := )" aoA® qui

annule [1/z]. On peut supposer que o = (o, ..., q4,0,...,0). Il nous faut
montrer que P(z, A) appartient & I'idéal & gauche engendré par z1, ..., z,.
L’équation P(z,A)([1/2]) = 0 se traduit par une égalité dans AT[1/z] :
b; ;
P, A)(1/(z1+ 7)) = > > : a; 21,

i 9
1<Z<q (Zl...zi...zq)a

entre fonctions méromorphes, ot les coefficients b; sont des fonctions de Af.
Mais :

— = ATl T (1 (g - By 2g)

(Zl...zi...zq)

= b AT (1) (2 2)).
Il suffit de démontrer que Popérateur P(z, A) — ", b A Lyl ap
partient & I'idéal (z1,...,2,). Mais on a déja vu dans la démonstration du

lemme 12.13 que si un tel opérateur annule 1/(z; - -- z,) comme fonction
méromorphe, il appartient a l'idéal (A z1,..., Agrz,). a
LEMME 12.17. — Pour X affine assez petit les V-modules :
PV (X, 001 )y) ot HYP™Y(X, 90, )
sont séparés pour la topologie m-adique.

Démonstration. — Commengons par le V-module H}C,Odimx Y(X,04+).
En vertu du lemme précédent, il faut montrer que si un opérateur P(x, A) =
Y 0000 GaA® appartient a 1'idéal :

Xg41 Qn
(Zl,...,Zq,qu_l ""7An y Og41 >0,...,Oén>0)

modulo m® pour tout s > 1, alors il appartient a I'idéal :

«
(2155 2, ALY AR g >0, > 0).
On peut supposer que P(z,A) = > o @ A%, avec agp1 == a, = 0.

On a alors, pour tout s > 1, les égalités

P(x,A): Z (LaAal’ Y = Z brysA + ZQ1Z1+ZQ[3AB

a=0,c0 v=0,00 i=1,q
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avec des n-uplets 3 en nombre fini tels que 8441 > 0,...,3, > 0, ou les
coefficients b,;s sont dans mo At
En vertu du théoreme du symbole total 2.21, on a les égalités :

Yy, Xg A1y,
§ A AX % = g boq,...,Ocq,O,...,O;sA R
&1,...,0q

a=0,00
E § Qp,y,Qq
+ qi,ocl,...,aq,o,...,OA ! 124,

i Q,..,0g

ot les coefficients ¢; o sont ceux de ;. Si on écrit cette égalité sous la
forme :

QY e, !/
E A 1a,

Q1,00
E A bal,...,aq,o,...,o;s+
Q1,...,0q

a=0,00
Q1 yennytg ] )
FY Y AMTNG a0, 0%
i Ql,...,0q
on trouve que les coefficients a], appartiennent & l'idéal (z1,...,2,) mo-
s . . N
dulo m® pour tout s > 1, et qu’ils appartiennent donc a I'idéal (21, ..., z4).

En vertu du théoreme du symbole total 2.21, pour X assez petit, le
V-module HM™mXY (X, @;{T /V) est isomorphe au V-module

codimxY
HYxkA)”ki (XXkAzaﬁ(ﬂ*E&”)T)

qui est séparé pour la topologie m-adique en vertu de ce qui précede. D’ou
le lemme 12.17. g

Supposons que X est affine et soit u : AT — BT un relévement de i et z =
(y, z) un systéme adapté & u. Nous avons vu, théoréme 10.5, que le module
de transfert .@T@Tﬂ oty est un 9}6@ sy~module a droite engendré par w.

Et, nous avons vu, corollaire 10.21, que le module de transfert @;{TH@T v
est un ZEKWV—module & gauche engendré par dyu(dz)*, ou (dz)* est la
base duale de dx = dzy - - - dx,. Un élément Pdyu(dx)*, considéré comme
morphisme de i~ 'wgt yy — wat )y, opére comme dyu'P(dx)*

L (dz)* . _ wo tP dy
iTwatyy = T Oty S Ogryy = watyy

Un tenseur élémentaire de
@T

T
wieatyv @t Dy gty
wt/v
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s’écrit comme Pdyu(dz)* @u@. Au générateur dyu(d:z:)* ®u du bimodule on
associe la classe [1/z] = [1/(z1 - -+ z4)] dans J&/ (2" ). On définit I’ap-
plication :

2tV

. ot t
(F)uz,y - & (@%'h_@f/v ®9;/T/v ggff_wow/v) (@xf/v)
par linéarité par :
Pdyu(dz)* @ u@ — P[1/z1 - 24]Q.

LEMME 12.18. — L’application (%), ., est un morphisme bien défini de
(@j;w/vv @j;w/v)—bimodules.

Démonstration. — Il faut montrer que si une somme finie > Pdyu(dz)*®
u@ est nulle dans le produit tensoriel, alors la somme Y P[1/2]Q est nulle
dans la cohomologie locale. La question est locale. En vertu du lemme 12.17,
il suffit donc d’établir que la réduction Y Ps[1/z5]@Qs modulo m® est nulle
pour s > 1. On est ramené ainsi & démontrer le lemme 12.18 modulo m*
pour tout s > 1.

Soient P = 3, 5 A% Al an 5 et Qs =, 5ba,pAy AP des opérateurs
différentiels tels que Psdysus(dzs)* @ usQs est nul. Si a4, ou by, g appar-
tiennent & I'idéal (z;), alors

AZSAfSaaﬁdysus(dxs)* QusQs et Pidysus(drs)* @ usbaﬁAZ&Aﬁ
sont nuls, et
AY AP ay6[1/2)Qs et Pu[1/2]ba,gAY A2

sont nuls aussi. On peut donc supposer que les images par u; des coefficients
a5 €t by, g sont non nuls. Le module de transfert Dy, _, x_ v, est un Dy /v -
module & gauche libre, les opérateurs usAfS formant une base, et de méme
le module de transfert Zx_ .y, v, est un Dy, ,y,-module & droite libre, les
opérateurs dySuSA'fs (dzs)* formant une base. On a alors les égalités :

USQS = Z Qs,ﬁusAfS = Z (Zus(ba,B)Agg)usAgs
B B a

et
P‘dysus (d$s)* =

= Z dysus A dxs Ps 5= Z dysus A dxs Z A Us(aq ,3

La nullité du tenseur Psdysug (dxs)* R usQs est équivalente a la nullité des
produits Ps 5Qs . Sil'on pose Ps g := > AJ an g et Qs = >, ba Ay
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on a les égalités :

]-/Zs Qs ZA ENG) ]-/ZS]QS,')IA’Y = ZAB s ﬁQS '}/[:I-/’ZS]A’ZYq = 0
By

Un raisonnement similaire vaut pour une somme finie

Z Psdysus(dms)* ® ust~

]

LEMME 12.19. — Pour u fixé le morphisme (%), := (%)y,,,, ne dépend
pas du couple adapté (z,y).

Démonstration. — Si (2/,y’) est un autre couple, on a dans @%T(_@,T/V

Iégalité -
dy' @ u® (dz")* = det(9,2)dy @ u ® (dx)*,

olt 9,z est la matrice 9,,z;. On doit montrer I'égalité dans (9;//*/‘/) :

[1/2'] = det(D,2)[1/2].
Il suffit de montrer cette égalité dans JG! (O g+ v ).

LEMME 12.20. — Sous les conditions précédentes, on a 1’égalité dans
IOt pv)
[1/2'] = det(0,:2)[1/z].

Démonstration. — La question est de nature locale. Nous allons rai-
sonner par récurrence sur ¢ > 1. Supposons que ¢ = 1, alors 2’ = az
et z = d/2'; cela montre que det(d,2)(1/2) = 1/2' + adya’ et donc
[1/2/) = det(9.2)[1/2].

Supposons que g > 2 et que z; = z{. Considérons la suite exacte :

0— Ogtjy = Ogtpy — Ogtyyv /21 — 0.
En vertu du théoreme de pureté 12.9, on obtient une suite exacte :
0— A (Oqipv/21) = O g1 pv) = HL(O g1 ) — 0.

Notons Za, . .., Z4 les classes de 22, . . ., z, dans le quotient par z1, et de méme
notons 2, ..., 7, les classes de z3,...,z; dans le quotient par z;. Comme
z21[1/7"] = z1det(dy2)[1/2] = 0, il suffit de montrer en vertu de I'hypo-
these de récurrence que la classe [1/z] provient de la classe [1/Z2- - Z,]
par le morphisme de connexion et que la classe det(d,z)[1/z] provient de
la classe det(0z2)[1/Z2 - - - Z,] par le morphisme de connexion. En considé-
rant le complexe de Cech du recouvrement affine {Ui,i = 1,...,q}, resp.
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{U/,,i" =1,...,q}, ou Uy, resp. U}, est I'ouvert principal défini par la ré-
duction modulo m de z;, resp. de 2}, de X —Y & valeurs dans le faisceau
structural, on voit effectivement que tel est bien le cas.

Soient z = (21,...,%,) et 2’ = (2,...,z,) deux systeémes comme précé-
demment. Alors, nous allons montrer que localement il existe un entier j,
avec 1 < j < g, tel que {2}, 22,..., 24} engendre I'idéal 5,y noyau de w.
Considérons la suite exacte de O+ y,-modules localement libres de type
fini :

0= Iuiyv/ Iyt py = Owt)y i1 i Qv = Qatyy — 0

xt)v

et sa réduction modulo m :
0— ]Y/k/]}%/k — ﬁy/k ®7;—10X/k iilQX/k — Qy/k — 0.

Considérons les réductions {Zs,...,2,} modulo m et leurs différentielles
{dzs,...,dz;} au voisinage d’un point. Alors, il existe un entier j tel que
les différentielles di}, dzy,...,dz, forment une base du fibré conormal de
Y dans X et, en vertu du lemme de Nakayama, les classes de 2}, Zo,.. .52
forment une base locale du Oy /,-module Sy / ﬂé/k. Cela montre que
localement 21 est dans 'idéal (2}, za, . . ., Z4), et que 21 est donc dans l'idéal
(25,22, - -5 2g)-

Quitte & réindexer, on peut supposer que j = 1. Notons par 2’ =
(21,29, ..., 2y) Vidéal (21, 22,...,2,). Alors, en vertu de ce qui précede
on a les égalités :

[1/21- - 2z¢] = det 0, (2")[1/z] - 2)]
et :

[1/2) -+~ 2] = det 0.0 (2)[1/ 2] - - 2, ].
Mais comme det 0. (2") det 0.~ (2') = det 0.(z") modulo .Zy+ v/, on a bien
I’égalité :

[1/21- - zq] = det 0.(2")[1/21 - - 2],
ce qui termine la preuve des lemmes 12.20 et 12.19. o O

LEMME 12.21. — Le morphisme (x) := (x), ne dépend pas du reléve-
ment u de i.

Démonstration. — Soit u’ un autre relévement de 7. En vertu de la lissité,
on a la factorisation u = u’g, olt g est un élément du groupe G 4. Soit (z,y)
un couple adapté & u. Par construction, le couple (2/,y’), avec 2’ := g(z)
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et y = g(y), est adapté & v'. Si Pdyu(dr)* ® u@ est un tenseur, on a
I’égalité :
Pdyu(dz)* @ u@Q = P'gdet(9,2")dy'v(dz')* @ v/ gQ =

= Plg(1)g~" det(8.2")dy'v' (dz')* @ v/ gQ.
Donc, son image par le morphisme (%), construit a I'aide de u’ est égale & :

Plg(1)g~" det(9.2")[1/2']9Q.
En vertu du lemme précédent (12.20), on a I’égalité :
[1/2] = det(@.2)[1/7
et Iégalité :
g™ det(9:2)[1/2'lg = g~ ' (det(0:2")[1/2]).

Mais en vertu du théoréme 9.3, on a 'égalité ‘g(1) = det(d,g(z)). Or, par
construction :

det(0,9(x))g det(0.2') =1,
modulo le noyau de u. On a alors 1’égalité :
P[1/2]Q = Pg(1)g~" det(9.2'[1/2])9Q,
qui montre que le morphisme (%) ne dépend pas du relévement de i. g

Les lemmes précédents légitiment la définition qui suit.

DEFINITION 12.22. — Soient i : Y < X une immersion fermée de sché-
mas lisses sur k et 2T et #1 des relévement plats. On définit le morphisme
Adji(@j;m/v) de (@;’*/V’ @i@f/v)—bimodules :

AP ) i (2] ® 7} ) — A (gL )
\Zgiyv) s\ D gt oty A Y % 2tV
@T
at/v ~ RIy (2}, ,)[codimx Y],

comme le morphisme () précédent, défini localement.

THEOREME 12.23. — Pour s > 1, la réduction modulo m® du mor-

phisme Adj’ (@;”/V)

Adj. ((Dx.jv.) t ix(Dx, v, )v. @Dy, —x. v.) — HE° Y (Dx v,)
Dy, /v,
~ RFY (DXS/VS)[COdimXY]

est un isomorphisme.
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Démonstration. — La question est locale. Soit un triplet (u, z,y) comme
précédemment, ot = (z,y) est adapté a u, et soit (us, 25, ys) sa réduction.
Le morphisme Adj; ; est défini par :

Psdysus(dxs)* X ust — Ps[l/zs]Qs
On a un isomorphisme de Dy _,y,-modules a droite :
HF(Ox, v,) o, v, DX, /v, = I (D, v,)-

Tout tenseur s’écrit de maniére unique comme somme finie :

D e ® AL,

ol 0, est un élément de H#5?(Ox, v, ). L'action & gauche est définie par :
Al Ga®AY)= > AR5, @Ak A2
0<k<B

D’autre part, tout élément d,, est de la forme P, ([1/zs]) pour un opérateur
différentiel P,. Mais :

Ags([l/ZS] ®1)= Z Ag;k[l/%] ® Ais.
o<k<a

Cela montre par récurrence sur la longueur de a que Adj; s(Dx,/v,) est un
morphisme surjectif.
Comme on a l’égalité par construction :

dysus(das)” @ usba Ay, = dysusba Ay (drs)" @ us,

Y

tout tenseur s’écrit comme une somme finie de tenseurs Y P,dysus(das)* ®
usAY ou P, est un opérateur différentiel. L’image du tenseur :

Podysus(drs)* @ us AT
par le morphisme Adjfk’ s est égale a :
Po([1/zs] @ AZ).

Tout opérateur différentiel P, s’écrit de maniére unique comme une somme
PP P, gAf ol P, 5 est un opérateur différentiel en A . Soit :

Z Pa,l@AES dysus(deg)” @ ugAT

o,
un tenseur dont 'image par Adjfms est nulle. Nécessairement, Py o([1/25]®1)
est nul, I'élément P, ¢ appartient & I'idéal (z1, ..., 2,), et cela entraine que
le tenseur :

PO,Odysus<d$5)* & usl = dysus<d$5)* & usPO,O
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est nul. Par récurrence sur 'ordre en A, on voit que le tenseur :

Z Pa,gAfsdysus(dxs)* @ usAZ

a,B
est nul. Le morphisme Adji,s(gxs/vs) est injectif. O
COROLLAIRE 12.24. — Si .#; est un complexe de D™ (Dx_v.) a coho-

mologie U 4, )y, -quasi-cohérente, alors le morphisme :

L
ix(Dx, v, v. @ Dy, 2. /v.) @D v, Ms —
Dy, /vs
L
— RIy(Dx,v.) ®ax. vy, MslcodimxY] — RI'y (4s)[codimx Y]

est un isomorphisme.

Démonstration. — C’est une conséquence du théoréeme précédent et du
lemme du way-out foncteur. O

Nous n’utiliserons pas dans la suite de cet article le théoreme précédent
et son corollaire.

A présent, nous allons construire, pour une immersion fermée i : Y — X
de schémas lisses sur le corps k, le morphisme de foncteurs Adj’ entre les
foncteurs i4if %, et RI'y[codimyY], annoncé au début de cette section.
On rappelle que, sous les conditions du théoreme de pureté 12.9, on a :

RFy(‘@%T/V)[codimXY] ‘%ﬂq(@%wv) , avec ¢ = codimyY .
LEMME 12.25. — Si 2], est un 91+

plat, il existe un morphisme :

dlﬂ -x,0 codimxY /ot t
1, 0 Zdlf‘f gmf % (@ "‘f/V) ®@T v g@

v -module a gauche spécial et
mf

inf

lllf

de@

t oy -modules a gauche spéciaux.
nf

Démonstration. — Soit % un ouvert affine du site X . et soit #/T un
relévement plat de la trace W de U dans Y. Le morphisme Adj’ (943/1 /V)

pour le couple (% T, #1) fournit un morphisme de @% -modules a gauche

T/V
par produit tensoriel :

i (gg/m_wf/v X 2 T_,%T/v) X gzqﬁ - %COdlmxy(gT T/V) (024 gZ%T

1 1 1
@WT/V nyT/v @(zz’r/v

diff ;%,0 g7
Par construction, le complexe de gauche est la valeur de gy igjq &) sur
louvert %*t. 1l faut voir que ce morphisme commute aux morphismes du

site. Soient rf : %'t — T un morphisme du site, © un relévement de
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Iinclusion W — U et #'t le produit fibré %'T x4+ #1, de sorte qu'on a
un diagramme commutatif :

it I oyt
!
vt L,
Si (z,y) est un couple adapté & u, le couple (z',/), avec 2/ := r*z et
y' := r*y, est par construction adapté au relevement u'. Il en résulte un
diagramme commutatif :
1 t t r—1 codimxY [ gt
r ’*(@%fhym/v ®@;T/V gvmﬁ@ﬁ/v) AT (D T/V>

| |

codimx Y
) — Ay (@Ikw/v)

i (9;/%—7/'1/‘/ Q gt @;ﬂf—)@/'vv
wit v
ot les lignes sont les morphismes Adj’ et les colonnes sont les morphismes :
Pdyu(dz)* @ uQ — r* Pr*~tdy'v' (da')* @ u'r*Qr 1
et
P[1/2)Q — r*Pr*=1[1//]r*Qr* 1.

Par produit tensoriel, on obtient que le morphisme commute aux restric-

tions. On obtient comme cela un morphisme défini localement. O

LEMME 12.26. — Si X est séparé et si g@ﬁnf est un complexe @

1nf
modules a gauche spéciaux et plats, il existe un morphisme de la catégorie
D((@XT v Sp)-Mod) :
%codlme(@T f/V) ®9;| Y «@;f[—codimXY] gsz
inf
Démonstration. — L’extension fo — Tmf v est plate, et un injectif

sur .@ iy reste donc injectif sur VXT Prenant une résolution injective

de @XT v par des .@X_ _/V—modules a droite, on réalise le morphisme :

inf

%COdlmXY (@T mf/V) ®@T VA% gZiTnf[_COdimXY] 9

mf
dans la catégorie D((Vxi -Mod)). Rien ne dit alors que ¢’est un morphisme

de la catégorie D((Z!

XTI v Sp)-Mod), car a priori on ne sait pas construire

une résolution de 9 v bar des bimodules qui soit injective a droite.
1nf

C’est pour construire une résolution par des bimodules que I'hypothese de

séparation intervient. Soit B, un recouvrement de X par des ouverts affines
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au-dessus desquels Y est défini par des équations z1,...,2,. Notons ju ; :
B, := By — V(2z;) — X Tinclusion canonique. Considérons le complexe
de Cech C*(Za., .@ )
XV
. 1t
0— gXiTnf/V — Hja’i*]a’igxifnf/v — e

En vertu du théoreme de pureté 12.9 et du corollaire d’acyclicité 2.22,
si X est séparé, le complexe C*® (%M,Q ' /V) est une résolution par

des (@XT /V,@;ifnf/v) -bimodules de %COdlmXY(@TT /V)[—codimXY]. Le

complexe tronqué o¢codimxy C*(Ba.is @ t /V) est une résolution du bimo-

dule %COdlmXY(QTT /V)[—codim xY], et lc morphisme de complexes qui
provient du morphlsme canonique

t
O<codimxy C° (%’az»@ i /v) @X.Tf/w
in
a savoir :

UgcodimXYc (%a 17-@ T /V) ®_@JV ‘@mf - gsz7
A%

nf

réalise le morphisme du lemme. O

Soit maintenant ., Tf un complexe de D((2 Sp)-Mod). Il admet

XT /V’
une résolution z@inf par des modules spéciaux plats, d’ou résulte par le
lemme précédent un morphisme canonique :

L

) ®@T %nf — %Lf [COdime].

1

codimxY T
S (DL v

Comme 7, COdlmXY(@T ! /V) est & support dans Y, ce morphisme se facto-
nf

rise nécessairement par RI‘y(///.Lf) — ///Jlf Il en résulte le morphisme :

%COdlmXY(@T mf/V) ®@T %nf - RFY (%nf)[COdimxy]’

1 1
f/v

qui composé avec morphisme du lemme 12.25 donne le morphisme :

Adj () Gt M — Ry (M )[codimx Y.

1 1 1

DEFINITION 12.27. — Soit i : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses et séparés sur k. On définit le morphisme Adj’ (//{nf) pour tout

1

complexe %nf de la catégorie Db((@

f Xt /V,Sp) -Mod) comme le morphisme

précédent de la catégorie D+((@;{T iz Sp)-Mod) :

AL () - 8 8 ML — RTy (M) codimy Y]

1
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Remarque 12.28. — Le morphisme Adji(.@jr%T /V) n’est pas un isomor-
phisme, méme sur K. Mais nous allons montrer qu’il induit un isomor-
phisme dans le cas géométrique ///;Lf = Oxt

ine/ V"

THEOREME 12.29. — Si X est un schéma lisse et séparé sur k, le mor-
phisme Adj. (Oxt f/V) :

i % Oxt v — RTy (Ox1_jv)[codimy Y] ~ A4 (Ot )

in

est un isomorphisme de -modules a gauche spéciaux.

i
ngnf VA%

Démonstration. — En vertu du théoréme 10.26, on a un isomorphisme
canonique de .9;, /V—modules a gauche spéciaux :
inf

ﬁyﬂlf/v = i(*hff ﬁXiTnf/V'
Il suffit donc de montrer que le morphisme :

-diff codimx Y
i Oyt v — AT (Oxt yv)

in: in

. . T
est un isomorphisme de @X:nf v

est locale, et ’'on peut supposer que X est affine. Soient 2 un relévement
plat de X et #T un relevement plat de Y. Par construction, il suffit de
montrer que le morphisme :

@T

Q gt
E1—IT/V @?Z/T/V

-modules a gauche spéciaux. La question

Oyt v — ALY (O gt y)

est un isomorphisme de ‘@}KT y~modules & gauche. Mais le ‘@;ﬂ Jy~module

%;Odimx Y (O g+ sv) est localement de type fini, dont les générateurs lo-
caux sont donnés par la classe [1/z] pour un systeme z = (21,...,%2,) de
relevements des équations de Y. D’autre part, le ZT%T /V—module a gauche
@;{N—@T/V ®-@§w/v O+ v est engendré localement par dyu(dz)* ® 1 pour
un relevement u de 'immersion ¢ et un systéme x = (y, z) adapté a u. On
voit que le morphisme Adj’ (& 4+ v) envoie le générateur dyu(dr)* ® 1 au
générateur [1/z] dont 'annulateur annule aussi dyu(dz)*®1. Le morphisme
Adji(ﬁ a7t /v) est nécessairement un isomorphisme. |

De la méme fagon, on construit le morphisme Adj’ (wyt . Jv) et on obtient
le théoréme qui suit.

THEOREME 12.30. — Le morphisme Adj’ (wyt V)
i G wxl v — Ry (wx v)lcodimx Y] = A2 Wy )

est un isomorphisme de 71 -modules a droite spéciaux.

+
Xinf/v
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Remarque 12.31. — Les résultats précédents valent sur I’extension V' —
K et nous aurons surtout a les utiliser dans ce cas-1a dans I'article présent.

12.5. La comparaison entre la cohomologie locale et I’image
directe dans le cas d’une immersion fermée. Le morphisme
de foncteurs Adj;

LEMME 12.32. — Soient i : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses sur k, et Z T et 271 des relévements plats de Y et X. Alors, les modules

17i
" , .
Tor; ” /V(@;Tﬁgﬁ/v, ‘QEKT«—ZI/T/V) sont nuls pour j # codimxY.

Démonstration. — La question étant locale, on peut supposer que X est
affine. Soit v un relévement de l'inclusion ¢ et soit = (21, ..., 24, y¥) un sys-
teme adapté a u. Considérons le complexe de Koszul K(@;ﬂ/\/’ 21,5 2q),

ou 'action des z se fait a gauche, augmenté vers @T@Tﬂggt v par P— uP.

C’est est une résolution par des ‘@;ﬁ /V—modules a droite de @IJT_) ot v €0

vertu du théoreme 10.5 et du lemme 10.8. Il suffit maintenant de démontrer

que le complexe K(QJ;L”T/V’ 21y 2q) @t _@jf%h_@,f/v est concentré en
xt)v

degré —codimx Y. Mais c’est un complexe de &4t ;y,-modules a gauche, et
I’application symbole total :

o( Y (-D)MASL,) =) (~1)lle b,

est un isomorphisme &gty -linéaire, en vertu du théoréme du symbole
total 2.21. 11 suffit donc de démontrer que le complexe :

K((ﬁj}f’r/v[é—h s 7€’I’L])T7Z1a R 7Zq) ® (ﬁ@T/V[é-h s >€n])T
(ﬁ,a)f'f/v[glv'“?&n])f

est concentré en degré —codimyxY’, mais comme les objets de ce complexe
sont sans m-torsion et de type fini sur (ﬁggf/v[&,...,én])ﬂ il suffit de
montrer que la réduction modulo m de ce complexe est concentrée en degré
—codimxY". Or, cela résulte du fait que 'immersion de Y X A} dans le fibré
cotangent T X est une immersion réguliere de codimension codimxY. 0O

Nous allons construire un isomorphisme canonique de (@;T e .9;),” /V)'
bimodules :

f Pt i
FANAS
Doy v = Tor (2D,

7! )
codimxY [ ANA A A P WAV
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LEMME 12.33. — Soit u un relévement de 'immersion i et soit x = (z,y)
un systéme de fonctions adapté a u. Alors, le morphisme P +— Podyu(dx)*
est un isomorphisme de @;T/V—modu]es a droite de @;ﬁ/v sur le noyau

Ker(z, “@;&”h—@/f/v) du morphisme :
T T
@%m%/v - @w%w)q
Q I (Zle"'vqu)'
Démonstration. — Comme les actions de @;w/v et de z1,..., 24 com-

mutent, 'image de 9;/* 4 Par le morphisme P +— Podyu(dz)* est contenue
dans le noyau Ker(z, @;ﬁh@f/v)' Le module de transfert giﬂ(h—@T/V est
un @i&w y-module a gauche engendré par dyu(dz)*. Un élément Pdyu(dx)*
opere par

f(@)dz Pdyu(dz)” = u("P(f(x))dy,

et z; Pdyu(dz)* opeére par f(z)drz; Pdyu(dz)* = u('P(z;f(x))dy. Si on dé-
veloppe ‘P = 3" aa’a/A§A§/7 on trouve que z; Pdyu(dz)* est nul pour

i = 1,...,q si seulement si les coefficients aq o pour o’ non nul ap-
: A . +
partiennent au noyau de u. Cela entraine que le morphisme %,,, v

Ker(z,_@f%h_@,f/v) est surjectif. D’autre part, si I'image d’un opérateur
Yoa aa Ay est nulle, 'action sur les monomes y® de cet opérateur est nulle,

et opérateur est donc nul. Le morphisme du lemme est injectif. O

En vertu du lemme précédent, pour tout triplet (u, z,y) on dispose d’un
isomorphisme de @JJT /V—modules a droite :

+

2
_ I x1/ !
(*) . @gy‘r/v — Torcodim;Y(@?!/‘f—w”KT/V’

@T

%h—ﬁyw‘/v)'

+

Soit v un autre relévement de i qui donne la présentation de ., s

modules a droite
@T 2 gt
XtV TSV

Mais u = vg pour un élément g du groupe ¥4+ dont I'action fournit un
diagramme commutatif :

K(QEK‘T/‘/W‘Zl?' . '7211) ® @;{h—@’r/v
T
xt/vo 4
ot xt)v T ot
9@1/\/ g TorcodimXY(QQf—»%T/V’9%1’4—@*/‘/)'
N\ ) . 7
’ ’
K(@%T/V,zl,...,zq) &® ‘@%TH@T/V
gt
xt/v
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Cette description montre que le morphisme (x) précédent ne dépend pas
du triplet choisi (u, z,y) et fournit donc un isomorphisme canonique global

de 2! T/V—modules a droite. En inversant les roles de @%T —at)y €t de
@;f_) 2ty ON montre que (%) est un isomorphisme canonique global de

T
Doy JV
de bimodules.

-modules & gauche et donc le morphisme (%) est un isomorphisme

DEFINITION 12.34. — Soit i : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses sur k, et #T et 21 des relévements plats de Y et X. On définit
lisomorphisme Adj;‘(@gw/V) de (@T Wt v 9;%/‘/) -bimodules :

Adj; (Pl ) Dbyt pylcodimx Y] —

@T
xT/v T f . N
codime(‘@@/T_)%T/Vv @:%'T(_@/f/v)[COdlme] ~

+
Dotat)v

— Tor

i L
wiat)y Ogt
at/v
comme lisomorphisme (x) précédent.

COROLLAIRE 12.35. — Soit ¢ : ¥ — X une immersion fermée de
schémas lisses et séparés sur k. Pour tout complexe //lllf de la catégo-
rie D7(9;
D_(gy“r /Vvsp)

LS EANE M glcodimx Y] = i i

1

e Sp) il existe un isomorphisme canonique dans la catégorie

Démonstration. — Soit W un ouvert affine de Y qui est la trace d’un
ouvert affine U de X. Soient #t et % T des relevements de W et de U.
Si e///mf est un @Y* IV

sur ouvert # est par construction le complexe :

-module spécial, la valeur du complexe % i //lm

t t
(Dot v ®@* . Dt —wiv) ®_@* . My

dont la cohomologie est concentrée, en vertu des lemmes 12.32 et 12.33, en
degré —codimx Y, et dont la valeur est le faisceau
t

2
wt /v T t +
TorcoéimXY(@ T_,@/T/V’@%h_wf/v) ®@T %WT'

Il en résulte un isomorphisme de .@@ -modules a gauche induit par 'iso-

morphisme Adj; (giy./v) :

A%

174
T /v T T T
My — TOTcodimXY(@gz/f_,gw/vv @ggthﬁyf/v) ®@L/T/V My
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qui commute aux restrictions du site Yilf. On a comme cela un isomor-

phisme de @;T,T v
inf

Adji (AL - ML Jeodimx Y] ~ ity i ]

i i inf?

-modules spéciaux :

qui se dérive trivialement. O

On en déduit le corollaire suivant qui donne un cas ou la cohomologie
locale commute avec 'image inverse.

COROLLAIRE 12.36. — Soit i : Y — X une immersion fermée de sché-

mas lisses sur k. Il existe un isomorphisme canonique @)T,T /V—modules a
inf
gauche spéciaux :
ﬁyi;f/v > i RFY(ﬁXjnf/v)
Démonstration. — C’est une conséquence de I’isomorphisme
AdjL(Oxt yv)

et de l'isomorphisme du théoreme 12.29. g

Autrement dit, les modules spéciaux a gauche :
Oyi v et ALY (O )

se correspondent par les foncteurs image directe et inverse dans le cas d’'une
immersion fermée.

De méme, les modules spéciaux a droite wyt /v et %”;Odimxy(wxilf/v)
se correspondent par les foncteurs image directe et inverse dans le cas d’une
immersion fermée.

13. La fonctorialité de la cohomologie de de Rham
p-adique et le foncteur de dualité

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que la cohomologie de de
Rham p-adique sur le corps des fractions K varie fonctoriellement de fagon
contravariante pour les morphismes f. La fonctorialité sur V nécessite des
changements dans les définitions. On note encore Z le produit Y xj X.

13.1. La compatibilité des foncteurs image inverse topologique
et différentielle

THEOREME 13.1. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses

et séparés sur k, et soit //lllf un complexe de Db((.@;{f /K Sp)-Mod). II
inf
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existe un morphisme dR(f/K,.#; ) fonctoriel en .4,
JIRAom (O i, M) = RAom (O e, fia - #iy)

1

+
mf/K Sp 7 1nf/K Sp

de complexes de D(Ky).
4 : -1 _ ;-1 -1 * gk * :
Démonstration. — Comme f~" =i " op™" et flig = i%g 0P > 1l suffit
de considérer le cas d’une projection puis celui d’une immersion fermée. Le
foncteur pfﬁ?f étant exact, le cas d'une projection est élémentaire. 11 suffit
de construire un morphisme entre faisceaux de Zariski :

pil %Om@TT ( 1nf"%1nf) - %077191‘ (pdlff’/‘{ f’pdlff'%l )

n
Xine/ K zl /K

i
si ,/Vf et M, sont deux @ X! /K

X sont affines et #T et 2T sont des relevements f-adiques plats, le mor-
phisme :

pilj%m@;[ (A M) —

-modules & gauche spéciaux. Si Y et

—1 -1
— Hom (D;ﬁwiﬁ%m@)p 41D @TXV%THEK*/K®Z) ///T)

@T ) —1 T 71 T
Fixyxt/K 95{7/[{ 92’7/1{

provient de la fonctorialité du produit tensoriel. Ces morphismes locaux se
recollent de fagon naturelle pour fournir un morphisme global dans le cas
d’une projection. Prenant une résolution injective ,///J]f — S f ¢ de //lh par

des 21 -modules spéciaux puis une résolution injective de Dl ﬂmf par

ZXT/K
-modules spéciaux, on trouve le morphisme du théoréme dans
le cas d’une projection. En fait, dans le cas d’une projection le résultat est
vrai sur V, méme sans ’hypothese de séparation.

Le morphisme du théoréme précédent est défini chaque fois que le fonc-
teur f1:0 est exact.

Le cas d'une immersion ouverte est élémentaire mais le cas d’une im-
mersion fermée ou le foncteur image inverse n’est plus exact est nettement
plus profond, délicat et nécessite 'extension V' — K et ’hypothese de sé-
paration. Pour cela, nous allons d’abord définir le foncteur de dualité pour
la catégorie des modules spéciaux et montrer la compatibilité du foncteur
dualité avec le morphisme image directe pour une immersion fermée.

13.2. Le foncteur dualité et le théoréme de dualité pour une

immersion fermée

Soit 7 : Y — X une immersion fermée de schémas lisses sur k.
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LEMME 13.2. — Si P] ; estun 21+
T

v -module a gauche spécial et plat,
1nf

2 yi ,Sp
/v ) .
le faisceau Tor, Yint (inf zdlff gsz) est alors nul pour j # 0, et il

existe un isomorphisme canomque de faisceaux de Zariski :

wY]Zf/V ®@;T Zdlff gsz - inf*

inf mf

Sp)-Mod) il existe

%codlmXY(wXT /V) ®@T § !@T

Pour tout complexe ///Jnf de la catégorie D_((@;{Lf/v,

un isomorphisme canonique de la catégorie D™ (Vy) :

L
-
wYS.f/v ® i Mg ~ RTy (wxt ) ®//l ([codimyx Y.
,Sp @T ,Sp
Vihe/V xt v
Démonstration. — La premieére assertion étant de nature locale, on peut

supposer que X est affine et que 2°1, 't sont des relevements plats de X et

L
Y. Le complexe inL/V Ryt

fyo, S i%q P se représente par le complexe
inf

L gt L i~lopt
Wat v Qg ( ity Qi-1gt 1)
wt/v xt/v

En vertu du théoreme 12.30, il existe un isomorphisme canonique :
L
iWart )y Ogt Dy i) 2RIy (Wart v )[codimx Y],
i /v
Mais en vertu du théoreme de pureté 12.9, on a 'isomorphisme :
RTy (wat/v)[codimx Y] ~ %)f‘)dimxy(w%f/v).

Comme e@igw est plat sur ‘@;KT /v par hypothese, les faisceaux de torsion

Dyt 5P . . )
Tor; A (UJ@/T/V,Z.di% QZ:TW) sont nuls pour j # 0 et, pour j = 0, on a

I’isomorphisme :
(@ <}ipcodlme :@T
vty gt iy Py (Wart)v) gt Loy Dot
qui se globalise naturellement dans le cas non affine.
Prenant une résolution de /// o par des @ v -modules a gauche spé-

ciaux plats, on trouve I'isomorphisme canomque de complexes de Zariski :

L
Wyt /v & tair A, mf ~RIy (wxi /v) ® J// ¢lcodimx Y.

inf
T
P20t P Pt 8P

mf mf
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COROLLAIRE 13.3. — Si A/, est 9 i

n

K -module a gauche spécial, on

a un 1somorphlsme N

L L
dlﬁ"
Wyt ;v Oat, 5 f/‘fnf ~RIy(wx] /v) gt i .spt v
" yinf/v Xlnf
Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition précédente

et de I'isomorphisme du corollaire 12.35.

LEMME 13.4. — Soit X un schéma lisse sur k et soit .. un .@

mf

module a gauche spécial. Alors, le faisceau Fom . (///mf, @XT /V) est
inf/
inf

-module & droite spécial. Autrement dit, le foncteur de dualité :

un .@
XtV

1 1

J/nfwﬁom@“\/ (.///nf, Tf/V)

inf

est contravariant et exact a gauche de la catégorie (_@

Xt /V,Sp) -Mod des

modules a gauche spéciaux dans la catégorie Mod- (.@

Xt /V,Sp) des mo-

dules a droite spéciaux.

Démonstration. — Par construction, l'action géométrique (f) de %Xff

sur Jom ¢ . (%nf, XT /V) se fait & travers le morphisme Inv : ¥xt  —

1
inf
X
inf

@T v qui associe a g I'opérateur différentiel g—1. O
mf

PRrOPOSITION 13.5. — Si X est séparé sur k, le foncteur de dualité :
1
%nf — %Om@T v ('//nf’ngnf/V)

1 1
Xinf

se dérive en un foncteur de la catégorie dérivée Df((@;ﬂ /V,Sp) -Mod)
inf

vers la catégorie dérivée DT (Mod- (QT Sp)), foncteur que on note :

T /V’

%nwajfomip (M Dt )

1 1
mf/V

Démonstration. — 11 faut montrer qu'un @ i /V—module a gauche spé-
cial admet une résolution a gauche par des modules a gauche spéciaux qui
sont acycliques pour le foncteur dualité.

Soient %t un ouvert du site XiT ¢ et j: W — U un ouvert affine de U. Le
@T%T/V—module a droite %ﬂom@T (jug%”w/v, @jw/v) est isomorphe a

Jx @;/HW/V' Pour que le @ Wt v module a gauche jl_@;l soit acyclique

HW/V
pour le foncteur de dualité, il suffit que les images directes R! j*_@jwlw n%
soient nulles pour I > 1. Pour cela et en vertu du corollaire 2.22, il suffit
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que W soit affine assez petit et que la trace sur W d’un ouvert affine reste
affine : et c’est cela qui demande 'hypothese de séparation. Si donc U est
séparé, tout .@;ﬂ /V—module a gauche est quotient d’'un module acyclique
pour le foncteur de dualité, et la méthode de la démonstration du théoréme
10.2 montre que tout Q;Lf /V—module a gauche spécial admet une résolution
a gauche par des modules a gauche spéciaux qui sont acycliques pour le

foncteur dualité. O
Notation 13.6. — On note DY, le foncteur de dualité décalé :
xt /v
inf
s .
D;T . ARES R%”om@pT (A, @;{_T f/V)[dlm X].
xT /v X’f V% in

inf inf

Le foncteur de dualité est aussi défini sur K.

PrOPOSITION 13.7. — Si X est séparé, il existe un morphisme cano-
nique de la catégorie dérivée des modules a droite D+(M0d—(9;1 /K Sp))
inf

V. 3

EY: wxt e — Ry (wxt /x)[2codimxY].
Démonstration. — Soit :

E;: RIy(Oxi k) — Oxt /K,

le morphisme canonique de la catégorie Db((QT

XTI /Ko Sp)-Mod). En duali-

sant sur K, on trouve un morphisme :

Rﬁomsf; (Oxt /i Q;ifnf k) = RAm™ (RUy(Oxt k), 7

2 iTnf/K).
xI /K xI /K

Le complexe de gauche est canoniquement isomorphe a wxt ./ x|—dim X].

Le théoréme suivant permet de montrer que le complexe de droite est ca-
noniquement isomorphe au complexe :

RIy (wyt f/K)[QcodimXY — dim X],
ce qui fournit le morphisme E; de la proposition. O

THEOREME 13.8. — Soit X un schéma lisse et séparé sur k et soient

i 'Y — X un sous-schéma fermé et lisse et L///Lf un complexe de la

catégorie Di((@)tvf e Sp)-Mod). Alors, il existe un morphisme fonctoriel
inf

canonique de dualité de la catégorie D+(Mod—(9;ﬁ v Sp)) :

AGZARE ifiHD;TT (%Lf)eméu Gz ).
Y. . /V x! /v

inf inf
De plus, le morphisme de dualité est un isomorphisme pour tout complexe
parfait A, f

inf"
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Démonstration. — Soient %' un ouvert affine de X, ., W = UNY et
#t un relévement de W.

La restriction & % T du complexe zdlfijforn@T (///mf, T /V) est

inf?

le complexe : Yihe/v
T T T
R Hom g ) (Ays: Doy pv) @t Dyt iy -
wt)v wt/v
La restriction & %t du complexe Re%”mn‘s@p;r (i e//z’mf7 X* /V) est

xt /v
inf
par définition le complexe de modules a droite :

R Hom gy ('*-@%f(_wr/v L My, Dy ) -

wut)

. . . L 1 t
Soit Z5,; — ///WT une résolution a gauche de .#,,, par des @WT/V_
modules & gauche qui sont somme directe de modules élémentaires. Alors,
on a un isomorphisme dans la catégorie dérivée :

Rji”om@; (///WT7 T/V) ~ e%”om@;/ (Py+, WT/V)

Le morphisme du produit tensoriel fournit un morphisme canonique :
. T T . T
Hom  ( WMQWT/‘V)@@WT_)%T/\/ — Hom (P, Dy, f_)@/f/v)
2! ot 2!
wiv win wiv

Par fonctorialité, on a un morphisme canonique :

iy Hom (f@;w,@;ﬁ_)%f/v) —
gt
wt v
. ° . T +
- j%”? (l*ggzmwwv Q Pyt Days i v Q Dyt v )-
2
wt/v j;ﬂ/v @j;ﬂ/v

Le morphisme précédent suivi du morphisme Adji(@;ﬁ /V) fournit un
morphisme :

i Hom (P, -@im/v) & 9;/@%/\/ -

@T gt
wt/v jw‘r/v

codimxY
— f%”onz (Z*@;/THWT/V (%9 yﬂfm»%p[ * ](@;/T/V)) -
wt/v @w‘r/v

[codimx Y]
—~RAom (.9, 1)y @ Py I (Zy)

2! t
wt)v @w‘r/v
Le morphisme canonique :

%p[codlmxy](@T T/V) @;ﬁ/v[codimxy]
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fournit un morphisme canonique :

in AHom (P31, DYy ) @ Dy oy jyr —
T

gt
jw’r/v @wl‘/v
— R Aom (i.DYs _ypi )y @ Pyt Dhy1 ) [codimx Y]
@T ¥ 17
“v/v wtv

D’ou un morphisme canonique :

i*Rj%”f (Aoyt, ‘@TW‘F/V) X @;LVT—»%*/V -
t

2
wt/v @WT/V

— R J€om (i*g;ﬂ%%f/v X ///TWT,.@T%T/V)[codimXY}7
t

+

2
wt/v wtv

qui est le morphisme de dualité D (e//z’;;/T ).

En considérant la résolution canonique &3, de ///Jlf par des _@;Lf v

i

modules & gauche spéciaux acycliques pour le foncteur de dualité, on voit
que le morphisme local de dualité est la restriction d’'un morphisme global
de dualité D (. ;) parce que dans le cas dun module élémentaire, de

1

la forme P%ﬂ(@;ﬁ/v

morphisme de dualité sont concentrés en degré 0.
De plus, le morphisme Di(@;ﬁ/v) :

) pour un ouvert affine %1, les deux membres du

WDy iy = R,;fom%w(i*%mw/v, Dbyt py)codimx Y]

est un isomorphisme en vertu du lemme 10.8. Cela montre la seconde as-
sertion du théoreme de dualité. O

L’isomorphisme du dualité précédent a aussi lieu sur ’extension V' — K.

COROLLAIRE 13.9. — Soient un schéma X lisse et séparé sur k et Y
un sous-schéma lisse sur k. On a alors un isomorphisme canonique de la
catégorie D_(MOd-(@;{T /K,Sp)) :

inf

RIy (wxt /x)[2codimxY — dim X] ~

=R Aom™ Ry (Ox] k) D /i)
x[ /K

Démonstration. — En effet, on applique l'isomorphisme de dualité au
fibré trivial Ot /K> €n tenant compte des isomorphismes des théorémes
12.29 et 12.30. O

L’isomorphisme du corollaire induit le morphisme de la proposition 13.7.
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En vertu de la proposition 13.7, on obtient par produit tensoriel un
morphisme de la catégorie D(Kx) :

L L
wWxt ® M — Ry (wxt /x) @ M [2codimx Y.

inf /K :
Sp Dyt /K’Sp

2t
Xing/ K inf

inf

Mais le complexe de gauche est canoniquement isomorphe au complexe de
de Rham décalé vers la droite :

Rtom (Ot i, Mihy)[dim X,
1_ imn

Dt
Xinf/Kv’Sp
alors qu’en vertu du lemme 13.2 le complexe de droite est canoniquement
isomorphe au complexe de de Rham décalé vers la gauche :

R Stom (Ot i i Aohy) [dim X].

inf

Cela fournit le morphisme du théoreme 13.1 dans le cas d’une immersion
fermée. O

ProPOSITION 13.10. — Soient i : ¥ — X une immersion fermée de
schémas affines lisses sur k et it : &t — 21 un relévement de i. Alors,
le morphisme :

EY : wxi sk — Ry (wxi /x)[2codimyY]
est représenté par le morphisme de complexes défini par it :

%1k @ Dt i) A X] = (15 @ Dhyi g1 ) [dim X].
% 2

2T /K @t K
Démonstration. — Voyons d’abord que w := ¢* définit un morphisme de
complexes :
dimxY
u: Qiﬂgmgz/rm & Sp* (O /i) — AT (Q.J;KT/K) Q Sp* (O i)
_@T ot
T/ K xt K
par

P®1®771/\---/\77k»—>Adji(P®u)®tu(m/\'--/\nk),

ot tu est la différentielle de u et Adj’ (P ®u) := Adji(@;ﬂ/K)(P ®u). Ce
morphisme représente le morphisme

. . L
I ‘%ﬂ;()dlmxy(g;{T/K) Q Sp*(Oat)K)
@T%T/K

Considérons alors le diagramme :
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- . f ~ i . T
7 1(Q%T/K®ﬁ%T/K @%T/K)_Z L #om (Sp (ﬁ%T/K),Q%T/K)

@T
J{ N 2t /K J{
U:=1

. 71l ~ ot
Q??/T/K®9@T—>%T/K _me? (Sp.(ﬁ@T/K)’QQT—M%T/K)
ﬁ"’?/T/K @?Z/T/K T

L Hom (AN (L )@ S (Ot yr) (D 1))

' XT/K
AN t
2t/ K @%T/K “
/ t codimx Y i
e Homgr (g @ IO ya) AT (),
ZT/K @T
RANES

qui est par construction commutatif. D’autre part, le diagramme suivant
est aussi commutatif :

AHom (W;odime(@T )® Sp‘(ﬁg{i/}() , jf)c/odimXY(@T ))

k xt/K ZT/K
7
T /K @;”T/Kl
. ot wpcodimx Y /o
Jfom(9%.T<_@T/K®Sp.(€OJIT/K)7‘7fY . (Q%T/K)) —
7 T
2T /K @@T/K

L R om (A (71 YQ Sp* (Ot i), 25 XY (71 )

N XV /K XT/K
2
2T/K @;T/Kl
ot dimx Y ()t
— R Jom (Q%TH@/T/K(@SP.('@@T/K)"%&XC’O - (Q%T/K))
2 21
ZT/K 1K

P dimx Y ° .
Lijom (‘%0;0 x (@%T/K)®Sp (ﬁﬁr‘fT/K)v @.];{]\/K)[COdlmXY}

@T
xt /K -@;T/KJV
R s€om (QTQ’TH@/t/K® Sp* (Ot k) @;,’T/K) [codim x Y]
A e
2T/ K >tk

ce qui montre que le morphisme :
i_leiTnf/K — RIy (wxt /x)[2codimy Y]
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est représenté par le morphisme de complexes défini par it :

i wart g ifl(Q'ggT/K X .@%T/K)[dimX] LN

ﬁ,%’T/K

LN Q%1 /xk Q@ @;TH%T/K[dim X]) = ALY (W gt i) [codimx Y]

ﬁ@T/K

O

COROLLAIRE 13.11. — Soient f : Y — X un morphisme de schémas
lisses et séparés sur k, f: &1 — 21 un relévement de f et ., un
T
7x} o/
phisme

'R Hom (ﬁXifnf/K,///.Lf)HR%OW (ﬁm/K’fgiff//fiLf)

1
2':  .Sp 2% Sp
Xirnf/l(7 Yirnf/l(7

-module a gauche spécial et acyclique pour f3. Alors, le mor-

est représenté par le morphisme de complexes :
—1 T *,0 T .
f ('///%" OOyt Q.%T/K) = faig (A yt) QO )k Qo k-

Démonstration. — La méthode du complexe de Spencer du théoréeme
6.44 montre le cas d’une projection. Le cas d’une immersion ouverte est
élémentaire. Le cas d’une immersion fermée est conséquence, précisément,
de la compatibilité de la proposition 13.10. Cela montre que le morphisme
du théoreme 13.1 recolle les morphismes locaux que ’on peut construire a
partir de relevements. En particulier, le corollaire s’applique & chaque fois
que le foncteur f:{i’g est exact. O

Remarque 13.12. — Les morphismes locaux précédents sont des mor-
phismes de la catégorie dérivée, qui n’est pas un champ, et donc ne se
recollent pas a priori, ce qui explique la nécessité et 1'utilité du foncteur
de dualité pour définir le morphisme du théoréme 13.1 dans le cas d’une
immersion fermée. Dans la pratique, le corollaire permet d’expliciter loca-
lement le morphisme précédent et c¢’est ce qui est utile.

La méme démonstration montre la compatibilité sur K du foncteur de
dualité avec le foncteur image inverse pour une projection.

THEOREME 13.13. — Soient p : Y x; X — X une projection de
schémas lisses et séparés sur k, et ,///J1f un complexe de la catégorie
Di((-@;(‘rnf/[(a

de dualité de la catégorie D+(Mod—(@gYXkX);rnf/K, Sp)) :

DZ(//flLf) : Daife D;T : (%Lf) - D;w‘ (i ///Lf)

Sp)-Mod). Il existe alors un morphisme fonctoriel canonique
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De plus, le morphisme de dualité est un isomorphisme pour tout complexe
parfait M

inf*

13.3. La fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique

Nous allons déduire la fonctorialité de la cohomologie des résultats pré-
cédents.

COROLLAIRE 13.14. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
et séparés sur k et soit //[Tf un complexe de Db((@;ﬂ K Sp) -Mod). Alors,
inf

mn:

il existe un morphisme canonique DR(f/K, //lll;f) :

R Hom (ﬁ’xfnf/K,,///.Lf)ﬂRHom (ﬁYJ‘f/va;iff‘/liLf)7

i
21 + Sp QTT Sp
Xiag/ K Yint/ K’

. . t
qui est en fonctoriel en ;.

C’est une conséquence du théoreme 13.1 et du fait que la cohomologie
globale est I’hypercohomologie pour la topologie de Zariski du complexe de
de Rham p-adique local.

Spécialisant au cas géométrique //lllf = ﬁXifnf sk et tenant compte du
théoreme 10.26, on trouve la fonctorialité de la cohomologie de de Rham
p-adique pour un morphisme.

THEOREME 13.15. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
et séparés sur k. Il existe alors un morphisme canonique DR(f/K) :

RHom (Oxi k. Oxi k) = RHom (Oyi k,0vt k),

2t Sp 2t Sp
Xinf/K Yinf/K
qui est transitif pour deux morphismes.
. . . f g . ’
Démonstration. — Si Y — X = Z sont deux morphismes entre sché-

mas séparés et lisses sur k, le théoréme 10.26 fournit des isomorphismes
canoniques :

fais (gfnff(ﬁzjnf/K))ﬁfgiff(ﬁxfnf/K)2ﬁYijlf/K’i(gof):uff(ﬁzjnf/;{)-

Reste & voir que le foncteur DR(—/K) est compatible avec la composition
des morphismes. Considérons le diagramme commutatif ou les morphismes
if,ig sont les morphismes graphes de f et g et les morphismes p sont les
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projections naturelles :

Yy — YV X — o Y sy X Xy L — s Y X, 2

~ L

X—1 s Xx,Z

— |

Z.

Par construction, le foncteur DR(—/K) est compatible avec la composi-
tion de deux immersions fermées ou de deux projections. Reste a voir la
compatibilité des morphismes du carré cartésien, c’est-a-dire 1’égalité :

(%) : DR(iy/K) o DR(p/K) = DR(p/K) o DR(i4/K).
On a un premier diagramme commutatif :

DR(XXkZ/K) i RHom(Rrig(X)(ﬁ(Xka)jnf/K)’ﬁ(Xka)T f/K)

- e in
J{ (Xxkz)inf/K l
DR(YZ(X;;Z/K) —RHom (RFiq(yXx)(ﬁ
S

1
+
(szzz)inf/K

(YxX:Z)jnf/K) ) ﬁ(yfxiz)fnf/f() )
p ‘
»Sp

puis un diagramme commutatif dont les morphismes horizontaux sont des
isomorphismes :

RHom (Rrig(X)(ﬁ(sz)jnf/K)’ ﬁ(XxZ);rnf/K)
2t T Sp k k —
xxp] /K l
RHom (Rriy(yix)(ﬁ(YxXxZ)Inf/K) J ﬁ(Yxxe)jnf/K) -
@T . 7Sp k k k k
(Y X X X kZ)mf/K
L dim Z dim Z
R Hom (‘%‘;AX) (ﬁ(XXZ)jnf/K%%g(X) (ﬁ(YxX)iTnf/K))
@T ,Sp k k
(Xxkz);fnf/K l
dim Z dimZ
R Hom (%Q(Y;:X)(ﬁ(YXXXZ)Lf/K)’ ig(Y;:X)(ﬁ(Y;stZ)iTnf/K))

: Pl :

21 ¢, Sp
Y XXX 2) o/ K
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et enfin un diagramme :

RHom (#4335 (0
ot

i »Sp
XD g/ K l l

RHOm(%d{;Xx)(ﬁ(Yfoz):nf/K) jﬁjg)fx)(ﬁ ‘_DR(Y:X/K)v
ot o

T
(Y:X;:Z)inf/K

), 5% (O — DR(X/K)

(Xxx2)] /K (X%, 2)] f/K))

(yxxxz)! f/K))
XXXZ)in

dont les morphismes horizontaux sont des isomorphismes et dont la com-
mutativité entraine la compatibilité ().
En effet, soit :

L]
ﬁXiTnf/K - jX:nf

une résolution par des .@T -modules a gauche spéciaux injectifs et

X[/ K

pmf /(YXX

une résolution par des 2 -modules & gauche spéciaux injectifs,

(YxiX)! /K
alors le dernier diagramme se représente par le diagramme commutatif
de complexes d’espaces vectoriels sur K dont les morphismes horizontaux
sont des isomorphismes en vertu du corollaire 13.3 :

dimZ -diff se
Hom (%” (X>( (X xo2)} f/K)’ng*fx,T ) «— Hom (ﬁXTf/K"ﬂXT )
+ Sp in inf ot sat inf
(Xxkz)inf/K l x;fnf/Kl
dimZ dlff .
Hom (7 (YxX)(ﬁ(YxXxZ)T /K)7 9 */(YXX )HHom(@Y;X)LIf/K’/(YxX)fnf)’
2t Sp " 2t Sp *
(Yxkxxkz)mf/ (yxkx>iTnf/K

ou le morphisme vertical de gauche provient de I'isomorphisme de change-
ment de base pour une projection de la proposition 11.16.
La commutativité de ce diagramme implique 1’égalité :

R(ig/K) o DR(p/K) = DR(p/K) o DR(iy/K)
et donc I’égalité :

R(f/K)o DR(g/K) = DR(go f/K).

Le théoréme suivant résume ce qui précede.
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THEOREME 13.16. — La correspondance DR(—/K) :
Sms(k) ~ DT (K)
X ~ DR(X/K) :=RHom (Ox' /i, Ox1 /i)

est un foncteur contravariant de la catégorie Sms(k) des schémas lisses
et séparés sur k vers la catégorie dérivée DT (K), qui étend le foncteur de
Monsky-Washnitzer du corollaire 6.48 du cas affine.

Remarque 13.17. — Sous la condition e < p”(p— 1), tous les arguments
précédents se transposent pour le couple gX. — ;(? . On n’obtient

rien de nouveau pour la cohomologie sur K quand h # O Ma1s dans le cas
h = 0, on obtient déja la fonctorialité de la cohomologie sur V :

THEOREME 13.18. — Sie < p—1, alors la correspondance DRy(—/V) :
Sms(k) ~ DT (V)
X ~» R Hom (ﬁx.*f/vv ﬁxif/v)
Do S in
f/V
est un foncteur contravariant de la catégorie Sms(k) des schémas lisses et
séparés sur k dans la catégorie dérivée DV (V).

Démonstration. — En effet, dans ce cas on peut considérer le complexe
de Spencer Sp"o(ﬁ pas /V) d’échelon zéro qui se construit en remplagant le

faisceau D t /K par le faisceau D qui est une résolution du faisceau

1n

XT /V7
structural, qui est alors un module de présentation finie. A partir de 1 tous
les arguments se transposent. g

Remarque 13.19. — D’autre part, si e < p—1, la cohomologie de Rham
p-adique d’échelon zéro du site infinitésimal formel doit étre canoniquement
isomorphe a la cohomologie cristalline sur V', et cet isomorphisme doit étre
fonctoriel.

13.4. Le théoréme de factorisation p-adique de la fonction Zéta
d’une variété algébrique lisse sur un corps fini

Nous allons appliquer la fonctorialité précédente, en fait dans une situa-
tion plus simple, au morphisme de Frobenius d’une variété algébrique lisse
sur un corps fini, morphisme plat mais non lisse, et en déduire I’expression
cohomologique p-adique de sa fonction Zéta.
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DEFINITION 13.20. — Supposons que k est un corps fini F, et notons
f = fr le morphisme de Frobenius relatif & F, d’une variété algébrique
lisse X surIFy. On définit ’endomorphisme .% de complexes de Zariski par :

— RAom  (Oxi /i, frae Ox} /K)
»Sp

~RAom  (Oxi /i Ox] /K);

1
x50

ot le premier morphisme est celui du théoréme 13.1 et le second provient
de I'isomorphisme canonique frig Oxi K Ot K du théoréme 10.26.

On définit endomorphisme de Frobenius de la cohomologie de de Rham
p-adique, et I'on note

F': Hpp(X/K, ﬁxﬁnf/K) — Hpp(X/K, ﬁxjnf/K)’
le morphisme induit en cohomologie par le morphisme F :

RHom (Ox! /r:Ox} jx) = RHom (Oxt /e, fram Oxt jx) ~

t t
x50 PP
ZRHOm (ﬁXiTnf/K7ﬁXjnf/K)'
t
PP
LEMME 13.21. — Si X7 U X5 est un recouvrement ouvert de X, le tri-

angle de Mayer-Vietoris de la proposition 6.37 induit une suite exacte lon-
gue de cohomologie de K-espaces vectoriels munis de I’endomorphisme F* :

- — Hpp(X/K, ﬁxjnf/K) -
— Hyp(X1/K, ﬁ(xl)Inf/K) O HLp(X/K, ﬁ(Xz)?nf/K) —

— Hpp(Xi2/K, 0 ) = Hpp (X/K, Ox;

inf

(X12)?nf/K /K)—)
Démonstration. — Soit R%Om@TT ,Sp(ﬁxi)f/K’ﬁXLf/K) — Sy une

inf

résolution injective par un complexe de Zariski de faisceaux d’espaces vecto-
riels sur K. Alors, 'endomorphisme .# se prolonge en un endomorphisme F
du complexe .#¢. On obtient alors un endomorphisme d’une suite exacte
courte de complexes d’espaces vectoriels sur K, parce que les termes du
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complexe £3 sont flasques :

0 — F(X,f):-) — F(Xl,j;()@r(Xg,f)%) HF(Xlg,f)}) — 0

| |

0 - I'X, %) — TI'(X, %) el(Xe, %) —I'(X12,#y) —0.

La suite longue de cohomologie fournit le lemme.

COROLLAIRE 13.22. — Les endomorphismes de Frobenius F* sur la co-
homologie de de Rham p-adique sont bijectifs.

Démonstration. — La suite longue de cohomologie du lemme précédent
ramene la bijectivité de F*® pour X aux cas de X7, X5 et de X; N X5. En
raisonnant sur le nombre d’ouverts affines d’un recouvrement de X, on se
ramene au cas affine, traité par Monsky-Washnitzer dans [31] (§8, coro. 1),
sachant que localement les morphismes de Frobenius sont induits par un
morphisme de complexes de de Rham. g

DEFINITION 13.23. — Si la variété X est purement de dimension dim X,
on définit le nombre de Lefschetz L(X) comme la somme alternée des traces
de I'automorphisme gradué de la cohomologie ¢%™ X (F*)~1L.

Le nombre L(X) est bien défini comme un élément de K en vertu du
théoréme de finitude 6.42 [22].

COROLLAIRE 13.24. — On a I’égalité L(X) = N1(X), ott N1(X) est le
nombre de points F,-rationnels de X.

Démonstration. — En considérant un recouvrement de X par des ouverts
affines et en raisonnant par récurrence sur le nombre des ouverts affines du
recouvrement, la suite longue de cohomologie du triangle de Mayer-Vietoris
réduit la formule des traces N1(X) = L(X) au cas affine, traité dans [28],
puisque les deux nombres sont additifs pour deux ouverts. O

Soit V' — V’ une extension finie d’anneaux de valuation discréte complets
de corps résiduels parfaits. Notons (k', K/, X”) le triplet obtenu & I’aide de
ce changement de base & partir du triplet (k, K, X).

LEMME 13.25. — Soit V' — V' une telle extension. Alors, le morphisme
canonique :
RHO{H (ﬁXJnf/K7ﬁXifnf/K)®K/ —>RHO?’1 (ﬁX,:‘nf/KmﬁX/ifnf/K/)
D'+ ,Sp K ,

x' /K 2 Al ’
inf X f/K

est un isomorphisme.
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Démonstration. — Dans le cas affine, la cohomologie de de Rham p-
adique commute au changement de base fini. La suite de Mayer-Vietoris
ramene le cas général au cas affine. g

On en déduit la premieére démonstration, a notre connaissance, de la
factorisation p-adique de la fonction Zéta d’une variété algébrique lisse sur
un corps fini pour une variété algébrique lisse sur un corps fini, sans aucune
autre restriction, ce qui constitue le véritable test de nos méthodes :

THEOREME 13.26. — Supposons que k est un corps fini Fy et que f = fr
est le morphisme de Frobenius relatif a IF, d’une variété algébrique X lisse
purement de dimension dim X. On a alors la factorisation de la fonction
Zéta de X :

2,0 = [[ PaX)/ I Poa(x)
7 impair 1 pair
ot P, ;(X) := det(l — ¢@™X(F)~'t) € K[t] avec 0 < i < 2dim X, est
le polynéme caractéristique de ¢/"™ X (F?)~1 agissant sur la cohomologie
Hiyp(X/K, ﬁXifnf/K).

Démonstration. — Pour m > 1, soit V — V,,, 'extension non ramifiée
relevant l'extension F;, — Fgm. Par le lemme précédent, on obtient un
isomorphisme :

Hpp(X/K,Ox} k) Ok Ko~ Hpp(Xm/Km, Ox 1 k)

inf

de K,,-espaces vectoriels compatible avec I'action de (F?)™. D’oti I’égalité :

S (1) T (¢ X (B )™, B (XK, Ox1 1)) = L(Xom) = N
i
ol NV, est le nombre de points de X a valeurs dans Fym , qui implique la fac-
torisation de la fonction Zéta, par le raisonnement habituel, en comparant
les dérivées logarithmiques des deux membres du théoreme. O

Comme nous l'avons dit dans lintroduction, cette factorisation était
connue auparavant dans le cas affine ([28]), complété par le théoreme de
finitude [22], et dans le cas propre et lisse par la théorie cristalline [4].

Remarque 13.27. — Le morphisme de Frobenius n’est pas défini
comme morphisme de complexes sur le complexe de de Rham Q;(Tf /K
du site infinitésimal, parce que 'action de Frobenius ne commute pas a
I’action du groupe gX:nf' L’action de Frobenius n’est définie sur ce com-
plexe qu’en catégorie dérivée, parce que ses faisceaux de cohomolo-

gles &xt? ; . “ xt /K, Ox1 g k) sont isomorphes aux faisceaux de Zariski
xT /K
inf
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Ext® . Sp(ﬁxj K Oxt f/K). On ne voit pas a priori comment définir
Tk in
inf
globalement 'action de Frobenius sur la cohomologie & partir du complexe
Q%+ /K¢ SAns passer par la catégorie des complexes spéciaux. C’est le point.
f

in

14. La suite exacte de GGysin en cohomologie de de Rham
p-adique et la classe de cohomologie d’un cycle

Dans ce paragraphe nous allons établir la suite exacte de Gysin en co-
homologie de de Rham p-adique sur K pour un couple Y C X lisse sur k,
généralisant la suite exacte de Gysin pour un couple de variétés affines lisses
([27, 22]), et nous allons construire un morphisme gradué entre le groupe
des cycles de X et 'algebre graduée de la cohomologie de de Rham p-adique
de X. Nous suivons la méthode, introduite dans le cas affine dans [22], qui
consiste d’abord a montrer un résultat de compatibilité des images directes
différentielle et topologique pour le foncteur de de Rham local.

14.1. La compatibilité des foncteurs images directes topologique
et différentielle

Nous allons d’abord démontrer le théoréeme de compatibilité entre le
foncteur image directe des modules spéciaux et le foncteur image direct du
complexe de de Rham local.

THEOREME 14.1. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k, ou X est séparé sur k, et soit //Jlf un complexe de la catégorie
D+((@)T,f K Sp)-Mod). Alors, il existe un isomorphisme canonique de la
inf

catégorie DV (K x) :
R jfom'@lﬁ /K’Sp(ﬁXiTx]f/K’ f:liff ///1];&) [dlm X} =

inf

~RER Homyr o (Oyi i M)[dimY].

Yiuf/K

Par construction, le foncteur image directe des modules spéciaux f3iff
est le composé pdiff o idiff du foncteur image directe dans le cas d’une
immersion fermée et dans le cas d’une projection. Le foncteur R f, est
le composé Rp, o Ri,. Pour monter le théoréme précédent il suffit donc
de le montrer dans le cas d’une immersion fermée puis dans le cas d’une

projection.
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LEMME 14.2. — Soiti : Y — X une immersion fermée de schémas lisses
sur k, et soient @Lf un 9 -module a droite spécial plat et ///nf un

t
Iyt v
projection de faisceaux de Zariski de V-modules sur X :

dlff T
:@mf ®@T » ///1 — iy (zdlﬁ gsz ®@+ . M)

/V
-module & gauche spec1al. 11 existe un isomorphisme canonique de

1

mf mf

Démonstration. — Soient U un ouvert affine de X et W sa trace sur Y.
Soit % T un relevement de U et # T un relévement de W. Par définition, la
restriction a U du faisceau de Zariski @;f Ryt iffoﬁ L///Lf est le faisceau

Xirnf/v
'92%1‘ Qg i*(-@;;ﬂhyw Q gt ///J/r)
ut)v wt)v
De méme, par construction, la restriction a U du faisceau de Zariski
0 ot i
b (i Ping @t Ming)
inf/v
est le faisceau i*(i*IW;/T ®,_15t @T%teyw ® gyt ///,T/I) Le mor-
wt v wt)v

phisme du lemme est le morphisme naturel de projection :

®Z*( iy QA 1) - Z‘*(rl@T +®9%+Hym X . r)v

9* 27 i~to! 27
wut /v wt)v ut /v wt/v

lequel est un isomorphisme puisque ¢ est une immersion fermée. Cet iso-
morphisme de projection est invariant par 'action du groupe ¥+, et se
recolle en un isomorphisme de faisceaux de V-modules sur X. O

-di

Comme le foncteur ¢ est exact, I'isomorphisme précédent se dérive de

fagon évidente en un 1somorph1sme de projection :
’/an ®@T dlﬁ%nf - Z* (szhﬁ‘/if ®@T %nf)

i Sp Ux i ,S i
/voP %

mf n\f

1

pour un complexe </an de la catégorie D’(Mod- (.@Xf Vv Sp)) et un com-
plexe //lllf de la catégorie D+((.@;r,_f /V,Sp) -Mod). Appliquons I'isomor-

phisme précédent au cas Ji{nf = wxi v et tenons compte de l’isomor-
phisme du théoréeme 10.37. On trouve 1’1som0rphisme de projection :
L S iyt ®, M)
mef/V -@;1 /V7SP by inf & wY /V )Jf v ,Sp inf
inf 1nf
et, en particulier, 'isomorphisme sur K :
L L i

dlff
inTnf/K ®_@T ; Sp Ty %lllf — 'L*(LUYT /K ®91— Sp %inf) .
)(irnf/l(7 f/K
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Mais le complexe :

L

dlff
wxt /K ®@T o Ty ///1
lnf

est canoniquement isomorphe au complexe :

R%”omw sp(Ox1 /Ky d ///nf)[dimXL

1
mf/

et la formule de projection précédente fournit I'isomorphisme du théo-
reme 14.1 dans le cas d’une immersion fermée.

Considérons le cas d’une projection p : Y xx X — X. Posons pour
simplifier les notations Z :=Y X X. Supposons d’abord que Y et X sont
affines et soient T et 2T des relevements plats sur V de Y et de X. Alors,

diff ///mf est canoniquement isomorphe au complexe :

Rp*(-@ggﬁ‘(_@wvgyf/x(@ ///o;/fxvgg"r)v

@TXVJ:T/K

et le complexe de de Rham de //ZILf est canoniquement isomorphe au com-
plexe :
w ® M —dim Z].
txy XT/K @/Txvx‘r/x gﬁxvggﬁ[ ]

Le morphisme de projection topologique :

W%T/K®Rp*( %n_@rxvgw/[(® txvxf)_’
21 2t
2T /K y‘rxvxf/x

1
— Rp.(p~ Wat/K ®9%T<—@/fxv%vk ®'///@/fxv3w)
p ot 72
2t /K Fixy 2T /K

est un isomorphisme, parce que le 72 -module & droite wy-+/ admet

2K

une résolution finie par des 2! -modules localement libres de type fini.

XK
Mais en vertu du théoréme 10.37, 'image inverse :

L
* e 1 T
PaigWat/)k =P Wai/K ®p71@;”/ ggmgyfxvgrm
2 K

est canoniquement isomorphe & way i\, 21 /1, ce qui fournit la compatibilité
du théoreme 14.1 dans ce cas-la.

Supposons que X est affine et soit 2 T un relevement V-plat de X. Le
complexe pdiff M, f L se représente par construction par le complexe :

Pu HHOMyigt I (7' Oyt yis Ryt ot (L1 ))[dimY],

inf
inf
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ou .7 est une résolution de A par des QZ ./ -modules & gauche spé-
1nf

ciaux injectifs. La formule de projection fournit encore un isomorphisme :

w%T/K®Rp*<%”om (¢~ @’yf JEs Byt i (I ))[dim Y] ~

@T mf
QLT/K . YiI,f/K
~Rp.(p 'wai/x ® Hom (¢~ ﬁyf JE Byt i (I )))[dim Y.
7121_ q—l@TT inf
2t /K Yine/ K

Mais si Y est un ouvert affine et si fllf est un @;inf / x-module spécial
injectif, le faisceau :

_1@1-

’Tori =l/x
(pilw%T/Kajfomq—lgz/T B ((flﬁyiif/mRyilfx%f(fiilf)))
inf

est en vertu du cas précédent nul si ¢ # dimY, et 'on a l'isomorphisme
local :

“1gt
Torzimiwm (p_lw‘%fT/K7%Oml (q _1ﬁyi1f/K7RYifo%T(jiLf))) =
a @;iLf/K
~ Hom (O, mf/K’Rw xxf(jijlf))v
ot

qui se recolle naturellement en un isomorphisme global au-dessus de Y x X,
fournissant ainsi I’isomorphisme du théoréme dans le cas ou X est affine.

Le cas ou X est affine montre que si . Tf est un _@Z K -module a gauche
spécial et injectif, le faisceau de Zariski

,Sp
N
TO?” me/K (WXT f/Kap*O ‘y]nf)

est nul si ¢ # dim Y, et 'on a I'isomorphisme local :

@L* /K’Sp
inf
TOlem (wXTf/Kap*O <ﬂ] )

qui se recolle naturellement en isomorphisme global au-dessus de X. En
prenant une résolution de .. Tf par des @Z e/ -modules spéciaux injectifs,
on obtient un isomorphisme de Complexes qui représente 1’isomorphisme
du théoreme 14.1 dans le cas d’'une projection.
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14.2. La suite exacte de Gysin en cohomologie de de Rham
p-adique

Nous allons établir d’abord ’analogue p-adique de l'isomorphisme de
Thom, puis en déduire formellement la suite de Gysin.

THEOREME 14.3. — Soit une immersion fermée i : Y — X de schémas
lisses et séparés sur k, de complémentaire j : U — X. Alors, il existe des
isomorphismes canoniques :

Hy ™Y (Y/K) ~ Hpp y (X/K)
dont on déduit une suite exacte longue de Gysin :

— Hpg ™Y (Y/K) — Hpp(X/K) — Hpp(U/K) — -

Démonstration. — En vertu du théoreme 12.29, et c’est la le point cru-
cial, on a un isomorphisme canonique de la catégorie D"‘((@;T /K,Sp)—Mod):
inf/

i Oyt i ~ RTy (Ox1 /i )[codimx Y],

En vertu du théoreme 14.1 appliqué a //ZILf = ﬁny/K dans le cas d’'une
1in
immersion fermée, on trouve un isomorphisme canonique de complexes de
Zariski :
R Hom
t

inf

sp(Oxt i RIy (Oxt /i) ~

~ R%Om_@TT 7Sp(ﬁ)/ii)f/K7 ﬁ}/llf/K)[_QCOdlmXY]

Ying/ K

)

/K

L’hypercohomologie du membre de droite calcule par définition les espaces
HB}2COdlmXY (Y/K)

En vertu de la proposition 12.5, on a un isomorphisme canonique de
complexes de Zariski :

Re%”om@;T P (ﬁxjnf/K7RI‘y(ﬁxﬁnf/K)) ~
inf

~ RI'y (R 0om . ,Sp(ﬁXLf/Kv ﬁxfnf/K)) :

Xinf/K

L’hypercohomologie du membre de droite calcule par définition les espaces
Hp gy (X/K), ce qui fournit les isomorphismes de Thom.

Soient j : U — X le complémentaire de Y et le triangle de cohomologie
locale :

RTy (Ox; /x) = Ox} = Rt Ox) g =
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qui est un triangle distingué de la catégorie D*((.@;{T /K,Sp) -Mod). En
inf

vertu de la proposition 12.5, on a un isomorphisme canonique :

-inf - —1 ~
RHom@;T K,sp(ﬁanf/KvRJ* ]infﬁX:nf/K) =

inf

=RHomg:  o,(Oul, /50 OUf, /x0)-

inf
On en déduit le triangle distingué de la catégorie D+(K K
(ﬁY;Lf/K’ ﬁyﬂL/K)[—QcodimXY] —

RHom@fT Sp
Yinf K
— RHom@;T K,Sp(ﬁXiTnf/K7 ﬁXiTnf/K) —
inf/
— R Hom,, splOUt /i, OUt 1K) =
U,T f/K7 inf inf

dont la suite longue de cohomologie fournit la suite exacte de Gysin pour
le couple Y C X :

s Hp g (Y/K) — Hpp(X/K) — Hpp(U/K) — -
O

Remarque 14.4. — Le lecteur prendra garde a ce que la suite exacte
de Gysin n’a pas lieu pour la cohomologie de de Rham p-adique du site
infinitésimal formel.

14.3. La classe de cohomologie d’un cycle

Soient X un schéma séparé et lisse sur k et Z un sous-k-schéma in-
tegre de X. Notons sing(7T) le lieu singulier du schéma réduit associé a un
schéma T

THEOREME 14.5. — Si le corps de base est parfait, sous les conditions
précédentes le morphisme de restriction :

Hypmx?(X/K) — Hpp"™?(X —sing(Z)/K)
est bijectif.

Démonstration. — Comme Z est localement de type fini sur k, le lieu sin-
gulier sing(Z) est fermé en vertu du critére de Zariski, et la suite sing(Z) D
(sing(sing Z)) ... est strictement décroissante. Si le corps de base k est par-
fait, le lieu non singulier coincide avec le lieu lisse sur k et Z — sing(Z) est
lisse sur k. En considérant la filtration X —sing(Z) C X —sing(sing(2)) ...,
on se rameéne & supposer que sing(Z) est lisse sur k.
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Pour un sous-schéma fermé Y de X, lisse sur k&, on a Hfj&Y(X/K) =0
pour [ < 2codimyY". En effet, H},5 1 (X/K) est par définition I'hyperco-
homologie du complexe de Zariski :

RIy (R j‘fom@;T /K7Sp(ﬁXiTnf/K’ ﬁxjnf/K)) ~
inf
o~ Rifom@;T 5 (ﬁxjnf/K, RFY(ﬁanf/K))v
inf
qui est isomorphe, en vertu des résultats précédents, au complexe :
R%”om‘@;T /K,Sp(ﬁyiif/K’ Oyt /i)[—2codimxY].
inf

La suite exacte de cohomologie locale du couple sing(Z) C X :
H2codimXZ (X/K) _ H%C}%dimXZ(X/K) N H%}C}gdimXZ(X_ Sll’lg(Z)/K) _

DR,sing(Z)
~ HERE )

montre le théoréme, puisque

2codimyx Z < 2codimx Z + 1 < 2codimx sing(Z).

DEFINITION 14.6. — Soit X un schéma séparé et lisse sur k.

1) SiY est un sous-schéma fermé de X lisse sur k, on définit la classe
de cohomologie cf(Y') de Y comme I'image du morphisme identique
de ﬁy“rf/K par le morphisme canonique :

Hom (ﬁanf/K, ﬁy;if/K) = Hpp(Y/K) =~ HIQDC}%?;’H]XY(X/K) -

+
@yf f/K’Sp

2codim x Y
— Hp""™ 7 (X/K).
2) Si le corps de base est parfait, on définit la classe de cohomologie
cl(Z) d’un sous-schéma Z intégre comme 'image inverse par liso-

morphisme du théoréme précédent de la classe de cohomologie de
7 — sing(Z) dans Hpg™X?(X — sing(Z)/K).

La classe c¢/(Z) est donc un élément bien défini de Hapol™*?(X/K),
dont I'image dans Has®™X?(X — Z/K) est nulle. On obtient donc par
linéarité un morphisme gradué :

cl : C.(X)_)H%.R(X/K)

entre le groupe des cycles de X et le K-espace gradué de la cohomologie de
de Rham p-adique de X. Naturellement, on s’attend a ce que 'intersection
des cycles soit compatible avec la composition des classes de cohomologie.
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15. Le lemme de Poincaré et la formule de Kiinneth pour
I’espace affine

Soient X un schéma lisse sur k£ et p : X x; A} — X la projection
de l'espace affine au-dessus de X sur la base X. Nous allons déduire du
théoreme de compatibilité 14.1 le lemme de Poincaré, qui est aussi un cas
particulier de la formule de Kiinneth.

THEOREME 15.1. — Soit ., . un 9}

X -module a gauche spécial

T K
fut/
parfait. Il existe alors un isomorphisme canonique :

M pBT e ][]

inf —

de complexes spéciaux.

Démonstration. — Par récurrence, on peut supposer que n = 1, que ¢
est une coordonnée sur A,lc et enfin que @7‘} est le relevement associé d’al-
gebre (V[t])t. Cela entraine que, pout tout ouvert % T, les images directes
supérieures topologiques Rlp*pziﬂ //ljm sont nulles pour [ > 1. En effet, lo-
calement sur la base, pj;g ///1];1? admet une résolution finie par des sommes

finies du module 9;[ ;¢ qui est acyclique pour le foncteur p.,

Tx V«Qf‘} —>,£Zf‘}/
en vertu du théoréme du symbole total et du théoréme d’acyclicité. Cela
entraine que, pour tout ouvert %, le complexe pdiff Dl ///@Tﬁ [—1] se re-

présente par :
* O *
0 — p«pyig ///;/1- = p*pdiff«///;/-r ®ﬁo7/T><V.;d‘1//K Q%Txvgf‘}/@ﬁ/}( — 0.
On en déduit un morphisme :
' diff
%;/T - p*l pziff %QT/T [71}7

et il s’agit d’établir que c’est un quasi-isomorphisme. Le complexe précédent
n’a de la cohomologie qu’en degré zéro, parce I'action de 9, sur (A [t])}(
est surjective, et il est facile de voir que le morphisme précédent induit un
isomorphisme entre ///;ﬁ et le noyau du morphisme du complexe précédent.
Ces isomorphismes locaux se recollent en un isomorphisme de modules

spéciaux entre ///:Lf et la cohomologie de degré zéro du complexe concentré

cohomologiquement en degré zéro p&ff p. o %Lf[—l]. O

COROLLAIRE 15.2. — Sous les conditions précédentes, I'isomorphisme
précédent induit des isomorphismes canoniques :

Hy (XK, M) ~ Hy (X < ALK, plig M)

Démonstration. — C’est une conséquence du théoreme 14.1, dans le cas
d’une projection, et du théoréeme précédent. O
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COROLLAIRE 15.3. — Sous les conditions précédentes, I'isomorphisme
précédent induit des isomorphismes canoniques :

Hpp(X/K, ﬁXiTuf/K) ~ Hpp(X xi AL/K, ﬁ(XxkAz)T /K)'

inf

Démonstration. — C’est une conséquence du théoreme 10.26 et du corol-

laire précédent, sachant que la résolution de Spencer du lemme 6.43 montre

que Ot /K¢ est parfait. Autrement dit, le foncteur de de Rham p-adique est

homotopiquement invariant, comme on dit aujourd’hui dans la littérature

consacrée aux motifs. O
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