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RANDINTEGRALE UND NUKLEARE
FUNKTIONENRÄUME

par Diederich HINRICHSEN

Einleitung.

Ist G ein relativ-kompaktes Gebiet in der komplexen Ebene mit
hinreichend glattem Rand und (91 die Algebra der auf G stetigen, in G
holomorphen Funktionen, so wird für alle / G ÖL die Abhängigkeit ihrer
Werte im Innern von ihren Randwerten durch die Cauchysche Integral-
formel gegeben. Es erhebt sich die Frage, ob analoge Integralformeln für
beliebige relativ-kompakte Gebiete des C" und für andere, im topologi-
schen Rand enthaltene Ränder bestehen. Nachdem dieses Problem
zunächst für umfassendere, aber noch immer recht spezielle Gebietstypen
des C71 behandelt worden war (A. Weyl, 1935; S. Bergmann, 1935, 1955),
ist es in jüngster Zeit für den Silov-Rand generell gelöst worden [22] [18].
Genauer handelt es sich um den folgenden Satz : Ist X ein beliebiges rela-
tivkompaktes Gebiet des C" oder allgemeiner eines separablen komplexen
Raumes [19] und bezeichnet (91 die Algebra aller auf X stetigen, in X
holomorphen Funktionen, so existiert eine Familie ([Jia.)a,ex komplexer
Maße auf dem Silov-Rand S = S<<i (X) von X bezüglich 0L derart, daß
h (x) = ^ (h) für alle h e (SL, x E X gilt und für jede stetige komplexe
Funktion f auf S die Abbildung x —> ̂  (f) holomorph ist. Femer lassen
sich die Maße ^ analog wie im Fall der Cauchyschen Integralformel
durch holomorphe Kerne bezüglich eines positiven Maßes auf S darstellen.

Nun enthält der Silov-Rand S noch « überflüssige » Punkte : Der
minimale Rand X, von (St [l O], der mit dem Choquet-Rand von X bezü-
glich 0L [20] übereinstimmt, ist im allgemeinen eine echte Teilmenge von
S. (Für analytische Polyeder liegt eine explizite Bestimmung des minimalen
Randes vor [26]). So stellt sich die Frage, ob die komplexen Maße des
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zitierten Satzes sogar auf Xp konzentriert werden können [6]. Diese Frage
steht im Zusammenhang einer allgemeineren Entwicklung. Man hat in
jüngster Zeit damit begonnen, Begriffe und Methoden aus der Choquet-
schen Theorie der Integraldarstellung in der Funktionen theorie, z. B. zur
Untersuchung gewisser Algebren holomorpher Funktionen [28], anzuwen-
den. Freilich steht diese Entwicklung noch in ihren Anfängen.

Dagegen hat man die Bedeutung der Choquetschen Begriffsbildungen
für die Potentialtheorie seit längerem erkannt [3]. Hier ergibt sich eine
analoge Problemstellung. In den bekannten axiomatischen Potentialtheo-
rien [4] [17] kann man, analog wie im klassischen Fall für die Lösungen
der Laplace-Gleichung, nach der Methode von Perron-Wiener harmo-
nische Maße [JL.Z, konstruieren. Die Abbildung x —> [JL^ liefert somit eine
skalar harmonische Integraldarstellung des Vektorraums H aller auf dem
Abschluß X eines relativ-kompakten Gebietes stetigen, in X harmonischen
Funktionen durch Maße, die auf dem topologischen Rand X* von X
konzentriert sind. Nun läßt sich im Fall der Wärmeleitungsgleichung
zeigen, daß die harmonischen Maße nicht immer von der Menge der
regulären Punkte getragen werden. Damit stellt sich das Problem, ob eine
andere Familie (va.) reeller (eventuell nicht positiver) Darstellungsmaße für
H existiert, die von der Menge aller regulären Punkte getragen werden,
derart, daß die Abbildung x —> v^ skalar harmonisch ist.

Die Analogie der Fragestellung läßt es sinnvoll erscheinen, nach
einer Rahmentheorie zu suchen, die Probleme dieser und ähnlicher Art
einheitlich zu behandeln gestattet. Diese Abhandlung setzt sich das Ziel,
einer solchen Theorie vorzuarbeiten. Dabei geht sie von der folgenden
allgemeinen Situation aus : Gegeben sei ein lokal-kompakter Raum X und
eine Kompaktifizierung T von X, ferner ein Vektorraum H stetiger skalar-
wertiger Funktionen auf T und ein Vektorraum E skalarwertiger Funktio-
nen auf X, der die Restriktionen aller h E H auf X enthält. Als Körper K
der Skalare ist sowohl der Körper R der reellen wie der Körper C der
komplexen Zahlen zugelassen. Angesichts dieser abstrakten Situation fragt
es sich, unter welchen Bedingungen zu einem vorgegebenen Rand Xo von
T bezüglich H eine Abbildung [JL : x —> \^ von X in JTt (Xo, K) mit fol-
genden Eigenschaften existiert:

1°. Jedes [Xa. wird von Xo getragen.
2°. h (x) = ̂  (h) für alle h E H, x E X.
3°. [z ist skalar E-förmig, d. h. x -> ̂  (f) (x E X)

liegt in E für alle / G <? (Xo, K).
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Es ist klar, daß diese Formulierung die oben gestellten Probleme für
harmonische und holomorphe Funktionen umgreift. Zugleich aber wird
deutlieh, daß die Frage nach der Konzentration der Darstellungsmaße auf
den Choquet-Rand in ihr nicht mehr die Rolle eines Hauptproblems spielt.
An die Stelle des Choquet-Randes können andere Ränder Xo treten, für
die ein gewisses Faktorisierungsproblem lösbar ist. Sei (p der natürliche
Homomorphismus vom Banach-Raum M aller auf Xo konzentrierten Maße
in den topologischen Dualraum H' des mit der uniformen Norm versehenen
Raumes H. Dann ist die gestellte Aufgabe mit der folgenden gleichwertig :
Es wird eine skalar E-förmige Abbildung UL gesucht, welche die Abbildung
cp von X in H', die jedem x G X die Linearform cpa.: h —> h (x) auf H
zuordnet, bezüglich ^ faktorisiert.

Mit diesem Aufriß der Problemstellung ist die Gliederung der vor-
liegenden Arbeit schon in ihren Hauptzügen vorgezeichnet.

Zunächst (§1) sind einige Sätze über die Konzentration von Maßen
bereitzustellen, welche für gewisse Ränder die Lösbarkeit des Faktorisie-
rungsproblems garantieren. Wir bedienen uns dazu der Choquetschen Be-
griffsbildungen und Resultate [20] [15] und übertragen sie in leicht verall-
gemeinerter Form auf die uns vorliegende Situation, in der i.a. kein punk-
tetrennender Funktionenraum gegeben ist.

Der zweite Paragraph referiert dann die funktionalanalytischen
Hilfsmittel zur abstrakten Behandlung des genannten Faktorisierungspro-
blems. Hier hat L. Bungart in [18] durch die Beiziehung der Theorie der
nuklearen Räume von A. Grothendieck [23] den entscheidenden Hinweis
gegeben. Neben den Sätzen zum Faktorisierungsproblem, die fast alle
direkt aus der vorhandenen Literatur übernommen werden konnten [l]
[23], liefert § 2 noch eine Charakterisierung nuklearer Funktionenräume,
die sowohl für die Konstruktion von Darstellungskernen in § 5 wie zur
Anwendung der allgemeinen Theorie auf spezielle Funktionenräume im
sechsten Paragraphen grundlegend ist.

Die Theorie der nuklearen Räume legt es nahe, den Begriff einer
« E-morphen » Funktion zu definieren. Damit die gesuchte Faktorisation
[JL E-morph sein könne, muß die faktorisierte Abbildung von X in H'
E-morph sein. Dies führt auf den Begriff der Zulässigkeit des Paares
(H, E). Der dritte Paragraph liefert im Hinblick auf spätere Anwendung
einige Zulässigkeitskriterien für solche Paare.

Mit den ersten drei Paragraphen sind die Vorbereitungen abgeschlos-
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sen. Der vierte Paragraph gibt dann verschiedene Bedingungen an, welche
die Lösung des gestellten Problems ermöglichen. Dabei zeigt es sich, daß
es nicht immer nötig ist, E als nuklear vorauszusetzen. Interessanterweise
liefert im reellen Fall, wen T ein H-Simplex und die Einheitskugel von H
(bezüglich der uniformen Norm) auf X gleichgradig stetig ist, die kano-
nische Abbildung x —> [Xa., die jedem A- G X das maximale Darstellungsmaß
von x bezüglich H zuordnet, eine Abbildung der gesuchten Art.

In den wichtigsten Anwendungsfälien ist es möglich, die Maße (la-
durch Dichten k,, (y) bezüglich eines positiven Maßes da (y) so aus-
zudrücken, daß die Funktionen x —> k^ (y) für alle y in E liegen. Einer
solchen Darstellung durch Kerne ist der fünfte Paragraph gewidmet.

Seine Ergebnisse werden dann im letzten Paragraphen auf die Theorie
der holomorphen Funktionen mehrerer Veränderlicher und auf drei axio-
matische Potentialtheorien (von H. Bauer, M. Brelot, H. S. Bear und
A. M. Gleason) angewendet.

In der Terminologie und Bezeichnungsweise schließe ich mich weit-
gehend an N. Bourbaki, im zweiten Paragraphen außerdem an A. Grothen-
dieck und A. Pietsch an.

Zum Schluß möchte ich meinem verehrten Lehrer Herrn Professor
Dr. H. Bauer danken für seine Unterstützung und die wertvollen Hinweise,
mit denen er diese Arbeit gefördet hat.
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l. Konzentration Radonscher Maße auf H-Ränder.

Sei T ein kompakter (folglich auch Hausdorffscher) Raum und H
ein linearer Unterraum des Vektorraums (3 (T, K) aller stetigen skalar-
wertigen Funktionen auf T (K = R oder C). Bezeichne ferner JTl (T, K)
den Vektorraum aller K-wertigen Radonmaße auf T und <?Tl+ (T) den
konvexen Kegel aller positiven [JL E^Ht (T, K). Dann ist es die Aufgabe
dieses Paragraphen, Maße [JL G JTt"^ (T) derart auf gewisse « H-Ränder »
von T zu konzentrieren, daß die Integralwerte J h d^ (h E H) dieselben
bleiben und die Integralwerte J s h \d\^ für h G H sich höchstens ver-
größern. Die Choquetschen Methoden sind hier nicht direkt anwendbar,
weil H nicht punktetrennend zu sein braucht. Wir haben es zunächst
vermieden, diese Voraussetzung für H zu übernehmen, um einige Sätze
späterhin auch auf jene Potentialtheorien anwenden zu können, für die
ein entsprechendes Trennungsaxiom nicht zur Verfügung steht. Daher
referieren wir die Choquetschen Ergebnisse zum Teil in leicht verallge-
meinerter Form und mit kurzen Beweisen, wo ihre Uebertragung auf die
vorliegende Situation zusätzlicher Ueberlegungen bedarf.

DEFINITION 1.1. — Eine Teilmenge X von T heißt ein Rand von T
bezüglich H (oder ein H-Rand von T), falls für alle h E (JW (1) gilt:
sup A(z) = sup h(x), X C T heißt ein strikter B-Rand von T, wenn
ss^T a?€X

alle h E (S^ H ihr Supremum auf X als Wert annehmen.

Ist X ein strikter H-Rand von T, so nehmen alle Funktionen A E H
das Maximum ihres Betrages auf X als Wert an. Sei nämlich z E T eine

(1) Für jede skalarwertige Funktion / bezeichne (fi /, bzw. J f den Real-, bzw.
Imaginärteil von /.
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Maximalstelle von j h j , dann gilt für ein passendes Skalar a G K vom
Betrag l

a h (z) = sup | h (t) | = sup ^l (a h (0),
^€ET <eT

folglich existiert ein Punkt x E X mit

also
a h (x) = sup j h (t) l ,

^ET

[ A M i = SUp | Ä ( 0 |.
^GT

Zur üebertragung der Choquetschen Sätze betrachten wir im folgen-
den eine « ^H-Einbettung » von T [20] und vollziehen damit den Ueber-
gang von T auf den Quotientenraum von T nach der Aquivalenzrelation
z. - z' (z, z' E T), die durch « h (z) = h (z') für alle h E H » definiert ist.

Sei Hr = tflH — ebenso wie alle anderen Funktionenräume — bis
auf Widerruf immer mit der Norm h —> J j h 1 1 der gleichmäßigen Konver-
genz auf dem Grundraum versehen, und bezeichne Wr den mit der
schwachen Topologie ausgestatteten topologischen Dualraum von Hr.
Dann ist die Abbildung cp : z —> cp^ von T in Hr, die jedem z G T die
Linearform h —> h (z) auf Hr zuordnet, stetig. Sei Y = (° (cp (T)) die abge-
schlossene konvexe Hülle von cp (T) in Hr. Y ist kompakt. Hr kann mit
einem punktetrennenden linearen Unterraum H von C (Y, R) identifiziert
werden, indem man jedem h G Hr die Restriktion h der stetigen Linear-
form /i' —> ( h, h ' ) (Ä' E H^) auf die kompakte, .konvexe Menge Y zuord-
net.

Bezeichne H + R (bzw. Hr + R) den durch H (bzw. Hr) und die
konstanten reellen Funktionen auf Y (bzw. T) erzeugten linearen Unter-
raum von e (Y, R) (bzw. <° (T, R)). Dann besteht H + R genau aus den
Restriktionen Resty / aller affinen Formen / auf H'. Auf J\t+ (Y) ist in
bekannter Weise [20] [29] durch den Kegel

S (H) = { sup (gi, .... gn) : gi, ..., ̂  E H + K }

eine induktive Ordnung < gegeben. Analog dazu definieren wir jetzt auf
J1H+ (T) durch den konvexen Kegel

S (H) == { sup (Äi, ..., hn) : AI, ..., hn G H, + R }

eine gleichbezeichnete Quasiordnung -< : Für [JL, vEJn"^ (T) sei genau
dann [ L ^ v, wenn [i (/) ̂  v (f) für alle / E 'S (H) gilt. Da JH+ (T) durch
diese Relation nur quasigeordnet wird, ist folgende Definition nötig :
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DEFINITION 1.2. — Zwei Maße [JL, v Ec)H+ (T) heißen äquivalent,
wenn p. (/) = v (f) für alle fES(H) ^7?. [x G c}H+(T) /^r maximal,
>i^/w /^^ v E JH+ (T) w/ni << v z« [ji äquivalent ist.

Für alle h E H^ gilt h = /z o cp, also :

S(H)= ÜocpJeS(H)}. (1.1)

cp induziert in kanonischer Weise [15] eine lineare Abbildung [L -> cp ([JL)
von JTl(T,R) in ^ (Y, R). Aus (1.1) ergeben sich dabei für
[JL, v G JH+ (T) die folgenden Aussagen :

[i < v <^> cp(;i) < cp(v); (1.2)

[x ̂  v <=> cp([jL) = cp(v). (1.3)

Insbesondere folgt also aus der Maximalität von cp ([JL) die Maxima-
lität von [JL. Dieser Schluß läßt sich umkehren, wie der Beweisgang des
nachstehenden Satzes lehrt, der bereits als Hilfsmittel zur Konzentration
der Maße für alle späteren Anwendungen ausreicht:

SATZ 1.3. — Sei X ein kompakter H-Rand von T. Dann existiert zu
jedem Maß [x G Jn"^ (T) ein maximales Maß v, getragen von X, mit
;JL < V.

Beweis. — cp (X) ist ein kompakter H-Rand von Y (also auch ein
kompakter Rand von Y bezüglich H + R) : Sei

n n

y = S at ^ mit ^ e T' 2j a, = l a< > 0 0' = l, .... ̂
i i

ein beliebiges Element aus c (cp (T)) und h eine beliebige Funktion aus
Hr mit einer Maximalstelle x E X; dann folgt

n n

h (y) == ̂  a, h (z,) ̂  ̂  a, h (x) = h (x) = h (cp (x)),
i i

da c (cp (T)) in Y dicht liegt, ist also cp (x) eine Maximalstelle von h G H.
Nach einem bekannten Satz über konservative Abbildungen [2, S. 412] ist
die Abbildung ^ -> cp (|JL) von JTI+ (X) in JTI+ (cp (X)) surjektiv. Sei nun
[JL E cTH-^ (T), und sei v' ein maximales Maß auf Y mit v' >- :p (ji). Dann
wird v' von y (X) getragen [20]. Also existiert ein positives Maß v auf X
mit <y (v) = v'. Daraus folgt die Behauptung; denn nach (l.2)-(l.3) ist
v maximal, und es gilt (JL -< v.
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Die beiden folgenden Korollare haben für die Ausführungen der
§ § 4 und 5 grundlegende Bedeutung :

KOROLLAR 1.4. — Sei X ein kompakter H-Rand von T. Dann
existiert w jedem Maß [JL G ^}i+ (T) ein maximales Maß v, getragen von
X, w/r [L (/i) = v (/O und ;i (| /l |) ̂  v (| Ä |) /Mr a/^ /i E H.

Z?^vm5. — Es genügt nachzuweisen, daß für [JL, v E JTl4^ (T) aus
K ^ v folgtji (| /i |) ̂  v ([ h |) für alle h E H. Die Funktionen Ai == JUi
und /^ == Jh (h E H) sind Restriktionen von stetigen reellen Linearformen
auf H'. Mit Hilfe der Schwartzschen Ungleichung im R2 rechnet man daher
leicht nach, daß k = | /ii + i h^ | für jede Funktion h E H eine konvexe
Funktion auf Y mit k o cp = | h | ist. Daraus ergibt sich nach (1.2) die
Behauptung : Aus [i < v folgt cp (;i) -^ y (v), also cp (|i) (k) <^ cp (v) (^)
(nach Definition der Ordnung << auf JTl^ (Y) [29]) (2) und daher

[ i ( | A |)^ v ( | / z | für alle /?EH.

KOROLLAR 1.5. — Sei X ein kompakter li-Rand von T. Dann exi-
stiert zu jedem Maß {x E JTl (T, K) ein Maß v auf X mit v (h) = ̂  (h)
für alle h E H derart, daß \ v \ in JUt^ (T) maximal ist.

Beweis. — Jedes Maß [i E J11 (T, K) kann in der Form

!>.i — [t2 + i (j^ — [t4) mit [jLi, .... [i4 E JU^ (T)

dargestellt werden. Seien zu den [ii, ..., |i4 maximale Maße vi, ..., V4
EJH4- (X) gemäß Satz 1.3 gewählt. Dann gilt für

Aus

folgt

v = vi — V2 + i (v3 — V4) E JTl (X, K)

v (h) = [t (/;) (/? E H).

| V | ̂  Vi + V2 + VH + V4

^ (| V |) ̂  ̂  (Vl) + ^ (V2) + Cp (V:^ + Cp (V4).

Da die maximalen Maße auf Y einen linkserblichen, konvexen Unterkegel

(2) Jede stetige konvexe Funktion k auf Y ist die obere Einhüllende der nach
oben filtrierend geordneten Menge ^ == {/ E '§ (H): / ̂  k}.



RANDINTEGRALE UND NUKLEARE FUNKTIONENRAÜME 233

von 3T14- (Y) bilden [20] und die Maße cp (v0 (i = l,..., 4) maximal sind,
ist <p (I v ) in JVi+ (Y) maximal. Daraus ergibt sich die Behauptung nach
(1.2).

Wir fügen jetzt noch einige Sätze hinzu, welche die Bedeutung der
soeben hergeleiteten Ergebnisse durch eine Kennzeichnung der maximalen
Maße auf T erläutern. — Sei B/ für / £ S (H) die « Bordüre »

{ x e T : f ( x ) = f ( x ) } mi t?= infH,undH/= { g G — S (H) : g $> /} .

Dann lassen sich die maximalen Maße wie folgt charakterisieren :

SATZ 1.6. — p. G JTI"1" (T) ist genau dann maximal, wenn es von jeder
Bordüre B/ (/ E 2? (H)) getragen wird.

Den Beweis dieser Behauptung, der nach den Ergebnissen von [20]
fast zwangsläufig verläuft, verlegen wir in den Anhang dieses Para-
graphen.

Zur Vereinfachung setzen wir von nun an H als punktetrennend
voraus, so daß die Choquetschen Resultate jetzt direkte Anwendung fin-
den. Zunächst erinnern wir an die Definition des Choquet-Randes.

DEFINITION 1.7. — z G T heißt H-extremal, wenn die Einheitsmasse
ts: im Punkt z das einzige positive Maß der Gesamtmasse l mit
(JL (h) = h (z) für alle h e H ist. Die Menge Chn (T) aller H-extremalen
Punkte wird Choquet-Rand von T bezüglich H genannt.

Chn (T) ist ein (nicht notwendig kompakter) strikter H-Rand von T
und liegt dicht im Silov-Rand von T bezüglich H [15]. E. Bishop [10]
hat bewiesen, daß der Choquet-Rand den überhaupt kleinsten strikten H-
Rand von T darstellt, falls H eine (punktetrennende) komplexe Banach-
Algebra mit l E H und T metrisierbar ist.

Die Aussage des Satzes 1.6 läßt sich jetzt (für punktetrennendes H)
so umschreiben, daß genau jene Maße jjLeJI?^ (T) maximal sind, die
in einem abgeschwächten Sinn « vom Choquet-Rand Chn (T) getragen »
werden. Dieser Ausdruck wird durch die folgenden Ergebnisse von Cho-
quet [20] präzisiert:

SATZ 1.8. — Der Choquet-Rand Chn (T) ist gleich dem Durchschnitt
aller Bordüren Bf (f € 'S (H)). Für metrisierbare Kompakta T ist Chn (T)
eine Gs-Menge und selbst eine Bordüre.



234 DIEDERICH HINRICHSEN

SATZ 1.9. — Die maximalen Maße [JL E JTl4' (T) werden von allen
0^-Borelschen Mengen getragen, die den Choquet-Rand Chn (T) enthalten.
Insbesondere ist für metrisierbare Kompakta T ein Maß [JL G J\i+ (T)
genau dann maximal, wenn es auf Chn (T) konzentriert ist.

Die Frage, unter welchen Voraussetzungen die maximalen Maße
|Jt > ^ (z G T) eindeutig bestimmt seien, führt auf den Begriff des H-
Simplexes [6], [20].

DEFINITION 1.10. — Sei H ein punktetrennender Vektorraum stetiger
reeller Funktionen auf einem kompakten Raum T. Dann heißt T ein
H-Simplex, wenn der (topologische) Dualraum W von H bezüglich seiner
natürlichen Ordnung einen Vektorverband bildet.

Bezeichnet cp wieder die zu Beginn des Paragraphen angegebene H-
Einbettung von T in H', so ist T genau dann ein H-Simplex, wenn die
kompakte konvexe Hülle von cp (T) in H' ein Simplex im geometrischen
Sinn, d. h. (topologisch) isomorph zu einer kompakten Basis eines kon-
vexen Verbandskegels ist. In [20] findet man verschiedene Charakterisie-
rungen solcher Simplizes. Aus ihnen ergibt insbesondere der folgende

SATZ 1.11. — Sei T ein H-Simplex. Dann existiert m jedem z G T
genau ein maximales Maß [t^ E cTTl'^ (T) der Gesamtmasse l mit
^ (h) == h (z) für alle h E H.

Für jedes H-Simplex T ist damit eine natürliche Abbildung z — > 51;
von T in den Kegel der maximalen Maße auf T gegeben. Zur Untersuchung
dieser Abbildung wird später das folgende abschließende Lemma benötigt,
dessen Beweis auf einigen Ergebnissen Choquets aufbaut, die bisher nicht
referiert wurden :

LEMMA 1.12. — Sei H ein punktetrennender Vektorraum stetiger
reeller Funktionen auf einem Kompaktum T mit l GH. Sei T ein H-
Simplex und (JL ein maximales Maß auf T. Dann existiert VA jeder reellen
meßbaren Funktion f auf T, die durch eine Konstante c > 0 dem Betrag
nach beschränkt ist, und zu jedem s > 0 eine Funktion ^ E H mit
| |A||^c und f\f—h\d^ < s.

Beweis. — f ist [x-integrierbar, also existiert eine Funktion

g e e (T, R)
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mit ( j ^ l l ̂  c und J ) / — g \ d\^ < s. Da (L maximal ist, gilt nach [15,
p. 264 f.] |x (g) = sup |JL (/) (f € S (H), /< ^). Also existiert eine Funktion
A: E S (H) mit — c ̂  ^ ̂  g und pi te — A:) < £. Nach [20] ist die Menge
Hfc = {/i € H : h^ k] nach unten filtrierend geordnet, weil T ein H-
Simplex ist. Folglich gilt ^ (k) = inf [JL (A) (h E H^). Zusammengenommen,
existiert also ein h G H^ mit | |A|| ̂  c und J ) / — h\ dy. < 3£.

Anhang. — Wir übernehmen die bisherigen Bezeichnungen. Sei T
ein kompakter Raum und H ein (eventuell nicht punktetrennender) linearer
Unterraum von Q (T, K). Dann bietet sich die folgende Verallgemeinerung
der Definition des Choquet-Randes an :

DEFINITION 1.13. — z G T heißt H-extremal, falls jedes Maß
11 E JH? (T)(3) mit |ji (h) = h (z) für alle h G H von der Aequivalenzklasse
F^== {^c (E T : x ^ z) getragen wird. Die Menge aller H-extremalen
Punkte, die in einer kompakten Teilmenge X von T liegen, wird mit Xe (H)
bezeichnet.

Man weist leicht nach, daß Tg (H) (oder Xe (H) für einen kompakten
H-Rand X von T) ein strikter H-Rand von T ist; denn der Choquet-Rand
Chg (Y) von Y bezüglich H ist ein strikter H-Rand von Y, und T<, (H)
ist gerade so definiert, daß gilt:

cp (T, (H)) = Chg (Y) und cp-1 (Ch?i (Y)) = T, (H). (l .4)

Um die Menge der H-extremalen Punkte analog wie in Satz 1.8 zu
charakterisieren, bezeichnen wir mit §7 für alle J E 'S (H) die zu J gehörige
Bordüre in Y bezüglich H. Da nach dem Maximum-Prinzip von H. Bauer
für fe S (H) und g G — S (H) genau dann g ^ J gilt, wenn "g o cp ̂  f o cp
ist, folgt nach (1.1) für / = Jo cp € S (H) :

cp (B/) = B7n cp (T) und cp-1 (§7-) = Bf. (1.5)

Daraus ergibt sich die Kennzeichnung:

X, (H) = X n H B/ (/ E S (H)). (1.6)

Satz 1.6 läßt sich jetzt leicht beweisen: jieJTl^CT) wird genau
dann von jeder Bordüre B/ (f G S (H)) getragen, wenn cp (yJ) auf die
Mengen cp (B/) = B;' n cp (T) (fe S (H)) konzentriert ist; mit der letzteren
Bedingung ist nach [20] die Maximalität von cp (pi), also auch die Maxi-
malität von [JL äquivalent.

(3) JH^OT) bezeichne die Menge aller p^G.^ (T) der Gesamtmasse l.
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Einige Aussagen des Paragraphen können noch verschärft werden.
Die Ränder Tp (H) und Xe (H) (für einen kompakten H-Rand X von T)
enthalten i.a. überflüssige Punkte, da sie bezüglich der Aequivalenzrelation
x ^ y auf T (bzw. X) gesättigt sind. Es wird daher möglich sein, die
maximalen Maße v auf T bei gleichbleibenden Werten für die Funktionen
aus H noch weiter auf eine topologisch hinreichend reguläre Auswahl von
Repräsentanten dieser Aequivalenzklassen zu konzentrieren. Die folgende
Definition präzisiert die topologischen Forderungen, die an eine solche
Auswahlmenge zu stellen sind :

DEFINITION 1.14. — Eine Teilmenge Xo von T heißt ein kompletter
Rand von T bezüglich H, falls sie jede Aequivalenzklasse F^ (z G Tp) trifft.
Ist Xo obendrein eine Ka-Menge, so heißt Xo ein kompletter K/r-Rand von
T bezüglich H.

Offenbar ist XoCT genau dann ein kompletter H-Rand von T,
wenn cp (Xo) den Choquet-Rand ChEf (Y) enthält. Daraus folgt insbeson-
dere, daß jeder komplette Rand von T bezüglich H ein strikter H-Rand
von T ist.

Zur Verschärfung der bisherigen Ergebnisse bedienen wir uns des
folgenden Lemmas :

LEMMA 1.15. — Seien X und Y lokal-kompakte Räume und cp eine
stetige Abbildung von X in Y. Sei ferner Xo eine Ka'Menge in X. Dann
bildet die von cp induzierte lineare Abbildung (JL —> cp (p-) von JVL^ (X, K) (4)
in JTI& (Y, K) den Vektorraum M (Xo) der von Xo getragenen Maße
[t G cTTlö (X, K) auf den Vektorraum M (y (Xo)) der von der K<r-Menge
cp (Xo) getragenen Maße v E JTI& (Y, K) ab. Ferner gilt für die Kegel
M+ (Xo), bzw. M+ (cp (Xo)) der positiven Maße aus M (X<»), bzw.
M (cp (Xo)) : M^ (y (Xo) ) = ̂  (M+ (Xo)).

Beweis : Seien die Vektorräume JTl// (X, K) und JTI(, (Y, K) mit der
üblichen Norm versehen. Dann ist die Abbildung y. --> cp ([JL) wegen
| |cp(tJi) | |^| |[x| | stetig. Nach [16, p. 75] gilt cp (M (Xo)) C M (cp (Xo)).
M (Xo), bzw. M (cp (Xo)) sind abgeschlossen in JTIft (X, K), bzw.
JUft (Y, K), also Banach-Räume bezüglich der induzierten Normen. In

(4) Für jeden lokal-kompakten Raum X bezeichne Jll^ (X, K) den Vektorraum
der beschränkten skalarwertigen Maße auf X.
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JTI& (X, K), bzw. JTl,, (Y, K), folgt nämlich aus lim jtn = p. für alle
n-> x

Boreischen Mengen B in X, bzw. Y, die Relation lim |jt„ | (B) = [;i | (B).
n-» x

Offenbar ist nur die letzte Behauptung des Lemmas zu beweisen. Sei
also v ein beliebiges Maß aus M 4. (y (Xo)) und (K„) eine feste isotone
Folge von Kompakta in X mit U K„ = Xo. Setzt man dann Vn = g n ' ^

w C N
mit g n = X < p ( K „ » — X < p ( K „ _ - i » (n E N, K() = 0), so konvergiert die Reihe

OC

$ Vj im Banach-Raum M (cp (Xo)) absolut, und zwar gegen v (Satz von
i

B. Levi). Nach [2, S. 412] existiert zu jedem v; G JU+ (cp (Kj) ) (j E N)
ein positives Maß [i/ auf K, mit cp (jiy) = Vj. Da

IIMI==Mi)==v.(i)= IN)
W

gilt, konvergiert die Reihe ^ [JL, in M (Xo) absolut. Setzt man nun
i

i1 == 2 [^h 80 folgt aus der Stetigkeit von cp : <p (ji) = ^ <y ((ly) == v.
Damit ist das Lemma bewiesen.

Die angekündigten Verschärfungen lassen sich jetzt ohne Schwierig-
keiten herleiten :

SATZ. 1.16. — Ist Xo ein kompletter Ka-Rand von T bezüglich H,
so existiert m jedem Maß ji E JH-^ (T) ein maximales Maß v mit [i < v,
das von Xo getragen wird.

Beweis. — Das Quartett (T, Y, y, Xo) erfüllt die Voraussetzungen
des Lemmas 1.15 mit T anstelle von X. Sei [JLEJH^ (T) und v' ein
maximales Maß auf Y mit v' > cp (;JL). Dann wird v' nach [20] von der
K<r-Menge y (Xo) D Chg (Y) getragen. Folglich existiert nach Lemma 1.15
ein Maß v GJH^ (T), das auf Xo konzentriert ist, mit v' = cp (v). Da v
nach (1.2) maximal ist und ji << v gilt, folgt die Behauptung.

Aus dem vorangehenden Satz ergeben sich sofort entsprechende Ver-
schärfungen der Korollare 1.4 und 1.5 : Ist Xo ein kompletter K<r-Rand
von T bezüglich H, so können die Maße v, deren Existenz in diesen
Korollaren behauptet wird, so gewählt werden, daß sie auf Xo konzentriert
sind.
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2. Faktorisierungsprobleme und nukleare Räume.

Die Theorie der topologischen Vektorräume stellt verschiedene Hilfs-
mittel zur Behandlung von Faktorisierungsproblemen zur Verfügung. Als
effektivstes Hilfsmittel wird sich für unsere Zwecke die von A. Grothen-
dieck [23] entwickelte Theorie der nuklearen Räume erweisen, aus der die
benötigten Resultate hier ohne Beweis referiert werden sollen. — In
manchen Anwendungsfällen führt jedoch schon die folgende Spezialisie-
rung eines Satzes von R. G. BARTLE & L. M. GRAVES [l] zum Ziel:

SATZ 2.1. — Sei T ein parakompakter Raum, und seien M, N zwei
beliebige Banach'Räume. Ist dann p eine surjektive stetige, lineare Abbil-
dung von M auf N, so existiert z« jeder stetigen Funktion g von T in N
eine stetige Funktion f von T in M mit g = p o f.

In den meisten Fällen reicht die Stetigkeit von / zur Konstruktion der
gewünschten Integraldarstellung allerdings nicht aus. Man benötigt Fakto-
risierungen, die « E-morph » sind. Dieser Begriff wird analog zum Begriff
der « skalaren Holomorphie » gebildet.

DEFINITION 2.2. — Sei E ein Vektorraum skalarwertiger Funktionen
auf einer Menge T und F ein lokalkonvexer Raum über K. Dann heißt
eine Abbildung u von T in F E-morph, wenn für jedes V E F' die Kompo-
sition y/ o u in E liegt. Der Vektorraum aller E-morphen Abbildungen von
T in F wird mit E (T, F) bezeichnet.

Jede E-morphe Abbildung u definiert eine lineare Abbildung
F u ' - y ^ V o u von F' in E. Sei nun F vollständig, Fr der mit der
Mackeyschen Topologie T (F', F) versehene Dualraum von F und E ein
vollständiger reflexiver £ gF-Raum skalarwertiger Funktionen auf T, dessen
Topologie feiner ist als die Topologie der punktweisen Konvergenz. Dann
läßt sich zeigen [23, II, p. 78], daß die Abbildung u -> F« einen Isomor-
phismus von E (T, F) auf den Vektorraum £ (Fr , E) aller stetigen linearen
Abbildungen von K in E liefert. Wir betrachten auf £ ( F r , E) die
Topologie s der gleichmäßigen Konvergenz auf den gleichgradig stetigen
Teilmengen von Fr und transportieren diese Topologie vermittels der
angegebenen Isomorphie auf den Vektorraum E (T, F). Femer versehen
wir das Tensorprodukt E ® F mit der projektiven Topologie TT, d. h. mit
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der feinsten lokalkonvexen Topologie, bezüglich der die kanonische bi-
lineare Abbildung E x F in E ® F noch stetig ist, und bezeichnen den
so definierten lokalkonvexen Raum mit E ®7r F. Sei ^ die Abbildung von
E <»7r F in E (T, F), die jedem Element ̂  x, ® y, von E <3n F die Funktion
t —> ^ X, (t) • Yi aus E (T, F) zuordnet. Dann entspricht ^ kanonisch der
bilinearen Abbildung, die das Paar (x, y) E E x F auf die Funktion
t — > x ( t ) • y aus E (T, F) abbildet. Man rechnet leicht nach, daß diese
Abbildung stetig ist bezüglich der angegebenen Topologien; folglich ist
auch ^ stetig. Da A (F^-, E), d. i. der mit der Topologie £ versehene
Vektorraum £ (F^, E), unter den gegebenen Voraussetzungen vollständig
ist [23, I, p. 9], läßt (^ sich in eindeutiger Weise stetig auf die Vervollstän-
digung E <ä F von E (STT F fortsetzen. A. Grothendieck [23, II, p. 80] hat
gezeigt, daß die Fortsetzung, welche wieder mit cp bezeichnet werde, einen
(topologischen) Isomorphismus von E ® F auf E (T, F) liefert, falls E
nuklear ist. Dieses Ergebnis, welches wir seiner Bedeutung wegen noch
einmal als Theorem formulieren, erhellt zusammen mit der ihm nachfol-
genden Bemerkung, weshalb die Theorie der nuklearen Räume zur
Konstruktion E-morpher Faktorisierungen geeignet ist:

THEOREM 2.3. — Sei E ein vollständiger nuklearer Gf^-Raum von
skalarwertigen Funktionen auf einer Menge T, dessen Topologie feiner
ist als die der einfachen Konvergenz. Dann ist für jeden vollständigen
lokalkonvexen Raum F die Vervollständigung E ® F des projektiven topo-
logischen Tensor produkts von E und F kanonisch (d. h. vermittels ^)
isomorph zum Vektorraum E (T, F).

Bemerkung 2.4. — Sei E wie in Theorem 2.3 beschaffen, und
bezeichne l E die identische Abbildung auf E. Seien ferner Fi, F^ vollstän-
dige lokalkonvexe Räume und p eine stetige lineare Abbildung Von Fi in
F2. Dann ordnet die Abbildung E (T, Fi) —> E (T, Fa), die nach dem Theo-
rem durch die Funktion lE^p( 5 ) auf E (T, Fi) induziert wird, jeder
Abbildung M G E (T, Fi) die Komposition p o M zu.

Als Korollar des Theorems 2.3 ergibt sich eine Charakterisierung der
E-morphen Funktionen, die hier zur Abrundung des Begriffs noch angefügt
sei.

(5) l ̂  § p bezeichne die stetige Fortsetzung des Tensorprodukts der Abbild-
ungen Ig und p auf die Vervollständigung E ® F.
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KOROLLAR 2.5. — Sei E ein vollständiger nuklearer £^-Raum von
skalarwertigen Funktionen auf einer Menge T, versehen mit einer 5>-
Topologie (vgl. [12]), die feiner ist als die Topologie der punktweisen
Konvergenz.. Dann sind für jede A bbildung u von T in einen vollständigen
lokalkonvexen Raum F die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(i) u ist E-morph.
(ii) u kann auf den Mengen S G S gleichmäßig durch Funktionen der

Form t -> ^ Xi(t) ' y, mit x,'E E, y, E F (i == l, ..., n) approximiert
werden (6).

Beweis. — Sei E (T, F) mit der durch das gegebene Mengensystem
2>C^?(T) definierten S-Topologie % versehen [12]. Dann zeigen wir
zunächst, daß diese Topologie mit der von J?e (F^, E) auf E (T, F) trans-
portierten Topologie s identisch ist. — Ein Fundamentalsystem von
s-Nullumgebungen wird durch die Mengen der Form

W (V, S) = { u e E (T, F) : sup | / o u (t) | ̂  l für alle / E V }
/€S

gebildet, wobei V ein beliebiges Fundamental System W gleichgradig steti-
ger Teilmengen von F' und S die Mengenfamilie 'S durchläuft. Für W
kann man etwa das System aller Polaren V° C F' wählen, wobei V eine
beliebige kreisförmige, abgeschlossene, konvexe Nullumgebung in F ist
[14, p. 64]. Dann gilt W (V°, S) = {u e E (T, F): u (t) E V für alle t E S}
für alle diese Mengen, die damit zugleich ein Fundamentalsystem von
%-Nullumgebungen bilden. Es ist also % = s.

Die Behauptung folgt jetzt aus den Bemerkungen, die dem Theorem
2.3 vorangestellt wurden: Der Isomorphismus (p: E®F~>E(T ,F) ist
hiernach stetig bezüglich der Topologie % = s; femer besteht ^ (E ® F)

n
genau aus allen Funktionen der Form t —> ^ x, (t) ' y» auf T mit

i
Xi E E, Yi E F. Nach dem Theorem folgt also

E(T,F) = ^ (E®F)C^(E®F) .

Damit ist der Schluß von (i) auf (ii) bewiesen. Die Umkehrung ergibt sich
sofort daraus, daß E (T, F) bezüglich der zu % gehörigen umformen
Struktur vollständig ist.

Um Faktorisierungsprobleme mit Hilfe von Theorem 2.3 lösen zu
können, muß die Abbildung I E ^ P der Bemerkung 2.4 surjektiv sein.

(ft) Für den Spezialfall harmonischer Funktionen mit % = %^ vgl. [31].
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Zur Verifikation dieser Voraussetzung verwenden wir später das folgende
Korollar eines Satzes aus der Theorie der topologischen Gruppen [11,
p. 60] :

LEMMA 2.6. — Seien u,: E, -> F, surjektive (topologische) Homo-
morphismen der metrisierbaren topologischen Vektorräume E, auf die
topologischen Vektorräume F, (i == 1,2). Dann ist der Homomorphismus
Ui ® U2 : Ei ® Ea -> Fi ® F^ surjektiv.

Damit sind alle nötigen Hilfssätze zur Lösung der anfallenden Fakto-
risierungsprobleme referiert. Wir beweisen jetzt noch eine für die Anwen-
dung wichtige Folgerung aus der Definition der nuklearen Räume [23, II,
p. 34], die später dazu dient, E-morphe Integraldarstellungen durch
«Kerne» zu repräsentieren. Formuliert für den Spezialfall, daß E ein
Frechet-Raum von harmonischen Funktionen im Sinne von [17] ist, findet
sie sich schon in einer Note von B. Waish & P. A. Loeb [31].

LEMMA 2.7. — Sei E ein nuklearer Frechet-Raum (7) und F ein nor-
mierter Raum. Dann existieren zu jeder stetigen linearen Abbildung u
von F in E eine summierbare Folge (Xi) von Skalaren, eine Nullfolge (Xi)
m E und eine Nullfolge (y\ ) in F', so daß

u (y) == J Xi (y, y\ ) Xi in E für alle y e F gilt.

Beweis. — Nach [23, II, p. 40] ist der starke Dualraum E^ von E
nuklear. Die Transponierte tu von u bildet E'?, stetig und linear in den
Banach-Raum F' = F'̂  ab. Folglich ist ^ nuklear [23, II, p. 35], d. h. es
existieren eine summierbar Folge (X<) von Skalaren, eine Nullfolge (x,) in
(Eö)ö = E und eine Nullfolge 04) in F' derart, daß die Funktionen v„ :

n
x/ -> 2 ^ (x^ x / ) v! (x/ ^E!») mit n -> oo gleichmäßig auf den

i
beschränkten Teilmengen von E^ gegen ^ streben. Für ein beliebiges

y E F erhält man daher ( x\ u (y) ) = (^ (x')) (y) = J| \, ( x„ je') ( y, y^ >,

wobei die Reihe gleichmäßig konvergiert, wenn x' eine beliebige be-
schränkte Teilmenge von E^ durchläuft. Die Reihe ^ X, (y, y , ) • x, kon-
vergiert also in (E^ )^ = E gegen u (y).

(7) Oder auch ein vollständiger, dual metrischer, nuklearer Raum (vgl. [30,
S. 70]).
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Wir beenden den Paragraphen mit einem Nuklearitätskriterium, das
eine allgemeinere Kennzeichnung von A. Pietsch [30, S. 64] verschärft
und für Anwendungen auf Funktionenräume der Analysis praktikabler
macht. Wegen seiner Bedeutung für die weitere Darstellung, vor allem
in § 5, sei dieses Kriterium als Theorem formuliert:

THEOREM 2.8. — Sei X ein lokal-kompakter Raum und E ein Vek-
torraum stetiger skalarwertiger Funktionen auf X. Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent :

(i) E ist nuklear bezüglich der Topologie ̂  der kompakten Konver-
genz. auf X.

(ii) Zu jedem Punkt x E X existieren eine kompakte Umgebung K.,,
von x und ein positives Radonmaß ^ auf X mit kompaktem Träger
derart, daß sup \ f (y) | ^ ; | / [ d^ für alle f E E gilt,

y«=K,

(iii) Zu jedem Kompaktum K C X existiert ein positives Radonmaß
[JL auf X mit kompaktem Träger derart, daß sup | / (y) ( ̂  f [ / | d\^

y€Kfür alle f E E gilt.

Beweis. — (ii) und (iii) sind offenbar äquivalent.

Aus (i) folgt (iii). — Zum Kompaktum K existieren nach dem Kri-
terium von Pietsch eine Zahl s > 0, eine kompakte Teilmenge K' von X
und ein positives Maß v auf der schwach kompakten Polaren V° C E' von

mit

V = { / G E : sup | f(y) | ̂  s )
vW

sup l / (y) [ ̂  S | < /, u ) | rfv (u)
veK

für alle / G E. Sei cp die Abbildung von K' in V°, die jedem x E K' die
stetige Linearform cpa-: / —> e~1 / (x) auf E zuordnet, (p ist stetig. Sei E der
durch E kanonisch definierte Vektorraum stetiger Funktionen

J : u - ^ { i , u ) auf V°üeE).

Dann folgt £ • / o cp = /. Jede Funktion / (/ G E) nimmt das Maximum
ihres Betrages auf (p (K') an; denn es gilt

sup \J(u)\ = sup \^-li(y)\^\{•f,v}\ = |7(v)|
K€<P(K') yW
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für alle vEV°.
Ko = U a-(p(K')cV°

«€K,|a|=-=l

ist also ein kompakter Rand von V° bezüglich E. Daher existiert nach
Korollar 1.4 ein positives Maß vo auf V°, getragen von Ko, mit

J | 71 d v ̂  S 171 d vo für alle 7 G E.

Sei u ̂  v die folgende Aequivalenz relation auf Ko : Es existiert ein Skalar
a vom Betrag l mit u = a • v. Bezeichnet dann ^ die kanonische Abbil-
dung von Ko auf den Quotientenraum von Ko nach der Aequivalenz-
relation —, so existiert wegen cp (Ko) = cp(cF(K')) nach [2] ein Maß
v' E SVi^ (V°), konzentriert auf cp (K'), mit ^ (v') = ^ (vo), also

J 7 d^= S \ J \ d V .

Sei [ji ein positives Maß auf K' mit s • cp (jji) = v' [2]. Dann folgt
J | ^ | ^ [ x = J | 7 | ^ v ' = J | 7 | ^ v o ^ !\7\dv für alle / G E und
also die Behauptung.

Umgekehrt folgt (i) sofort aus (iii). Sei nämlich K ein Kompaktum
in X und [JL ein zugehöriges positives Maß mit kompaktem Träger K'
gemäß (iii). Dann gilt für die Nullumgebung

V = { / E E : sup | f (v) | ̂  s) in E cp (K') C V°.
vW

(p(^jL) liegt also in JH-^ (V°), und es ist sup | / (y) | ̂  J | < /, v) | d cp(|i) (v).
yeK

Da die Mengen U = { / € E : sup | / (y) | ̂  s } (s > 0, K kompakt
y€K

in X) ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen in E bilden, folgt
hieraus die Nuklearität von E nach dem Kriterium von Pietsch [30, s. 64].

3. Zulässige Paare und E-morphe H-Darstellungen.

Wir wenden uns jetzt der in der Einleitung umrissenen Problem-
stellung zu und betrachten zunächst Paare (H, E) von Funktionenräumen,
wobei H ein (beliebig) normierter Raum skalarwertiger Funktionen auf
einer Menge T und E ein Wektorraum skalarwertiger Funktionen auf
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einer Teilmenge (y) X von T ist. Mit H' bezeichnen wir den Banach-Raum
aller stetigen Linearformen auf H, versehen mit der dualen Norm, und
setzen voraus, daß die Linearformen (pa-: h —> h (x) auf H für alle
x E X in H' liegen. — Gesucht werden gewisse E-morphe Faktorisierungen
der Abbildung cp : x --> cp.r. Damit solche Faktorisierungen existieren
können, muß y selbst eine E-morphe Funktion sein.

DEFINITION 3.1. — Das Paar (H, E) heißt zulässig, wenn die
A bbildung y : x —> cp,r von X in H' H-morph ist.

Für zulässige Paare (H, E) gilt also insbesondere Rest xH C E.
Neben der E-morphie der Abbildung y ist auch ihre Stetigkeit

wichtig, vor allem, wenn man den Faktorisierungssatz von Bartle &
Graves auf sie anwenden will. Wir interessieren uns daher im folgenden
besonders für solche Zulässigkeitskriterien (Satz 3.4 ff.), die zugleich die
Stetigkeit von cp garantieren, cp ist offenbar genau dann stetig, wenn die
Einheitskugel Hi von H gleichgradig stetig ist auf X.

SATZ 3.2. — Ist (H, E) zulässig, so ist für jeden linearen Unterraum
H von H, versehen mit der induzierten Norm, das Paar (H, E) zulässig.

^w
Beweis. — Sei ^ der kanonische Homomorphismus von H' auf H'

[14, p. 116]. Dann ist für jede stetige Linearform 5?" auf H'

/' = ?" o (p

eine stetige Linearform auf H', also liegt die Abbildung

^<cp. , / 'o^> =<(K<p.),/'>
in E. Da (^ o cp mit der Abbildung ^ von X in H' identisch ist, welche
jedem Punkt x E X die Bewertung y,p: h —> h (x) auf H zuordnet, folgt
die Behauptung.

SATZ 3.3. — Sei der Funktionenraum H mit zwei Normen N1, N2
ausgestattet derart, daß N1 schwächer ist als N2, und bezeichne Hi (bzw.
H2) den normierten Raum (H, N1) (bzw. H, N2)). Sind dann die Linear for-
men cpa.: h —> h (x) (x E X) auf H stetig bezüglich N1, so folgt aus der
Zulässigkeit des Paares (Hi, E) die Zulässigkeit des Paares (H2, E).

(8) Allgemeiner könnte man beliebige Mengen X zulassen, für die eine Abbild-
ung x-> y^. von X in H' gegeben ist. Analog zur Definition 3.1 würde man dann
das Tripel (H, E, y) zulässig nennen, falls y : X-^H' E-morph ist. Theorem 3.8
(s.u.) behielte auch in dieser allgemeineren Situation seine Gültigkeit.
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Beweis. — (Hz)' umfaßt (Hi)' algebraisch. Die Norm von (Ha)'
induziert eine gröbere Topologie auf (Hi)' als die duale Norm zu N1. Jede
stetige Linearform /'^(Ha)" definiert also eine stetige Linearform auf
(Hi)'. Daraus folgt der Satz.

Um die Zulässigkeit eines Paares (H, E) nachzuweisen, genügt es
nach dem folgenden Lemma zu zeigen, daß E den punktweisen Abschluß
H? von { Restx h: h e H, || h || ̂  l } in K^ enthält.

LEMMA 3.4. — Sei Hi === { h E H : |[ h [ [ ̂  l } die Einheitskugel
von H, Hi" = { Ä"GH": |[ A" l ] ̂  l } die Einheitskugel des starken
Biäualraums H" von H. Dann liegt für jede Linearform /'€ Hf die
Funktion x -> /' (cpa.) (x E X) im punktweisen Abschluß H? von Restx Hi
in K^.

Beweis. — Hi liegt schwach dicht in Hi . Zu /' E Hi , s > 0 und
endlich vielen x.EX (i == l, ..., n) existiert also ein h E Hi mit

l h (x,) — /' (cp .̂) | = | % (cp,,,) — /' (cp,,) | ̂  s,

wobei h die durch h auf H' definierte Linearform bezeichnet. Daraus folgt
die Behauptung.

Im Hinblick auf spätere Anwendungen setzen wir nun voraus, daß
Xlokal-kompakt und E ein lokalkonvexer Hausdorff-Raum sei. % be-
zeichne die Topologie von E und ̂  (bzw. ®p) die Topologie der kompak-
ten (bzw. punktweisen) Konvergenz auf X.

SATZ 3.5. — Sei E quasivollständig und % feiner als ®p, aber gröber
als %fc. Sei ferner die EinheitskugelHi von H in X gleichgradig stetig.
Dann ist das Paar (H, E) zulässig, und die Abbildung y : x—> cpa- von X
in H' ist stetig.

Beweis. — Für jedes x e X ist Hi (x) = { h (x) : h E Hi } in K
relativ-kompakt. Nach dem Satz von Ascoli ist daher auf dem punktweisen
Abschluß H? von Restx Hi in K^ ®p mit ^ identisch, und es gilt
Hf C Q (X, K). Da E quasivollständig, Hi in E beschränkt und % gröber
als ®fc ist, folgt Hf c B. Mit Hilfe von Lemma 3.4 ergibt sich hieraus
die Behauptung.
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SATZ 3.6. — Sei % feiner als ̂  und sei ferner Restx Hi in E
relativ-kompakt. Dann ist das Paar (H, E) zulässig, und die Abbildung
cp ist stetig.

Beweis. — Auf dem Abschluß Hi von Restx Hi im lokalkonvexen
Raum E stimmen die Topologien %p und % überein, da ® feiner als
%p und Hi bezüglich % kompakt ist. Hi c E ist also der Abschluß von
Hi in K^ bezüglich %p und außerdem gleichgradig stetig. Daraus folgt
die Behauptung.

KOROLLAR 3.7. — Sei E ein (quasivollständiger) Montelscher Raum
mit einer feinerer Topologie als ̂ . Sei ferner die Einheitskugel von H,
nach Restriktion auf X, in E beschränkt. Dann ist das Paar (H, E)
zulässig, und die Abbildung cp ist stetig.

Beweis. — In jedem Montelschen Raum sind die beschränkten Teil-
mengen relativ-kompakt.

Nach diesen Zulässigkeitskriterien soll nun abschließend ein allge-
meines Darstellungstheorem für zulässige Paare bewiesen werden, das
allen Darstellungssätzen der folgenden Paragraphen zugrunde liegt. Zu
diesem Zweck verallgemeinern wir den Begriff der Integraldarstellung,
indem wir anstatt darstellender Maße, die in natürlicher Weise Linearfor-
men auf dem Vektorraum H definieren, einen beliebigen Banach-Raum M
ins Auge fassen, dessen Elemente auf H vermittels eines Homomorphismus
p : M —> H' als Linearformen operieren.

Sei also wieder die Ausgangssituation des Paragraphen (in der X eine
beliebige Teilmenge von T ist) vorausgesetzt und zusätzlich ein Banach-
Raum M sowie ein surjektiver topologischer Homomorphismus p von M
auf H' gegeben. Dann bezeichnen wir mit < ̂  h) ((JL E M, h E H) den
Wert der Linearform p (y.) an der Stelle h und geben die

DEFINITION 3.8. — Eine Abbildung x-> ̂  von X in M heißt eine
H-Darstellung von X bezüglich p, wenn für alle x e X gilt

(^,h) =h(x)

(AGH).
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THEOREM 3.9. — Sei E mit einer Topologie versehen, -welche feiner
ist als die der einfachen Konvergenz, auf X, derart, daß E ein nuklearer
Frechet-Raum und das Paar (H, E) zulässig ist. Sei ferner M ein Banach-
Raum und p ein surjektiver topologischer Homomorphismus von M auf
den Banach-Raum H'. Dann existiert eine E-morphe H-Darstellung von X
bezüglich p.

Beweis. — Nach Lemma 2.6 ist der Homomorphismus

I E ® ^ : E ® M ~ > E ® H ' surjektiv.

Die Abbildung <p : x ~» (pa, ist nach Voraussetzung E-morph. Also existiert
nach Theorem 2.3 und Bemerkung 2.4 eine E-morphe Abbildung x —> ̂
von X in M mit h (x) = cp,, (h) = p (p^) (A) für alle h e H, x E X.

Wir schließen mit einer Bemerkung, die ein Kriterium für die
Existenz stetiger H-Darstellungen von X bezüglich p angibt.

Bemerkung 3.10. — Sei XcT ein im Unendlichen abzählbarer
lokal-kompakter Raum. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Es existiert eine stetige H-Darstellung von X bezüglich p.

(ii) Die Einheitskugel Hi von H ist gleichgradig stetig auf X.

Beweis. — (ii) ist äquivalent mit der Stetigkeit der Abbildung
cp : Je-» cpa. von X in H'. Wegen cp = p o p, gilt also (i) => (ii). Umgekehrt
ergibt sich (ii) => (i) direkt aus dem Satz von Bartle & Graves 2.1, da X
parakompakt ist.

4. E-morphe Inte^raldarstellungen.

In diesem Paragraphen soll das Rahmentheorem 3.9 zunächst auf
seinen natürlichen Modellfall, den Banach-Raum M der beschränkten
Radonmaße auf einem lokal-kompakten Raum, angewandt werden. Wir
interessieren uns dabei für E-morphe H-Darstellungen durch beschränkte
Maße, die auf gewissen Rändern von H konzentriert sind. Als Neben-
problem stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen die gesuchten
Maße positiv gewählt werden können und wann sie in solchem Fall ein-
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deutig bestimmt sind. Wie zu erwarten, gewinnt hier der Begriff des H-
Simplexes besondere Bedeutung (Satz 4.4).

Sei T ein beliebiger Hausdorff-Raum und H ein Teilraum des Vek-
torraums (?ft (T, K) aller stetigen, beschränkten, skalarwertigen Funktionen
auf T. Wir versehen in diesem Paragraphen alle Vektorräume
Cö (S, K) (S C T) und ihre linearen Unterräume, insbesondere also
H C C& (T, K), mit der Norm / —> | [/ [ [ der gleichmäßigen Konvergenz
auf dem Grundraum S. Für lokalkompakte Teilmengen B C T ist dann
der normierte RAim 3TI& (B, K) aller beschränkten skalarwertigen Radon-
maße auf B der Dualraum des normierten Raums <?ö (B, K). Sofem H
einem Teilraum von e& (B, K) normisomorph ist, gibt es also einen
natürlichen Homomorphismus von ,)Tl& (B, K) (oder gewissen abgeschlos-
senen linearen Unterräumen von jn&(B,K)) auf H' derart, daß die
Voraussetzungen für eine Anwendung des Theorems 3.9 erfüllt sind. —
Damit ist das Schema für den Beweisgang der beiden folgenden Sätze
angedeutet.

SATZ 4.1. — Sei T ein Hausdorff-Raum und H ein linearer Unter-
räum von <3/, (T, K). Sei ferner X eine Teilmenge von T und E ein
nuklearer Frechet-Raum skalarwertiger Funktionen auf X, dessen Topo-
logie feiner ist als die Topologie %p der einfachen Konvergenz., derart, daß
(H, E) ein zulässiges Paar bildet. Dann existiert z.u jedem lokal-kompakten
Rand B von T bezüglich H eine E-morphe H-Darstellung x —> ̂  von X
durch beschränkte Maße [Xa? auf B. Ist g eine beliebige universell meßbare,
beschränkte, skalarwertige Funktion auf B, so liegt die Abbildung
•̂  —> |i.r (g) für jede solche H-Darstellung in E.

Beweis. — Die Abbildung h —> Resta h ist ein normtreuer Isomor-
phismus von H auf Restn H. Daher ist der starke Dualraum H' von H
normisomorph zum Quotientenraum Jltb (B, K)/Ho mit

Ho = { ;x E 3VLh (B, K) : [JL (RestB h) = 0 für alle h G H } :

Die Abbildung p, die jedem [JLGJTI^B, K) die Linearform h —> p, (Restp h)
auf H zuordnet, ist ein surjektiver topologischer Homomorphismus von
JTlö (B, K) auf den Banach-Raum H'. Setzt man nun M = JTlö (B, K),
so folgt die Existenz der E-morphen H-Darstellung x—> ̂  aus Theorem
3.9. Da femer jede universell meßbare, beschränkte, skalarwertige Funk-
tion g auf B eine stetige Linearform [JL -> [JL (g) auf M definiert, ergibt sich
der Rest der Behauptung aus der E-morphie der Abbildung x —> [JL,, .
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SATZ 4.2. — Sei T ein kompakter Raum und H ein linearer Unter-
raum von e (T, K). Sei femer X eine Teilmenge von T und E ein nuklea-
rer Frechet-Raum skalarwertiger Funktionen auf X, dessen Topologie
feiner ist als %p, derart, daß das Paar (H, E) zulässig ist. Dann existiert
zu jedem kompakten H-Rand (9) B von T eine E-morphe H-Darstellung
x -> [x^ von X durch Maße (ix S JTl (T, K), die von jeder Bordüre
B/ (/ E 2? (H)) und von B getragen werden.

Beweis. — Sei M der Vektorraum aller Maße y. G JTl (T, K), die
von jeder Bordüre B/ (/ E S (H)) und von B getragen werden. Dann ist M
abgeschlossen in JH (T, K), weil aus lim [Xn == [JL im normierten Raum
JTl (T, K) lim [ [ji„ | (S) = | [JL | (S) für alle Boreischen Teilmengen S von
T folgt. M ist daher bezüglich der induzierten Norm ein Banach-Raum.
Sei L die natürliche Injektion von M in JH (T, K) und ^ der kanonische
Homomorphismus von 3VL (T, K) auf H'. Dann ist p = ^ o L eine stetige
lineare Abbildung von M in H'. Nach Korollar 1.5 ist p surjektiv, folglich
nach dem Satz von Banach [13, p. 34] ein topologischer Homomorphismus
der Banach-Raum. Damit sind die Voraussetzungen des Theorems 3.9
gegeben, und es' folgt die Behauptung.

KOROLLAR 4.3. — Sei T ein metrisierbarer kompakter Raum und H
ein punktetrennender linearer Unterraum von C (T, K). Sei ferner X eine
Teilmenge von T und E ein nuklearer Frechet-Raum skalarwertiger Funk-
tionen auf X, dessen Topologie feiner ist als %p, derart, daß das Paar
(H, E) zulässig ist. Dann existiert eine Familie ((JL.r).,ex von Maßen auf T,
die vom Choquet-Rand Chn (T) getragen werden, so daß gilt :

(i) ^ (h) = h (x) für alle h E H, x E X.
(ii) x—> [la, (g) liegt in E für alle universell meßbaren, beschränkten,

skalarwertigen Funktionen g auf Chn (T).

Wenn T ein H-Simplex ist, läßt sich die Behauptung des vorangehen-
den Korollars in wesentlich verschärfter Form' unter schwächeren Voraus-
setzungen beweisen. Dann liefert nämlich die natürliche Abbildung von X
in JTl (T, K), die jedem x € X das entsprechende maximale Darstellungs-
maß zuordnet, eine Familie positiver Maße mit den Eigenschaften (i) und

(9) Dasselbe gilt nach Satz 1.16 sogar für jeden kompletten Ka-Rand von T
bezüglich H.
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(ii). Beim Beweis dieser Aussage kann man auf alle Hilfsmittel aus der
Theorie der nuklearen Räume verzichten.

SATZ 4.4. — Sei T ein kompakter Raum, X eine lokal-kompakte
Teilmenge von T und H ein punktetrennender linearer Unterraum von
e (T, R) mit l = H derart, daß T ein ^-Simplex und die Einheitskugel
HI von H (bezüglich der uniformen Norm) gleichgradig stetig ist auf X.
Dann ist die Abbildung x->^ von X in «TU (T, R), die jedem x E X
das zugehörige maximale Darstellungsmaß zuordnet, stetig bezüglich der
Normtopologie auf JH (T, R) und E-morph, wenn E den Abschluß des
Vektorraums Restx H in Q (X, R), versehen mit der Topologie der kom-
pakten Konvergenz, bezeichnet. x—> ̂  ist die einzige H-Darstellung von
X durch reelle Maße auf T, die von jeder Bordüre Bf(f E 'S (H)) getragen
werden.

Beweis. — Nach Lemma 1.12 gilt im Banach-Raum JTl (T, R) = M
||^—[Xy|[ = sup | p,, (f) — [JL„ (f) l = sup | ̂  (h) — ̂  (h) |

/^(•(T.in.ij/ii^i ften,
== sup ( h (x) — h (y) |

h GH,

für alle x, y G X, denn ̂  + y.y ist maximal, und daher existiert zu jedem
£ > 0 und jeder stetigen Funktion / auf T mit || /1| ̂  l eine Funktion
h G HI mit

!\f—h\d(^+y.y)<^^
also mit

| . f /4 i ,—;A^|^£
und

\!fd^-Shd^\^e.
Die Stetigkeit der Abbildung x-> p.a. (bezüglich der Nofmtopologie) folgt
also aus der gleichgradigen Stetigkeit von Hi auf X. Die E-morphie dieser
Abbildung ergibt sich aus derselben Voraussetzung. Da die Einheitskugel
von e (T, R) dicht liegt in der Einheitskugel von M' = C (T, R)" gehört
für jede stetige Linearform y" auf M mit || /' || ̂  l die Abbildung
x -> // (y.x) zum punktweisen Abschluß der Menge aller Funktionen
hf: x -> ̂  (f) mit / G C (T, R), || / || ̂  l (vgl. den Beweis von Lemma
3.3). Andrerseits existiert zu £ > 0 und zu endlich vielen Xi E X
0*= l,..., n) nach Lemma 1.12, angewendet auf das maximale Maß
!̂ i + ... + (JL.r„, eine Funktion A E H mit || h || ̂  l und

J | / — A | ^ ^ £ ,
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also
| (i^ ( / ) — Ä ( ^ ) | ^ £ ( /== l,...,n).

Für jede Funktion / E C (T, R) mit |[ / (| ̂  l liegt also h/ im punkt-
weisen Abschluß H? von Restx Hi in R^. Weil nun Hi auf X gleichgradig
stetig ist, stimmen auf H? die Topologien der kompakten und der punkt-
weisen Konvergenz überein. Daraus ergibt sich H?cE und somit der
erste Teil der Behauptung.

Angenommen, x -> Vx sei eine zweite H-Darstellung von X durch
reelle Maße auf T, die von jeder Bordüre By (/ E S (H)) getragen werden.
Dann annullieren die reellen Maße Oa- = p-a- — Va- alle Funktionen aus
H. Ihre Positiv- und Negativteile, ot und 0.7, die von jeder Bordüre
B/(/E S (H)) getragen werden, nehmen also auf H dieselben Werte an.
Daraus folgt of = o7 (x E X) nach Satz 1.11, weil l E H, und also mit
[1,̂ == V.T der Rest der Behauptung.

5. E-morphe Dichten und Kerne.

Unter zusätzlichen Annahmen versuchen wir nun, die Darstellungs-
maße ^ des vorangehenden Paragraphen durch Dichten bezüglich eines
positiven (beschränkten) Maßes 6 auf dem Grundraum T zu ersetzen.
Explizit geht es dabei zunächst um die Herleitung der folgenden Aussage
BP (9, H, E) (10) (l < p ^ o o ) :

Es existiert eine E-morphe Abbildung x—> kx von X in den Vektor-
raum D» (6) == L£ (6) aller Klassen p-fach Q-integrierbarer skalarwertiger
Funktionen auf T mit h (x) == J h k^ d 9 für alle h E H, x E X.

Aus ihr ergibt sich dann insbesondere, daß sämtliche skalarwertigen
Funktionen

x -> S f ̂  d 6 mit / E L^ (6)

(q konjugiert zu p, d. h. l = p~1 + q~1) in E liegen. Für p < oo ist
diese Folgerung äquivalent zur E-morphie der Abbildung x —> kx .

Um dieses Problem zu behandeln, ist es nötig, auf H eine andere
Norm als die der gleichmäßigen Konvergenz zu betrachten. Wir beweisen

(10) Diese Bezeichnung soll an Bungarfs Theorem BP für holomorphe Funk-
tionen erinnern [19].
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zunächst — parallel zu Satz 4. l — die Gültigkeit der Aussage B9 (6, H, E)
unter möglichst schwachen Voraussetzungen über T und H und gehen
danach zu spezielleren Situationen über.

SATZ 5.1 (n). — Sei T ein topologischer Raum, X eine Teilmenge
von T, 9 ein positives Maß auf einer lokal-kompakten Teilmenge B von T
und H ein Vektorraum von q-fach Q-integrierbaren skalarwertigen Funk'
Honen auf T (l ^ q < oo) mit der Eigenschaft, daß

N, (A, 6) == (; Restp (h ̂  dQ)1^ (h E H)

eine Norm Ng auf H definiert, bezüglich der jede Linearform cp,,: h -> h(x)
(x € X) auf H stetig ist. Sei ferner E ein nuklearer Frechet-Raum skalar-
weniger Funktionen auf X, dessen Topologie feiner ist als die Topologie
der punktweisen Konvergenz, derart, daß das Paar (H, E) bezüglich der
^q-Norm auf H ein zulässiges Paar ist. Dann gilt die Aussage W (6, H, E)
für den zu q konjugierten Exponenten p.

Beweis. — H, versehen mit der Norm N(„ kann als linearer Unter-
raum von L9 (9) aufgefaßt werden, da für alle A E H aus N9 (h) = 0 nach
Voraussetzung h == 0 folgt. Sei p der kanonische Homomorphismus von
M == V (8) auf den Banach-Raum H7, identifiziert mit einem Quotienten-
raum von L9 == (L9)'. Dann sind die Voraussetzungen des Theorems 3.9
erfüllt, und es folgt die Behauptung.

Enthält E nur stetige Funktionen, so ist eine notwendige Vorbe-
dingung für die Gültigkeit von BV (9, H, E) das Bestehen der folgenden
" Apriori-Abschätzung " Aq (6, H) (q konjugiert zu p) (12) : Zu jedem
Kompaktum K C X existiert eine reelle Konstante OK > 0 mit

sup |AOO|^aKN,( / i ,8 )
!/€K

für alle A G H.

Nach B^O, H, E) gilt nämlich für jede kompakte Teilmenge K von
X und alle

(11) Satz 3.3 zeigt, daß die Voraussetzungen von Satz 5.1 stärker sind als die
Voraussetzungen von Satz 4.1 : Aus der Zulässigkeit des Paars (H, E) bezüglich der
N^-Norm auf H folgt die Zulässigkeit desselben Paars bezüglich der uniformen
Norm auf H, weil diese stärker ist als N^.

(12) Diese Bedingung entspricht der Bungartschen Abschätzung (3.2) für holo-
morphe Funktionen in [19].
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H G H :

sup \h(y) \ = sup l S h ( w ) ' k y (w) dQ (w) | ̂  OK-N^ (A, 6)
y e K y e K

mit OK = sup Np (ky, 8). Dabei ist OK < oo, wie sich aus dem folgenden
» € K

Lemma ergibt:

LEMMA 5.2. — Sei E ein Vektorraum stetiger skalarwertiger Funk-
tionen auf dem topologischen Raum X, und sei (p eine amorphe Abbild-
ung von X in einen lokalkonvexen Raum M. Dann ist das ^-Bild jeder
kompakten Menge K c X beschränkt in M.

Beweis. — Für jede Linearform / E M' ist die Menge / o ^ (K)
kompakt, also ist ^ (K) schwach beschränkt in M. Damit folgt die
Behauptung nach dem Satz von Mackey [14, p. 70].

AQ (8, H) formuliert offenbar die Aussage, daß die Einheitskugel von
H bezüglich der Norm Ng (,. 8), restringiert auf X, in (S (X, K) beschränkt
ist bezüglich der Topologie ̂  der kompakten Konvergenz auf X.

Das Ziel der weiteren Betrachtungen ist es nun, Bedingungen anzu-
geben, unter denen umgekehrt aus der Voraussetzung von A9 (8, H) auf
das Bestehen von W (8, H, E) geschlossen werden kann. Wir gehen dazu
von den folgenden spezielleren Voraussetzungen aus, die allen weiteren
Ausführungen dieses Paragraphen zugrunde liegen : T sei ein kompakter
Raum, X eine dichte lokal-kompakte Teilmenge von T und H ein linearer
Unterraum von Q (T, K) ; der Vektorraum E stetiger skalarwertiger
Funktionen auf X enthalte Hx = Restx H und sei immer mit der Topo-
logie %fc der gleichmäßigen Konvergenz, auf kompakten Teilmengen von X
versehen ; femer sei E vollständig bezüglich der durch %fc definierten uni-
formen Struktur.

Die einschneidendste Voraussetzung gegenüber dem vorangehenden
Paragraphen : die Fixierung der Topologie von E, haben wir getroffen, um
über das Kriterium 2.8 für die Nuklearitzt von E verfügen zu können.

Als erstes beweisen wir unter den neuen Bedingungen als Korollar
zu Satz 5.1, daß für nukleare Räume E die oben erwähnte Umkehrung
gültig ist:
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KOROLLAR 5.3. — Sei X abzählbar im Unendlichen und E nuklear.
Dann gilt für jedes positive Maß 6 auf T mit der Eigenschaft A9 (9, H)
(l ̂ q < oo) die Aussage B^ (9, H, E) (p konjugiert zu q).

Beweis. — Da X abzählbar im Unendlichen ist, ist E ein nuklearer
Frechet-Raum. Aus AQ (9, H) folgt, daß die Linearformen cpa.: h -> A (x)
(x G X) auf H stetig sind bezüglich der Norm (13) Ng (., 9). Nach derselben
Voraussetzung ist die Einheitskugel von H bezüglich dieser Norm, restrin-
giert auf X, in E beschränkt. Damit ergibt sich die Zulässigkeit des Paares
(H, E) aus Korollar 3.7 und also die Behauptung nach Satz 5.1.

Es fragt sich nun, für welche Funktionenräume H positive Maße 9
mit der Eigenschaft A9 (9, H) existieren. Hierzu betrachten wir die folgende
lokale Form von A9 (9, H) (l ^ ^ < oo) :

A^Hx). — Zu jedem Punkt x^X existieren eine kompakte Um-
gebung Ka, von x in X und ein echt positives Radonmaß 9a. auf X mit
kompaktem Träger, so daß sup | h (y) [ ̂  N<y (A, 9a.) für alle A G H gilt.

y€K^.

Nach Theorem 2.8 ist die Restriktion Hx C E von H auf X genau
dann nuklear, wenn A^Hx) gilt. Da aus A° (Hx) offenbar A9'(Hx) für
alle reellen q' ^ q folgt, erfüllen die Vektorräume H mit nuklearer Res-
triktion auf X sämtliche Axiome A9 (Hx) (l ̂  q < oo). Man kann also
diese Axiome als verschiedengradige Abschwächungen der Nuklearitäs-
eigenschaft deuten.

Ist X im Unendlichen abzählbar, so folgt aus A9 (Hx), wie angestrebt,
die Existenz von Maßen 9 mit der Eigenschaft A8 (9, H). Dies lehrt das
folgende Lemma, dessen Herleitung so zwangsläufig ist, daß sie hier unter-
bleiben kann :

LEMMA 5.4. — Unter Voraussetzung von A9 (Hx) gilt:
(i) Zu jedem Kompaktum K C X existiert ein positives Maß 9n der

Gesamtmasse l mit kompaktem Träger in X und eine reelle Zahl OK > 0
mit sup | h (y) | ^ OK Ng (A, 9p) für alle h e H.

yeK,

(ii) Sei X abzählbar im Unendlichen und (Kn) eine aufsteigende Folge
kompakter Mengen in X mit Kn C Kn+i (n € N) und u Kn = X. Sei ferner

(i3) Aus Ng (/i, 6) = 0 folgt h (x) = 0 auf X, also h = 0, da X in T dicht liegt.
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(yn) eine summierbare Folge reeller Zahlen > 0. Dann gilt für das besch-
00

rankte, positive Maß 6 = ̂  y„ OK„ auf X die Aussage M (9, H).
1 .

Die Aussage (i) liefert die folgende Kennzeichnung der Funktionen-
räume G auf X, die dem Axiom A9 (G) (l ^ q < oo) genügen :

SATZ 5.5. — Ein Vektorraum G stetiger skalarwertiger Funktionen
auf dem lokal-kompakten Raum X erfüllt genau dann das Axiom A9 (G)
0 ̂  Q < °o), wenn die Topologie ̂  der kompakten Konvergenz auf G
durch Halbnormen der Form Ng (., 8) definiert wird, wobei 6 ein beliebiges
positives Maß auf X mit kompaktem Träger ist.

Beweis. — Die Topologie ̂  wird durch Halbnormen der Form
PK. '' S -> PK (g) = sup | g (y) ( definiert, wobei K alle kompakten Teil-

yeK
mengen von X durchläuft. Setzt man A9 (G) voraus, so existiert nach
Lemma 5.4 zu jedem Kompaktum K c X ein positives Maß 8 auf X mit
kompaktem Träger derart, daß PK te) ̂  N3 (g, 6) für alle g E G gilt;
andrerseits ist für jedes positive Maß 9 mit kompaktem Träger S C X

ScXN,te,e)Oste)||6||1^
für alle g E G. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit der Bedingung. Sei
nun umgekehrt diese Bedingung erfüllt. Dann existieren zu jedem Punkt
x G X und zu jeder kompaktem Umgebung K.,, von x ein positives Maß 6.»
auf X mit kompaktem Träger und eine reelle Zahl aa. > 0 derart, daß
PK^ ̂  aa. Mg (., e.r) auf G gilt. Daraus folgt A9 (G).

Wir kehren jetzt wieder zu den vorgegebenen Funktionenräumen H
und E zurück. Aus der Existenz von Maßen mit A9 (6, H) läßt sich die
Existenz weiterer Maße mit dieser Eigenschaft herleiten, die auf Rändern
von bezüglich H konzentriert sind.

LEMMA 5.6. — Gilt AQ (6, H) für ein positives Maß 6 auf T, so folgt
A9 (ö, H) für alle positiven Maße o ^ 6 auf T.

Beweis. — Wir haben gesehen (Beweis von Korollar 1.4), daß jede
Funktion ( h | (h E H) bei der in § l angegebenen ölH-Einbettung von T
einer konvexen Funktion entspricht. Dasselbe gilt also für

| h |^ (l ^ q < oo),
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da die Abbildung x —> [ x |9 auf R"^ isoton und konvex ist. Daher folgt

(J \h [^e)1/9 ̂  (J | h \^ da)^9

fü alle /z E H.

Aus diesem Lemma ergibt sich für nukleare Räume E eine Lösung
der einleitend formulierten Aufgabe :

SATZ 5.7. — Sei X abzählbar im Unendlichen und E nuklear. Dann
existiert zu jedem kompakten H-Rand (14) S von T ein maximales Maß
a G cTn-^ (T), konzentriert auf S, mit B00 (o. H, E).

Beweis. — Nach Lemma 5.4 existiert ein positives beschränktes Maß
ö auf X mit der Eigenschaft A1 (6, H). 8 kann als Maß auf T aufgefaßt
werden. Daher gibt es nach dem vorangehenden Lemma und nach Korollar
1.4 ein maximales Maß oEJIt4' (T), konzentriert auf S, mit derselben
Eigenschaft. Daraus ergibt sich nach Korollar 5.3 die Behauptung.

Die E-morphe H-Darstellung von X, deren Existenz soeben nach-
gewiesen wurde, ist zugleich stetig ; denn es gilt der allgemeine

SATZ 5.8. — Sei X ein im Unendlichen abzählbarer lokalkompakter
Raum und E ein linearer Unterraum von C (X, K), der bezüglich der
Topologie ®fc der kompakten Konvergenz nuklear ist. Dann ist jede
E-morphe Abbildung von X in einen vollständigen lokalkonvexen Raum F
stetig.

A
Beweis. — Die Vervollständigung E von E, versehen mit der Topo-

logie ®fc, ist ein nuklearer Frechet-Raum. Daher kann jede Funktion
/ E E (X, F) C E (X, F) lokal gleichmäßig durch Abbildungen der Form
n

^fi'Yi mit A G E, Yi^zF approximiert werden (Korollar 2.5). Da diese
i

Abbildungen stetig sind, folgt die Behauptung.

Im folgenden geht es darum, zugleich stetige und E-morphe H-Dar-
stellungen von X durch p-fach integrierbare Dichten für eine umfassendere
Klasse als die der Funktionenräume H mit nuklearer Restriktion Hx auf X
zu erhalten, für welche bereits der Satz 5.7 (mit E = Hx C <? (X, K))

(H) Dasselbe gilt nach Satz 1.16 sogar für jeden kompletten Kcr-Rand von T
bezüglich H.
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das Gewünschte liefert. Zunächst ergibt Bemerkung 3.10 das folgende
allgemeine Kriterium für die Existenz stetiger H-Darstellungen von X
durch p-fach integrierbare Dichten (l < p ^ oo):

SATZ 5.9. — Sei X abzahlbar im Unendlichen, und sei 8 ein positives
Maß auf T derart, daß für alle x E X die Linearformen cpa.: h —> h (x) auf
H stetig sind bezüglich der Norm N g ( . , 6 ) ( l ^ ^ < o o ) . Dann sind fol-
gende Aussagen gleichwertig :

(i) Die Einheitskugel Hi von H bezüglich der Norm N<y (., 6) ist
gleichgradig stetig auf X.

(ii) Es existiert eine stetige Abbildung x —> ky von X in 1̂  (6) (p kon-
jugiert zu q) mit h (x) = f h (w) ks (w) dQ (w) für alle x E X, h G H.

Falls eine zugleich stetige und E-morphe H-Darstellung von X durch
p-fach 9-integrierbare Dichten existiert, muß nach dem Kriterium 5.9
nicht allein die Bedingung A9 (6, H) (d. i. die Beschränktheit von Restx Hi
in E) gelten, sondern darüberhinaus Restx Hi in E sogar relativ-kompakt
sein (Satz von Ascoli). Für q == 2 kann man zeigen, daß diese Voraussetz-
ung umgekehrt auch hinreicht, um die Existenz solcher H-Darstellungen
von X zu garantieren :

SATZ 5.10. — Sei 9 ein positives Maß auf T derart, daß die Einheits-
kugel Hi von H bezüglich der Norm N2 (., 9) gleichgradig stetig und
punktweise beschränkt ist auf X. Bezeichnet dann H2 (9) den Abschluß
von H in L2 (9) (bei isomorpher Einbettung von H) und H2 (9) den Vek-
torraum aller w f G H2 (9) konjugiert komplexen Funktionenklassen f, so
existiert genau eine Abbildung x —> k^ von X in H2 (9) mit h(x) == J h ky dQ
für alle h G H, x E X. Diese Abbildung ist E-morph und stetig.

Beweis. — Aus der punktweisen Beschränktheit von Restx Hi folgt
die Stetigkeit der Linearformen cpa,: h —> h (x) auf H (x G X). Wegen
X = T ist daher N2 (., 9) tatsächlich eine Norm auf H, so daß sich H
als linearer Unterraum von L2 (9) auffassen läßt. Der Abschluß H2 (9) ist
dann ein (reeller oder komplexer) Hilbert-Raum mit dem inneren Produkt
{ f , 8 ) = I f g ä Q (f,gEW(Q)). Die Abbildung p, die jeder Klasse
g G H2 (9) die Linearform f — > f f g d Q auf H zuordnet, liefert also einen
Isomorphismus des Banach-Raums H2 (9) auf den Banach-Raum H'. Nun
ist die Abbildung y : x —> cpa- von X in H' nach Satz 3.5 E-morph und
stetig. Folglich existiert genau eine Abbildung x —> ky; von X in H2 (9) mit
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h (x) = S hka.dQ für alle A E H, x € X, nämlich p^oy, und diese ist
E-morph und stetig.

KOROLLAR 5.11. — S '̂ E ein Montelscher Raum, und sei 9 ein
positives Maß auf T mit der Eigenschaft A2 (9, H). Dann existiert genau
eine Abbildung x—>kgp von X in H2 (9) mit h(x) = f h k y d Q für alle
h E H, x E X, und diese Abbildung ist amorph und stetig.

Beweis. — Die Einheitskugel von H bezüglich der Norm N3 (., 9) ist
nach A2 (9, H) beschränkt in E, also relativ-kompakt. Damit folgt die
Behauptung aus dem vorangehenden Satz nach dem Theorem von Ascoli.

Wenn E ein Montelscher Raum ist, läßt sich unter Voraussetzung
von AQ (Hx) die Existenz stetiger, E-morpher H-Darstellungen von X
durch p-fach integrierbare Dichten auch für p > 2 beweisen :

SATZ 5.12. — Sei X abzahlbar im Unendlichen und E ein Montel-
scher Raum. Sei ferner das Axiom A2 (Hx) vorausgesetzt. Dann existiert
w jedem Maß o EJTl"^ (T) mit der Eigenschaft A« (o, H) (l ^ q < oo)
eine stetige, E-morphe Abbildung x—>ky von X in L" (o) (p konjugiert
zu q) mit h (x) = f h ky da für alle x E X, h E H.

Beweis. —Sei H versehen mit der Norm Ng (., o). Dann ist die
Restriktion der Einheitskugel von H auf X relativ-kompakt in E. Nach
Satz 5.8 existiert daher eine stetige Abbildung g : x->ga, von X in
F = D» (o) mit J" h g^ d a = h(x) für alle x G X, h G H. Sei nun (Kn) eine
isotone Folge kompakter Teilmengen von X mit KnCKn+i (n E N) und
U K„ = X. Setzt man Xn = sup Np (g^ o)2, y„ = (2" Xn)-1 und wendet

s &K„

Lemma 5.4 auf den Fall q = 2 an, so erhält man ein positives, beschränk-
00

tes Maß 9 -=- J -p, 9p,, auf X mit der Eigenschaft A2 (9, H). Nach Satz 5.8
i

gibt es eine stetige, E-morphe Abbildung x —> q^ von X in L2 (9) mit.
J h q ^ d Q = h ( x ) für alle x eX, A E H. Für die stetige Funktion
N : y -» Np (gy, a) von X in R+ gilt nach Konstruktion von 9 :

l N (y)2 dQ (y) = sup / N2^
^ n J K„

90 /* 00

= sup S T« / N2^^ S T«^2^,^!-
n i = l •/ K„ i = l
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Daraus folgt g G d (9) [15, p. 184]. Da ^ für alle x E X in J?2 (6) liegt,
ist die Abbildung g-q^ : y -> gy q^ (y) von X in F für alle x E X 6-inte-
grierbar [15, p. 209]. Also existiert das Integral

^ = S 8y q. (y) dQ (y) E F = LP (o).
Nach Definition dieses Integrals gilt für alle / E F':

(*„ l ) = S (g^q, (y), t) rfe (y) = S {gy, l ) q, (y) dQ (y),

wenn ( , ) die kanonische Bilinearform auf F x F' bezeichnet. Daraus folgt
einerseits J h (y) ̂  (y) d a (y) == h (x) für alle h E H, x E X und andrer-
seits die E-morphie der Abbildung x -> k^ da x—>q^ E-morph ist und
V -> ( 8 y , l ) in L2 (9) liegt für alle l E F' wegen

^(^OI^e^jNp^.o^il/lprieM^II/ll2

(||^|| bezeichne die Norm von / E FQ. Aehnlich ergibt sich die Stetigkeit der
Abbildung x -> ky. aus der Stetigkeit von x —> q,.; denn es gilt

Np (k^ — k^, a) == sup | (k, — k^f) | (/ E £9 (o), N (/, o) ̂  l)
für alle x, x ' E X und

\{^—k^i}\ = \ f ( g y J ) ( q . ( y ) — q ^ ( y ) ) d Q ( y ) \ ^
^ N2 (<7. — q^ 6) (; Np (^, o)2 dQ (y) )1/2 ̂  N2 (^ — q^ 6)

für alle/E C9 (a) mit N^ (/, o) ̂  l.

KOROLLAR 5.13. — 5'̂  X abzählbar im Unendlichen und E ein
Montelscher Raum. Sei ferner das Axiom Aq (Hx) (l ^ q ̂  2) voraus-
gesetzt. Dann existieren zu jedem kompakten H-Rand S von T ein maxi-
males Maß o E Jll^ (T), konzentriert auf S, und eine stetige, E-morphe
Abbildung x —> ka- von X in IJ» (o) (p konjugiert zu q) mit

/i (;c) = S h k ^ d a
für alle x E X, h E H.

Beweis. — Nach den Lemmata 5.4 und 5.6 existiert ein maximales
Maß a E JTl"^ (T) konzentriert auf S, mit der Eigenschaft AQ (o. H). Da
nach Voraussetzung das Axiom A9 (Hx), also auch das Axiom A2 (Hx),
gilt, folgt die Behauptung aus dem vorangehenden Satz.

Für nukleare Räume E ließen sich aus Satz 5.7 mit einer ähnlichen
Methode, wie sie im Beweis von Satz 5.12 verwandt wurde, stetige H-
Darstellungen von X durch E-morphe Kerne herleiten. Man erreicht dieses
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Ziel jedoch einfacher, wenn man die Eigenschaft 2.7 der nuklearen Räume
benützt (vgl. [31]).

THEOREM 5.14. — Sei X im Unendlichen abzahlbar und E nuklear.
Dann existiert zu jedem positiven Maß a auf einer kompakten Teilmenge
S von T mit der Eigenschaft A1 (a, H) ein Kern Q (x, y) auf X x S derart,
daß gilt :

(i) x -> Q (x, y) liegt in E für alle y G S.
(ii) y -^ Q (x, y) liegt in J?°° (o) für alle x G X.
(iii) h (x) = J A (y) Q (;c, y) rio (y) für alle x G X, h E H.
(iv) D^ Abbildung Q: x-> Q^ die jedem x E X Ae AwA Q (;c,.)

bestimmte Klasse Q^EL0 0 (o) zuordnet, ist E-morph und stetig. Ins-
besondere liegt die Funktion H/: ;c-> J / (y) Q (;c, y) da (y) für jedes
f G L1 (o) w E.

Z?^H^. — Nach den Sätzen 5.6 und 5.8 existiert eine stetige, E-
morphe Abbildung x -> k^ von X in L°° (a) mit

h (x) = S h k^ da (x G X, h E H).
Für jede o-integrierbare Funktion / auf S sei H/ die Funktion x -> f f k» d a
aus E. Dann ist die Abbildung / —> H/ von F == L1 (o) in E linear und
stetig ; denn für jede kompakte Teilmenge K von X und für alle / 6 L1 (o)
gilt:

sup \Hf (x) | ^ sup J |/| |^| da ̂  OK N1 (/, o)
j-eK x ex

mit OK = sup N00 (k^ o) < oo. Geht man nun von den Banach-Räumen
rf-eK

L^ (o) der Funktionsklassen zu den halbnormierten Räumen £9 (o) der
Repräsentanten über, so existiert nach Lemma 2.7 eine summierbare Folge
(Xn) von Skalaren, eine Nullfolge von Funktionen gn in J?°° (o), die durch
ihre wesentliche Norm beschränkt sind, und eine Nullfolge (hn) in E, so
daß die Reihe ̂  Xn hn f f (y) gn (y) d a (y) für jedes fE£1 (o) gleichmäßig
auf allen kompakten Teilmengen von X gegen H/ strebt. Nun gilt für jedes
x e X:

f (^\^\\hn(x)f(y)gn(y)\}do(y)^

^2 |^| |M^)|N,te,,o)Ni(/,o)< oo.i
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Also folgt nach dem Satz von Lebesgue

H/ (x) = J / (y) Q (x, y) da (y) (x E X, / e £1 (o))
mit

Q(x,y) = 2 \nhn(x)g,(y).

Die partiellen Abbildungen x -> Q (x, y) liegen für alle y G S in E, da die
Reihen J \nhngn(y) auf kompakten Teilmengen von X gleichmäßig
konvergieren. Nach Satz 5.8 bleibt nur noch die E-morphie der Abbildung
0 : x—> Oa, von X in L30 (o) zu beweisen. Diese ergibt sich jedoch sofort
aus der E-morphie der Abbildung x -> k^ ; denn die Funktionen
y —> Q (x, y) sind wegen

H, (x) == S f Q (x, y) da (y) (f E £1 (9), x E X)

nach [15, p. 210]. Repräsentanten der Klassen k.r(x^X). Es gilt also
Q., = ̂  für alle x E X.

KOROLLAR 5.15. — Sei X abzählbar im Unendlichen und E nuklear.
Dann existieren zu jedem kompakten H-Rand S von T ein maximales
Maß a € JH-^ (T), konzentriert auf S, und ein Kern Q (x, y) auf X x S
mit den Eigenschaften (i) - (iv) des Theorems 5.14.

Anhang. — In den meisten Anwendungsfällen sind die Funktionen-
räume E und H des Paragraphen durch ein Garbendatum gegeben. Für
sie wird der wechselseitige Zusammenhang von Voraussetzung und Be-
hauptung in den bewiesenen Darstellungssätzen besonders deutlich sicht-
bar. Wir führen dies für den Fall q = l näher aus, vermuten aber, daß
sich ähnliche Zusammenhänge auch für q > l herleiten lassen.

Sei Y ein lokal-kompakter Raum mit abzählbarer Basis und
E : U -> E (U) ein Garbendatum stetiger skalarwertiger Funktionen auf
Y derart, daß die Vektorräume E (U) in e (U, K) bezüglich der Topologie
der kompakten Konvergenz ©^ jeweils abgeschlossen sind. Dann bezeich-
nen wir für jede offene Teilmenge U von Y mit H (U) den Vektorraum

{ h E e (Ü, K): Restp h E E (U) }.

DEFINITION 5.16. — Das Garbendatum E heißt nuklear, wenn alle
Vektorräume E (U) bezüglich der Topologie ̂  nuklear sind.

Nach Theorem 2.8 genügte es offenbar, in der Definition 5.16 die
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Nuklearität nur für alle Funktionenräume E (X) über den offenen Mengen
X einer Basis von Y zu fordern.

Die erwähnten Zusammenhänge lassen sich jetzt in der folgenden
Liste von Nuklearitätskriterien für E darstellen.

SATZ 5.17. — Das Garbendatum E ist genau dann nuklear, wenn eine
der nachstehenden Bedingungen für alle offenen, relativ-kompakten Teil-
mengen X einer Basis ÖL von Y erfüllt ist:

(i) Die Restriktion Hx von H (X) auf X ist (bezüglich der Topologie
%^) nuklear.

(ii) Es existiert ein positives Maß o auf X, so daß die Aussage
BX(a,H(X\E(X)) gilt.

(iii) Es existiert ein positives Maß a auf X mit der Eigenschaft
A}(o,H(X)).

(iv) Es gilt das Axiom A' (Hx) (bz.w. A1 (E (X))).
(v) Die Topologie der kompakten Konvergenz. Hx (bzw. E (X))

wird durch Halbnormen der Form N1 (., 9) definiert, wobei Ö ein (belie-
biges) positives Maß auf X mit kompaktem Träger ist.

(vi) Zu jedem Punkt x E X existieren ein positives Maß 8 auf X
mit kompaktem Träger und eine Umgebung U C X von x derart, daß die
Einheitskugel von H (X) (bw. E (X))) bezüglich der Halbnorm N1 (., 6)
auf U gleichgradig stetig ist.

(vii) Zu jedem Punkt x^X existieren ein positives Maß 6 auf X
mit kompaktem Träger, eine Umgebung U c X von x und einestetige
Abbildung k :y—> ky von U in L30 (9) mit

S h k y d 8 = h (y) für alle y E U, A € Hx (bzw. A E E (X)).

Beweis. — Ist E nuklear, dann auch das «Garbendatum»
X -> Hx C E (X). Die Umkehrung dieses Schlusses erhäalt man mit Hilfe
des Kriteriums 2.8 daraus, daß Restx' E (X) C Hx' für alle offenen relativ-
kompakten Teilmengen X' von X gilt. Aehnlich ergibt sich die jeweilige
Gleichwertigkeit der Aussagen (iv) - (vii) (generell für alle offenen relativ-
kompakten Teilmengen X aus <SL gefordert) mit ihren angegebenen Va-
rianten.

Aus der Nuklearität von E folgt (ii) (für alle offenen, relativ-
kompakten Teilmengen X) nach Satz 5.7.
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Aus (ii) folgt (iii) nach Lemma 5.2, wie zu Beginn des Paragraphen
ausgeführt.

Gilt (iii) für alle offenen, relativ-kompakten Teilmengen X G (£1 so
folgt die Gültigkeit des Axioms A1 (Hx), da dieses die Aussage (iii) nur
lokal formuliert.

(iv) und (v) sind nach den Sätzen 5.5 und 2.8 mit der Nuklearität
(iv) besagt, daß zu jedem Punkt x E X ein positives Maß 9 auf X

mit kompaktem Träger und eine offene, relativ-kompakte Umgebung
U C X von x existieren mit der Eigenschaft, daß die Einheitskugel Hi von
Hx bezüglich der Halbnorm N1 (., 8) gleichmäßig auf U beschränkt ist.
Gilt nun A1 (Hx) für alle offenen, relativ-kompakten Teilmengen X aus (91,
so ist nach dem Kriterium (iv) insbesondere Hp nuklear, also ist die be-
schränkte Teilmenge Restu Hi C Hr präkompakt bezüglich ©A. und folglich
gleichgradig stetig. Damit folgt aus der generellen Gültigkeit von (iv) die
generelle Gültigkeit von (vi). Die Umkehrung dieses Schlusses ist evident.

Die Gleichwertigkeit der Bedingungen (vi) und (vii) ergibt sich aus
der Bemerkung 2.10.

Damit ist der Satz bewiesen.

Für jedes Garbendatum E, welches eine der Bedingungen (i) - (vii)
für alle relativ-kompakten Mengen einer Basis von Y erfüllt, steht damit
die sehr viel reichere Aussage des Theorems 5.14 und seines Korollars zur
Verfügung.

6. Anwendungen.

6.1. — Wir gehen zunächst auf das Beispiel ein, welches den Aus-
gangspunkt unserer Untersuchungen bildete. Sei (Y, Q) ein komplexer
Raum. Für Grundräume Y mit abzählbarer Basis hat L. Bungart in [18]
nachgewiesen, daß Q (Y), versehen mit der Topologie der kompakten
Konvergenz, nuklear ist. Hier sei ein anderer Beweis dieser Tatsache
gegeben, der sich nach unseren Nuklearitätskriterien anbietet und
außerdem den Vorteil hat, auch für komplexe Räume gültig zu sein, die
keine abzählbare Basis besitzen.

Da aus der lokalen Gültigkeit des Nuklearitätskriteriums 2.8 seine
globale Gültigkeit folgt (Satz 5.17), kann ohne Beschränkung der Allge-
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meinheit Y als abgeschlossene analytische Teilmenge eines holomorph
vollständigen Gebietes G C C" angenommen werden. Nun sind die Real-
und die Imaginärteile holomorpher Funktionen auf G harmonisch. Im
dritten Beispiel werden wir beweisen, daß die harmonischen Funktionen
auf dem Gebiet G bezüglich der Topologie der kompakten Konvergenz
einen nuklearen Raum bilden. Nach dem Kriterium 2.8 ist folglich der
Vektorraum E aller holomorphen Funktionen auf G bezüglich derselben
Topologie ebenfalls ein nuklearer (Frechet-) Raum. Die Abbildung (p, die
jeder Funktion / E E die Restriktion von / auf Y zuordnet, ist bezüglich
der Topologien der kompakten Konvergenz eine stetige, lineare Abbildung
von E in den Frechet-Raum 6 (Y). Nach dem Theorem B von H. Cartan
ist (p surjektiv [24, p. 245], also (nach dem Satz von Banach) ein Homo-
morphismus von E auf Q (Y). Q (Y) ist daher topologisch isomorph zu
einem Quotientenraum des nuklearen Raumes E und folglich selbst
nuklear. Damit ergibt sich aus Korollar 5.15 die folgende Verschärfung
des Theorems B00 von Bungart [19] :

SATZ 6.1. — Sei X eine im Unendlichen abzählbare relativ-kompakte,
offene Teilmenge des komplexen Raumes (Y, Q) und H ein Vektorraum
von stetigen komplexwertigen Funktionen auf X, die in X holomorph
sind. Dann existiert zu jedem kompakten Rand S von X bezüglich H ein
maximales Maß oEJTl4' (X), konzentriert auf S, und ein Kern Q (x, y)
auf X X S derart, daß gilt :

(i) x —> Q (;c, y) ist holomorph für alle .y G S.
(ii) y -» Q (;c, y) liegt in ^ao (o) für alle x G X.
(iii) h (x) = J h (y) Q (x, y) d o (y) für alle x E X, h G H.
(iv) Die Abbildung x—> Qa von X in L00 (o) ist stetig und schwach

holomorph, d. h. für jede stetige Linearform y ' auf L00 (o) liegt die
Funktion x -> / (CL) (x G X) in Q (X).

Ist X metrisierbar und H punktetrennend, so wird a vom Choquet-
Rand Chn (X) getragen.

L. Bungart [18] hat — mit Hilfe einer stetigen H-Darstellung von
X — nachgewiesen, daß jede schwach holomorphe Abbildung von X in
einen vollständigen lokalkonvexen Raum stetig, ja sogar holomorph, d. h.
lokal in eine konvergente Potenzreihe mit Koeffizienten aus F entwickelbar
ist. Die erstere Aussage ist ein Spezialfall unseres Satzes 5.8. Die zweite
folgt direkt aus dem Korollar 2.5 : Jede schwach holomorphe Abbildung
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von X in F kann lokal gleichmäßig durch (holomorphe) Funktionen der
n

Form j /, Yi mit fi E Q (X), ^ E F approximiert werden. — Damit ist
i

insbesondere gezeigt, daß die durch den Kem Q (x, y) des Satzes 6.1
definierte Abbildung x-> CL von X in L30 (o) sogar holomorph ist.

6.2. — Als zweites Anwendungsbeispiel wählen wir die axiomatische
Potentialtheorie für elliptische und parabolische Differentialgleichungen
von H. Bauer [4] [5].

Sei (Y, 3€) ein harmonischer Raum im Sinne dieser Theorie [5] (also
insbesondere Y ein lokal-kompakter Raum mit abzählbarer Basis). Dann
ist das Garbendatum 3€ nuklear. Ein einfacher Beweis dieser Tatsache
findet sich in [5]. Sei X eine offene, relativ-kompakte Teilmenge von
Y. Dann ist also 9C (X), versehen mit der Topologie der kompakten
Konvergenz, ein nuklearer Frechet-Raum. Bezeichnet H (X) den Vektor-
raum { A G C ( X , R ) : Restx h € 3€ (X) } so erhält man aus Korollar
5.15 den folgenden

SATZ 6.2. — Sei X eine offene, relativ-kompakte Teilmenge von Y,
H ein punktetrennender linearer Unterraum von H (X) und Xe die Menge
der H-extremalen Punkte von X. Dann existiert ein auf Xg konzentriertes
positives Maß a auf dem topologischen Rand X* von X und ein Kern
Q (x, y) auf X x X* derart, daß gilt :

(i) x —> Q (x, y) ist harmonisch für alle y E X*.
(ii) y -> Q (x, y) liegt in J?°° (o) für alle x G X.
(iii) h(x) = f h ( y ) Q ( x , y ) d a ( y ) für alle x eX, h GH.
(i v) Die Abbildung x—>Q^ von X in L00 (o) ist stetig und schwach

harmonisch, d. h. für jede stetige Linearform y auf L00 (o) liegt die
Funktion x -> y (CÜ (x E X) in 9€ (X).

Dieses Ergebnis ist insofern bemerkenswert, als die nach der Methode
von Perron-Wiener konstruierten harmonischen Maße, wie schon in der
Einleitung erwähnt, für punktetrennende H (X) (z. B. im Fall der Wärme-
leitungsgleichung) nicht immer auf dem Choquet-Rand Chn(x) (X) konzen-
triert sind. Man stößt hier auf die interessante Frage, wie die Familie der
harmonischen Maße unter den anderen schwach harmonischen Familien
von H (X)-Darstellungsmaßen durch allgemeine Eigenschaften zu charak-
terisieren seien.
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Um wie im ersten Beispiel die Eigenschaft (iv) des Kerns Q(jc,y)
durch eine Kennzeichnung der schwach harmonischen Abbildungen zu
präzisieren, geben wir die folgende.

DEFINITION 6.3. — Sei U eine offene Teilmenge von Y und F ein
Banach-Raum. Dann heißt eine Abbildung f von U in F harmonisch, falls
für jede in U reguläre Menge V und alle zugehörigen harmonischen Maße
[ij (x E V) / [jij - integrierbar ist und f (x) = J / d ̂  gilt.

SATZ 6.4. — Sei U eine offene Teilmenge von Y und F ein Banach-
Raum. Dann ist jede harmonische Abbildung von U in F stetig. Eine
Abbildung f von U in F ist genau dann harmonisch, wenn sie schwach
harmonisch ist.

Beweis. — 0. B. d. A. kann U als relativ-kompakt vorausgesetzt
werden. Sei E == 9€ (U). Dann fallen die schwach harmonischen Abbil-
dungen von U in F per definitionem mit den E-morphen Abbildungen von
U in F zusammen und sind also stetig (Satz 5.8). — Ist nun f eine harmo-
nische Abbildung von U in F, so folgt für alle harmonischen Maße [JLJ ,
die zu regulären Teilmengen V von U gehören, und für alle y' E F'

S/ofd^ = V(f(x))

nach Definition 6.3 und nach Definition des Integrals in Banach-Räumen.
Da die Funktionen x -> [xj (g) (x e V) für alle [AJ - integrierbaren reellen
Funktionen g auf V* in V harmonisch sind [4, S. 36], ist also jede harmo-
nische Abbildung schwach harmonisch.

Sei umgekehrt / : U -> F E-morph. Dann läßt sich / gleichmäßig auf
kompakten Teilmengen von U durch (harmonische) Funktionen der Form
^ A • Yi mit fi € E, Yi € F (i == l, ..., n) approximieren. Daraus folgt die
Harmonizität von /, weil der Vektorraum aller harmonischen Abbildungen
von U in F nach Definition 6.3 in C (U, F) bezüglich der Topologie der
kompakten Konvergenz abgeschlossen ist.

Insbesondere ist damit gezeigt, daß die durch den Kern Q(;c,y)
definierte Abbildung x-> CL von X in L°° (o) (Eigenschaft (iv)) harmo-
nisch ist.

6.3. — Die stärkeren Axiome der Brelotschen Potentialtheorie [17]
gestatten es, für sie dasgleiche Resultat wie in 6.2 herzuleiten, ohne daß
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der Grundraum eine abzählbare Basis besitzen oder — was als Voraus-
setzung in 6.2 auch genügen würde — separabel sein muß. Man gelangt so
zu Ergebnissen, die kürzlich von B. Waish und P. A. Loeb [31] veröffent-
licht wurden. Nur ein Teil der Brelotschen Voraussetzungen wird dabei in
voller Schärfe benötigt.

Sei X ein lokal-kompakter, nicht kompakter Raum, der im Unend-
lichen abzählbar ist, und 9€: U -» 9€ (U) ein Garbendatum stetiger,
reeller Funktionen auf X. Dann geben wir nach [31] die folgende

DEFINITION 6.5. — Eine offene, relativ-kompakte Teilmenge V von
X heißt ^e-regulär, -wenn für eine passende Teilmenge Vo von V die
Abbildung h —> Restvy h von

H (V) = { h G e (V, R) : Restv h E 3€ (V) }

in C (Vo, R) ein surjektiver ordnungstreuer Isomorphismus ist.

Wir nehmen an, daß das Garbendatum 9€ die beiden nachstehenden
Axiome erfüllt:

(i) Die zusammenhängenden 3€ -regulären Teilmengen von X bilden
eine Basis der Topologie von X.

(ii) Für jedes Gebiet W in X und jede punktweise nach oben filtrie-
rend geordnete Familie ^ m 3€ (W) ist die obere Einhüllende sup ^
entweder identisch + oo oder harmonisch auf W.

Sei V eine zusammenhängende 9€ -reguläre Teilmenge von X. Dann
existiert zu jeder stetigen reellen Funktion / auf V genau eine Funktion
H/EH (V), die auf Vo mit / übereinstimmt. Die Abbildung / —> H/ ist
isoton und linear. Also definiert für jeden Punkt x E V die Linearform
/ —> H/ (x) auf e (V, R) ein positives Radonmaß [xjauf V. Diese regulären
Maße [ij besitzen die Eigenschaft A1 (pj, H (V)): Nach der Hamack-
schen Ungleichung, die unter unseren Voraussetzungen auf V mit dem
Axiom (ii) gleichwertig ist [29], existiert bei festem ;cEV zu jedem
Kompaktum K c V eine Konstante OK > 0 derart, daß für alle positiven
Funktionen h E 9€ (V) gilt sup h (y) ̂  OK h (x)\ hieraus folgt

yeK

sup | / (y) | s$ sup ; | / | d\^ ^ OK J | / | dy^
yeK yeK

für alle /E H (V), also die Aussage A1 ([jij , H (V)). Nach Axiom (i)
ist daher das Garbendatum 9€ nuklear (Kriterium (iii) 5.17). Femer ergibt
sich aus dem Axiom (i), daß jeder Vektorraum 5C (U) (U offen in X)
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bezüglich der Topologie der kompakten Konvergenz in (5 (U, R) abge-
schlossen, also vollständig ist. Damit stehen für jede Kompaktifizierung T
von X (oder einer offenen, im Unendlichen abzählbaren, relativ-kompakten
Teilmenge von X) das Theorem 5.14 und sein Korollar zur Verfügung.

Waish und Loeb [31] betrachten dagegen in ihrem allgemeinen
Darstellungssatz nur resolutive Kompaktifizierungen X von X (d. h. solche,
für die sich nach der Methode von Perron-Wiener harmonische Maße
|x.r (x 6 X) konstruieren lassen) und setzen alle Brelotschen Axiome vor-
aus. In diesem Fall braucht die Existenz von Maßen o, die auf dem

A A
kompakten H (X)-Rand X\X von X konzentriert sind und die Eigen-
schaft Al(a,H(X)) besitzen, nicht erst hergeleitet zu werden (Korollar
5.15). Dieselben Ueberlegungen, die wir soeben auf die regulären Maße
angewendet haben, gelten dann nämlich auf für die harmonischen Maße
[^ (x G X) und zeigen, daß diese die Eigenschaft A1 ([JL^, H (X)) besitzen.
Damit folgt der Satz 2 von Waish und Loeb aus unserem Theorem 5.14.

6.4. — H.S. Bear und A.M. Gleason haben in [7] eine axiomatische
Theorie der Integraldarstellung abstrakt harmonischer oder parabolischer
Funktionen entworfen, ohne die lokale Lösbarkeit des Dirichletschen
Problems vorauszusetzen. Angesichts der Ergebnisse von § 5 erweist sich
ein nicht unerheblicher Teil ihrer Voraussetzungen als überflüssig, um ihr
Schluß-theorem 13 herzuleiten. Wir zeigen im folgenden, wie ihre redu-
zierten Axiome die Anwendung unseres Theorems 5.14 gestatten.

Sei auf einem im Unendlichen abzählbaren lokal-kompakten Raum X
eine Familie von Tripein (U, 9, k) gegeben, derart, daß zu jeder Umgebung
W eines Punktes A: € X ein Tripel (U, 6, k) existiert mit folgenden Eigen-
schaften :

(i) U ist eine offene, relativ-kompakte Umgebung von x in W.
(ii) 6 ist ein positives Maß auf W mit kompaktem Träger.
(iii) k:x—>k,c ist eine stetige Abbildung von U in L00 (6).

Jedes solche Tripel möge ein lokales System für x in W heißen.

Bear und Gleason setzen in ihrer Darstellung K = R und X sepa-
rabel voraus. Sie fordern zusätzlich, daß die « Dichten » ks der lokalen
Systeme positiv sowie jeweils durch ein borelmeßbaren Kern K (x, y) auf
U x W repräsentiert seien.

Mit Hilfe der lokalen Systeme läßt sich nun auf X ein Garbendatum
E skalarwertiger Funktionen wie folgt definieren : Jeder offenen Teilmenge
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W von X sei der Vektorraum E (W) aller borelmeßbaren skalarwertigen
Funktionen / auf W mit der Eigenschaft zugeordnet, daß für jedes lokale
System (U, 9, k) in W / 9-integrierbar ist und für alle x € U

S f ( y ) k . ( y ) d Q ( y ) = f ( x ) gilt.
(Eventuell ist E (W) = 0 für gewisse offenen Teilmengen W von X).

Aus der Stetigkeit von x —> kap folgt dann sofort, daß jeder Vektor-
raum E (W) bezüglich der Topologie der kompakten Konvergenz einen
abgeschlossenen linearen Unterraum von C (W, K) bildet. Satz 5.17 ergibt,
daß mit der Vorgabe der lokalen Systeme genau eines der Nuklearitätskri-
terien für das Garbendatum E erfüllt ist. Die Aussagen des Theorems 5.14
und seines Korollars stehen also für jede Kompaktifizierung T von X zur
Verfügung. Sie liefern eine nicht unerhebliche Verschärfung des End-
resultats von Bear und Gleason.

Aehnlich wie in 6.2 lassen sich unter den Voraussetzungen dieses
Beispiels die Begriffe der harmonischen und der schwach harmonischen
Abbildung mit Werten in beliebigen Banach-Räumen einführen. Ganz
analoge Ueberlegungen zeigen dann, daß die schwach harmonischen Abbil-
dungen mit den harmonischen zusammenfallen und stetig sind. Diese
Folgerung aus den Sätzen 2.5 und 5.8 präzisiert das Theorem 7 aus [7],
nach welchem die harmonischen mit den stetigen schwach harmonischen
Abbildungen identisch sind.
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