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RANDINTEGRALE UND NUKLEARE
FUNKTIONENRAUME

par Diederich HINRICHSEN

Einleitung.

Ist G ein relativ-kompaktes Gebiet in der komplexen Ebene mit
hinreichend glattem Rand und @ die Algebra der auf G stetigen, in G
holomorphen Funktionen, so wird fiir alle f € @ die Abhingigkeit ihrer
Werte im Innern von ihren Randwerten durch die Cauchysche Integral-
formel gegeben. Es erhebt sich die Frage, ob analoge Integralformeln fiir
beliebige relativ-kompakte Gebiete des C* und fiir andere, im topologi-
schen Rand enthaltene Rinder bestehen. Nachdem dieses Problem
zunichst fiir umfassendere, aber noch immer recht spezielle Gebietstypen
des C" behandelt worden war (A. Weyl, 1935; S. Bergmann, 1935, 1955),
ist es in jiingster Zeit fiir den Silov-Rand generell gelost worden [22] [18].
Genauer handelt es sich um den folgenden Satz : Ist X ein beliebiges rela-
tivkompaktes Gebiet des C* oder allgemeiner eines separablen komplexen
Raumes [19] und bezeichnet (U die Algebra aller auf X stetigen, in X
holomorphen Funktionen, so existiert eine Familie (ps).ex komplexer
MaBe auf dem Silov-Rand S = Sa (X) von X beziiglich @ derart, da8
h (x) = p. (h) fiir alle h€ @, x €X gilt und fiir jede stetige komplexe
Funktion f auf S die Abbildung x — p, (f) holomorph ist. Ferner lassen
sich die MaBe p, analog wie im Fall der Cauchyschen Integralformel
durch holomorphe Kerne beziiglich eines positiven MaBes auf S darstellen.

Nun enthidlt der Silov-Rand S noch « iiberfliissige » Punkte : Der
minimale Rand X, von @ [10], der mit dem Choquet-Rand von X bezii-
glich @ [20] iibereinstimmt, ist im allgemeinen eine echte Teilmenge von
S. (Fiir analytische Polyeder liegt eine explizite Bestimmung des minimalen
Randes vor [26]). So stellt sich die Frage, ob die komplexen MaBe des
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zitierten Satzes sogar auf X, konzentriert werden konnen [6]. Diese Frage
steht im Zusammenhang einer allgemeineren Entwicklung. Man hat in
jlingster Zeit damit begonnen, Begriffe und Methoden aus der Choquet-
schen Theorie der Integraldarstellung in der Funktionen theorie, z. B. zur
Untersuchung gewisser Algebren holomorpher Funktionen [28], anzuwen-
den. Freilich steht diese Entwicklung noch in ihren Anfingen.

Dagegen hat man die Bedeutung der Choquetschen Begriffsbildungen
fiir die Potentialtheorie seit langerem erkannt [3]. Hier ergibt sich eine
analoge Problemstellung. In den bekannten axiomatischen Potentialtheo-
rien [4] [17] kann man, analog wie im klassischen Fall fiir die Losungen
der Laplace-Gleichung, nach der Methode von Perron-Wiener harmo-
nische MaBe |, konstruieren. Die Abbildung x — 1, liefert somit eine
skalar harmonische Integraldarstellung des Vektorraums H aller auf dem
AbschluB X eines relativ-kompakten Gebietes stetigen, in X harmonischen
Funktionen durch MaBe, die auf dem topologischen Rand X* von X
konzentriert sind. Nun 148t sich im Fall der Warmeleitungsgleichung
zeigen, daf die harmenischen MaBe nicht immer von der Menge der
reguldren Punkte getragen werden. Damit stellt sich das Problem, ob eine
andere Familie (v,) reeller (eventuell nicht positiver) DarstellungsmaBe fiir
H existiert, die von der Menge aller reguliren Punkte getragen werden,
derart, daB8 die Abbildung x — v, skalar harmonisch ist.

Die Analogie der Fragestellung 148t es sinnvoll erscheinen, nach
einer Rahmentheorie zu suchen, die Probleme dieser und dhnlicher Art
einheitlich zu behandeln gestattet. Diese Abhandlung setzt sich das Ziel,
einer solchen Theorie vorzuarbeiten. Dabei geht sie von der folgenden
allgemeinen Situation aus : Gegeben sei ein lokal-kompakter Raum X und
eine Kompaktifizierung T von X, ferner ein Vektorraum H stetiger skalar-
wertiger Funktionen auf T und ein Vektorraum E skalarwertiger Funktio-
nen auf X, der die Restriktionen aller 2 € H auf X enthilt. Als Korper K
der Skalare ist sowohl der Korper R der reellen wie der Korper C der
komplexen Zahlen zugelassen. Angesichts dieser-abstrakten Situation fragt
es sich, unter welchen Bedingungen zu einem vorgegebenen Rand X, von
T beziiglich H eine Abbildung ;v : x — 1, von X in I (Xo, K) mit fol-
genden Eigenschaften existiert :

1°. Jedes ., wird von X, getragen.
2°. h(x) = p, (k) fiir alle h€ H, x €X.

3°. p ist skalar E-formig, d. h. x — p, (f) (x € X)
liegt in E fiir alle f € C (X, K).
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Es ist klar, dal diese Formulierung die oben gestellten Probleme fiir
harmonische und holomorphe Funktionen umgreift. Zugleich aber wird
deutlich, daB die Frage nach der Konzentration der DarstellungsmaBle auf
den Choquet-Rand in ihr nicht mehr die Rolle eines Hauptproblems spielt.
An die Stelle des Choquet-Randes konnen andere Rédnder X, treten, fiir
die ein gewisses Faktorisierungsproblem losbar ist. Sei ¢ der natiirliche
Homomorphismus vom Banach-Raum M aller auf X, konzentrierten MaBe
in den topologischen Dualraum H’ des mit der uniformen Norm versehenen
Raumes H. Dann ist die gestellte Aufgabe mit der folgenden gleichwertig :
Es wird eine skalar E-formige Abbildung u gesucht, welche die Abbildung
¢ von X in H’, die jedem x € X die Linearform ¢,: 2 — h(x) auf H
zuordnet, beziiglich ¢ faktorisiert.

Mit diesem Aufri der Problemstellung ist die Gliederung der vor-
liegenden Arbeit schon in ihren Hauptziigen vorgezeichnet.

Zunichst (§ 1) sind einige Sdtze iiber die Konzentration von MafBen
bereitzustellen, welche fiir gewisse Riander die Losbarkeit des Faktorisie-
rungsproblems garantieren. Wir bedienen uns dazu der Choquetschen Be-
griffsbildungen und Resultate [20] [15] und iibertragen sie in leicht verall-
gemeinerter Form auf die uns vorliegende Situation, in der i.a. kein punk-
tetrennender Funktionenraum gegeben ist.

Der zweite Paragraph referiert dann die funktionalanalytischen
Hilfsmittel zur abstrakten Behandlung des genannten Faktorisierungspro-
blems. Hier hat L. Bungart in [18] durch die Beiziehung der Theorie der
nuklearen Rdume von A. Grothendieck [23] den entscheidenden Hinweis
gegeben. Neben den Sitzen zum Faktorisierungsproblem, die fast alle
direkt aus der vorhandenen Literatur iibernommen werden konnten [1]
[23], liefert § 2 noch eine Charakterisierung nuklearer Funktionenrdume,
die sowohl fiir die Konstruktion von Darstellungskernen in § 5 wie zur
Anwendung der allgemeinen Theorie auf spezielle Funktionenrdume im
sechsten Paragraphen grundlegend ist.

Die Theorie der nuklearen Raume legt es nahe, den Begriff einer
« E-morphen » Funktion zu definieren. Damit die gesuchte Faktorisation
i E-morph sein konne, mufl die faktorisierte Abbildung von X in H’
E-morph sein. Dies fiihrt auf den Begriff der Zuldssigkeit des Paares
(H, E). Der dritte Paragraph liefert im Hinblick auf spitere Anwendung
einige Zuléssigkeitskriterien fiir solche Paare.

Mit den ersten drei Paragraphen sind die Vorbereitungen abgeschlos-
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sen. Der vierte Paragraph gibt dann verschiedene Bedingungen an, welche
die Losung des gestellten Problems erméglichen. Dabei zeigt es sich, daB
es nicht immer notig ist, E als nuklear vorauszusetzen. Interessanterweise
liefert im reellen Fall, wen T ein H-Simplex und die Einheitskugel von H
(beziiglich der uniformen Norm) auf X gleichgradig stetig ist, die kano-
nische Abbildung x — p,, die jedem x € X das maximale Darstellungsmal3
von x beziiglich H zuordnet, eine Abbildung der gesuchten Art.

In den wichtigsten Anwendungsfilien ist es mdglich, die MaBe .
durch Dichten k, (y) beziiglich eines positiven MaBes do (y) so aus-
zudriicken, da8 die Funktionen x — k, (y) fiir alle y in E liegen. Einer
solchen Darstellung durch Kerne ist der fiinfte Paragraph gewidmet.

Seine Ergebnisse werden dann im letzten Paragraphen auf die Theorie
der holomorphen Funktionen mehrerer Verédnderlicher und auf drei axio-
matische Potentialtheorien (von H. Bauer, M. Brelot, H. S. Bear und
A. M. Gleason) angewendet.

In der Terminologie und Bezeichnungsweise schlieBe ich mich weit-
gehend an N. Bourbaki, im zweiten Paragraphen au8erdem an A. Grothen-
dieck und A. Pietsch an.

Zum SchluB mochte ich meinem verehrten Lehrer Herrn Professor
Dr. H. Bauer danken fiir seine Unterstiitzung und die wertvollen Hinweise,
mit denen er diese Arbeit gefordet hat.
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1. Konzentration Radonscher MaBle auf H-Rinder.

Sei T ein kompakter (folglich auch Hausdorffscher) Raum und H
ein linearer Unterraum des Vektorraums C (T, K) aller stetigen skalar-
wertigen Funktionen auf T (K = R oder C). Bezeichne ferner IN (T, K)
den Vektorraum aller K-wertigen Radonmafle auf T und I+ (T) den
konvexen Kegel aller positiven p € IR (T, K). Dann ist es die Aufgabe
dieses Paragraphen, MaBe p € N+ (T) derart auf gewisse « H-Rénder »
von T zu konzentrieren, da die Integralwerte [ hdp (h € H) dieselben
bleiben und die Integralwerte [ A !dp fiir A €H sich hochstens ver-
groBern. Die Choquetschen Methoden sind hier nicht direkt anwendbar,
weil H nicht punktetrennend zu sein braucht. Wir haben es zunéchst
vermieden, diese Voraussetzung fiir H zu iibernehmen, um einige Sitze
spaterhin auch auf jene Potentialtheorien anwenden zu konnen, fiir die
ein entsprechendes Trennungsaxiom nicht zur Verfiigung steht. Daher
referieren wir die Choquetschen Ergebnisse zum Teil in leicht verallge-
meinerter Form und mit kurzen Beweisen, wo ihre Uebertragung auf die
vorliegende Situation zusitzlicher Ueberlegungen bedarf.

DEFINITION 1.1. — Eine Teilmenge X von T heifit ein Rand von T
beziiglich H (oder ein H-Rand von T), falls fiir alle h€ ]RH (*) gilt :
sup h(z) = sup h(x). XCT heifit ein strikter H-Rand von T, wenn

z€T zeX
alle h € R H ihr Supremum auf X als Wert annehmen.

Ist X ein strikter H-Rand von T, so nehmen alle Funktionen 2 € H

das Maximum ihres Betrages auf X als Wert an. Sei ndmlich z € T eine

(1) Fiir jede skalarwertige Funktion f bezeichne R f, bzw. J f den Real-, bzw.
Imaginarteil von f.
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Maximalstelle von ! A |, dann gilt fiir ein passendes Skalar o € K vom
Betrag 1
ah(z) = sup h@)| = sup R (ah(?)),

teT ter

folglich existiert ein Punkt x € X mit

ah(x) = sup  h(D)1,

teT
also

fh(x)! = sup "h(1)!.
teT
Zur Uebertragung der Choquetschen Sétze betrachten wir im folgen-
den eine « ] H-Einbettung » von T [20] und vollziechen damit den Ueber-
gang von T auf den Quotientenraum von T nach der Aquivalenzrelation
z2~17 (z,Z €T), die durch « h (z) = h (Z) fiir alle h € H » definiert ist.

Sei H, = RH — ebenso wie alle anderen Funktionenriume — bis
auf Widerruf immer mit der Norm 4 — {j & | der gleichm#Bigen Konver-
genz auf dem Grundraum versehen, und bezeichne H;/ den mit der
schwachen Topologie ausgestatteten topologischen Dualraum von H,.
Dann ist die Abbildung ¢:z— ¢, von T in H/, die jedem z€ T die
Linearform 2 — h (z) auf H, zuordnet, stetig. Sei Y = C (¢ (T)) die abge-
schlossene konvexe Hiille von ¢ (T) in H/. Y ist kompakt. H, kann mit
einem punktetrennenden linearen Unterraum H von € (Y, R) identifiziert
werden, indem man jedem 4 € H, die Restriktion R der stetigen Linear-
form W' — ( h, ) (W € H; ) auf die kompakte, konvexe Menge Y zuord-
net.

Bezeichne H + R (bzw. H, + R) den durch H (bzw. H,) und die
konstanten reellen Funktionen auf Y (bzw. T) erzeugten linearen Unter-
raum von C (Y, R) (bzw. C (T, R)). Dann besteht H + R genau aus den
Restriktionen Resty f aller affinen Formen f auf H’. Auf )t (Y) ist in
bekannter Weise [20] [29] durch den Kegel

SE) = (sup (81, 8) 8 - & EH + R)
eine induktive Ordnung < gegeben. Analog dazu definieren wir jetzt auf
I+ (T) durch den konvexen Kegel

SH) = {sup (b, .., hn) : by, ..., hn €H, + R}

eine gleichbezeichnete Quasiordnung < : Fiir p, v € I+ (T) sei genau
dann ;v < v, wenn p (f) < v () fiir alle f €S (H) gilt. Da I+ (T) durch
diese Relation nur quasigeordnet wird, ist folgende Definition nétig :
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DEFINITION 1.2. — Zwei Mafe 1\, v € N+ (T) heiflen dquivalent,
wenn . (f) = v (f) fiir alle €S (H) gilt. p€ I+ (T) heifit maximal,
wenn jedes v € N+ (T) mit w £ v zu v dquivalent ist.

Fiir alle h € H, gilt h = h o ¢, also :
SH) ={fog:fESH) ). (1.1)

¢ induziert in kanonischer Weise [15] eine lineare Abbildung v — ¢ (1)
von M (T,R) in IM(Y,R). Aus (1.1) ergeben sich dabei fiir
1, v EIM* (T) die folgenden Aussagen :

Py e oy < gbv); (1.2)
wn~v < ol = @) (1.3)

Insbesondere folgt also aus der Maximalitit von ¢ () die Maxima-
litdit von p. Dieser SchluB 148t sich umkehren, wie der Beweisgang des
nachstehenden Satzes lehrt, der bereits als Hilfsmittel zur Konzentration
der MaBe fiir alle spiteren Anwendungen ausreicht :

SATZ 1.3. — Sei X ein kompakter H-Rand von T. Dann existiert zu
jedem Maf3 n € M+ (T) ein maximales Maf3 v, getragen von X, mit
n< v

Beweis. — ¢ (X) ist ein kompakter f-Rand von Y (also auch ein
kompakter Rand von Y beziiglich H 4+ R) : Sei

Y= o gy mit Zz€T, ), =1 >0 (=1,.,n
1 1
ein beliebiges Element aus c (¢ (T)) und h eine beliebige Funktion aus
H, mit einer Maximalstelle x € X; dann folgt

) =Y wh@< Y, ah() =h) =5 0);
1 1

da c (¢ (T)) in Y dicht liegt, ist also ¢ (x) eine Maximalstelle von h = H.
Nach einem bekannten Satz iiber konservative Abbildungen [2, S. 412] ist
die Abbildung p — ¢ (1) von I+ (X) in IMN+ (¢ (X)) surjektiv. Sei nun
p €M (T), und sei v’ ein maximales MaB auf Y mit v > 3 (j1). Dann
wird v’ von ¢ (X) getragen [20]. Also existiert ein positives MaB v auf X
mit ¢ (v) = v". Daraus folgt die Behauptung; denn nach (1.2) - (1.3) ist
v maximal, und es gilt . < v.
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Die beiden folgenden Korollare haben fiir die Ausfiihrungen der
§§ 4 und 5 grundlegende Bedeutung :

KOROLLAR 1.4. — Sei X ein kompakter H-Rand von T. Dann
existiert zu jedem Maf3 \ € N+ (T) ein maximales Maf v, getragen von
X, mit why=vh)und p (| < v (l h'|) fiir alle h € H.

Beweis. — Es geniigt nachzuweisen, daB fiir p, ve M+ (T) aus
i< v folgt (|h]) < v (| k) fiir alle A € H. Die Funktionen #; = ®h
und A, = Jh (h € H) sind Restriktionen von stetigen reellen Linearformen
auf H’. Mit Hilfe der Schwartzschen Ungleichung im R? rechnet man daher
leicht nach, daB & = | hy +ihy | fiir jede Funktion & € H eine konvexe
Funktion auf Y mit k o ¢ = | | ist. Daraus ergibt sich nach (1.2) die
Behauptung : Aus ;v < v folgt ¢ (1) € 9 (v), also ¢ (1) (k) < ¢ (v) (k)

" (nach Definition der Ordnung < auf I+ (Y) [29]) (¥)) und daher

(A< v (k| fir alle h€H.

KOROLLAR 1.5. — Sei X ein kompakter H-Rand von T. Dann exi-
stiert zu jedem Maf w € N (T, K) ein Map v auf X mit v (h) = n (h)
fiir alle h € H derart, daf3 | v | in U+ (T) maximal ist.

Beweis. — Jedes MaB i« € I (T, K) kann in der Form
fa— ft2 + (s — (o) mit py, ., e € M (T)

dargestellt werden. Seien zu den 4, ..., |l maximale MaBe v, ..., v4
e M+ (X) gemiB Satz 1.3 gewidhlt. Dann gilt fiir

V= vi—v2 + i (vs — vy) € M (X, K)
v(h) = (h) (h € H).
Aus
|vl<v1+V2+V3+V4
folgt -
(v P <o) + @v2) + @ (va) + ¢ (vo).

Da die maximalen MaBe auf Y einen linkserblichen, konvexen Unterkegel

(2) Jede stetige konvexe Funktion k& auf Y ist die obere Einhiillende der nach
oben filtrierend geordneten Menge S, = {fE S (H): f < k}.
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von IN* (Y) bilden [20] und die MaBe ¢ (v;) (i = 1, ..., 4) maximal sind,
ist ¢ (! v ) in M+ (Y) maximal. Daraus ergibt sich die Behauptung nach
(1.2).

Wir fiigen jetzt noch einige Sdtze hinzu, welche die Bedeutung der
soeben hergeleiteten Ergebnisse durch eine Kennzeichnung der maximalen
MaBe auf T erldutern. — Sei B; fiir f € S (H) die « Bordiire »

(x€T:f(@®) =1} mitf =infH,und H, = {g€—SH):g>1).

Dann lassen sich die maximalen MaBle wie folgt charakterisieren :

SATZ 1.6. — p. € N+ (T) ist genau dann maximal, wenn es von jeder
Bordiire B; (f €' S (H)) getragen wird.

Den Beweis dieser Behauptung, der nach den Ergebnissen von [20]
fast zwangsldufig verlduft, verlegen wir in den Anhang dieses Para-
graphen.

Zur Vereinfachung setzen wir von nun an H als punktetrennend
voraus, so daB die Choquetschen Resultate jetzt direkte Anwendung fin-
den. Zunéchst erinnern wir an die Definition des Choquet-Randes.

DEFINITION 1.7. — z € T heifit H-extremal, wenn die Einheitsmasse
€. im Punkt z das einzige positive Maf3 der Gesamtmasse 1 mit
i (h) = h(2) fiir alle h € H ist. Die Menge Chy (T) aller H-extremalen
Punkte wird Choquet-Rand von T beziiglich H genannt.

Chy (T) ist ein (nicht notwendig kompakter) strikter H-Rand von T
und liegt dicht im Silov-Rand von T beziiglich H [15]. E. Bishop [10]
hat bewiesen, daB8 der Choquet-Rand den iiberhaupt kleinsten strikten H-
Rand von T darstellt, falls H eine (punktetrennende) komplexe Banach-
Algebra mit 1 € H und T metrisierbar ist.

Die Aussage des Satzes 1.6 148t sich jetzt (fiir punktetrennendes H)
so umschreiben, daB genau jene MaBe p € ML+ (T) maximal sind, die
in einem abgeschwichten Sinn « vom Choquet-Rand Chg (T) getragen »
werden. Dieser Ausdruck wird durch die folgenden Ergebnisse von Cho-
quet [20] prazisiert :

SATZ 1.8. — Der Choquet-Rand Chy (T) ist gleich dem Durchschnitt
aller Bordiiren B; (f €' S (H)). Fiir metrisierbare Kompakta T ist Chy (T)
eine Gs-Menge und selbst eine Bordiire.
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SATZ 1.9. — Die maximalen Mafe p € N+ (T) werden von allen
R-Borelschen Mengen getragen, die den Choquet-Rand Chy (T) enthalten.
Insbesondere ist fiir metrisierbare Kompakta T ein Mafp n € M+ (T)
genau dann maximal, wenn es auf Chy (T) konzentriert ist.

Die Frage, unter welchen Voraussetzungen die maximalen Mafe
> e, (z€T) eindeutig bestimmt seien, fiihrt auf den Begriff des H-
Simplexes [6], [20].

DEFINITION 1.10. — Sei H ein punktetrennender Vektorraum stetiger
reeller Funktionen auf einem kompakten Raum T. Dann heifit T ein
H-Simplex, wenn der (topologische) Dualraum H’ von H beziiglich seiner
natiirlichen Ordnung einen Vektorverband bildet.

Bezeichnet ¢ wieder die zu Beginn des Paragraphen angegebene H-
Einbettung von T in H’, so ist T genau dann ein H-Simplex, wenn die
kompakte konvexe Hiille von ¢ (T) in H’ ein Simplex im geometrischen
Sinn, d. h. (topologisch) isomorph zu einer kompakten Basis eines kon-
vexen Verbandskegels ist. In [20] findet man verschiedene Charakterisie-
rungen solcher Simplizes. Aus ihnen ergibt insbesondere der folgende

SATZ 1.11. — Sei T ein H-Simplex. Dann existiert zu jedem z € T
genau ein maximales Maf . € IN* (T) der Gesamtmasse 1 mit
itz (h) = h (2) fiir alle h € H.

Fiir jedes H-Simplex T ist damit eine natiirliche Abbildung z — 1.
von T in den Kegel der maximalen Mafe auf T gegeben. Zur Untersuchung
dieser Abbildung wird spater das folgende abschlieBende Lemma bendtigt,
dessen Beweis auf einigen Ergebnissen Choquets aufbaut, die bisher nicht
referiert wurden :

LEMMA 1.12. — Sei H ein punktetrennender Vektorraum stetiger
reeller Funktionen auf einem Kompaktum T mit 1 € H. Sei T -ein H-
Simplex und | ein maximales Maf3 auf T. Dann existiert zu jeder reellen
mefbaren Funktion f auf T, die durch eine Konstante ¢ > 0 dem Betrag
nach beschrdankt ist, und zu jedem ¢ > 0 eine Funktion h&€H mit
[|A]| < cund [|f—h|dp <.

Beweis. — f ist |i-integrierbar, also existiert eine Funktion

gEC(T,R)
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mit ||g|| <cund [|f—g|dp <e Da . maximal ist, gilt nach [15,
p. 264 f.1 1 (8) = sup p (f) f €S (H), f < g). Also existiert eine Funktion
k€SH) mit —c< k< gund p(g — k) < e. Nach [20] ist die Menge
Hy, = {h€H: h = k} nach unten filtrierend geordnet, weil T ein H-
Simplex ist. Folglich gilt . (k) = inf (h) (h € H;). Zusammengenommen,
existiert also ein £ € Hy, mit ||k|| < cund [ |f—h|dp < 3.

Anhang. — Wir iibernehmen die bisherigen Bezeichnungen. Sei T
ein kompakter Raum und H ein (eventuell nicht punktetrennender) linearer
Unterraum von C (T, K). Dann bietet sich die folgende Verallgemeinerung
der Definition des Choquet-Randes an :

DEFINITION 1.13. — z &€ T heifit H-extremal, falls jedes Maf}
|t € M (T)(®) mit p. (h) = h (2) fiir alle h € H von der Aequivalenzklasse
F.={x€T: x ~z} getragen wird. Die Menge aller H-extremalen
Punkte, die in einer kompakten Teilmenge X von T liegen, wird mit X, (H)
bezeichnet.

Man weist leicht nach, daB T, (H) (oder X, (H) fiir einen kompakten
H-Rand X von T) ein strikter H-Rand von T ist ; denn der Choquet-Rand
Chg (Y) von Y beziiglich H ist ein strikter H-Rand von Y, und T, (H)
ist gerade so definiert, daB gilt :

¢(Te(H)) =Chg(Y) und ¢ ' (Chg(Y))=T.H). (1.4)

Um die Menge der H-extremalen Punkte analog wie in Satz 1.8 zu
charakterisieren, bezelchnen wir mit B, firallefeS (H) diezu f gehorige
Bordiire in Y beziiglich H Da nach dem Max1mum-Prmzxp von H. Bauer
fiir fES(H) und g€ — S(H) genau dann g > f gilt, wenn gog = focp
ist, folgt nach (1.1) fiir f = focp ESH):

¢(B) =Bfne(T) und o' (B;) =B, (1.5)
Daraus ergibt sich die Kennzeichnung :
X, (H) = XNN B, fE€S H)). (1.6)

Satz 1.6 laBt sich jetzt leicht beweisen: p € M+ (T) wird genau
dann von jeder Bordure B; (feS (H)) getragen, wenn ¢ (p) auf die
Mengen ¢ (By) = B, Ne (D) (f € S(H)) konzentriert ist; mit der letzteren
Bedingung ist nach [20] die Maximalitdt von ¢ (v), also auch die Maxi-
malitét von | dquivalent.

(3) M (T) bezeichne die Menge aller p € N+ (T) der Gesamtmasse 1.



236 DIEDERICH HINRICHSEN

Einige Aussagen des Paragraphen konnen noch verschirft werden.
Die Rénder T. (H) und X, (H) (fiir einen kompakten H-Rand X von T)
enthalten i.a. iiberfliissige Punkte, da sie beziiglich der Aequivalenzrelation
x ~y auf T (bzw. X) gesittigt sind. Es wird daher mdglich sein, die
maximalen MaBe v auf T bei gleichbleibenden Werten fiir die Funktionen
aus H noch weiter auf eine topologisch hinreichend regulire Auswahl von
Reprisentanten dieser Aequivalenzklassen zu konzentrieren. Die folgende
Definition prizisiert die topologischen Forderungen, die an eine solche
Auswahlmenge zu stellen sind :

DEFINITION 1.14. — Eine Teilmenge X, von T heifit ein kompletter
Rand von T beziiglich H, falls sie jede Aequivalenzklasse F, (z € T,) trifft.
Ist X, obendrein eine Ko,-Menge, so heifit X, ein kompletter K,-Rand von
T beziiglich H.

Offenbar ist X, C T genau dann ein kompletter H-Rand von T,
wenn ¢ (X,) den Choquet-Rand Chi (Y) enthilt. Daraus folgt insbeson-
dere, dal jeder komplette Rand von T beziiglich H ein strikter H-Rand
von T ist.

Zur Verschiarfung der bisherigen Ergebnisse bedienen wir uns des
folgenden Lemmas :

LemMA 1.15. — Seien X und Y lokal-kompakte Riume und ¢ eine
stetige Abbildung von X in Y. Sei ferner X, eine Ko-Menge in X. Dann
bildet die von « induzierte lineare Abbildung p.— ¢ (p) von M, (X, K) (*)
in M, (Y,K) den Vektorraum M (X,) der von X, getragenen Mafle
i €M, (X, K) auf den Vektorraum M (p (Xo) ) der von der K,-Menge
¢ (Xo) getragenen Mafe v € M, (Y, K) ab. Ferner gilt fiir die Kegel
M, Xo), bzw. M, (¢ Xo)) der positiven Mafle aus M (X,), bzw.
M(p(Xo)): My (9 (Xo)) = ¢ M4 (Xo)).

Beweis : Seien die Vektorraume I, (X, K) und IN, (Y. K) mit der
iiblichen Norm versehen. Dann ist die Abbildung p— ¢ () wegen
[lo@ || < ||| stetig. Nach [16, p. 75] gilt ¢ (M (Xo) ) CM (9 Xo) ).
M (Xo), bzw. M (p (Xo)) sind abgeschlossen in IN, (X, K), bzw.
M, (Y, K), also Banach-Ridume beziiglich der induzierten Normen. In

(4) Fiir jeden lokal-kompakten Raum X bezeichne I, (X, K) den Vektorraum
der beschrinkten skalarwertigen MaBe auf X.
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M, (X, K), bzw. M, (Y, K), folgt namlich aus lim y, = v fiir alle

n-ox

Borelschen Mengen B in X, bzw. Y, die Relation lim || (B) = || (B).
Offenbar ist nur die letzte Behauptung des Lemmas zu beweisen. Sei
also v ein beliebiges MaBl aus M (¢ (Xo) ) und (K,) eine feste isotone

Folge von Kompakta in X mit |J K, = X,. Setzt man dann v, = g,"v
nCN

mit g, = Xox,) — Xox,_p (M EN, Ky, = @), so konvergiert diec Reihe

o

> v; im Banach-Raum M (¢ (X,) ) absolut, und zwar gegen v (Satz von
1

B. Levi). Nach [2, S. 412] existiert zu jedem v; € M+ (¢ (K))) GEN)
ein positives MaB |v; auf K; mit ¢ (jv;) = v;. Da

i) = (D = v Q) = |||

£

gilt, konvergiert die Reihe 3 p; in M (X,) absolut. Setzt man nun
1

it =3, so folgt aus der Stetigkeit von ¢: () =3 @ (1) = v.
Damit ist das Lemma bewiesen.

Die angekiindigten Verschéarfungen lassen sich jetzt ohne Schwierig-
keiten herleiten :

SATZ. 1.16. — Ist X, ein kompletter Ko-Rand von T beziiglich H,
so existiert zu jedem Maf3 p € MM+ (T) ein maximales Maf3 v mit |« £ v,
das von X, getragen wird.

Beweis. — Das Quartett (T, Y, ¢, X,) erfiillt die Voraussetzungen
des Lemmas 1.15 mit T anstelle von X. Sei p € N+ (T) und v ein
maximales MaB auf Y mit v’ > ¢ (v). Dann wird v’ nach [20] von der
Ks-Menge ¢ (Xo) D Chit (Y) getragen. Folglich existiert nach Lemma 1.15
ein MaB v € M+ (T), das auf X, konzentriert ist, mit v/ = ¢ (v). Da v
nach (1.2) maximal ist und ¢« < v gilt, folgt die Behauptung.

Aus dem vorangehenden Satz ergeben sich sofort entsprechende Ver-
schiarfungen der Korollare 1.4 und 1.5: Ist X, ein kompletter Ko-Rand
von T beziiglich H, so konnen die MaBe v, deren Existenz in diesen

Korollaren behauptet wird, so gewihlt werden, daB sie auf X, konzentriert
sind.
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2. Faktorisierungsprobleme und nukleare Raume.

Die Theorie der topologischen Vektorrdume stellt verschiedene Hilfs-
mittel zur Behandlung von Faktorisierungsproblemen zur Verfiigung. Als
effektivstes Hilfsmittel wird sich fiir unsere Zwecke die von A. Grothen-
dieck [23] entwickelte Theorie der nuklearen Rdume erweisen, aus der die
benédtigten Resultate hier ohne Beweis referiert werden sollen. — In
manchen Anwendungsfillen fiihrt jedoch schon die folgende Spezialisie-
rung eines Satzes von R. G. BARTLE & L. M. GRAVES [1] zum Ziel :

SAatz 2.1. — Sei T ein parakompakter Raum, und seien M, N zwei
beliebige Banach-Rdume. Ist dann p eine surjektive stetige, lineare Abbil-
dung von M auf N, so existiert zu jeder stetigen Funktion g von T in N
eine stetige Funktion f von Tin M mit g = p o f.

In den meisten Fillen reicht die Stetigkeit von f zur Konstruktion der
gewiinschten Integraldarstellung allerdings nicht aus. Man benotigt Fakto-
risierungen, die « E-morph » sind. Dieser Begriff wird analog zum Begriff
der « skalaren Holomorphie » gebildet.

DEFINITION 2.2. — Sei E ein Vektorraum skalarwertiger Funktionen
auf einer Menge T und F ein lokalkonvexer Raum iiber K. Dann heift
eine Abbildung u von T in F E-morph, wenn fiir jedes y’ € F’ die Kompo-
sition y’ o u in E liegt. Der Vektorraum aller E-morphen Abbildungen von
T in F wird mit E (T, F) bezeichnet.

Jede E-morphe Abbildung u definiert eine lineare Abbildung
F.:yY—>y ou von F/ in E. Sei nun F vollstindig, F; der mit der
Mackeyschen Topologie 1 (F’, F) versehene Dualraum von F und E ein
vollstiandiger reflexiver £ &-Raum skalarwertiger Funktionen auf T, dessen
Topologie feiner ist als die Topologie der punktweisen Konvergenz.. Dann
148t sich zeigen [23, II, p. 78], daB die Abbildung ¥ — F, einen Isomor-
phismus von E (T, F) auf den Vektorraum £ (F;, E) aller stetigen linearen
Abbildungen von F; in E liefert. Wir betrachten auf £ (F;, E) die
Topologie ¢ der gleichmiBigen Konvergenz auf den gleichgradig stetigen
Teilmengen von F; und transportieren diese Topologie vermittels der
angegebenen Isomorphie auf den Vektorraum E (T, F). Ferner versehen
wir das Tensorprodukt E ® F mit der projektiven Topologie mt, d. h. mit
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der feinsten lokalkonvexen Topologie, beziiglich der die kanonische bi-
lineare Abbildung E x F in E® F noch stetig ist, und bezeichnen den
so definierten lokalkonvexen Raum mit E @, F. Sei ¢ die Abbildung von
E ®- F in E (T, F), die jedem Element ¥ x; ® y; von E ®: F die Funktion
t— 3 x;(t) - y; aus E (T, F) zuordnet. Dann entspricht ¢ kanonisch der
bilinearen Abbildung, die das Paar (x,y) €E x F auf die Funktion
t— x () -y aus E (T, F) abbildet. Man rechnet leicht nach, daB diese
Abbildung stetig ist beziiglich der angegebenen Topologien; folglich ist
auch ¢ stetig. Da £, (F7, E), d.i. der mit der Topologie ¢ versehene
Vektorraum £ (F7, E), unter den gegebenen Voraussetzungen vollstindig
ist [23, I, p. 9], 1aBt ¢ sich in eindeutiger Weise stetig auf die Vervollstin-
digung E @ F von E ®- F fortsetzen. A. Grothendieck [23, II, p. 80] hat
gezeigt, daB die Fortsetzung, welche wieder mit ¢ bezeichnet werde, einen
(topologischen) Isomorphismus von E@F auf E (T, F) liefert, falls E
nuklear ist. Dieses Ergebnis, welches wir seiner Bedeutung wegen noch
einmal als Theorem formulieren, erhellt zusammen mit der ihm nachfol-
genden Bemerkung, weshalb die Theorie der nuklearen Réume zur
Konstruktion E-morpher Faktorisierungen geeignet ist :

THEOREM 2.3. — Sei E ein vollstdandiger nuklearer £2%-Raum von
skalarwertigen Funktionen auf einer Menge T, dessen Topologie feiner
ist als die der einfachen Konvergenz. Dann ist fiir jeden vollstindigen
lokalkonvexen Raum F die Vervollstindigung E @ F des projektiven topo-
logischen Tensorprodukts von E und F kanonisch (d.h. vermittels ¢)
isomorph zum Vektorraum E (T, F).

Bemerkung 2.4. — Sei E wie in Theorem 2.3 beschaffen, und
bezeichne 1 die identische Abbildung auf E. Seien ferner F;, F, vollstin-
dige lokalkonvexe Rdume und p eine stetige lineare Abbildung von F; in
F.. Dann ordnet die Abbildung E (T, F;) - E (T, F,), die nach dem Theo-
rem durch die Funktion 1g @ p (®) auf E (T, F,) induziert wird, jeder
Abbildung u € E (T, F,) die Komposition p o u zu.

Als Korollar des Theorems 2.3 ergibt sich eine Charakterisierung der
E-morphen Funktionen, die hier zur Abrundung des Begriffs noch angefiigt
sei.

¢) 14 ® p bezeichne die stetige Fortsetzung des Tensorprodukts der Abbild-
ungen 1, und p auf die Vervollstindigung E ® F.
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KOROLLAR 2.5. — Sei E ein vollstandiger nuklearer 2% -Raum von
skalarwertigen Funktionen auf einer Menge T, versehen mit einer S-
Topologie (vgl. [12]), die feiner ist als die Topologie der punktweisen
Konvergenz. Dann sind fiir jede Abbildung u von T in einen vollstindigen
lokalkonvexen Raum F die beiden folgenden Aussagen dquivalent :

(1) u ist E-morph.

(i) u kann auf den Mengen S € S gleichmiflig durch Funktionen der
Form t - 3 x;(t) - y; mit x,€E, y;€F (i =1, ..., n) approximiert
werden (5).

Beweis. — Sei E (T, F) mit der durch das gegebene Mengensystem
S C 4 (T) definierten S-Topologie ® versehen [12]. Dann zeigen wir
zunéchst, dal diese Topologie mit der von £, (F7, E) auf E (T, F) trans-
portierten Topologie ¢ identisch ist. — FEin Fundamentalsystem von
e-Nullumgebungen wird durch die Mengen der Form

W(V.S) ={u€E(MF):sup |yYou(|<1 fir alle yy €V’ }
tes

gebildet, wobei V’ ein beliebiges Fundamentalsystem 2% gleichgradig steti-
ger Teilmengen von F’ und S die Mengenfamilie & durchlduft. Fiir W’
kann man etwa das System aller Polaren V” C F’ wihlen, wobei V eine
beliebige kreisformige, abgeschlossene, konvexe Nullumgebung in F ist
[14, p. 64]. Dann gilt W (V°,S) = {u € E(T,F): u (¢1) €V fiir alle t € S}
fiir alle diese Mengen, die damit zugleich ein Fundamentalsystem von
B-Nullumgebungen bilden. Es ist also & = =.

Die Behauptung folgt jetzt aus den Bemerkungen, die dem Theorem
2.3 vorangestellt wurden : Der Isomorphismus ¢ : E ®F - E (T, F) ist
hiernach stetig beziiglich der Topologie % = ¢; ferner besteht ¢ (E ® F)

genau aus allen Funktionen der Form t — i xi () - y; auf T mit
x; €E, y; € F. Nach dem Theorem folgt also
E(T,FH)=¢ERFCPERF.

Damit ist der SchluB von (i) auf (ii) bewiesen. Die Umkehrung ergibt sich
sofort daraus, daB E (T, F) beziiglich der zu ® gehorigen uniformen
Struktur vollsténdig ist.

Um Faktorisierungsprobleme mit Hilfe von Theorem 2.3 16sen zu
konnen, muB3 die Abbildung 1:®p der Bemerkung 2.4 surjektiv sein.

(6) Fiir den Spezialfall harmonischer Funktionen mit % = %, vgl. [31].
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Zur Verifikation dieser Voraussetzung verwenden wir spater das folgende
Korollar eines Satzes aus der Theorie der topologischen Gruppen [11,
p. 60]: :

LEMMA 2.6. — Seien u;: E; — F; surjektive (topologische) Homo-
morphismen der metrisierbaren topologischen Vektorrdume E,; auf die
top/o\logischer/z\ Vektorrdtt\me F; (i = 1,2). Dann ist der Homomorphismus
u; Q@us: E, ® E;s » F, ® F, surjektiv.

Damit sind alle notigen Hilfssdtze zur Losung der anfallenden Fakto-
risierungsprobleme referiert. Wir beweisen jetzt noch eine fiir die Anwen-
dung wichtige Folgerung aus der Definition der nuklearen Raume [23, 1I,
p- 34], die spater dazu dient, E-morphe Integraldarstellungen durch
« Kerne » zu représentieren. Formuliert fiir den Spezialfall, daB E ein
Frechet-Raum von harmonischen Funktionen im Sinne von [17] ist, findet
sie sich schon in einer Note von B. Walsh & P. A. Loeb [31].

LEMMA 2.7. — Sei E ein nuklearer Frechet-Raum (%) und F ein nor-
mierter Raum. Dann existieren zu jeder stetigen linearen Abbildung u
von F in E eine summierbare Folge (\;) von Skalaren, eine Nullfolge (x;)
in E und eine Nullfolge (¥; ) in F’, so daf3

u® = 3 X (y,yi)xi inE fiir alle y €F gilt.

Beweis. — Nach [23, II, p. 40] ist der starke Dualraum Ej von E
nuklear. Die Transponierte ¢, von u bildet E, stetig und linear in den
Banach-Raum F’ = Fj ab. Folglich ist ‘u nuklear [23, II, p. 35], d. h. es
existieren eine summierbar Folge ();) von Skalaren, eine Nullfolge (x;) in
(Ey)» = E und eine Nullfolge (¥;) in F’ derart, daB8 die Funktionen v, :

X - i Ai(xi, XY yi (@’ €E}) mit n -» o gleichmaBig auf den
1
beschrinkten Teilmengen von E, gegen ’u streben. Fiir ein beliebiges
y € F erhilt man daher (x’, u (y) ) = (‘u (x)) () = i i { X X' ) (Y, Vi),
1

wobei die Reihe gleichmadBig konvergiert, wenn x’ eine beliebige be-
schrinkte Teilmenge von E; durchlduft. Die Reihe 3 Ai (¥, yi) - x; kon-
vergiert also in (E; ), = E gegen u ().

(7) Oder auch ein vollstandiger, dualmetrischer, nuklearer Raum (vgl. [30,
S. 70)).
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Wir beenden den Paragraphen mit einem Nuklearitdtskriterium, das
eine allgemeinere Kennzeichnung von A. Pietsch [30, S. 64] verscharft
und fiir Anwendungen auf Funktionenrdume der Analysis praktikabler
macht. Wegen seiner Bedeutung fiir die weitere Darstellung, vor allem
in § 5, sei dieses Kriterium als Theorem formuliert :

THEOREM 2.8. — Sei X ein lokal-kompakter Raum und E ein Vek-
torraum stetiger skalarwertiger Funktionen auf X. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent :

(1) E ist nuklear beziiglich der Topologie %%, der kompakten Konver-
genz auf X.

(ii) Zu jedem Punkt x € X existieren eine kompakte Umgebung K.
von x und ein positives Radonmaf3 |, auf X mit kompaktem Triger
derart, dap sup |f() | < [|f|dy. fiir alle f €E gilt.

YEK,

(iii) Zu jedem Kompaktum K C X existiert ein positives Radonmaf
v auf X mit kompaktem Trager derart, daf sup |f(y)|<[|f]|dp

fiir alle f € E gilt. vex

Beweis. — (ii) und (iii) sind offenbar dquivalent.

Aus (i) folgt (iii). — Zum Kompaktum K existieren nach dem Kri-
terium von Pietsch eine Zahl ¢ > 0, eine kompakte Teilmenge K’ von X
und ein positives MaB v auf der schwach kompakten Polaren V® C E’ von

V={f€E:sup|f()|<e}

VEK’
mit

sup [fO) [ S| (fu)|dv@)

vEK
fir alle f € E. Sei ¢ die Abbildung von K’ in V°, die jedem x €K’ die
stetige Linearform ¢, : f — ¢~ f (x) auf E zuordnet. ¢ ist stetig. Sei E der
durch E kanonisch definierte Vektorraum stetiger Funktionen

fiu—(f,u) auf V°(f€E).

Dann folgt ¢ - f o ¢ = f. Jede Funktion f (f € E) nimmt das Maximum
ihres Betrages auf ¢ (K’) an; denn es gilt

sup [F@)| = sup | fO) || (fv)]|=]f0)|

u€q(K’) vEK’
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fiir alle v € VO,
Ko = U a-eX)CV®

ek, |a|=1
ist also ein kompakter Rand von V° beziiglich E. Daher existiert nach
Korollar 1.4 ein positives MaB v, auf V°, getragen von K,, mit

F1f1dv<<[|T|dvefirallefeE.

Sei u ~ v die folgende Aequivalenz relation auf K, : Es existiert ein Skalar
o vom Betrag 1 mit u = o - v. Bezeichnet dann ¢ die kanonische Abbil-
dung von K, auf den Quotientenraum von K, nach der Aequivalenz-
relation ~, so existiert wegen ¢ (Ko) = ¢ (¢(K’)) nach [2] ein MaB
v €M+ (V°), konzentriert auf ¢ (K’), mit ¢ (v') = ¢ (va), also

Ffldve=1(1Fl1dv.

Sei p ein positives MaB auf ~K’ mit & - ¢ () = v [2]. Dann folgt
J1fldp = [|fldv = [|fldve = [|f|dv firr alle fEE und
also die Behauptung.

Umgekehrt folgt (i) sofort aus (iii). Sei ndmlich K ein Kompaktum
in X und p ein zugehdriges positives MaB mit kompaktem Triger K’
gemiB (iii). Dann gilt fiir die Nullumgebung

V={f€E: sup [f()|<e} in EgpEK)CV"

VEK’

¢ () liegt also in M+ (V°), und es ist sup [FONIK<TIHLvde@) V).
yEK

Da die Mengen U = {f€E: sup |f(»)|<e} (¢ >0, K kompakt

¥EK
in X) ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen in E bilden, folgt
hieraus die Nuklearitit von E nach dem Kriterium von Pietsch [30, s. 64].

3. Zulassige Paare und E-morphe H-Darstellungen.

Wir wenden uns jetzt der in der Einleitung umrissenen Problem-
stellung zu und betrachten zunichst Paare (H, E) von Funktionenrdumen,
wobei H ein (beliebig) normierter Raum skalarwertiger Funktionen auf
einer Menge T und E ein Wektorraum skalarwertiger Funktionen auf
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einer Teilmenge (¥) X von T ist. Mit H’ bezeichnen wir den Banach-Raum
aller stetigen Linearformen auf H, versehen mit der dualen Norm, und
setzen voraus, daB die Linearformen ¢,: h— h(x) auf H fiir alle
x € X in H’ liegen. — Gesucht werden gewisse E-morphe Faktorisierungen
der Abbildung ¢: x - ¢,. Damit solche Faktorisierungen existieren
konnen, muB ¢ selbst eine E-morphe Funktion sein.

DEFINITION 3.1. — Das Paar (H, E) heiflt zuldssig, wenn die
Abbildung ¢ : x — ¢, von X in H" E-morph ist.

Fiir zuldssige Paare (H, E) gilt also insbesondere Rest xH C E.

Neben der E-morphie der Abbildung ¢ ist auch ihre Stetigkeit
wichtig, vor allem, wenn man den Faktorisierungssatz von Bartle &
Graves auf sie anwenden will. Wir interessieren uns daher im folgenden
besonders fiir solche Zuldssigkeitskriterien (Satz 3.4 ff.), die zugleich die
Stetigkeit von ¢ garantieren. ¢ ist offenbar genau dann stetig, wenn die
Einheitskugel H, von H gleichgradig stetig ist auf X.

SaT1z 3.2. — Ist (H, E) zuldssig, so ist fiir jeden linearen Unterraum
H von H, versehen mit der induzierten Norm, das Paar (H, E) zuldssig.

Beweis. — Sei ¢ der kanonische Homomorphismus von H’ auf 3¢
[14, p. 116]. Dann ist fiir jede stetige Linearform y” auf H’
y// — ’)‘,'// ° q)

eine stetige Linearform auf H’, also liegt die Abbildung

X= (s Y o) =(d(pa), Y’)

in E. Da ¢ o ¢ mit der Abbildung ¢ von X in H’ identisch ist, welche
jedem Punkt x € X die Bewertung @, : h— h (x) auf H zuordnet, folgt
die Behauptung.

Satz 3.3. — Sei der Funktionenraum H mit zwei Normen N,, N,
ausgestattet derart, daf3 N, schwdcher ist als No, und bezeichne H, (bzw.
Hy) den normierten Raum (H, N,) (bzw. H, N,)). Sind dann die Linearfor-
men ¢, :h— h(x) (x €X) auf H stetig beziiglich N,, so folgt aus der
Zuldssigkeit des Paares (Hy, E) die Zuldssigkeit des Paares (H,, E).

(8) Allgemeiner konnte man beliebige Mengen X zulassen, fiir die eine Abbild-
ung x> ¢, von X in H’ gegeben ist. Analog zur Definition 3.1 wiirde man dann
das Tripel (H, E, ¢) zuldssig nennen, falls ¢ : X > H' E-morph ist. Theorem 3.8
(s.u.) behielte auch in dieser allgemeineren Situation seine Giiltigkeit.
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Beweis. — (Hz)’ umfaBt (H,)’ algebraisch. Die Norm von (H,)Y
induziert eine grobere Topologie auf (H;)’ als die duale Norm zu N;. Jede
stetige Linearform y” € (H,)” definiert also eine stetige Linearform auf
(H,)’. Daraus folgt der Satz.

Um die Zuldssigkeit eines Paares (H, E) nachzuweisen, geniigt es
nach dem folgenden Lemma zu zeigen, daB8 E den punktweisen Abschiufl
Pvon {Restx h:h€H, || || <1} in KX enthilt.

LeEmMA 3.4, — Sei Hy = {h€H: || h||< 1} die Einheitskugel
von H, H = {W”€H":||h"||< 1} die Einheitskugel des starken
Bidualraums H” von H. Dann liegt fiir jede Linearform y” € HY die
Funktion x — y” (¢,) (x € X) im punktweisen Abschiup HY von Restx H,
in KX,

Beweis. — H, liegt schwach dicht in H; . Zu y” €H, , ¢ > 0 und
endlich vielen x;€X (i =1, ..., n) existiert also ein h &€ H; mit

Lhx) — Y (@) | = | h(@e) — ¥ () | <,

wobei / die durch 4 auf H’ definierte Linearform bezeichnet. Daraus folgt
die Behauptung.

Im Hinblick auf spdtere Anwendungen setzen wir nun voraus, dal
Xlokal-kompakt und E ein lokalkonvexer Hausdorff-Raum sei. ® be-
zeichne die Topologie von E und %;. (bzw. %,) die Topologie der kompak-
ten (bzw. punktweisen) Konvergenz auf X.

Satz 3.5. — Sei E quasivolistindig und % feiner als ®,, aber grober
als ®y. Sei ferner die Einheitskugel H; von H in X gleichgradig stetig.
Dann ist das Paar (H, E) zuldssig, und die Abbildung ¢ :x— ¢, von X
in H’ ist stetig.

Beweis. — Fiir jedes x€X ist H;(x) = {h(x):h€H,; } in K
relativ-kompakt. Nach dem Satz von Ascoli ist daher auf dem punktweisen
AbschluB H} von Resty H; in KX %, mit %, identisch, und es gilt
Hf ¢ € (X, K). Da E quasivollstiandig, H; in E beschrinkt und % grober
als ®; ist, folgt HY C E. Mit Hilfe von Lemma 3.4 ergibt sich hieraus
die Behauptung.
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SATZ 3.6. — Sei ® feiner als ®;, und sei ferner Restx H; in E
relativ-kompakt. Dann ist das Paar (H, E) zuldssig, und die Abbildung
¢ ist stetig.

Beweis. — Auf dem AbschluB H, von Resty H; im lokalkonvexen
Raum E stimmen die Topologien ®, und % iiberein, da ® feiner als
%, und H, beziiglich % kompakt ist. H, CE ist also der Abschlu8 von
H, in KX beziiglich ®, und auBerdem gleichgradig stetig. Daraus folgt
die Behauptung.

KOROLLAR 3.7. — Sei E ein (quasivolistindiger) Montelscher Raum
mit einer feinerer Topologie als ;. Sei ferner die Einheitskugel von H,
nach Restriktion auf X, in E beschrinkt. Dann ist das Paar (H, E)
zuldssig, und die Abbildung o ist stetig.

Beweis. — In jedem Montelschen Raum sind die beschrinkten Teil-
mengen relativ-kompakt.

Nach diesen Zuldssigkeitskriterien soll nun abschlieBend ein allge-
meines Darstellungstheorem fiir zuldssige Paare bewiesen werden, das
allen Darstellungssdtzen der folgenden Paragraphen zugrunde liegt. Zu
diesem Zweck verallgemeinern wir den Begriff der Integraldarstellung,
indem wir anstatt darstellender MaBe, die in natiirlicher Weise Linearfor-
men auf dem Vektorraum H definieren, einen beliebigen Banach-Raum M
ins Auge fassen, dessen Elemente auf H vermittels eines Homomorphismus
p: M — H’ als Linearformen operieren.

Sei also wieder die Ausgangssituation des Paragraphen (in der X eine
beliebige Teilmenge von T ist) vorausgesetzt und zusitzlich ein Banach-
Raum M sowie ein surjektiver topologischer Homomorphismus p von M
auf H’ gegeben. Dann bezeichnen wir mit (p, 2) (r €M, A € H) den
Wert der Linearform p () an der Stelle £ und geben die

DEFINITION 3.8. — Eine Abbildung x — |, von X in M heift eine
H-Darstellung von X beziiglich p, wenn fiir alle x € X gilt
( s h ) = h (X)
(h € H).
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THEOREM 3.9. — Sei E mit einer Topologie versehen, welche feiner
ist als die der einfachen Konvergenz auf X, derart, daf3 E ein nuklearer
Frechet-Raum und das Paar (H, E) zuldssig ist. Sei ferner M ein Banach-
Raum und p ein surjektiver topologischer Homomorphismus von M auf
den Banach-Raum H’'. Dann existiert eine E-morphe H-Darstellung von X
beziiglich p.

Beweis. — Nach Lemma 2.6 ist der Homomorphismus
IE@p : E@M—> E@)H’ surjektiv.

Die Abbildung ¢ : x — ¢, ist nach Voraussetzung E-morph. Also existiert
nach Theorem 2.3 und Bemerkung 2.4 eine E-morphe Abbildung x — 1,
von X in M mit 4 (x) = ¢, (h) = p (o) (h) fiir alle h€H, x €X.

Wir schliefen mit einer Bemerkung, die ein Kriterium fiir die
Existenz stetiger H-Darstellungen von X beziiglich p angibt.

Bemerkung 3.10. — Sei X C T ein im Unendlichen abzihlbarer
lokal-kompakter Raum. Dann sind folgende Aussagen iquivalent :

(i) Es existiert eine stetige H-Darstellung von X beziiglich p.
(ii) Die Einheitskugel H; von H ist gleichgradig stetig auf X.

Beweis. — (ii) ist #quivalent mit der Stetigkeit der Abbildung
¢: x— ¢, von X in H”. Wegen ¢ = p o p gilt also (i) = (ii). Umgekehrt
ergibt sich (ii) = (i) direkt aus dem Satz von Bartle & Graves 2.1, da X
parakompakt ist.

4. E-morphe Integraldarstellungen.

In diesem Paragraphen soll das Rahmentheorem 3.9 zundchst auf
seinen natiirlichen Modellfall, den Banach-Raum M der beschrinkten
RadonmaBe auf einem lokal-kompakten Raum, angewandt werden. Wir
interessieren uns dabei fiir E-morphe H-Darstellungen durch beschrénkte
MaBe, die auf gewissen Rindern von H konzentriert sind. Als Neben-
problem stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen die gesuchten
MaBe positiv gewihlt werden konnen und wann sie in solchem Fall ein-
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deutig bestimmt sind. Wie zu erwarten, gewinnt hier der Begriff des H-
Simplexes besondere Bedeutung (Satz 4.4).

Sei T ein beliebiger Hausdorff-Raum und H ein Teilraum des Vek-
torraums C, (T, K) aller stetigen, beschriankten, skalarwertigen Funktionen
auf T. Wir versehen in diesem Paragraphen alle Vektorrdume
Cy(S,K)(SCT) und ihre linearen Unterrdume, insbesondere also
H C @, (T, K), mit der Norm f— ||f || der gleichméBigen Konvergenz
auf dem Grundraum S. Fiir lokalkompakte Teilmengen B C T ist dann
der normierte Rdum IM, (B, K) aller beschrankten skalarwertigen Radon-
mafBe auf B der Dualraum des normierten Raums G, (B, K). Sofern H
einem Teilraum von G, (B, K) normisomorph ist, gibt es also einen
natiirlichen Homomorphismus von I, (B, K) (oder gewissen abgeschlos-
senen linearen Unterrdumen von I, (B, K)) auf H’ derart, daB die
Voraussetzungen fiir eine Anwendung des Theorems 3.9 erfiillt sind. —
Damit ist das Schema fiir den Beweisgang der beiden folgenden Sitze
angedeutet.

SAaT1z 4.1. — Sei T ein Hausdorff-Raum und H ein linearer Unter-
raum von G, (T,K). Sei ferner X eine Teilmenge von T und E ein
nuklearer Frechet-Raum skalarwertiger Funktionen auf X, dessen Topo-
logie feiner ist als die Topologie %, der einfachen Konvergenz, derart, daf3
(H, E) ein zuldssiges Paar bildet. Dann existiert zu jedem lokal-kompakten
Rand B von T beziiglich H eine E-morphe H-Darstellung x — p, von X
durch beschrinkte Mafle ., auf B. Ist g eine beliebige universell mef3bare,
beschrinkte, skalarwertige Funktion auf B, so liegt die Abbildung
x — |\, (g) fiir jede solche H-Darstellung in E.

Beweis. — Die Abbildung 4 — Resty 4 ist ein normtreuer Isomor-
phismus von H auf Resty H. Daher ist der starke Dualraum H’ von H
normisomorph zum Quotientenraum IR, (B, K)/H, mit

Hy = { p € M, (B, K) : n (Restg 1) = O fiir alle heH}:

Die Abbildung p, die jedem pn€IM (B, K) die Linearform A — p (Resty h)
auf H zuordnet, ist ein surjektiver topologischer Homomorphismus von
M, (B, K) auf den Banach-Raum H’. Setzt man nun M = I, (B, K),
so folgt die Existenz der E-morphen H-Darstellung x — 1, aus Theorem
3.9. Da ferner jede universell meBbare, beschrinkte, skalarwertige Funk-
tion g auf B eine stetige Linearform p — p (g) auf M definiert, ergibt sich
der Rest der Behauptung aus der E-morphie der Abbildung x — . .
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SATZ 4.2. — Sei T ein kompakter Raum und H ein linearer Unter-
raum von C (T, K). Sei ferner X eine Teilmenge von T und E ein nuklea-
rer Frechet-Raum skalarwertiger Funktionen auf X, dessen Topologie
feiner ist als B, , derart, daf3 das Paar (H, E) zuliissig ist. Dann existiert
zu jedem kompakten H-Rand (°) B von T eine E-morphe H-Darstellung
x—p, von X durch Mafe p, @M (T, K), die von jeder Bordiire
B, (f €' S (H)) und von B getragen werden.

Beweis. — Sei M der Vektorraum aller MaBe p € IN (T, K), die
von jeder Bordiire B, (f € S (H)) und von B getragen werden. Dann ist M
abgeschlossen in JN (T, K), weil aus lim p, = p im normierten Raum
I (T, K) lim |, [ (S) = | p | (S) fiir alle Borelschen Teilmengen S von
T folgt. M ist daher beziiglich der induzierten Norm ein Banach-Raum.
Sei ¢ die natiirliche Injektion von M in I (T, K) und ¢ der kanonische
Homomorphismus von IR (T, K) auf H'. Dann ist p = ¢ o ¢ eine stetige
lineare Abbildung von M in H’. Nach Korollar 1.5 ist p surjektiv, folglich
nach dem Satz von Banach [13, p. 34] ein topologischer Homomorphismus
der Banach-Raum. Damit sind die Voraussetzungen des Theorems 3.9
gegeben, und es folgt die Behauptung,

KOROLLAR 4.3. — Sei T ein metrisierbarer kompakter Raum und H
ein punktetrennender linearer Unterraum von C (T, K). Sei ferner X eine
Teilmenge von T und E ein nuklearer Frechet-Raum skalarwertiger Funk-
tionen auf X, dessen Topologie feiner ist als %®,, derart, daf3 das Paar
(H, E) zuldssig ist. Dann existiert eine Familie (..);ex von Maflen auf T,
die vom Choquet-Rand Chy (T) getragen werden, so daf gilt :

(i) po (h) = h(x) fiir alle heH, xeX.

(i) x—> . (g).liegt in E fiir alle universell mefbaren, beschrinkten,
skalarwertigen Funktionen g auf Chy (T).

Wenn T ein H-Simplex ist, 148t sich die Behauptung des vorangehen-
den Korollars in wesentlich verschirfter Form' unter schwicheren Voraus-
setzungen beweisen. Dann liefert namlich die natiirliche Abbildung von X
in MM (T, K), die jedem x € X das entsprechende maximale Darstellungs-
maB zuordnet, eine Familie positiver MaBe mit den Eigenschaften (i) und

(®) Dasselbe gilt nach Satz 1.16 sogar fiir jeden kompletten Ko-Rand von T
beziiglich H.
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(ii). Beim Beweis dieser Aussage kann man auf alle Hilfsmittel aus der
Theorie der nuklearen Riume verzichten.

Sa1z 4.4. — Sei T ein kompakter Raum, X eine lokal-kompakte
Teilmenge von T und H ein punktetrennender linearer Unterraum von
C (T, R) mit 1 = H derart, daf} T ein H-Simplex und die Einheitskugel
H, von H (beziiglich der uniformen Norm) gleichgradig stetig ist auf X.
Dann ist die Abbildung x — y, von X in IR (T, R), die jedem x € X
das zugehorige maximale Darstellungsmaf3 zuordnet, stetig beziiglich der
Normtopologie auf IV (T, R) und E-morph, wenn E den Abschiuf3 des
Vektorraums Restx H in C (X, R), versehen mit der Topologie der kom-
pakten Konvergenz, bezeichnet. x — ., ist die einzige H-Darstellung von
X durch reelle Mafe auf T, die von jeder Bordiire B, (f € S (H)) getragen
werden.

Beweis. — Nach Lemma 1.12 gilt im Banach-Raum I (T, R) = M

fle—tl] =  sp | —m@]| = sup |pa () —p, ()]
fEC(T. R), ||f<1 heH,
=sup |h(x) —h(y) |
hEH,

fiir alle x, y € X, denn ., + |, ist maximal, und daher existiert zu jedem

¢ > 0 und jeder stetigen Funktion f auf T mit || f|| < 1 eine Funktion
J1f—h|d@.+pm) <e,

also mit

und

[Jfdpy—Jhdp | <.

Die Stetigkeit der Abbildung x — p, (beziiglich der Nofmtopologie) folgt
also aus der gleichgradigen Stetigkeit von H,; auf X. Die E-morphie dieser
Abbildung ergibt sich aus derselben Voraussetzung. Da die Einheitskugel
von C (T, R) dicht liegt in der Einheitskugel von M’ = € (T, R)” gehort
fir jede stetige Linearform y” auf M mit ||y”|| << 1 die Abbildung
x— Y’ (1) zum punktweisen AbschluB der Menge aller Funktionen
hy:x—p, (f) mit fEC(T,R), ||f|| <1 (vgl. den Beweis von Lemma
3.3). Andrerseits existiert zu ¢ > 0 und zu endlich vielen x; € X
(i=1,..,n) nach Lemma 1.12, angewendet auf das maximale MaB
z; + .. + Wz, , €ine Funktion A€ H mit || A ]| < 1 und

[lf—h]dpe <,
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also .
ey D—hx) |<e (=1,..,n).

Fiir jede Funktion f € € (T, R) mit || f || < 1 liegt also h, im punkt-
weisen Abschluf8 Hf von Restx H, in R¥. Weil nun H, auf X gleichgradig
stetig ist, stimmen auf Hf die Topologien der kompakten und der punkt-
weisen Konvergenz iiberein. Daraus ergibt sich HY CE und somit der
erste Teil der Behauptung.

Angenommen, x — v, sei eine zweite H-Darstellung von X durch
reelle MaBe auf T, die von jeder Bordiire B, (f € S (H)) getragen werden.
Dann annullieren die reellen MaBe o, = 1, — v, alle Funktionen aus
H. Ihre Positiv- und Negativteile, o und o, , die von jeder Bordiire
B, (fes (H)) getragen werden, nehmen also auf H dieselben Werte. an.
Daraus folgt 67 = o7 (x € X) nach Satz 1.11, weil 1 € H, und also mit
Itz"= v, der Rest der Behauptung.

5. E-morphe Dichten und Kerne.

Unter zusitzlichen Annahmen versuchen wir nun, die Darstellungs-
maBe p, des vorangehenden Paragraphen durch Dichten beziiglich eines
positiven (beschrinkten) MaBes 6 auf dem Grundraum T zu ersetzen.
Explizit geht es dabei zunédchst um die Herleitung der folgenden: Aussage
B*(6,H,E) () 1 <p< »):

Es existiert eine E-morphe Abbildung x — k, von X in den Vektor-
raum L? (8) = L& (8) aller Klassen p-fach ©-integrierbarer skalarwertiger
Funktionen auf T mit h (x) = [ h k,d @ fiir alle he H, x € X.

Aus ihr ergibt sich dann insbesondere, daB sdmtliche skalarwertigen
Funktionen
x—> [fk,d® mit fELI(0)

(q konjugiert zu p, d.h. 1 = p~! 4 g~1) in E liegen. Fiir p < « ist
diese Folgerung dquivalent zur E-morphie der Abbildung x — k,.

Um dieses Problem zu behandeln, ist es notig, auf H eine andere
Norm als die der gleichmidBigen Konvergenz zu betrachten. Wir beweisen

(19) Diese Bezeichnung soll an Bungart’s Theorem B? fiir holomorphe Funk-
tionen erintfern [19].
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zundchst — parallel zu Satz 4.1 — die Giiltigkeit der Aussage B? (6, H, E)
unter moglichst schwachen Voraussetzungen iiber T und H und gehen
danach zu spezielleren Situationen iiber.

SATZ 5.1 (*Y). — Sei T ein topologischer Raum, X eine Teilmenge
von T, 0 ein positives Maf3 auf einer lokal-kompakten Teilmenge B von T
und H ein Vektorraum von g-fach ©-integrierbaren skalarwertigen Funk-
tionen auf T (1 < g < «) mit der Eigenschaft, daf3

N, (h, ) = (f Rests |k |? d8)/e (h € H)

eine Norm N, auf H definiert, beziiglich der jede Linearform ¢, : h — h(x)
(x € X) auf H stetig ist. Sei ferner E ein nuklearer Frechet-Raum skalar-
wertiger Funktionen auf X, dessen Topologie feiner ist als die Topologie
der punktweisen Konvergenz, derart, daf3 das Paar (H, E) beziiglich der
N,-Norm auf H ein zuldssiges Paar ist. Dann gilt die Aussage B (0, H, E)
fiir den zu q konjugierten Exponenten p.

Beweis. — H, versehen mit der Norm N,, kann als linearer Unter-
raum von L7 (0) aufgefaBBt werden, da fiir alle # € H aus N, (%) = 0 nach
Voraussetzung & = 0O folgt. Sei p der kanonische Homomorphismus von
M = L7 (8) auf den Banach-Raum H’, identifiziert mit einem Quotienten-
raum von L? = (L?. Dann sind die Voraussetzungen des Theorems 3.9
erfiillt, und es folgt die Behauptung.

Enthédlt E nur stetige Funktionen, so ist eine notwendige Vorbe-
dingung fiir die Giiltigkeit von B? (0, H, E) das Bestehen der folgenden
“ Apriori-Abschidtzung " A?(0, H) (¢ konjugiert zu p) (}2): Zu jedem
Kompaktum K C X existiert eine reelle Konstante ax > 0 mit

sup |h(Y)| < ax Ng (h, 8)
vEK

fiir alle h € H.

Nach B?(@, H, E) gilt nimlich fiir jede kompakte Teilmenge K von
X und alle

(11) Satz 3.3 zeigt, daB die Voraussetzungen von Satz 5.1 stirker sind als die
Voraussetzungen von Satz 4.1 : Aus der Zulassigkeit des Paars (H, E) beziiglich der
N,-Norm auf H folgt die Zuldssigkeit desselben Paars beziiglich der uniformen
Norm auf H, weil diese starker ist als Nq.

(12) Diese Bedingung entspricht der Bungartschen Abschitzung (3.2) fiir holo-
morphe Funktionen in [19].
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heH:
sup |h(Y)| = sup | [ h (w)-ky (W) d8 (W) | < o Nq (h, 0)

¥y €K vE€K

mit ax = sup N, (k,, 8). Dabei ist ax < o, wie sich aus dem folgenden
vEK
Lemma ergibt :

LEMMA 5.2. — Sei E ein Vektorraum stetiger skalarwertiger Funk-
tionen auf dem topologischen Raum X, und sei ¢ eine E-morphe Abbild-
ung von X in einen lokalkonvexen Raum M. Dann ist das {-Bild jeder
kompakten Menge K C X beschrinkt in M.

Beweis. — Fiir jede Linearform y’ € M’ ist die Menge ¥y’ o ¢ (K)
kompakt, also ist ¢ (K) schwach beschrinkt in M. Damit folgt die
Behauptung nach dem Satz von Mackey [14, p. 70].

A4 (0, H) formuliert offenbar die Aussage, da8 die Einheitskugel von
H beziiglich der Norm N, (,. 8), restringiert auf X, in C (X, K) beschriinkt
ist beziiglich der Topologie %, der kompakten Konvergenz auf X.

Das Ziel der weiteren Betrachtungen ist es nun, Bedingungen anzu-
geben, unter denen umgekehrt aus der Voraussetzung von A? (9, H) auf
das Bestehen von B? (6, H, E) geschlossen werden kann. Wir gehen dazu
von den folgenden spezielleren Voraussetzungen aus, die allen weiteren
Ausfithrungen dieses Paragraphen zugrunde liegen : T sei ein kompakter
Raum, X eine dichte lokal-kompakte Teilmenge von T und H ein linearer
Unterraum von C (T, K); der Vektorraum E stetiger skalarwertiger
Funktionen auf X enthalte Hy = Restyx H und sei immer mit der Topo-
logie %, der gleichmdpfigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von X
versehen ; ferner sei E vollstindig beziiglich der durch %, definierten uni-
formen Struktur.

Die einschneidendste Voraussetzung gegeniiber dem vorangehenden
Paragraphen : die Fixierung der Topologie von E, haben wir getroffen, um
iiber das Kriterium 2.8 fiir die Nuklearitst von E verfiigen zu konnen.

Als erstes beweisen wir unter den neuen Bedingungen als Korollar
zu Satz 5.1, daB fiir nukleare Riume E die oben erwihnte Umkehrung
giiltig ist :
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KOROLLAR 5.3. — Sei X abzdhlbar im Unendlichen und E nuklear.
Dann gilt fiir jedes positive Maf3 8 auf T mit der Eigenschaft A? (8, H)
(1 < g < ) die Aussage B? (6, H, E) (p konjugiert zu q).

Beweis. — Da X abzdhlbar im Unendlichen ist, ist E ein nuklearer
Frechet-Raum. Aus A? (6, H) folgt, daB die Linearformen ¢,: h— h (x)
(x € X) auf H stetig sind beziiglich der Norm (13) N, (., 8). Nach derselben
Voraussetzung ist die Einheitskugel von H beziiglich dieser Norm, restrin-
giert auf X, in E beschriankt. Damit ergibt sich die Zuldssigkeit des Paares
(H, E) aus Korollar 3.7 und also die Behauptung nach Satz 5.1.

Es fragt sich nun, fiir welche Funktionenrdume H positive MaBe 6
mit der Eigenschaft A? (8, H) existieren. Hierzu betrachten wir die folgende
lokale Form von A?(6, H) (1< g < »):

A? (Hx). — Zu jedem Punkt x € X existieren eine kompakte Um-
gebung K, von x in X und ein echt positives Radonmaf 0, auf X mit
kompaktem Triger, so da sup |h(y) | < N, (h, 8,) fiir alle h € H gilt.

YEK,

Nach Theorem 2.8 ist die Restriktion Hx C E von H auf X genau
dann nuklear, wenn A! (Hx) gilt. Da aus A? (Hx) offenbar A? (Hx) fiir
alle reellen ¢’ = g folgt, erfiillen die Vektorriume H mit nuklearer Res-
triktion auf X simtliche Axiome A¢? (Hx) (1 < g < ). Man kann also
diese Axiome als verschiedengradige Abschwichungen der Nuklearitds-
eigenschaft deuten. '

Ist X im Unendlichen abzéhlbar, so folgt aus A? (Hx), wie angestrebt,
die Existenz von MaBen 6 mit der Eigenschaft A? (6, H). Dies lehrt das
folgende Lemma, dessen Herleitung so zwangsléufig ist, daB sie hier unter-
bleiben kann :

LEMMA 5.4. — Unter Voraussetzung von A? (Hx) gilt :

(i) Zu jedem Kompaktum K C X existiert ein positives Maf3 0k der
Gesamtmasse 1 mit kompaktem Tridger in X und eine reelle Zahl ox > 0
mit sup | h () | < ax Ng (h, 0x) fiir alle h € H.

YyEK : . .

(ii) Sei X abzdhlbar im Unem{lichen und (K,) eine aufsteigende Folge

kompakter Mengen in X mit K, C K, .1 (W €N) und UK, = X. Sei ferner

(13) Aus N, (h,8) = 0 folgt h (x) = 0 auf X, also h = 0, da X in T dicht liegt.
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(Y») eine summierbare Folge reeller Zahlen > 0. Dann gilt fiir das besch-

rdnkte, positive Maf3 8 = 3 y. 0k, auf X die Aussage A? (8, H).
1 L
Die Aussage (i) liefert die folgende Kennzeichnung der Funktionen-
raume G auf X, die dem Axiom A?(G) (1 < g < ) geniigen :

SATZ 5.5. — Ein Vektorraum G stetiger skalarwertiger Funktionen
auf dem lokal-kompakten Raum X erfiillt genau dann das Axiom A1 (G)
(1 £ g < ), wenn die Topologie %, der kompakten Konvergenz auf G
durch Halbnormen der Form N, (., 0) definiert wird, wobei @ ein beliebiges
positives Maf3 auf X mit kompaktem Trdger ist.

Beweis. — Die Topologie %, wird durch Halbnormen der Form
Pk : € Dk (g) = sup |g(y)| definiert, wobei K alle kompakten Teil-

VEK
mengen von X durchlduft. Setzt man A?(G) voraus, so existiert nach

Lemma 5.4 zu jedem Kompaktum K C X ein positives MaBl 6 auf X mit
kompaktem Triger derart, daB px (g) < N, (g, 0) fiir alle g€ G gilt;
andrerseits ist fiir jedes positive MaB 6 mit kompaktem Triager S C X

SCXN,(g8) <ps(e)]| 6]

fiir alle g € G. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit der Bedingung. Sei
nun umgekehrt diese Bedingung erfiillt. Dann existieren zu jedem Punkt
x € X und zu jeder kompaktem Umgebung K, von x ein positives Ma8 6,
auf X mit kompaktem Trager und eine reelle Zahl «, > O derart, daB
Px, < % Ng (., 8,) auf G gilt. Daraus folgt A? (G).

Wir kehren jetzt wieder zu den vorgegebenen Funktionenriumen H
und E zuriick. Aus der Existenz von MaBen mit A? (6, H) 148t sich die
Existenz weiterer MaBe mit dieser Eigenschaft herleiten, die auf Réndern
von beziiglich H konzentriert sind.

LEMMA 5.6. — Gilt A? (0, H) fiir ein positives Maf3 6 auf T, so folgt
A1 (g, H) fiir alle positiven Maf3e ¢ > 0 auf T.

Beweis. — Wir habe_n gesehen (Beweis von Korollar 1.4), daB jede
Funktion | 2 | (h € H) bei der in § 1 angegebenen ] H-Einbettung von T
einer konvexen Funktion entspricht. Dasselbe gilt also fiir

[A]? 1< q< »),



256 DIEDERICH HINRICHSEN

da die Abbildung x — | x |2 auf R+ isoton und konvex ist. Daher folgt

Jlh|edoye< (| h [q dg)V/e
fii alle h € H.

Aus diesem Lemma ergibt sich fiir nukleare Rdume E eine Losung
der einleitend formulierten Aufgabe :

SATZz 5.7. — Sei X abzdhlbar im Unendlichen und E nuklear. Dann
existiert zu jedem kompakten H-Rand (**) S von T ein maximales Maf
g€ M+ (T), konzentriert auf S, mit B* (o, H, E).

Beweis. — Nach Lemma 5.4 existiert ein positives beschrinktes MaB3
6 auf X mit der Eigenschaft A! (6, H). 6 kann als MaBl auf T aufgefaBt
werden. Daher gibt es nach dem vorangehenden Lemma und nach Korollar
1.4 ein maximales MaB o € I+ (T), konzentriert auf S, mit derselben
Eigenschaft. Daraus ergibt sich nach Korollar 5.3 die Behauptung.

Die E-morphe H-Darstellung von X, deren Existenz soeben nach-
gewiesen wurde, ist zugleich stetig ; denn es gilt der allgemeine

SATZ 5.8. — Sei X ein im Unendlichen abzihlbarer lokalkompakter
Raum und E ein linearer Unterraum von C (X, K), der beziiglich der
Topologie ®, der kompakten Konvergenz nuklear ist. Dann ist jede
E-morphe Abbildung von X in einen volistindigen lokalkonvexen Raum F
stetig.

Beweis. — Die Vervollstandigung E von E, versehen mit der Topo-
logie ®, ist ej\n nuklearer Frechet-Raum. Daher kann jede Funktion
fe€E (X, F) CE (X, F) lokal gleichm#Big durch Abbildungen der Form

S firy: mit f €E, y; €F approximiert werden (Korollar 2.5). Da diese
1

Abbildungen stetig sind, folgt die Behauptung.

Im folgenden geht es darum, zugleich stetige und E-morphe H-Dar-
stellungen von X durch p-fach integrierbare Dichten fiir eine umfassendere
Klasse als die der Funktionenrdaume H mit nuklearer Restriktion Hy auf X
zu erhalten, fiir welche bereits der Satz 5.7 (mit E = Hx ¢ € (X, K))

(14) Dasselbe gilt nach Satz 1.16 sogar fiir jeden kompletten Ko-Rand von T
beziiglich H.
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das Gewiinschte liefert. Zunichst ergibt Bemerkung 3.10 das folgende
allgemeine Kriterium fiir die Existenz stetiger H-Darstellungen von X
durch p-fach integrierbare Dichten (1 < p < ) :

SATZ 5.9. — Sei X abzdhlbar im Unendlichen, und sei 9 ein positives
Map auf T derart, dap fiir alle x € X die Linearformen ¢, : h— h (x) auf
H stetig sind beziiglich der Norm N, (.,0) (1 < g < «). Dann sind fol-
gende Aussagen gleichwertig :

(i) Die Einheitskugel H, von H beziiglich der Norm N, (., 0) ist
gleichgradig stetig auf X.

(ii) Es existiert eine stetige Abbildung x — k, von X in L? (8) (p kon-
jugiert zu q) mit h (x) = [ h (w) k, (w) d0 (w) fiir alle x X, h € H.

Falls eine zugleich stetige und E-morphe H-Darstellung von X durch
p-fach 6-integrierbare Dichten existiert, mu8 nach dem Kriterium 5.9
nicht allein die Bedingung A7 (8, H) (d. i. die Beschrénktheit von Resty H,
in E) gelten, sondern dariiberhinaus Resty H, in E sogar relativ-kompakt
sein (Satz von Ascoli). Fiir ¢ = 2 kann man zeigen, daB3 diese Voraussetz-
ung umgekehrt auch hinreicht, um die Existenz solcher H-Darstellungen
von X zu garantieren :

SATZ 5.10. — Sei 0 ein positives Maf3 auf T derart, daf3 die Einheits-
kugel H, von H beziiglich der Norm N, (., 0) gleichgradig stetig und
punktweise beschrdnkt ist auf X. Bezeichnet dann H2 (8) den Abschluf
von H in L2 (8) (bei isomorpher Einbettung von H) und H? (0) den Vek-
torraum aller zu f € H? (8) konjugiert komplexen Funktionenklassen f, so
existiert genau eine Abbildung x — k, von X in H2(8) mit h(x) = [ h k. d®
fiir alle h € H, x € X. Diese Abbildung ist E-morph und stetig.

Beweis. — Aus der punktweisen Beschrinktheit von Resty H; folgt
die Stetigkeit der Linearformen ¢,: h— h(x) auf H (x € X). Wegen
X = T ist daher N, (., 8) tatsichlich eine Norm auf H, so daB sich H
als linearer Unterraum von L2 (@) auffassen 1dB8t. Der AbschluB H2 (0) ist
dann ein (reeller oder komplexer) Hilbert-Raum mit dem inneren Produkt
(f,g)=[fgde (f,g€H2(8)). Die Abbildung p, die jeder Klasse
g € H2 (0) die Linearform f— [ fgdo auf H zuordnet, liefert also einen
Isomorphismus des Banach-Raums H2 (8) auf den Banach-Raum H’. Nun
ist die Abbildung ¢: x — ¢, von X in H’ nach Satz 3.5 E-morph und
stetig. Folglich existiert genau eine Abbildung x — k., von X in H2 (8) mit
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h(x) = [hk,d6 fiir alle h€H, x€X, ndmlich p~'o¢, und diese ist
E-morph und stetig.

KOROLLAR 5.11. — Sei E ein Montelscher Raum, und sei @ ein
positives Maf3 auf T mit der Eigenschaft A% (8, H). Dann existiert genau
eine Abbildung x — k, von X in H2(8) mit h(x) = [hk,d® fiir alle
he H, x € X, und diese Abbildung ist E-morph und stetig.

Beweis. — Die Einheitskugel von H beziiglich der Norm N, (., 0) ist
nach A2 (0, H) beschrinkt in E, also relativ-kompakt. Damit folgt die
Behauptung aus dem vorangehenden Satz nach dem Theorem von Ascoli.

Wenn E ein Montelscher Raum ist, 148t sich unter Voraussetzung
von A?(Hx) die Existenz stetiger, E-morpher H-Darstellungen von X
durch p-fach integrierbare Dichten auch fiir p > 2 beweisen :

SATZ 5.12. — Sei X abzahlbar im Unendlichen und E ein Montel-
scher Raum. Sei ferner das Axiom A2 (Hx) vorausgesetzt. Dann existiert
zu jedem Mafi 0 € MM+ (T) mit der Eigenschaft A? (o, H) (1 < g < »)
eine stetige, E-morphe Abbildung x — k, von X in L? (0) (p konjugiert
zu q) mit h(x) = [hk.do fir alle xeX, he H.

Beweis. — Sei H versehen mit der Norm N, (., ¢). Dann ist die
Restriktion der Einheitskugel von H auf X relativ-kompakt in E. Nach
Satz 5.8 existiert daher eine stetige Abbildung g: x—> g, von X in
F=1°(o)mit f[hg,do = h(x)firallexeX, he H.OSei nun (K,) eine
isotone Folge kompakter Teilmengen von X mit K, C K,;: (n €N) und
UK, = X. Setzt man A, = sup N, (g, 0)? y» = (2"A,)~! und wendet

z€K,
Lemma 5.4 auf den Fall g = 2 an, so erhilt man ein positives, beschriank-

tes MaB3 0 : > ¥» 0k, auf X mit der Eigenschaft A% (8, H). Nach Satz 5.8
1

gibt es eine stetige, E-morphe Abbildung x — g, von X in L2%(8) mit
[hq,do = h(x) fir alle x€X, h€H. Fiir die stetige Funktion
N:y— N, (g, 0) von X in R+ gilt nach Konstruktion von 0 :

f N(y)2d9(y)=supf N2de

n

=sup 3 i f NZ2dog, < 3 yi [N?dog, < 1.
] K

n i=1
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Daraus folgt g € £% (8) [15, p. 184]. Da g, fiir alle x € X in £2 (9) liegt,
ist die Abbildung g-g,: y— g, g, (¥) von X in F fiir alle x € X 6-inte-
grierbar [15, p. 209]. Also existiert das Integral

ke = [8,9.(»)d0 () EF = L* (a).
Nach Definition dieses Integrals gilt fiir alle / € F”:

ko, 1) = [ (849 ), D dB (¥) = [ (8 1) q- () 4B (¥),
wenn ( , ) die kanonische Bilinearform auf F x F’ bezeichnet. Daraus folgt
einerseits [k (y) k, () do (y) = h (x) fiir alle A€ H, x € X und andrer-
seits die E-morphie der Abbildung x — k,, da x — g, E-morph ist und
y— (8 1) in L2 (0) liegt fiir alle / € F' wegen

T (8w D2 dB < [N, (85, 002 |12 d0 () < ||1]2
(|!]| bezeichne die Norm von I € F’). Aehnlich ergibt sich die Stetigkeit der
Abbildung x — k, aus der Stetigkeit von x — g, ; denn es gilt
N, (ke — kr, 0) = sup |(k, — ker, )| (f € £ (0), N (f, 0) < 1)

fiir alle x, x’ € X und

[ (ke — ke, £ = | (805 1) (3. ) — @ () ) B () | <
< N2 (_q:n — gz, 9) (.f Np (gm 0)2 dﬁ (.Y) )1/2 < N2 (q.'v — 4y, B)

fiir alle f € £ (o) mit N, (f, 0) < 1.

KOROLLAR 5.13. — Sei X abzdhlbar im Unendlichen und E ein
Montelscher Raum. Sei ferner das Axiom A? (Hx) (1 < q < 2) voraus-
gesetzt. Dann existieren zu jedem kompakten H-Rand S von T ein maxi-
males Maf3 o € M+ (T), konzentriert auf S, und eine stetige, E-morphe
Abbildung x — k. von X in L? (g) (p konjugiert zu q) mit

h(x)=[hk,do
fiir alle x € X, h € H.

Beweis. — Nach den Lemmata 5.4 und 5.6 existiert ein maximales
MaB g € M+ (T) konzentriert auf S, mit der Eigenschaft A? (g, H). Da
nach Voraussetzung das Axiom A? (Hx), also auch das Axiom A? (Hx),
gilt, folgt die Behauptung aus dem vorangehenden Satz.

Fiir nukleare Rdume E lieBen sich aus Satz 5.7 mit einer dhnlichen
Methode, wie sie im Beweis von Satz 5.12 verwandt wurde, stetige H-
Darstellungen von X durch E-morphe Kerne herleiten. Man erreicht dieses
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Ziel jedoch einfacher, wenn man die Eigenschaft 2.7 der nuklearen Rdume
beniitzt (vgl. [31]).

THEOREM 5.14. — Sei X im Unendlichen abzihlbar und E nuklear.
Dann existiert zu jedem positiven Maf ¢ auf einer kompakten Teilmenge
S von T mit der Eigenschaft A! (o, H) ein Kern Q (x, y) auf X X S derart,
dap gilt :

(i) x> Q(x, ) liegt in E fiir alle y € S.

(i) y— Q (x,y) liegt in £~ (o) fiir alle x € X.

Gii) h(x) = [h ) Q(x,y)da (y) fir alle x&€X, heH.

(iv) Die Abbildung Q: x —> Q,, die jedem x € X die durch Q (x,.)
bestimmte Klasse Q, €L~ (o) zuordnet, ist E-morph und stetig. Ins-
besondere liegt die Funktion H;: x— [f(¥) Q(x,y)do (y) fiir jedes
feL! (o) in E.

Beweis. — Nach den Sitzen 5.6 und 5.8 existiert eine stetige, E-
morphe Abbildung x — k, von X in L* (o) mit

hx)=[hk,do(x€X, h€H).

Fiir jede o-integrierbare Funktion f auf S sei H; die Funktion x —» [ fk,do
aus E. Dann ist die Abbildung f - H; von F = L! (¢) in E linear und
stetig ; denn fiir jede kompakte Teilmenge K von X und fiir alle f € L! (o)
gilt :

sup |H; (x) | < sup [ |f]| |ka| do < ax Ny (f, 0)

reK r €K

mit ax = sup N, (ks 0) < «. Geht man nun von den Banach-Rdumen
rekK

L? (¢) der Funktionsklassen zu den halbnormierten Riumen £? (o) der
Reprisentanten iiber, so existiert nach Lemma 2.7 eine summierbare Folge
(A.) von Skalaren, eine Nullfolge von Funktionen g, in £= (g), die durch
ihre wesentliche Norm beschrénkt sind, und eine Nullfolge (k,) in E, so
daB die Reihe 3 A, A, [ f () gx (¥) d 0 (y) fiir jedes f € £* (o) gleichmiBig
auf allen kompakten Teilmengen von X gegen H; strebt. Nun gilt fiir jedes
xeX:

f <Z | 2a | lhn(X)f(y)gn(y)l)da(y)g

< Y [An] | e ®) | N (8o D Ny (f, 0) < 0.
1
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Also folgt nach dem Satz von Lebesgue

H@=[fOQxdo(®)xeX fEL (7))
mit
Q (x, }’) = z kn hn (X) 8n (Y)

Die partiellen Abbildungen x — Q (x, y) liegen fiir alle y €S in E, da die
Reihen § A, k. 8. (y) auf kompakten Teilmengen von X gleichmiBig
konvergieren. Nach Satz 5.8 bleibt nur noch die E-morphie der Abbildung
Q:x— Q, von X in L= (g) zu beweisen. Diese ergibt sich jedoch sofort
aus der E-morphie der Abbildung x— k,; denn die Funktionen
y— Q(x, y) sind wegen

H;(x) = [fQ(x,y)da () (f € £ (8), x € X)

nach [15, p. 210]. Repriasentanten der Klassen k. (x € X). Es gilt also
Q. = k, fiir alle x € X.

KOROLLAR 5.15. — Sei X abzdhlbar im Unendlichen und E nuklear.
Dann existieren zu jedem kompakten H-Rand S von T ein maximales
MaB o € M+ (T), konzentriert auf S, und ein Kern Q (x,y) auf X X S
mit den Eigenschaften (i) - (iv) des Theorems 5.14.

Anhang. — In den meisten Anwendungsfallen sind die Funktionen-
riume E und H des Paragraphen durch ein Garbendatum gegeben. Fiir
sie wird der wechselseitige Zusammenhang von Voraussetzung und Be-
hauptung in den bewiesenen Darstellungssitzen besonders deutlich sicht-
bar. Wir fiihren dies fiir den Fall ¢ = 1 nidher aus, vermuten aber, daB
sich dhnliche Zusammenhinge auch fiir ¢ > 1 herleiten lassen.

Sei Y ein lokal-kompakter Raum mit abzéhlbarer Basis und
E:U— E (U) ein Garbendatum stetiger skalarwertiger Funktionen auf
Y derart, daB die Vektorrdume E (U) in @ (U, K) beziiglich der Topologie
der kompakten Konvergenz %, jeweils abgeschlossen sind. Dann bezeich-
nen wir fiir jede offene Teilmenge U von Y mit H (U) den Vektorraum

{heC(U,K): Restu h€ E (U) }.

DEFINITION 5.16. — Das Garbendatum E heifit nuklear, wenn alle
Vektorrdume E (U) beziiglich der Topologie %, nuklear sind.

Nach Theorem 2.8 geniigte es offenbar, in der Definition 5.16 die
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Nuklearitdt nur fiir alle Funktionenrdume E (X) iiber den offenen Mengen
X einer Basis von Y zu fordern.

Die erwidhnten Zusammenhédnge lassen sich jetzt in der folgenden
Liste von Nuklearitdtskriterien fiir E darstellen.

SATZ 5.17. — Das Garbendatum E ist genau dann ﬁuklear, wenn eine
der nachstehenden Bedingungen fiir alle offenen, relativ-kompakten Teil-
mengen X einer Basis A von Y erfiillt ist :

(i) Die Restriktion Hx von H (X) auf X ist (beziiglich der Topologie
By) nuklear. .

(ii) Es existiert ein positives Maf ¢ auf X, so daB die Aussage
B= (g, H (X), E (X)) gilt.

(iii) Es existiert ein positives MaB o auf X mit der FEigenschaft
A (g, H (X)).

(iv) Es gilt das Axiom A' (Hx) (bzw. A' (E (X))).

(v) Die Topologie der kompakten Konvergenz Hx (bzw. E (X))
wird durch Halbnormen der Form N, (., 8) definiert, wobei 9 ein (belie-
biges) positives Maf3 auf X mit kompaktem Triger ist.

(vi) Zu jedem Punkt x € X existieren ein positives Maf3 0 auf X
mit kompaktem Trager und eine Umgebung U C X von x derart, daf die
Einheitskugel von H (X) (bzw. E (X))) beziiglich der Halbnorm N, (., 8)
auf U gleichgradig stetig ist.

(vii)) Zu jedem Punkt x € X existieren ein positives Mafi 8 auf X
mit kompaktem Triger, eine Umgebung U C X von x und eine stetige
Abbildung k : y — k, von U in L* (8) mit

[hk,do = h(y) fir alle yeU, he€ Hx (bzw. h € E (X)).

Beweis. — Ist E nuklear, dann auch das <« Garbendatum »
X — Hx C E (X). Die Umkehrung dieses Schlusses erhdalt man mit Hilfe
des Kriteriums 2.8 daraus, daB Restx: E (X) C Hx- fiir alle offenen relativ-
kompakten Teilmengen X’ von X gilt. Aehnlich ergibt sich die jeweilige
Gleichwertigkeit der Aussagen (iv) - (vii) (generell fiir alle offenen relativ-
kompakten Teilmengen X aus  gefordert) mit ihren angegebenen Va-
rianten.

Aus der Nuklearitit von E folgt (ii) (fiir alle offenen, relativ-
kompakten Teilmengen X) nach Satz 5.7.
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Aus (ii) folgt (iii) nach Lemma 5.2, wie zu Beginn des Paragraphen
ausgefiihrt.

Gilt (iii) fiir alle offenen, relativ-kompakten Teilmengen X € & so
folgt die Giiltigkeit des Axioms A! (Hx), da dieses die Aussage (iii) nur
lokal formuliert.

(iv) und (v) sind nach den Sitzen 5.5 und 2.8 mit der Nuklearitit

(iv) besagt, daB zu jedem Punkt x € X ein positives MaBl 6 auf X
mit kompaktem Triager und eine offene, relativ-kompakte Umgebung
U C X von x existieren mit der Eigenschaft, daB die Einheitskugel H, von
Hx beziiglich der Halbnorm N, (., 8) gleichmaBig auf U beschriankt ist.
Gilt nun A! (Hy) fiir alle offenen, relativ-kompakten Teilmengen X aus @,
so ist nach dem Kriterium (iv) insbesondere Hy nuklear, also ist die be-
schriankte Teilmenge Resty H; C Hy priakompakt beziiglich %, und folglich
gleichgradig stetig. Damit folgt aus der generellen Giiltigkeit von (iv) die
generelle Giiltigkeit von (vi). Die Umkehrung dieses Schlusses ist evident.

Die Gleichwertigkeit der Bedingungen (vi) und (vii) ergibt sich aus
der Bemerkung 2.10.

Damit ist der Satz bewiesen.

Fiir jedes Garbendatum E, welches eine der Bedingungen (i) - (vii)
fiir alle relativ-kompakten Mengen einer Basis von Y erfiillt, steht damit
die sehr viel reichere Aussage des Theorems 5.14 und seines Korollars zur
Verfiigung.

6. Anwendungen.

6.1. — Wir gehen zunichst auf das Beispiel ein, welches den Aus-
gangspunkt unserer Untersuchungen bildete. Sei (Y, ®) ein komplexer
Raum. Fiir Grundraume Y mit abzéhlbarer Basis hat L. Bungart in [18]
nachgewiesen, da8 © (Y), versehen mit der Topologie der kompakten
Konvergenz, nuklear ist. Hier sei ein anderer Beweis dieser Tatsache
gegeben, der sich nach unseren Nuklearitétskriterien anbietet und
auBerdem den Vorteil hat, auch fiir komplexe Raume giiltig zu sein, die
keine abzihlbare Basis besitzen.

Da aus der lokalen Giiltigkeit des Nuklearitdtskriteriums 2.8 seine
globale Giiltigkeit folgt (Satz 5.17), kann ohne Beschrinkung der Allge-
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meinheit Y als abgeschlossene analytische Teilmenge eines holomorph
vollstindigen Gebietes G C C* angenommen werden. Nun sind die Real-
und die Imaginirteile holomorpher Funktionen auf G harmonisch. Im
dritten Beispiel werden wir beweisen, daB die harmonischen Funktionen
auf dem Gebiet G beziiglich der Topologie der kompakten Konvergenz
einen nuklearen Raum bilden. Nach dem Kriterium 2.8 ist folglich der
Vektorraum E aller holomorphen Funktionen auf G beziiglich derselben
Topologie ebenfalls ein nuklearer (Frechet-) Raum. Die Abbildung ¢, die
jeder Funktion f € E die Restriktion von f auf Y zuordnet, ist beziiglich
der Topologien der kompakten Konvergenz eine stetige, lineare Abbildung
von E in den Frechet-Raum @ (Y). Nach dem Theorem B von H. Cartan
ist ¢ surjektiv [24, p. 245], also (nach dem Satz von Banach) ein Homo-
morphismus von E auf © (Y). @ (Y) ist daher topologisch isomorph zu
einem Quotientenraum des nuklearen Raumes E und folglich selbst
nuklear. Damit ergibt sich aus Korollar 5.15 die folgende Verschérfung
des Theorems B~ von Bungart [19] :

SATZ 6.1. — Sei X eine im Unendlichen abzdhlbare relativ-kompakte,
offene Teilmenge des komplexen Raumes (Y, ©) und H ein Vektorraum
von stetigen komplexwertigen Funktionen auf X, die in X holomorph
sind. Dann existiert zu jedem kompakten Rand S von X beziiglich H ein
maximales Maf o € N+ (X), konzentriert auf S, und ein Kern Q (x,y) -
auf X x S derart, daf} gilt :

(i) x— Q (x, y) ist holomorph fiir alle y € S.

(ii)) y—> Q (x, y) liegt in £= (o) fiir alle x € X.

(iii) h(x) = [R ) Q(x,y)d o (y) fiir alle x€ X, h € H.

(iv) Die Abbildung x — Q, von X in L= (o) ist stetig und schwach

holomorph, d.h. fiir jede stetige Linearform y’ auf L= (g) liegt die
Funktion x -y (Q.) (x € X) in © (X).

Ist X metrisierbar und H punktetrennend, so wird g vom Choquet-
Rand Chy (X) getragen.

L. Bungart [18] hat — mit Hilfe einer stetigen H-Darstellung von
X — nachgewiesen, daB jede schwach holomorphe Abbildung von X in
einen vollstindigen lokalkonvexen Raum stetig, ja sogar holomorph, d. h.
lokal in eine konvergente Potenzreihe mit Koeffizienten aus F entwickelbar
ist. Die erstere Aussage ist ein Spezialfall unseres Satzes 5.8. Die zweite
folgt direkt aus dem Korollar 2.5 : Jede schwach holomorphe Abbildung
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von X in F kann lokal gleichméBig durch (holomorphe) Funktionen der
Form 3 f;y; mit f; € @ (X), y; €F approximiert werden. — Damit ist

1
insbesondere gezeigt, daB die durch den Kern Q (x, y) des Satzes 6.1
definierte Abbildung x — Q, von X in L= (g) sogar holomorph ist.

6.2. — Als zweites Anwendungsbeispiel wihlen wir die axiomatische
Potentialtheorie fiir elliptische und parabolische Differentialgleichungen
von H. Bauer [4] [5].

Sei (Y, ¥€) ein harmonischer Raum im Sinne dieser Theorie [5] (also
insbesondere Y ein lokal-kompakter Raum mit abzihlbarer Basis). Dann
ist das Garbendatum ZJ€ nuklear. Ein einfacher Beweis dieser Tatsache
findet sich in [S]. Sei X eine offene, relativ-kompakte Teilmenge von
Y. Dann ist also € (X), versehen mit der Topologie der kompakten
Konvergenz, ein nuklearer Frechet-Raum. Bezeichnet H (X) den Vektor-
raum {h€C (X, R): Restx h € ¥ (X) } so erhdlt man aus Korollar
5.15 den folgenden

SATZ 6.2. — Sei X eine offene, relativ-kompakte Teilmenge von Y,
H ein punktetrennender linearer Unterraum von H (X) und X, die Menge
der H-extremalen Punkte von X. Dann existiert ein auf X, konzentriertes
positives Maf3 ¢ auf dem topologischen Rand X* von X und ein Kern
Q (x,y) auf X x X* derart, daf gilt :

(i) x> Q (x, y) ist harmonisch fiir alle y € X*.

(ii)) y > Q(x, y) liegt in £= (o) fiir alle x € X.

(iii) h(x) = fh () Q(x,y)d o () fiir alle x€X, h€ H.

(iv) Die Abbildung x — Q, von X in L= (o) ist stetig und schwach

harmonisch, d. h. fiir jede stetige Linearform y auf L= (o) liegt die
Funktion x — y’ (Q,) (x € X) in 3¢ (X).

Dieses Ergebnis ist insofern bemerkenswert, als die nach der Methode
von Perron-Wiener konstruierten harmonischen MaBe, wie schon in der
Einleitung erwahnt, fiir punktetrennende H (X) (z. B. im Fall der Wérme-
leitungsgleichung) nicht immer auf dem Choquet-Rand Chg (x) (X) konzen-
triert sind. Man stoB8t hier auf die interessante Frage, wie die Familie der
harmonischen MaBe unter den anderen schwach harmonischen Familien
von H (X)-DarstellungsmaBen durch allgemeine Eigenschaften zu charak-
terisieren seien.
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Um wie im ersten Beispiel die Eigenschaft (iv) des Kerns Q (x, y)
durch eine Kennzeichnung der schwach harmonischen Abbildungen zu
prazisieren, geben wir die folgende.

DEFINITION 6.3. — Sei U eine offene Teilmenge von Y und F ein
Banach-Raum. Dann heifit eine Abbildung f von U in F harmonisch, falls
fiir jede in U regulidre Menge V und alle zugehirigen harmonischen Mafe

pd (x €V) f . - integrierbar ist und f(x) = [fdp, gilt.

* SATZ 6.4. — Sei U eine offene Teilmenge von Y und F ein Banach-
Raum. Dann ist jede harmonische Abbildung von U in F stetig. Eine
Abbildung f von U in F ist genau dann harmonisch, wenn sie schwach
harmonisch ist.

Beweis. — O.B.d. A. kann U als relativ-kompakt vorausgesetzt
werden. Sei E = J€ (U). Dann fallen die schwach harmonischen Abbil-
dungen von U in F per definitionem mit den E-morphen Abbildungen von
U in F zusammen und sind also stetig (Satz 5.8). — Ist nun f eine harmo-
nische Abbildung von U in F, so folgt fiir alle harmonischen MaBe .,
die zu reguldren Teilmengen V von U gehdren, und fiir alle y’ € F/

[Yofdps =y (f ()

nach Definition 6.3 und nach Definition des Integrals in Banach-Riumen.
Da die Funktionen x — 3 (g) (x € V) fiir alle ] - integrierbaren reellen
Funktionen g auf V* in V harmonisch sind [4, S. 36], ist also jede harmo-
nische Abbildung schwach harmonisch.

Sei umgekehrt f: U— F E-morph. Dann 148t sich f gleichm@Big auf
kompakten Teilmengen von U durch (harmonische) Funktionen der Form
S fi-y.mit ;,€E, yy€F (i = 1, ..., n) approximieren. Daraus folgt die
Harmonizitit von f, weil der Vektorraum aller harmonischen Abbildungen
von U in F nach Definition 6.3 in C (U, F) beziiglich der Topologie der
kompakten Konvergenz abgeschlossen ist.

Insbesondere ist damit gezeigt, daB die durch den Kern Q (x, y)
definierte Abbildung x — Q, von X in L= (o) (Eigenschaft (iv)) harmo-
nisch ist.

6.3. — Die stirkeren Axiome der Brelotschen Potentialtheorie [17]
gestatten es, fiir sie dasgleiche Resultat wie in 6.2 herzuleiten, ohne daB
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der Grundraum eine abzdhlbare Basis besitzen oder — was als Voraus-
setzung in 6.2 auch geniigen wiirde — separabel sein muB. Man gelangt so
zu Ergebnissen, die kiirzlich von B. Walsh und P. A. Loeb [31] verdffent-
licht wurden. Nur ein Teil der Brelotschen Voraussetzungen wird dabei in
voller Schirfe benétigt.

Sei X ein lokal-kompakter, nicht kompakter Raum, der im Unend-
lichen abzdhlbar ist, und J€: U — 4€ (U) ein Garbendatum stetiger,
reeller Funktionen auf X. Dann geben wir nach [31] die folgende

DEFINITION 6.5. — Eine offene, relativ-kompakte Teilmenge V von
X heifit J€-regulir, wenn fiir eine passende Teilmenge V, von V die
Abbildung h — Resty, h von

H(V)={heC(V,R):Restyhe€ g€ (V) }
in @G (Vy, R) ein surjektiver ordnungstreuer Isomorphismus ist.

Wir nehmen an, daB8 das Garbendatum J¢€ die beiden nachstehenden
Axiome erfiillt :

(i) Die zusammenhingenden J€-reguliren Teilmengen von X bilden
eine Basis der Topologie von X.

(ii) Fiir jedes Gebiet W in X und jede punktweise nach oben filtrie-
rend geordnete Familie §J in 4€ (W) ist die obere Einhiillende sup J
entweder identisch + « oder harmonisch auf W.

Sei V eine zusammenhingende J¢-reguldre Teilmenge von X. Dann
existiert zu jeder stetigen reellen Funktion f auf V genau eine Funktion
H; € H (V), die auf V, mit f iibereinstimmt. Die Abbildung f— H; ist
isoton und linear. Also definiert fiir jeden Punkt x € V die Linearform
f— H; (x) auf € (V, R) ein positives RadonmaB po auf V. Diese reguliren
MaBe . besitzen die Eigenschaft A® (py, H (V)): Nach der Harnack-
schen Ungleichung, die unter unseren Voraussetzungen auf V mit dem
Axiom (ii) gleichwertig ist [29], existiert bei festem x €V zu jedem
Kompaktum K C V eine Konstante ax > 0 derart, daB fiir alle positiven
Funktionen 2 € € (V) gilt sug h (y) < axh (x); hieraus folgt

e

sup If(y)l<"sgg Jfldy < ax [|f|dwd

fir alle f€H (V), also die Aussage A!(p7 , H(V)). Nach Axiom (i)
ist daher das Garbendatum J€ nuklear (Kriterium (iii) 5.17). Ferner ergibt
sich aus dem Axiom (i), daB jeder Vektorraum J€ (U) (U offen in X)



268 DIEDERICH HINRICHSEN

beziiglich der Topologie der kompakten Konvergenz in € (U, R) abge-
schlossen, also vollstiandig ist. Damit stehen fiir jede Kompaktifizierung T
von X (oder einer offenen, im Unendlichen abzéhlbaren, relativ-kompakten
Teilmenge von X) das Theorem 5.14 und sein Korollar zur Verfiigung.

Walsh und Loeb [31] betrachten dagegen in ihrem allgemeinen
Darstellungssatz nur resolutive Kompaktifizierungen X von X (d. h. solche,
fiir die sich nach der Methode von Perron-Wiener harmonische Mafe
1t (x € X) konstruieren lassen) und setzen alle Brelotschen Axiome vor-
aus. In diesem Fall brag\cht die Exilsstenz von MaBen g, die auf dem
kompakten H (X)-Rand X\ X von X konzentriert sind und die Eigen-
schaft A! (g, H (X)) besitzen, nicht erst hergeleitet zu werden (Korollar
5.15). Dieselben Ueberlegungen, die wir soeben auf die reguliren Mafle
angewendet haben, gelten dann ndmlich auf fiir die harmonischen MaBe
it (x € X) und zeigen, daB diese die Eigenschaft A! (1, H (X)) besitzen.
Damit folgt der Satz 2 von Walsh und Loeb aus unserem Theorem 5.14.

6.4. — H.S. Bear und A.M. Gleason haben in [7] eine axiomatische
Theorie der Integraldarstellung abstrakt harmonischer oder parabolischer
Funktionen entworfen, ohne die lokale Losbarkeit des Dirichletschen
Problems vorauszusetzen. Angesichts der Ergebnisse von § 5 erweist sich
ein nicht unerheblicher Teil ihrer Voraussetzungen als iiberfliissig, um ihr
SchluB-theorem 13 herzuleiten. Wir zeigen im folgenden, wie ihre redu-
zierten Axiome die Anwendung unseres Theorems 5.14 gestatten.

Sei auf einem im Unendlichen abzéhlbaren lokal-kompakten Raum X
eine Familie von Tripeln (U, 6, k) gegeben, derart, daB zu jeder Umgebung
W eines Punktes x € X ein Tripel (U, 6, k) existiert mit folgenden Eigen-
schaften :

(i) U ist eine offene, relativ-kompakte Umgebung von x in W.

(ii) 0 ist ein positives MaB auf W mit kompaktem Triger.

(iii) k: x — k.. ist eine stetige Abbildung von U in L= (0).
Jedes solche Tripel mdge ein lokales System fiir x in W heiBBen.

Bear und Gleason setzen in ihrer Darstellung K = R und X sepa-
rabel voraus. Sie fordern zusitzlich, daB die « Dichten » k, der lokalen
Systeme positiv sowie jeweils durch ein borelmeBbaren Kern K (x, y) auf
U X W repriésentiert seien.

Mit Hilfe der lokalen Systeme 148t sich nun auf X ein Garbendatum
E skalarwertiger Funktionen wie folgt definieren : Jeder offenen Teilmenge
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W von X sei der Vektorraum E (W) aller borelmeBbaren skalarwertigen
Funktionen f auf W mit der Eigenschaft zugeordnet, daB fiir jedes lokale
System (U, 0, k) in W f 0-integrierbar ist und fiir alle x € U

11 ks (y) do () = f(x) gilt.
(Eventuell ist E (W) = @ fiir gewisse offenen Teilmengen W von X).

Aus der Stetigkeit von x — k, folgt dann sofort, daB jeder Vektor-
raum E (W) beziiglich der Topologie der kompakten Konvergenz einen
abgeschlossenen linearen Unterraum von € (W, K) bildet. Satz 5.17 ergibt,
daB mit der Vorgabe der lokalen Systeme genau eines der Nuklearitétskri-
terien fiir das Garbendatum E erfiillt ist. Die Aussagen des Theorems 5.14
und seines Korollars stehen also fiir jede Kompaktifizierung T von X zur
Verfiigung. Sie liefern eine nicht unerhebliche Verschirfung des End-
resultats von Bear und Gleason.

Aechnlich wie in 6.2 lassen sich unter den Voraussetzungen dieses
Beispiels die Begriffe der harmonischen und der schwach harmonischen
Abbildung mit Werten in beliebigen Banach-Riumen einfiihren. Ganz
analoge Ueberlegungen zeigen dann, daB die schwach harmonischen Abbil-
dungen mit den harmonischen zusammenfallen und stetig sind. Diese
Folgerung aus den Sétzen 2.5 und 5.8 priazisiert das Theorem 7 aus [7],
nach welchem die harmonischen mit den stetigen schwach harmonischen
Abbildungen identisch sind.
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