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THÉORÈME DE KUROSH POUR LES RELATIONS
D’ÉQUIVALENCE BORÉLIENNES

par Aurélien ALVAREZ

Résumé. — En théorie des groupes, le théorème de Kurosh est un résultat de
structure concernant les sous-groupes d’un produit libre de groupes. Le théorème
principal de cet article est un résultat analogue dans le cadre des relations d’équi-
valence boréliennes à classes dénombrables, que nous démontrons en développant
une théorie de Bass-Serre dans ce cadre particulier.

Abstract. — In group theory, Kurosh’s theorem gives the structure of sub-
groups in free product of groups. The main result of this paper is an analogous
version in the setting of countable Borel equivalence relations, which is proven
using a Bass-Serre theory developed in this particular context.

En théorie des groupes, le théorème de Kurosh ([11]) est un résultat
de structure concernant les sous-groupes d’un produit libre de groupes ;
plus précisément, un sous-groupe H du produit libre G d’une famille de
groupes (Gz)z∈Z est isomorphe au produit libre de son intersection avec des
conjugués des Gz convenablement indexés et d’un sous-groupe libre de G.
Le théorème principal de cet article (th. 1) est un résultat analogue dans le
cadre des relations d’équivalence boréliennes à classes dénombrables, que
nous démontrons en développant une théorie de Bass-Serre dans ce cadre
particulier. Nous renvoyons à [1] pour une théorie de Bass-Serre dans le
cadre plus naturel des groupoïdes boréliens.

Étant donné une relation d’équivalence borélienne R à classes dénom-
brables sur un espace borélien standard X, les acteurs principaux de ce
travail sont les R-arboretums (déf. 13), c’est-à-dire la donnée d’une action

Mots-clés : relations d’équivalence boréliennes/mesurées, théorie de Bass-Serre, arbore-
tum, théorème de Kurosh.
Classification math. : 20-XX, 37-XX.



1162 Aurélien ALVAREZ

de R sur un champ d’arbres borélien sur X. Nous nous intéressons dans
un premier temps aux actions quasi-libres, ce qui nous permet d’obtenir
une démonstration géométrique qu’une sous-relation d’une relation d’équi-
valence borélienne arborable est arborable (cor. 15, voir aussi [7] dans le
cadre borélien et [4] en présence d’une mesure).

À toute décomposition de R en produit libre de deux sous-relations R1
et R2, est canoniquement associé un R-arboretum bi-coloré et le théo-
rème 25 donne une caractérisation dynamique des produits amalgamés de
deux sous-relations suivant une sous-relation commune. Via la notion de
graphe de relations (déf. 30), nous démontrons l’existence d’une désingu-
larisation pour toute action de R sur un arboretum (th. 34) et donnons des
résultats sur la structure de R (prop. 36, 38 et 40). Enfin, nous utilisons
les résultats obtenus pour démontrer un analogue du théorème de Kurosh
pour les sous-relations d’une relation d’équivalence borélienne R = ?i∈IRi
qui se décompose en produit libre dénombrable de sous-relations Ri.

Théorème 1 (th. 42). — Soit R une relation d’équivalence borélienne
sur X, produit libre dénombrable de sous-relations Ri (i ∈ I). Si S est une
sous-relation de R définie sur X, alors

S = ?i∈I
(
?ki∈K(i)Ski

)
? T ,

où, pour tout ki d’un ensemble dénombrable K(i), il existe un élément φki
de [[R]] défini sur une partie borélienne Aki de X tel que

Ski =
(
φ−1
ki
Ri|φki (Aki )φki

)
∩ S,

et où T est une sous-relation arborable de S. De plus, pour tout i de I, il
existe ki dans K(i) tels que

Aki = X et Ski = Ri ∩ S.
En particulier, nous donnons la décomposition de la restriction de R à

toute partie borélienne Y de X (th. 44) et précisons ainsi les résultats de
Ioana-Peterson-Popa ([6]) obtenus dans le cas de facteurs ergodiques.

En collaboration avec D. Gaboriau, nous introduisons dans [2] la no-
tion de relation d’équivalence mesurée librement indécomposable ainsi que
la classe des groupes dénombrables mesurablement librement indécompo-
sables. Les démonstrations des résultats de rigidité que nous obtenons
(th. 1.1 et th. 1.5) reposent en grande partie sur les théorèmes 42 et 44
de cet article.

Remerciements. — Je tiens à remercier sincèrement Damien Gaboriau
pour son encouragement tout au long de ce travail ainsi que Frédéric Paulin
pour tout le soin qu’il a accordé à une première version de ce texte.
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THÉORÈME DE KUROSH 1163

Dans la suite, le couple (X,BX) désigne toujours un espace borélien stan-
dard et R une relation d’équivalence borélienne à classes dénombrables
sur X.

1. Actions quasi-libres et arboralité

Nous commençons par rappeler la définition des R- espaces fibrés stan-
dards et mentionnons quelques propriétés de ces derniers qui nous seront
utiles par la suite. Nous introduisons ensuite les R-arboretums (déf. 13)
et nous nous intéressons au cas particulier d’actions quasi-libres (déf. 11).
Nous obtenons ainsi une caractérisation dynamique des relations d’équiva-
lence boréliennes arborables (th. 14).

Rappelons qu’une partie borélienne A de X est un domaine fondamental
de R si elle rencontre chaque classe de R en un unique élément et qu’une
relation d’équivalence borélienne est lisse si elle admet un domaine fon-
damental. Le saturé R · A d’une partie borélienne A de X est la partie
borélienne de X constituée des éléments R-équivalents à un élément de A.
Lorsque le saturé de A coïncide avec X, on dit que A est un domaine com-
plet de R. Deux relations d’équivalence boréliennes R et R′ sur X et X′
respectivement sont stablement orbitalement équivalentes (ou stablement
isomorphes) s’il existe des domaines complets A de R et A′ de R′ tels que
les restrictions de R et de R′ à ces domaines complets soient orbitalement
équivalentes. Le pseudo-groupe plein de R, noté [[R]], est l’ensemble de
tous les isomorphismes partiels de X dont le graphe est contenu dans R.
Une application borélienne f : A −→ X est un morphisme intérieur partiel
si tout élément de A est R-équivalent à son image par f . Si φ : A→ B est
un élément du pseudo-groupe plein deR et S une sous-relation deR définie
sur B, on définit alors sur A une sous-relation de R notée φ−1Sφ : deux
éléments x et y sont φ−1Sφ-équivalents si par définition φ(x) et φ(y) sont
S-équivalents. Ainsi, S et φ−1Sφ sont des sous-relations isomorphes via φ.
On dit que φ−1Sφ est la sous-relation déduite de S par conjugaison par φ.
Deux sous-relations S et S ′ de R définies sur les parties boréliennes A
et A′ de X sont conjuguées dans R si elles sont orbitalement équivalentes
via un élément φ : A −→ A′ du pseudo-groupe plein de R, autrement dit
si S ′ = φ−1Sφ. Enfin, nous dirons que S et S ′ sont stablement conjuguées
dans R s’il existe des domaines complets A et A′ de S et S ′ respectivement
sur lesquels les restrictions de S et S ′ sont conjuguées dans R.

TOME 60 (2010), FASCICULE 4



1164 Aurélien ALVAREZ

1.1. Espaces fibrés standards et actions

Un espace fibré standard (F,BF, π) est la donnée d’un espace boré-
lien standard F sur X et d’une application borélienne (appelée projection)
π : F→ X surjective à pré-images dénombrables. La fibre Fx d’un élément x
de X est la pré-image de x par π. Comme sous-ensemble borélien de X×X,
la relation R définit naturellement deux espaces fibrés standards sur X via
les projections πl et πr respectivement sur la première et deuxième coor-
donnée. Une section borélienne s de F est une application borélienne de X
dans F telle que π ◦ s soit égale à l’identité. Si A est une partie borélienne
de X et si s n’est définie que sur A, alors nous parlerons de section partielle.
Un espace fibré standard sur X admet toujours une section borélienne. Ceci
est une conséquence du théorème suivant (voir [10], [8]) :

Théorème 2 (Théorème de sélection). — Soit F un espace fibré stan-
dard sur X. Alors il existe une famille dénombrable de sections partielles
de F dont les images forment une partition (borélienne et dénombrable)
de F. De plus, on peut toujours supposer qu’au moins l’une de ces sections
partielles est une section borélienne, c’est-à-dire définie sur X tout entier.

Voici trois applications immédiates de ce théorème (également connu
sous le nom de théorème de Lusin-Novikov) :
• si F est un espace fibré standard sur X, alors il existe une numérota-

tion borélienne des fibres de F, c’est-à-dire une application borélienne
N: F −→ N∗ telle que la restriction de N à toute fibre de F soit in-
jective. De plus, quitte à renuméroter les fibres de F, on peut toujours
supposer que dans chaque fibre la numérotation commence à 1 et ne
saute pas d’entiers naturels ;
• si f est une réduction deR àR′, c’est-à-dire une application borélienne
f : X −→ X′ telle que deux éléments de X sont R-équivalents si et
seulement si leurs images par f sont R′-équivalents (cf. [7]), alors il
existe un domaine complet A de R tel que la restriction de f à A soit
une équivalence orbitale entre R|A et R′|f(A) ;
• si R est une relation d’équivalence borélienne sur X et A un domaine

complet de R, alors il existe un morphisme intérieur de R défini sur X
dont l’image est contenue dans A.

Nous allons maintenant introduire la notion d’action pour une relation
d’équivalence borélienne sur un espace fibré standard F sur X. Rappelons
d’abord que le produit fibré de deux espaces fibrés standards (F′, π′) et
(F′′, π′′) sur X est l’espace fibré standard (F, π) où

F = F′ ? F′′ = {(t′, t′′) ∈ F′ × F′′ ; π′(t′) = π′′(t′′)}

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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et π l’application borélienne de F dans X définie par π(t′, t′′) = π′(t′).

Définition 3 (Gaboriau, [5]). — Une R-action (à gauche) sur l’espace
fibré standard (F, π) sur X est une application borélienne

(R, πr) ? (F, π) −→ F

((x, y), t) 7−→ (x, y) · t

telle que, pour tout triplet (x, y, z) d’éléments R-équivalents de X et pour
tout t appartenant à F dans la fibre de z, on ait

(z, z) · t = t et (x, y) · ((y, z) · t) = (x, z) · t.

On dit alors que (F, π) est un R-espace fibré standard sur X et que R agit
sur F.

Remarque. — Pour qu’elle ait un sens la formule du produit ci-dessus
impose que (x, y) · t soit un élément dans la fibre de x. De même on définit
la notion d’action à droite que nous rencontrerons également par la suite.

Soit F un R-espace fibré standard sur X. L’orbite d’un élément fx de F
dans la fibre de x de X est l’ensemble des (y, x) · fx où y décrit la R-classe
de x. En particulier, l’action deR sur F engendre une relation d’équivalence
borélienne notée RF sur F : fx et fy sont RF-équivalents si, par définition,
(x, y) · fy = fx. Puisque deux éléments RF-équivalents de F se projettent
dans X sur des élémentsR-équivalents, la projection est donc un morphisme
de relations d’équivalence boréliennes.

Exemple fondamental. — (F, π) = (R, πl) définit un R-espace fibré
standard sur X avec l’action « horizontale »

(R, πr) ? (R, πl) −→ (R, πl)

((x, y), (y, z)) 7−→ (x, z).

Les classes de RF sont ici les fibres de πr : R −→ X. Nous dirons que
(R, πl) est le R-espace fibré standard canonique gauche associé à R.

De la même façon, nous avons le R-espace fibré standard canonique droit
(R, πr) avec son action (à droite) « verticale »

(R, πr) ? (R, πl) −→ (R, πr)

((x, y), (y, z)) 7−→ (x, z).

Remarque. — Si (F, π) est un R-espace fibré standard sur X et A une
partie borélienne de X, on en déduit alors une notion de R|A-espace fibré
standard induit sur A : il s’agit de la restriction de (F, π) à (π−1(A), π|π−1(A)

).

TOME 60 (2010), FASCICULE 4



1166 Aurélien ALVAREZ

Soit s : A −→ F une section partielle d’un R-espace fibré standard F, le
stabilisateur StabR(s) de s est la sous-relation de R définie sur A suivante :
deux éléments x et y de A sont StabR(s)-équivalents si leurs images par s
sont RF-équivalents, autrement dit

x ∼StabR(s) y ssi (y, x) · s(x) = s(y).

Notons que la projection sur X est une équivalence orbitale entre la
restriction de RF à s(A) et StabR(s). Nous appellerons saturé de l’image
de s le RF-saturé de s(A). Si s est une section borélienne de F (c’est-à-dire
si A = X), s(X) est RF-saturé si et seulement si StabR(s) coïncide avec R.

Définition 4. — Un morphisme f : F −→ F′ de R-espaces fibrés stan-
dards est une application borélienne de F dans F′ telle que, si x et y sont
R-équivalents et si fx appartient à la fibre de x, alors

f(Fx) ⊂ F′x et f ((y, x) · fx) = (y, x) · f(fx).

Remarque. — En particulier, un morphisme de R-espaces fibrés stan-
dards de F dans F′ définit pour tout x de X une application de la fibre Fx
dans la fibre F′x. Un tel morphisme est dit injectif (respectivement surjec-
tif) si c’est une application borélienne injective (resp. surjective) ; au niveau
des fibres, on obtient des applications de même nature. Remarquons égale-
ment qu’un morphisme de R-espaces fibrés standards de F dans F′ induit
un morphisme de relations d’équivalence boréliennes de RF dans RF′ . En
particulier, un isomorphisme entre F et F′ induit une équivalence orbitale
entre RF et RF′ .

Soit F un R-espace fibré standard sur X. L’action de R sur F est transi-
tive et F est dit homogène s’il existe un domaine complet de RF sur lequel
la restriction de la projection de F sur X est injective. Ainsi une action
de R sur F est transitive si et seulement s’il existe une section partielle s
dite saturante définie sur une partie borélienne A de X dont l’image est un
domaine complet de RF : autrement dit, le saturé de s(A) coïncide avec F
(A est nécessairement un domaine complet de R).

Proposition 5. — Soit s : A −→ F et s′ : A′ −→ F deux sections par-
tielles saturantes d’un R-espace fibré standard homogène F. Alors leurs
stabilisateurs StabR(s) et StabR(s′) sont deux sous-relations de R stable-
ment conjuguées.

Démonstration. — Considérons le sous-ensemble borélien Ξ de R consti-
tué des couples d’éléments (a, a′) de A × A′ tels que s(a) et s′(a′) appar-
tiennent à la même orbite. Puisque le saturé de s′(A′) contient s(A), la

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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restriction de πl à Ξ définit une structure d’espace fibré standard sur A.
Soit f ′ une section borélienne de (Ξ, πl|Ξ) : πr ◦f ′ est alors une réduction r
de StabR(s) sur A dans StabR(s′) sur A′ qui est de plus un morphisme
intérieur de R vérifiant

s′(r(x)) = (r(x), x) · s(x).

Puisque le saturé de s(A) contient le saturé de s′(A′), on en déduit que
r(A) est un domaine complet de StabR(s′) et ceci entraîne que r soit une
équivalence orbitale stable entre StabR(s) et StabR(s′). �

Remarque 1. — La proposition précédente assure, qu’étant donné un
R-espace fibré standard homogène sur X, le stabilisateur d’une section
partielle saturante est unique à équivalence orbitale stable près.

Remarque 2. — On déduit de la proposition précédente le fait suivant
que nous utiliserons à plusieurs reprises : si s′′ est une section partielle
(a priori non saturante) de F, alors le stabilisateur de s′′ : A′′ −→ F est
stablement conjugué à une restriction de StabR(s) où s est une section
partielle saturante définie sur A. En effet, le saturé de s′′(A′′) est un sous-
espace fibré standard F′′ de la restriction de F à R · A′′, par construction
homogène de section partielle saturante s′′. En notant B la projection sur X
de l’intersection de F′′ et de s(A), on en déduit, par définition de s, que
la restriction de s à B est également une section partielle saturante de F′′.
La proposition précédente assure alors que StabR(s|B) = StabR(s)|B et
StabR(s′′) soient stablement conjugués.

Soit F1 et F2 deux R-espaces fibrés standards sur X. Désignons par s1
et s2 des sections partielles de F1 et F2 définies sur la partie borélienne A
de X. Supposons de plus que f soit un morphisme de R-espaces fibrés
standards de F1 dans F2 qui envoie s1(A) sur s2(A) : le stabilisateur de s1
est alors une sous-relation du stabilisateur de s2. Plus précisément, nous
avons le lemme suivant :

Lemme 6. — Soit (F1, π1) et (F2, π2) deux R-espaces fibrés standards
sur X et deux sections partielles si : A −→ Fi définies sur un domaine com-
plet A de R. Si s1 est saturante, alors il existe un morphisme f : F1 −→ F2
de R-espaces fibrés standards qui envoie s1(A) sur s2(A) si et seulement si
le stabilisateur StabR(s1) est une sous-relation de StabR(s2). Si de plus s2
est saturante, alors f est surjectif.

Démonstration. — Supposons que le stabilisateur StabR(s1) soit une
sous-relation de StabR(s2). Si fx appartient à la F1-fibre d’un élément x
de X, alors par hypothèse il existe un élément y dans la classe de x tel que fx

TOME 60 (2010), FASCICULE 4



1168 Aurélien ALVAREZ

appartienne à l’orbite de s1(y). On définit alors f(fx) comme l’image par
le couple d’éléments (x, y) de s2(y). Cette définition ne dépend pas du
choix du représentant y puisque deux éléments StabR(s1)-équivalents sont
StabR(s2)-équivalents par hypothèse. Enfin, supposons que s2 soit de plus
saturante. On a alors

F2 = R · s2(A) = R · f(s1(A)) = f(R · s1(A)) = f(F1). �

On en déduit le fait important suivant :

Proposition 7. — Soit F un R-espace fibré standard sur X. S’il existe
une section borélienne s de F telle que s(X) soit un domaine fondamental
de RF, alors F est isomorphe au R-espace fibré standard canonique.

Démonstration. — Le stabilisateur de s étant la relation triviale par hy-
pothèse, le lemme précédent assure l’existence d’un morphisme surjectif f
de R-espaces fibrés standards entre F et le R-espace fibré standard cano-
nique (gauche) envoyant l’image de la section borélienne s sur la diagonale.
Il ne reste plus qu’à voir que ce morphisme est injectif. Par l’absurde, sup-
posons que fx et f ′x soient deux éléments distincts dans la fibre Fx d’un
élément x de X tels que leurs images par f soient égales dans le R-espace
fibré standard canonique. Il existerait alors deux éléments y et z distincts
de X tels que fx et f ′x appartiennent respectivement aux orbites de s(y) et
s(z). Mais par suite les images respectives par les couples d’éléments (x, y)
et (x, z) des éléments f(s(y)) et f(s(z)) de la diagonale de R seraient égales
dans le R-espace fibré standard canonique. �

Nous allons maintenant voir que certains R-espaces fibrés standards
peuvent se plonger dans le R-espace fibré standard canonique et nous uti-
liserons ce fait à plusieurs reprises.

Lemme 8. — Soit F un R-espace fibré standard sur X admettant une
section partielle s : A −→ F telle que s(A) soit un domaine fondamental
de RF. Alors il existe un R-espace fibré standard F′ sur X contenant F et
une section borélienne s′ de F′ prolongeant s à X et telle que s′(X) soit un
domaine fondamental pour l’action de R sur F′.

Remarque. — De l’existence d’une section borélienne de F′ dont l’image
est un domaine fondamental pour l’action de R, on en déduit que le R-
espace fibré standard F′ est isomorphe au R-espace fibré standard cano-
nique d’après la proposition précédente.

Démonstration. — Puisque l’image de s est un domaine fondamental
pour l’action de R sur F, on en déduit que A est un domaine complet

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



THÉORÈME DE KUROSH 1169

de R. Si A = X, il n’y a rien à démontrer ; sinon considérons l’espace fibré
standard F′ réunion disjointe de F et de la restriction de l’espace fibré stan-
dard canonique gauche au R-saturé du complémentaire de A dans X. Ce
dernier est naturellement muni d’une structure de R-espace fibré standard
et la section borélienne s′ égale à s sur A et coïncidant avec la diagonale
(de la restriction de l’espace fibré standard canonique gauche) sur X\A est
par construction telle que s′(X) soit un domaine fondamental pour l’action
de R sur F′. �

Nous avons déjà mentionné que la donnée d’unR-espace fibré standard F
définit naturellement une relation d’équivalence borélienne RF sur l’espace
borélien standard F. Le cas où RF est lisse va particulièrement nous inté-
resser dans notre étude des relations d’équivalence boréliennes arborables
(cf. § 1.2).

Définition 9 (Action lisse). — Soit F unR-espace fibré standard sur X.
L’action de R sur F est lisse (on dit aussi que R agit de manière lisse sur F)
si la relation d’équivalence borélienne RF sur F est lisse.

Exemple. — L’action de R sur l’espace fibré standard canonique est
lisse ; il en est de même de toute sous-relation deR puisqu’une sous-relation
d’une relation lisse est elle-même lisse. Plus généralement, si R agit de
manière lisse sur un espace fibré standard F, il en est de même de chacune
de ses sous-relations.

Nous allons donner une caractérisation des actions lisses que nous utili-
serons constamment et qui est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 10. — Étant donné unR-espace fibré standard F sur X, il existe
une famille dénombrable (si : Ai −→ F)i∈I de sections partielles de F dont
les saturés Fi des images si(Ai) forment une partition RF-invariante de F.

Remarque. — Puisque par définition RF|Fi et RF|si(Ai) sont stablement
orbitalement équivalentes, on en déduit qu’il en est de même de RF|Fi et
StabR(si).

Démonstration. — Donnons-nous une numérotation borélienne des fibres
de F et considérons la section borélienne qui, à chaque élément x de X, as-
socie le plus petit élément dans la fibre de x. Si le complémentaire du
saturé de l’image de cette section borélienne est vide, c’est terminé. Sinon
on considère la section partielle définie par les plus petits éléments restants
dans chaque fibre, puis le saturé de l’image de cette dernière. En conti-
nuant ainsi, on construit à chaque étape une nouvelle section partielle en
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1170 Aurélien ALVAREZ

prenant dans chaque fibre les éléments les plus petits restants dans le com-
plémentaire des saturés des images des sections partielles précédemment
construites. Cette construction fournit une exhaustion de F puisqu’un élé-
ment de numéro n dans une fibre de F a forcément été considéré avant la
ne étape. �

Définition 11 (Action quasi-libre). — Soit F un R-espace fibré stan-
dard sur X. L’action de R sur F est quasi-libre (on dit encore que R agit
quasi-librement sur F) si le stabilisateur de toute section partielle de F est
une sous-relation lisse de R.

On obtient alors la caractérisation suivante :

Proposition 12. — Étant donné un R-espace fibré standard F sur X,
l’action est quasi-libre si et seulement si R agit de manière lisse sur F.

Démonstration. — L’implication réciproque est claire car nous avons
déjà mentionné que le stabilisateur de toute section partielle s : A −→ F est
orbitalement équivalent à RF|s(A) qui est une sous-relation de RF. Suppo-
sons maintenant l’action de R sur F quasi-libre et construisons un domaine
fondamental deRF. Le lemme précédent assure l’existence d’une famille dé-
nombrable (si)i∈I de sections partielles de F dont les saturés des images
forment une partition RF-invariante de F. Le stabilisateur de chacune de
ces sections partielles si étant lisse, considérons la restriction de si à un
domaine fondamental Di de son stabilisateur : la réunion sur I des si(Di)
est un domaine fondamental de RF. �

Nous allons à présent introduire une classe de R-espaces fibrés standards
fondamentaux pour une relation d’équivalence borélienne R sur X. Si S
est une sous-relation de R définie sur X, alors S agit sur R via l’action
induite par celle de « R sur R ». En effet, considérons R munie de ses deux
structures de R-espace fibré standard canoniques et remarquons que la
projection πl : R −→ X est invariante sous l’action verticale de R (et donc
de S) sur (R, πr). De plus, puisque S est une sous-relation de R, elle agit
également de manière lisse sur (R, πr). Soit R/S l’espace quotient de R par
la relation d’équivalence borélienne engendrée par cette action. Comme les
actions horizontale et verticale de « R sur R » commutent, on en déduit
que c’est un R-espace fibré standard sur X dont la projection sur X et
l’action de R sont induites par celles du R-espace fibré standard canonique
gauche (R, πl) : c’est le R-espace fibré standard canonique gauche associé
au couple (R,S). De plus, la diagonale d de ce dernier passe au quotient
sous l’action de S et le R-espace fibré standard (R/S, πl) est naturellement
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muni d’une section borélienne dS dont l’image est un domaine complet de
RR/S et dont le stabilisateur est S. Notons également que dans le cas où
la sous-relation S est triviale, (R/S, πl) n’est autre que le R-espace fibré
standard canonique gauche.

Remarque 1. — La construction précédente s’étend au cas de sous-
relations S définies sur un domaine complet A de R en considérant l’action
de S sur (R∩π−1

r (A), πr). Dans ce cas, le R-espace fibré standard R/S est
naturellement muni d’une section partielle dS définie sur A dont l’image est
un domaine complet de RR/S et dont le stabilisateur est S. En particulier,
R/S est un R-espace fibré standard homogène et dS une section partielle
saturante.

Remarque 2. — Notons que l’on peut donner une description explicite
deR/S en tant qu’espace fibré standard sur X. En effet, il suffit pour cela de
se donner une numérotation borélienne des fibres de l’espace fibré standard
canonique gauche. Considérons la partie borélienne de (R, πl) constituée
des paires (x, y) où y désigne l’élément de plus petit numéro dans sa S-
classe. L’espace fibré standard obtenu est alors isomorphe à l’espace fibré
standard R/S.

De la même manière, on peut également considérer le R-espace fibré
standard canonique droit et faire agir S à gauche. On obtient alors le R-
espace fibré standard S\R. Soit S la symétrie par rapport à la diagonale :

S:

{
R −→ R

(x, y) 7−→ (y, x).
Soit x, y et y′ trois éléments R-équivalents tels que y et y′ appartiennent à
la même S-classe. Puisque les images de S(x, y) et S(x, y′) sont égales dans
l’espace quotient S\R, cette application passe au quotient en un isomor-
phisme de R-espaces fibrés standards

S̃ : (R/S, πl) −→ (S\R, πr) .

1.2. Actions quasi-libres et arboralité

Rappelons qu’un (L-)graphage (cf. [12], [9]) de R munit canoniquement
chaque classe de R d’une structure de graphe connexe, son graphe de Cay-
ley, dont les sommets sont les éléments de cette classe. Un (L-)graphage
de R est un (L-)arborage si les graphes de Cayley de chaque classe de R
sont des arbres. Une relation d’équivalence borélienne est dite arborable si
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elle admet un (L-)arborage. Les relations d’équivalence boréliennes arbo-
rables jouent un rôle central dans la classe des relations d’équivalence bo-
réliennes, au même titre que les groupes libres dans la classe des groupes.
Bien souvent, les invariants qui ont été introduits pour étudier les relations
d’équivalence mesurées (voir par exemple [3], [5]) ont d’abord été calculés
pour les relations arborables. Dans ce paragraphe, nous allons donner une
caractérisation des relations d’équivalence boréliennes arborables (th. 14)
analogue à celle concernant les groupes libres : un groupe est libre si et
seulement s’il agit librement sur un arbre (voir par exemple [13]).

Comme nous l’avons déjà vu, une relation d’équivalence borélienne R
sur X définit canoniquement unR-espace fibré standard sur X via la projec-
tion πl. Supposons queR soit arborable et désignons par Φ un (L-)arborage
de R. Dans ce cas, les fibres de l’espace fibré standard canonique gauche
sont naturellement munies d’une structure d’arbre (cf. infra). Définissons
à présent les R-champs de graphes boréliens et intéressons-nous plus par-
ticulièrement au cas des R-champs d’arbres boréliens qui sont les acteurs
principaux de ce travail.

Définition 13 (R-arboretum). — Un R-champ de graphes borélien
(A, π) sur X est un graphe tel que les espaces de sommets et d’arêtes soient
des R-espaces fibrés standards (A0, π0) et (A1, π1) sur X et tel que les
applications sommet origine o : A1 −→ A0, sommet terminal t : A1 −→ A0

et arête opposée ¯ : A1 −→ A1 soient des morphismes de R-espaces fibrés
standards.

La fibre Ax d’un élément x de X est le sous-graphe d’ensemble de som-
mets (π0)−1(x) et d’ensemble d’arêtes (π1)−1(x). Si Ax est un arbre pour
tout x, nous dirons que (A, π) est un R-arboretum.

Remarque. — Les définitions précédentes dans le cas de la relation
d’équivalence borélienne à classes triviales sur X permettent de définir les
notions de champ de graphes borélien et d’arboretum sur X.

Exemple fondamental. — Tout graphage Φ ([9]) sur X définit un RΦ-
champ de graphes borélien sur X, où RΦ est la relation d’équivalence boré-
lienne engendrée par Φ. L’espace des sommets est le RΦ-espace fibré stan-
dard canonique gauche et RΦ agit naturellement sur l’espace des arêtes
défini par le graphage Φ : l’image par le couple d’éléments RΦ-équivalents
(x′, x) de l’arête (y, z)x dans la fibre de x est l’arête (y, z)x′ dans la fibre
de x′. Notons que l’action est, par définition, lisse sur l’espace des som-
mets et que la projection πr de l’espace des sommets dans X est invariante
sous l’action de RΦ. Si Φ est un arborage, nous désignerons par (AΦ, π) le
RΦ-arboretum canonique associé à Φ sur X ci-dessus.
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Nous venons de voir dans l’exemple précédent que si R est arborable,
alors R agit quasi-librement sur l’espace des sommets d’un arboretum.
Puisque le stabilisateur d’une section partielle d’arêtes est toujours une
sous-relation du stabilisateur de la section de sommets origines associée,
on en déduit que si R agit quasi-librement sur l’espace des sommets d’un
arboretum (et plus généralement d’un champ de graphes borélien), alors
l’action de R sur l’espace des arêtes est également quasi-libre. Ainsi, nous
dirons que R agit quasi-librement sur un champ de graphes borélien dès
lors que l’action de R sur l’espace des sommets est quasi-libre.

Nous allons à présent voir qu’il s’agit en fait d’une caractérisation des
relations d’équivalence boréliennes arborables et en donner un corollaire
immédiat (le reste de cette section est consacré à la démonstration de ce
théorème).

Théorème 14. — Une relation d’équivalence borélienne R est arbo-
rable si et seulement s’il existe une action quasi-libre de R sur un arbore-
tum.

Puisqu’une sous-relation d’une relation d’équivalence borélienne lisse est
lisse, la proposition 12 et le théorème précédent nous permettent de démon-
trer un analogue du théorème de Nielsen-Schreier en théorie des groupes :
un sous-groupe d’un groupe libre est libre.

Corollaire 15 (voir aussi [7] et [4]). — Une sous-relation d’une rela-
tion d’équivalence borélienne arborable est arborable.

Remarque. — Si A est une partie borélienne de X et si R est arborable,
on déduit du corollaire précédent que la restriction de R à A est encore
arborable (il suffit de prolonger R|A par la relation triviale en dehors de A).

Étant donné une action quasi-libre d’une relation d’équivalence boré-
lienne R sur un arboretum A, nous allons d’abord démontrer l’existence
d’un sous-arboretum A′ de A défini sur une partie borélienne X1 de X dont
l’espace des sommets A′0 est un domaine fondamental de RA0 . Nous nous
ramenons ensuite au cas d’une action de R sur un arboretum A′′ ayant une
section partielle de sommets s : X1 ⊂ X −→ A′′0 dont l’image s(X1) est un
domaine fondamental de RA′′0 , ce qui nous permettra de conclure grâce au
lemme suivant :

Lemme 16. — Si A est un R-arboretum sur X et s une section partielle
de sommets dont l’image est un domaine fondamental de RA0 , alors R est
arborable.
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Démonstration. — Commençons par supposer que s soit une section bo-
rélienne, c’est-à-dire définie sur X tout entier. Comme nous l’avons déjà vu
(cf. prop. 7), l’espace des sommets A0 s’identifie naturellement avec le R-
espace fibré standard canonique gauche. L’ensemble des arêtes de A dont
l’un des sommets appartient à l’image de la section borélienne de sommets s
s’identifie alors à une partie borélienne Gr de X×X qui, par construction,
est un arborage de R : un couple d’éléments distincts R-équivalents (x, y)
appartient à Gr si, par définition, les sommets (x, x) et (x, y) sont adjacents
dans l’arboretum A.

Le cas général s’en déduit facilement grâce au fait général suivant. Étant
donné une relation d’équivalence borélienne R′ sur X, un domaine com-
plet A′ de R′ et un morphisme intérieur r : X −→ A′ qui coïncide avec
l’identité sur A′, définissons la sous-relation T ′ de R′ dont les classes sont
les ensembles r−1(r(x)) pour tout x de X : en particulier, T ′ est lisse
de domaine fondamental A′ donc arborable. Or, par construction, R′ est
le produit libre (cf. déf. 19) des sous-relations T ′ et R′′, où R′′ coïncide
avec R′|A′ sur A′ et avec la relation triviale sur le complémentaire de A′.
Enfin, le produit libre de deux relations d’équivalence boréliennes arbo-
rables étant arborable (cf. prop. 20, voir aussi [7] ou [4]), on en déduit que
si R′|A′ est arborable, alors il en est de même de R′. �

Nous en venons au point central dans la démonstration du théorème 14.

Proposition 17. — Si R agit quasi-librement sur un arboretum A,
alors il existe un sous-arboretum A′ de la restriction de A à une partie
borélienne X1 de X tel que l’espace des sommets A′0 soit un domaine
fondamental de RA0 .

Remarque. — Notons que la proposition précédente s’étend sans diffi-
culté supplémentaire au cas d’un R-champ de graphes borélien A.

Démonstration. — Donnons-nous une numérotation borélienne indexée
par les entiers dans chaque fibre de l’espace des sommets A0. Nous allons
construire la partie borélienne A′0 par étape à partir de sections partielles
de sommets de A0. Soit s1 la section borélienne de sommets de A0 corres-
pondant au numéro le plus petit dans chaque fibre. Puisque l’action de R
sur A est quasi-libre, le stabilisateur de cette section est lisse. Désignons
par X1 un domaine fondamental de StabR(s1) : cette partie borélienne de X
est un domaine complet de R et par suite, le RA0-saturé de U1 = s1(X1)
rencontre toutes les fibres de A0. Notons C1 le complémentaire dans A0 du
saturé de U1. Si C1 est vide, alors U1 est un domaine fondamental pour
l’action de R sur A0 et le résultat est démontré avec A′0 = U1 et A′1 = ∅.
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Soit un entier naturel n > 2 . Supposons avoir construit les familles
finies de sections partielles Sj = {si ; i ∈ Ij} (1 6 j 6 n − 1) de A0 dont
les domaines de définition sont des parties boréliennes de X1 et vérifiant
les deux conditions suivantes : la réunion Un−1 des images de ces sections
partielles est une partie borélienne de A0 sur laquelle la restriction de RA0

est triviale et l’intersection de Un−1 avec chaque fibre de A au-dessus de X1
définit une partie connexe. Notons Cn−1 le complémentaire dans A0 du
saturé de Un−1. Si ce dernier est vide, la proposition est démontrée avec
A′0 = Un−1 et A′1 la partie borélienne de A1 constituée des arêtes dont
les deux extrémités appartiennent à Un−1. Sinon, il existe des éléments de
Cn−1 à distance unité de Un−1. En effet, les fibres de A étant connexes, il
existe des éléments de Cn−1 à distance unité du saturé de Un−1 etR agit en
préservant les distances surA0. Désignons par sn la section partielle (définie
a priori seulement sur une partie borélienne de X1) de sommets de A0 qui
a pour image le plus petit élément à distance unité de Un−1 dans chaque
fibre. L’action étant quasi-libre, notons Xn un domaine fondamental du
stabilisateur de sn : c’est une partie borélienne de X1. Quitte à découper Xn
en un nombre fini de parties boréliennes, on peut raffiner sn en un nombre
fini Sn = {si ; i ∈ In} de sections partielles dont chacune est telle que
les éléments de son image soient à distance unité de l’image de l’une des
sections partielles déjà construites.

Montrons désormais que le saturé de la réunion des Uk est égal à l’espace
des sommets A0. Sinon il existerait un élément a appartenant au complé-
mentaire du saturé de la réunion des Uk dans A0 dont la projection π(a)
serait un élément de X1. On peut supposer que dans la fibre de π(a), le
sommet a soit à distance unité de la partie connexe formée par la réunion
des sommets sk(π(a)) et de numéro minimal. Désignons par n0 l’entier na-
turel tel que les sommets a et sn0(π(a)) soient adjacents. Mais alors, par
construction de la section partielle sn0+1, le sommet a devrait être l’image
de π(a) par sn0+1, ce qui est absurde.

Il ne reste plus qu’à poser A′0 =
⋃
k>1 Uk et A′1 la partie borélienne

de A1 constituée des arêtes dont les deux extrémités appartiennent à A′0.
Par construction, deux sommets de A dans la même orbite n’appartiennent
pas tous les deux à A′0 ; puisque le saturé de la réunion des Uk est égal à
l’espace des sommets A0, on en déduit que A′0 est un domaine fondamental
deRA0 . Enfin, notre construction assure à chaque étape que les fibres de A′
soient connexes. �

À partir du sous-arboretum A′ construit dans la proposition précédente,
nous allons effectuer une opération de contraction dans les fibres et obtenir
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un nouvel R-arboretum A′′ ayant une section partielle de sommets définie
sur X1 = π0(A′0) dont l’image est un domaine fondamental de RA′′0 .

Lemme 18. — Il existe un R-arboretum A′′ sur X ayant une section
partielle de sommets s définie sur X1 = π0(A′0) dont l’image est un domaine
fondamental de RA′′0 .

Démonstration. — Soit s une section borélienne de sommets de A′ : son
image est un domaine fondamental de la relation d’équivalence borélienne
lisse S définie sur A′0 dont les classes sont les fibres de A′0. Pour tout élé-
ment x de X1, contractons le sous-arbreA′x sur le sommet s(x) de l’arbreAx
(l’espace quotient est un espace borélien standard isomorphe à s(X1) par
construction). On prolonge cette opération par R-équivariance et on ob-
tient ainsi unR-arboretumA′′ sur X ayant une section partielle de sommets
privilégiée (encore notée s) définie sur X1. Si x et y sont deux éléments R-
équivalents de X1, l’image par le couple d’éléments (x, y) du sous-arbre A′y
de la fibre de y dans la fibre de x est un sous-arbre disjoint de A′x puisque
par hypothèse A′0 est un domaine fondamental de l’action deR sur l’espace
des sommets A0 de A. Par suite, s est une section partielle dont l’image
est un domaine fondamental de RA′′0 . �

Ceci termine la démonstration du théorème 14 dont nous rappelons briè-
vement les trois étapes de la réciproque. Étant donné une action quasi-libre
de R sur un arboretum A sur X :

1. construction d’un sous-arboretum A′ défini sur une partie borélienne
X1 ⊂ X de A|X1

dont l’espace des sommets A′0 est un domaine fon-
damental de RA0 (prop. 17) ;

2. opération de contraction pour se ramener au cas d’une action de R
sur un arboretum A′′ ayant une section partielle de sommets s dont
l’image s(X1) est un domaine fondamental de RA′′0 (lem. 18) ;

3. une telle relation est alors arborable (lem. 16).

2. R-arboretums et amalgames de sous-relations

Nous allons nous intéresser dans cette partie aux relations d’équivalence
boréliennes qui sont des produits libres de deux sous-relations et, plus gé-
néralement, des produits amalgamés suivant une sous-relation commune.
Il s’agit en fait de discuter des liens étroits entre décomposition d’une telle
relation d’équivalence borélienne et ses actions sur des arboretums. Nous
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avons vu (cf. § 1.2) que si une relation d’équivalence borélienne agit quasi-
librement sur un arboretum, alors elle est arborable. Nous souhaitons nous
affranchir progressivement de l’hypothèse faite sur l’action et nous trai-
terons le cas général dans le prochain paragraphe (cf. § 3). Cette partie a
pour but de décrire la situation dans le cas d’un « espace quotient » simple.

2.1. Produit libre de deux sous-relations

Soit R une relation d’équivalence borélienne engendrée par deux sous-
relations R1 et R2 sur X. Autrement dit, R est la plus petite relation
d’équivalence dont les classes contiennent celles de R1 et R2. Soit un entier
naturel n > 2. Un n-uplet (x1, x2, . . . , xn) d’éléments de X est dit réduit si :
• pour tout i dans [[ 1 ; n − 1 ]], le couple (xi, xi+1) est un couple d’élé-

ments R1 ou R2-équivalents et deux couples successifs ne sont pas
Rj-équivalents pour le même j ;
• x1 6= x2 si n = 2.

Définition 19 (Gaboriau, [4]). — La relation d’équivalence boré-
lienne R sur X est le produit libre des sous-relations R1 et R2 si R est
engendrée par R1 et R2 et si, pour tout n-uplet réduit (x1, x2, . . . , xn)
d’éléments de X, xn est différent de x1. Dans ce cas, on note R = R1 ?R2.

Exemple. — Soit Γ1 et Γ2 deux groupes dénombrables et une action
libre α du produit libre Γ = Γ1 ? Γ2 sur X. La relation d’équivalence bo-
rélienne Rα dont les classes sont les orbites de l’action de Γ est le produit
libre des sous-relations Rα1 et Rα2 dont les classes sont les orbites des
restrictions de α à Γ1 et Γ2.

Avec les techniques que nous avons développées jusqu’à présent, il est
très facile de voir que l’arborabilité est stable par produit libre.

Proposition 20. — SoitR une relation d’équivalence borélienne sur X.
Si R est le produit libre de deux sous-relations arborables, alors R est
arborable.

Démonstration. — Il suffit de construire un R-arboretum tel que l’es-
pace des sommets soit le R-espace fibré standard canonique (cas particu-
lier d’une section borélienne définie sur X dans le lemme 16). Étant donné
des arborages de R1 et R2 respectivement, on s’intéresse aux arboretums
canoniques associés à ces arborages (cf. ex. fond. suivant déf. 13). Rappe-
lons que les espaces des sommets de ces arboretums sont respectivement
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les R1 et R2-espaces fibrés standards canoniques gauches. Considérons la
réunion disjointe de ces deux arboretums sur X, quotientée par la relation
d’équivalence qui identifie d1(x) et d2(x) pour tout élément x de X. On
obtient ainsi un nouvel arboretum A′ sur X dont on note d la section bo-
rélienne commune d1 = d2. Puisque R1 et R2 engendrent R et agissent
respectivement sur chacune des moitiés de A′, on peut prolonger A′ de
manière R-équivariante. On obtient alors un R-champ de graphes borélien
connexes A ; les sous-relations R1 et R2 étant en produit libre, ceci assure
que les fibres de A soient des arbres. Autrement dit, A est un R-arboretum
tel que l’image de la section borélienne d soit un domaine fondamental de
l’action de R sur A0, ce qui assure que A0 s’identifie au R-espace fibré
standard canonique. �

Remarque. — Voici une deuxième démonstration de la proposition pré-
cédente, très similaire à la précédente. Considérons Gr1 et Gr2 des arbo-
rages de R1 et R2 respectivement et notons Gr la réunion de Gr1 et Gr2 :
c’est une partie borélienne de X × X, symétrique, qui ne rencontre pas
la diagonale, autrement dit un graphage. Puisque Gr1 et Gr2 engendrent
respectivement R1 et R2 et que ces dernières engendrent R, on en déduit
que Gr engendre R, autrement dit que Gr est un graphage de R. Enfin, s’il
existait un cycle de longueur n > 2 dans le graphage Gr, on en déduirait
alors un n-uplet réduit (x1, x2, . . . , xn) d’éléments de X tel que xn = x1, ce
qui est exclu : Gr est donc un arborage de R.

Considérons une relation d’équivalence borélienne R sur X qui est le pro-
duit libre des sous-relations R1 et R2 définies sur X. Nous allons construire
un R-arboretum sur X canoniquement associé à cette décomposition. Dé-
signons par R/R1 et R/R2 les R-espaces fibrés standards canoniques as-
sociés aux sous-relations R1 et R2. De plus, nous avons vu qu’il existait,
à valeurs dans chacun de ces R-espaces fibrés standards, un morphisme
surjectif défini sur le R-espace fibré standard canonique (cf. lem. 6 avec
A = X, s1 = d et s2 = dRi), qui envoie la section diagonale d sur la sec-
tion borélienne saturante dRi . Notons o le morphisme surjectif du R-espace
fibré standard canonique dans R/R1 et t celui à valeurs dans R/R2.

Convenons d’appeler espace des arêtes orientées le R-espace fibré stan-
dard canonique et espace des sommets la réunion disjointe des R-espaces
fibrés standards R/R1 (espace des sommets de couleur 1) et R/R2 (espace
des sommets de couleur 2). Nous désignerons également par sommet ori-
gine le morphisme de R-espaces fibrés standards o et par sommet terminal
le morphisme t. Enfin, il n’est pas difficile de vérifier la compatibilité des
actions de R entre les espaces de sommets et d’arêtes. Ainsi nous avons
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défini un R-champ de graphes borélien. La proposition qui suit assure
qu’il s’agisse en fait d’un arboretum : cette construction est analogue à
la construction de l’arbre de Bass-Serre associé à un produit libre de deux
groupes (cf. [13]).

Proposition 21. — Les fibres du R-champ de graphes borélien cons-
truit ci-dessus à partir d’une décomposition de R en produit libre de deux
sous-relations définies sur X sont des arbres.

Dans la suite, nous dirons que le R-arboretum construit précédemment
est le R-arboretum canonique associé à R = R1 ?R2.

Démonstration. — Il s’agit de vérifier que, pour tout élément x de X,
la fibre de x est un arbre, c’est-à-dire connexe et sans circuit (puisqu’on
sait déjà qu’elle est non vide). Soit P et Q deux sommets distincts dans
le graphe au-dessus de x. Par définition de l’espace des sommets, P et Q
correspondent à des R1 ou R2-classes contenues dans la R-classe de x.
Désignons par p et q des représentants des classes correspondantes : ce sont
donc des éléments R-équivalents de X. Puisque R1 et R2 engendrent R, il
existe un n-uplet d’éléments que l’on peut supposer réduit dans la R-classe
de x dont le premier élément est p et le dernier q. Dans le graphe au-dessus
de x, ce n-uplet correspond à un chemin joignant les sommets P et Q.

Supposons par l’absurde qu’il existe un circuit dans le graphe au-dessus
de x dont on note P0, . . . ,Pn−1 les sommets (Pn = P0). Pour i dans
[[ 0 ; n−1 ]], les sommets Pi et Pi+1 sont par hypothèse reliés : il existe donc
un élément xi+1 appartenant à X dont la R1-classe correspond à Pi et la
R2-classe à Pi+1 (ou l’inverse). De plus, par construction, deux sommets
consécutifs sont de couleurs distinctes. Par suite, on construit un n-uplet
(x1, x2, . . . , xn) réduit. Les sommets P0 et Pn étant égaux, on en déduit
que x1 et xn sont Rj-équivalents, ce qui contredit la définition de produit
libre. �

Par construction, le R-arboretum canonique associé à R = R1 ? R2
possède une section borélienne d’arêtes dont l’image est un domaine fon-
damental pour l’action de R sur l’espace des arêtes orientées et dont les
sections boréliennes de sommets associées ont leurs images qui forment
une partition de l’espace des sommets en deux couleurs. De plus, les sta-
bilisateurs de ces sections boréliennes de sommets sont R1 et R2. Notons
également que, pour toute arête de l’espace des arêtes, l’un de ses sommets
est de couleur 1 et l’autre de couleur 2.

Nous allons désormais démontrer la réciproque de ce résultat et voir que
les produits libres de sous-relations sont caractérisés par de telles actions :
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en un certain sens, la relation d’équivalence borélienne engendrée sur l’es-
pace des arêtes est la plus simple possible.

Théorème 22. — Soit R une relation d’équivalence borélienne sur X.
Supposons que R agisse sur un arboretum A dont l’espace des arêtes orien-
tées A1+ est le R-espace fibré standard canonique et tel que les saturés des
images des sections boréliennes de sommets o(d) et t(d) forment une par-
tition borélienne de l’espace des sommets en deux. Alors R est le produit
libre des stabilisateurs de o(d) et de t(d) :

R = StabR(o(d)) ? StabR(t(d)).

Démonstration. — Notons R1 et R2 les stabilisateurs de o(d) et t(d)
respectivement et commençons par démontrer que R est engendrée par R1
et R2. Soit x et y deux éléments R-équivalents de X ; considérons l’image
(x, y) ·d(y) par le couple d’éléments (x, y) de l’arête d(y). Les arêtes d(x) et
(x, y) · d(y) appartiennent à la fibre Ax de x et il existe donc une (unique)
géodésique c entre les sommets o(d(x)) et t((x, y) · d(y)) qui sont dis-
tincts par hypothèse. Si n est la longueur de ce chemin, désignons par
(w1, w2, . . . , wn) les arêtes de c. Chacune d’entre elles appartient à l’orbite
d’une unique arête appartenant à l’image de d ou à l’image de d et, étant
donné deux arêtes consécutives, l’une appartient à l’orbite de l’image de d
et l’autre à l’orbite de l’image de d. Puisque l’espace des arêtes orientées est
par hypothèse le R-espace fibré standard canonique gauche, chacune des
arêtes wi est un couple d’éléments (x, xi). On en déduit ainsi un n-uplet
(x1, x2, . . . , xn) d’éléments de X dont le premier coïncide avec x, le dernier
avec y et tel que deux éléments successifs soient Rj-équivalents pour un
certain j.

Soit x et y deux éléments Rj-équivalents de X. L’image du sommet
t(d(y)) par le couple d’éléments (x, y) est un sommet à distance unité du
sommet origine de d(x). Si (x1, x2, . . . , xn) désigne un n-uplet réduit, on
en déduit par récurrence que le sommet terminal de (x1, xn) · d(xn) est au
moins à distance unité du sommet origine de d(x1) : ceci exclut la possibilité
que x1 soit égal à xn. �

On déduit du théorème précédent le cas où l’espace des arêtes orientées
est engendré par l’image d’une section partielle dont le stabilisateur est
trivial.

Corollaire 23. — Soit A un R-arboretum sur X. On suppose qu’il
existe une section partielle d (définie sur A) de l’espace des arêtes orientées
telle que s(A) soit un domaine fondamental de RA1+ . En outre, on suppose

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



THÉORÈME DE KUROSH 1181

que les saturés des images des sections partielles de sommets o(d) et t(d)
forment une partition borélienne de l’espace des sommets en deux. Alors la
restriction de R à A est le produit libre de ses sous-relations StabR(o(d))
et StabR(t(d)).

En particulier, on en déduit qu’une telle relation d’équivalence borélienne
est stablement orbitalement équivalente à un produit libre de deux sous-
relations.

2.2. Produit amalgamé de deux sous-relations

Nous allons généraliser au cas des produits amalgamés suivant une sous-
relation commune (cf. déf. 24) les résultats obtenus dans le paragraphe
précédent. Puis nous terminons cette partie en donnant une application qui
illustre que les méthodes géométriques que nous développons permettent
de démontrer simplement des résultats de nature algébrique.

Soit R une relation d’équivalence borélienne sur X engendrée par deux
sous-relations R1 et R2. Soit R3 une sous-relation commune à R1 et R2.
Soit un entier naturel n > 2. Un n-uplet (x1, x2, . . . , xn) d’éléments de X
est dit réduit si, pour tout i de [[ 1 ; n−1 ]] :
• chaque (xi, xi+1) est un couple d’éléments R1-équivalents ou R2-

équivalents et deux couples successifs ne sont pas Rj-équivalents pour
le même j ;
• aucun couple d’éléments (xi, xi+1) n’est R3-équivalent dès que n > 2 ;
• x1 6= x2 si n = 2.

Définition 24 (Gaboriau, [4]). — La relation d’équivalence boré-
lienne R est le produit amalgamé des sous-relations R1 et R2 suivant la
sous-relation R3 si, pour tout n-uplet réduit (x1, x2, . . . , xn) d’éléments
de X, xn est différent de x1. Dans ce cas, on note

R = R1 ?R3 R2.

Remarque. — Dans le cas où la sous-relationR3 est triviale, la notion de
produit amalgamé des sous-relations R1 et R2 suivant la sous-relation R3
coïncide avec celle de produit libre des sous-relations R1 et R2 (cf. déf. 19).

Exemple. — Si un groupe dénombrable Γ est le produit amalgamé de
deux groupes Γ1 et Γ2 suivant un sous-groupe commun Γ3 et agit librement
sur X, la relation d’équivalence borélienne Rα engendrée par les orbites de
l’action α de Γ est le produit amalgamé des sous-relations Rα1 et Rα2

suivant la sous-relation Rα3 .

TOME 60 (2010), FASCICULE 4



1182 Aurélien ALVAREZ

À toute relation d’équivalence borélienneR sur X qui est le produit amal-
gamé des sous-relations R1 et R2 suivant la sous-relation R3, nous allons
associer canoniquement un R-arboretum A (R1 ?R3 R2) sur X. Désignons
par R/R1, R/R2 et R/R3 les R-espaces fibrés standards canoniques asso-
ciés aux paires (R,R1), (R,R2) et (R,R3). Or R3 étant une sous-relation
commune de R1 et R2, on déduit du lemme 6 un morphisme surjectif o
de R/R3 dans R/R1 envoyant la section borélienne saturante dR3 sur la
section borélienne saturante dR1 , et de même un morphisme surjectif t
de R/R3 dans R/R2 envoyant dR3 sur dR2 .

On définit l’espace des arêtes orientées comme étant R/R3 et l’espace
des sommets comme la réunion disjointe de R/R1 (espace des sommets
de couleur 1) et R/R2 (espace des sommets de couleur 2). L’application
sommet origine est définie comme étant le morphisme de R-espaces fibrés
standards o et l’application sommet terminal est définie comme étant le
morphisme t. La compatibilité des actions de R entre les espaces de som-
mets et d’arêtes assure que nous avons ainsi défini un R-champ de graphes
borélien A. Nous allons maintenant démontrer que les fibres de A sont
des arbres, ce qui montrera que A est un R-arboretum. Pour cela, nous
allons prouver une caractérisation dynamique des produits amalgamés de
sous-relations.

Théorème 25. — Soit R une relation d’équivalence borélienne et A un
R-champ de graphes borélien sur X. On suppose que l’espace des arêtes
orientées A1+ est un espace fibré standard homogène dont on note
s : A −→ A1+ une section partielle saturante. De plus, on suppose que les
saturés des images des sections partielles de sommets o(s) et t(s) forment
une partition R-invariante de l’espace des sommets en deux. Les assertions
suivantes sont alors équivalentes :

1. A est un R-arboretum ;

2. R|A est le produit amalgamé des sous-relations StabR(o(s)) et
StabR(t(s)) suivant la sous-relation StabR(s).

Démonstration du théorème. — Puisque A est un domaine complet
de R, quitte à considérer le R|A-arboretum sur A, on peut supposer que
A = X et se ramener au cas d’une section borélienne saturante de l’es-
pace des arêtes orientées. Notons R3 = StabR(s) le stabilisateur de s, et
R1 = StabR(o(s)) et R2 = StabR(t(s)) les stabilisateurs des sections boré-
liennes de sommets origines o(s) et de sommets terminaux t(s) correspon-
dantes. Le théorème est alors une conséquence des deux lemmes suivants.
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Lemme 26. — Les fibres de A sont connexes si et seulement si R est
engendrée par R1 et R2.

Démonstration. — Soit A′ le champ de sous-graphes borélien de A sur X
dont les fibres sont les composantes connexes de l’image de la section boré-
lienne d’arêtes s. Soit R′ la sous-relation de R qui laisse invariant le champ
de sous-graphes borélien A′ : deux éléments x et y de X sont R′-équivalents
si l’image par le couple d’éléments (y, x) de A′x est égale à A′y. Enfin on
note R′′ la sous-relation de R engendrée par R1 et R2. Si deux éléments x
et y de X sont R1 ou R2-équivalents, les arêtes s(y) et (y, x) · s(x) ont un
sommet en commun. L’arête (y, x) · s(x) appartient donc à A′y et par suite

(y, x) · A′x = A′y,

ce qui prouve que R′′ est une sous-relation de R′.
Notons B1 le champ de sous-graphes borélien de A dont les arêtes sont

les éléments du R′′-saturé de l’image de la section borélienne d’arêtes s.
Considérons B2 le champ de sous-graphes borélien de A dont les arêtes
dans la fibre d’un élément x de X sont les (x, y) · s(y), où y est un élément
R-équivalent à x et n’appartenant pas à la R′′-classe de x. Comme l’image
de s est un domaine complet de la relation d’équivalence borélienne RA1+

engendrée sur l’espace des arêtes orientées, la réunion des champs de sous-
graphes boréliens disjoints B1 et B2 est égale à A. Ceci implique que B1
contient A′ et donc que R′ est une sous-relation de R′′.

Les fibres de A sont connexes si et seulement si les champs de graphes
boréliens A et A′ sont égaux, c’est-à-dire si et seulement si R et R′ sont
égales, et d’après ce qui précède R′ et R′′ coïncident. �

Lemme 27. — Pour qu’aucune fibre de A ne contienne de circuit, il faut
et il suffit que pour tout (n + 1)-uplet réduit (x1, x2, . . . , xn) d’éléments
de X, l’élément xn soit différent de x1.

Démonstration. — Pour tout élément x de X, la donnée d’un chemin
c = (c1, c2, . . . , cn) (n > 1) sans aller-retour dans la fibre Ax de x est
équivalente à la donnée d’un n-uplet (x1, x2, . . . , xn) réduit d’éléments de X
dans la R-classe de x. En effet, chacune des arêtes de c appartient à l’orbite
d’une arête appartenant à l’image de s ou à l’image de s, donc pour tout i, il
existe xi dans laR-classe de x tel que ci = (x, xi)·s(xi) ou ci = (x, xi)·s(xi).
De plus, étant donné deux arêtes consécutives, l’une appartient à l’orbite
de l’image de s et l’autre à l’orbite de l’image de s d’après l’hypothèse faite
sur l’espace des sommets de A. Réciproquement, un tel n-uplet définit
bien un chemin sans aller-retour dans la fibre de x dont les arêtes sont les
(x, xi) · s(xi).
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Enfin, le chemin c est un circuit (c’est-à-dire tel que les sommets origine
o(c) et terminal t(c) soient les mêmes) si et seulement si les éléments x1
et xn sont R1 ou R2-équivalents. �

Comme conséquence du théorème précédent et du fait déjà vu que

StabR(d̃3) = R3, StabR(o(d̃3)) = R1 et StabR(t(d̃3)) = R2,

nous en déduisons le résultat annoncé :

Corollaire 28. — Si une relation d’équivalence borélienne R est le
produit amalgamé de ses sous-relations R1 et R2 suivant la sous-
relation R3, alors A (R1 ?R3 R2) est un R-arboretum.

Nous dirons que A est leR-arboretum canonique associé àR=R1?R3R2.

Pour terminer ce paragraphe, donnons une application de ce qui précède.

Proposition 29. — Soit R une relation d’équivalence borélienne qui
est le produit amalgamé des sous-relations R1 et R2 suivant la sous-
relation R3. Supposons que S soit une sous-relation de R telle que, pour
tout élément φ de [[R]], les intersections des sous-relations φ−1R1φ et
φ−1R2φ avec S soient lisses. Alors S est une sous-relation arborable de R.

Démonstration. — Considérons le R-arboretum canonique A associé à
la décomposition de R et montrons que l’action de S sur A0 est quasi-libre.
Soit s une section partielle de A0. Quitte à découper en deux le domaine
de définition de s, on peut supposer que s est une section partielle de
R/R1 (ou R/R2). Autrement dit, de manière générale, si s est une section
partielle de A0 définie sur A ⊂ X, alors A est la réunion disjointe des parties
boréliennes A1 et A2 telles que s(A1) ⊂ A0,1 et s(A2) ⊂ A0,2, où A0,1

et A0,2 sont les espaces de sommets de A de couleurs 1 et 2 respectivement.
La sous-relation S agit sur A0,1 = R/R1 et par suite, le S-stabilisateur de s
est l’intersection de S avec une sous-relation de R (définie sur le domaine
de définition de s) stablement conjuguée à une restriction de R1 (cf. rem. 2
de la prop. 5). Une telle intersection étant lisse par hypothèse, on en déduit
que S agit quasi-librement sur A et que S est arborable (cf. th. 14). �

3. R-arboretums et décompositions de R

Dans cette partie, nous nous intéressons au cas général d’une action
d’une relation d’équivalence borélienne R sur un arboretum A sur X. Nous
sommes amenés à introduire la notion de graphe de relations (déf. 30) et
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les techniques que nous allons utiliser prolongent celles que nous avons
développées dans le cas des actions quasi-libres (cf. § 1.2). En particulier,
nous étudions comment reconstruire R en termes de produits amalgamés
à partir des stabilisateurs de certaines sections partielles de A. Nous en
déduisons un théorème de décomposition (th. 42) pour les sous-relations
d’un produit libre dénombrable R = ?i∈IRi de sous-relations Ri (i ∈ I),
ainsi que la structure de toute restriction de R à une partie borélienne A
de X (th. 44).

3.1. Graphes de relations et désingularisations

Dans la démonstration de la proposition 17 lors de notre étude des ac-
tions quasi-libres sur un arboretum, nous avons implicitement construit un
arbre d’isomorphismes partiels, c’est-à-dire un arbre dénombrable à chaque
sommet duquel est attaché un espace borélien standard et à chaque arête
un isomorphisme partiel entre des parties boréliennes des espaces boréliens
standards portés par les extrémités de cette arête. La définition suivante
généralise cette idée.

Définition 30 (Graphe de relations). — Un graphe de relations Gr est
la donnée d’un graphe dénombrable G, d’une relation d’équivalence bo-
rélienne sur un espace borélien standard pour chaque sommet et chaque
arête de G de sorte que les relations d’équivalence boréliennes portées par
une arête et son arête opposée soient égales, ainsi que, pour chaque arête a
de G, d’un morphisme injectif de la relation d’équivalence borélienne por-
tée par a dans la relation d’équivalence borélienne portée par le sommet
terminal de a. Si G est un arbre, nous dirons que Gr est un arbre de rela-
tions.

Remarque. — Dans le cas particulier où toutes les relations d’équiva-
lence boréliennes portées par les sommets de G sont triviales, nous dirons
que Gr est un graphe d’isomorphismes partiels (souvent noté Gip) puisque
la donnée de Gr permet d’attacher canoniquement à chaque arête a de G
un isomorphisme partiel φa dont la source et le but sont des parties boré-
liennes des espaces boréliens standards portés par les sommets origine et
terminal de a, de sorte que φa et φā soient inverses l’un de l’autre. Si de
plus, tous les espaces boréliens standards portés par les sommets de G sont
des singletons, alors la donnée de Gip est équivalente à celle du graphe G.

Étant donné un arbre d’isomorphismes partiels Gip, considérons la
réunion disjointe des espaces boréliens standards portés par les sommets
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de G. Les isomorphismes partiels canoniquement portés par les arêtes de G
engendrent une relation d’équivalence borélienne lisse S sur cette réunion
disjointe. Un graphage Gr de S est défini de la manière suivante : un couple
d’éléments (x, y) appartient à Gr si x et y appartiennent aux espaces bo-
réliens standards portés par des sommets adjacents de G et si y est l’image
de x par l’isomorphisme partiel porté par l’une des deux arêtes (inverses
l’une de l’autre) joignant ces deux sommets. De plus, étant donné une énu-
mération des sommets de G, il n’est pas difficile d’exhiber par récurrence un
domaine fondamental de S. Notons D1 l’espace borélien standard porté par
le premier sommet : puisque le graphe G sous-jacent à Gip est un arbre, D1
ne rencontre au plus qu’une seule fois chaque classe de S. Pour tout k > 1,
ayant construit une partie borélienne Dk de la réunion des espaces boré-
liens standards portés par les k premiers sommets de G qui ne rencontre au
plus qu’une seule fois chaque classe de S, Dk+1 est par définition la réunion
de Dk et du complémentaire du saturé de Dk dans l’espace borélien stan-
dard porté par le sommet k + 1 de G. La réunion croissante des Dk est un
domaine fondamental de cette relation.

Un arbre d’isomorphismes partiels Gip est dit enraciné s’il est muni d’un
sommet, appelé racine, tel que l’espace borélien standard attaché soit un
domaine fondamental de cette relation d’équivalence borélienne. Notons
que dans ce cas, l’isomorphisme partiel porté par une arête dont le sommet
origine est celui de ses deux sommets le plus proche de la racine est surjectif.
Un tel arbre d’isomorphismes partiels enraciné définit naturellement un
arboretum sur l’espace borélien standard Y porté par sa racine. Si A est un
champ de graphes borélien sur X et Gip un arbre d’isomorphismes partiels
enraciné, une représentation de Gip dansA est la donnée d’un isomorphisme
d’espaces boréliens standards entre Y et une partie borélienne XY de X et
d’un isomorphisme χ entre l’arboretum défini par Gip sur sa racine Y et
un sous-arboretum de la restriction de A à XY. On dit alors que χ est
une représentation de Gip dans A et que les images (par l’isomorphisme de
représentation χ) des espaces boréliens standards portés par les sommets et
les arêtes de Gip sont des représentations dans A de ces espaces boréliens
standards.

Étant donné une relation d’équivalence borélienne R sur X, considérons
désormais le cas d’un R-champ de graphes borélien A sur X. Si χ est une
représentation d’un arbre d’isomorphismes partiels enraciné Gip dans A,
l’action de R sur A donne naissance à des relations d’équivalence boré-
liennes sur les représentations dans A des espaces boréliens standards de
sommets et d’arêtes de Gip : ce sont respectivement les restrictions de RA0
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etRA1 . Une représentation de Gip dansA induit ainsi une structure d’arbre
de relations Gr sur Gip.

Via le foncteur d’oubli, à tout arbre de relations Gr est canoniquement
associé un arbre d’isomorphismes partiels Gip. Nous dirons qu’un arbre de
relations Gr est enraciné si l’arbre d’isomorphismes partiels Gip sous-jacent
à Gr l’est. Une représentation d’un arbre de relations enraciné Gr dans A
est une représentation χ de Gip dans A telle que χ induise des isomor-
phismes de relations d’équivalence boréliennes entre les relations d’équiva-
lence boréliennes portées par les sommets et les arêtes de Gr et les res-
trictions de RA0 et RA1 aux représentations dans A des espaces boréliens
standards portés par les sommets et les arêtes de Gip.

Définition 31 (Arboretum de représentants). — Soit A un R-champ
de graphes borélien sur X. Un arboretum de représentants de l’action de R
sur A est la donnée d’un arbre de relations enraciné Gr et d’une repré-
sentation χ de Gr dans A telle que les RA0-saturés des représentations
des espaces boréliens standards portés par les sommets de Gr forment une
partition de l’espace des sommets A0.

Remarque. — Étant donné un relevé d’un arbre maximal de l’espace
quotient d’une action d’un groupe sur un graphe connexe, on définit na-
turellement un arbre de groupes en considérant les stabilisateurs des som-
mets et des arêtes de ce relevé (cf. [13]). Un arboretum de représentants
correspond à une donnée analogue dans le cas des relations d’équivalence
boréliennes.

Comme dans le cas d’une action quasi-libre sur un arboretum (cf.
prop. 17), on démontre l’existence d’un arboretum de représentants pour
toute action de R sur un arboretum A sur X.

Proposition 32. — Pour tout R-arboretum A sur X, il existe un ar-
boretum de représentants de l’action de R sur A.

Démonstration. — L’idée de la preuve de l’existence d’un arboretum de
représentants est essentiellement la même que dans le cas des actions quasi-
libres (cf. prop. 17). Dans la démonstration de la proposition 17, nous pre-
nions soin à chaque étape de considérer des sections partielles de sommets
(et donc d’arêtes) dont les stabilisateurs étaient triviaux, ce qui était pos-
sible car RA0 et RA1 étaient des relations d’équivalence boréliennes lisses
par hypothèse, pour ainsi construire un arbre d’isomorphismes partiels.
Dans le cas général où RA0 et RA1 ne sont plus supposées lisses, il n’est
plus possible a priori d’assurer que les stabilisateurs des sections partielles
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choisies soient triviaux à chaque étape de la construction. C’est ainsi que
nous sommes contraints de passer des arbres d’isomorphismes partiels aux
arbres de relations : le stabilisateur d’une section partielle de sommets
ajoutée à l’étape n+1 et le stabilisateur de la section partielle d’arêtes
correspondante sont des relations d’équivalence boréliennes respectivement
portées par un sommet terminal et la paire d’arêtes opposées reliant ce
dernier à l’arbre de relations construit à l’étape n. �

Remarque. — La première section de sommets construite étant définie
sur un domaine complet A quelconque de R, on peut choisir A = X (c’est-
à-dire une section borélienne s définie sur tout X) et ainsi supposer que
l’espace borélien standard portée par la racine s’identifie (via s) à X, ce
que nous ferons par la suite.

Nous allons introduire une dernière notion, celle de désingularisation
d’une action. Étant donné une action d’une relation d’équivalence boré-
lienne R sur un arboretum A sur X, nous avons vu (prop. 32) l’existence
d’un arboretum de représentants Gr de cette action ; cependant cette no-
tion n’ « encode » pas toute l’information de l’action de R sur A dans le cas
général puisque les RA1-saturés des représentations des espaces boréliens
standards portés par les arêtes de Gr ne recouvrent pas a priori l’espace
des arêtes A1.

Définition 33 (Désingularisation d’une action). — Une désingularisa-
tion de l’action deR surA est la donnée d’un graphe orienté de relations Gr
(c’est-à-dire de graphe sous-jacent G orienté), d’un sous-arbre maximal en-
raciné Am de G et d’un isomorphisme partiel φa de [[R]] pour chaque
arête a de l’orientation de G n’appartenant pas à Am tel que :
• l’arbre de relations enraciné Arm induit par Gr sur Am soit un arbore-

tum de représentants de l’action de R sur A tel que l’espace borélien
standard porté par la racine de Am s’identifie à X (notons χ l’isomor-
phisme de représentation) ;
• pour toute arête a de l’orientation de G n’appartenant pas à Am, il

existe une section partielle d’arêtes sa définie sur la source de φa, dont
les sommets origines appartiennent à la représentation dans A de l’es-
pace borélien standard porté par le sommet origine de a et telle que
les images par φa des sommets terminaux appartiennent à la représen-
tation dans A de l’espace borélien standard porté le sommet terminal
de a. Comme pour les sommets, nous dirons que l’image de cette sec-
tion partielle est une représentation de l’espace borélien standard porté
par l’arête ;
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• pour toute arête a de l’orientation de G n’appartenant pas à Am, χ
induit un isomorphisme entre StabR(sa) identifié à une sous-relation
de Rχ(o(a)) et l’image par le morphisme injectif associé à ā de la re-
lation d’équivalence borélienne portée par ā dans la relation d’équi-
valence borélienne portée par t(ā), ainsi qu’un isomorphisme entre
φa StabR(sa)φ−1

a identifié à une sous-relation de Rχ(t(a)) et l’image
par le morphisme injectif associé à a de la relation d’équivalence bo-
rélienne portée par a dans la relation d’équivalence borélienne portée
par t(a) ;
• les RA1-saturés des représentations des espaces boréliens standards

portés par les arêtes de Gr forment une partition de l’espace des
arêtes A1.

Démontrons à présent l’existence d’une désingularisation pour toute ac-
tion d’une relation d’équivalence borélienne sur un arboretum. Ce résultat
d’existence est analogue à la construction d’un graphe de groupes associé
à une action d’un groupe sur un arbre.

Théorème 34. — Soit A un R-arboretum sur X. Alors il existe une
désingularisation de l’action de R sur A.

Remarque 1. — Comme nous allons le voir dans la construction ci-
dessous, pour toute arête a de l’orientation de G n’appartenant pas à Am, le
graphe de l’isomorphisme partiel φa ne rencontre pas la diagonale de X×X.

Remarque 2. — Tout comme dans le cas d’une action d’un groupe sur un
arbre, il n’y a pas de désingularisation canonique et nous sommes amenés à
faire de nombreux choix lors de notre construction. D’ailleurs il n’y a déjà
pas de choix canonique d’un graphe sous-jacent à une désingularisation,
contrairement au cas classique où le graphe sous-jacent est l’espace quotient
de l’action sans inversion du groupe sur l’arbre.

Démonstration. — La proposition 32 assure l’existence d’un arboretum
de représentants, c’est-à-dire un arbre de relations enraciné Arm et d’un
isomorphisme de représentation χ de Arm dans A, tel que l’espace borélien
standard porté par la racine de Am s’identifie à X. Ainsi les orbites sous
l’action de R des représentations des espaces boréliens standards portés
par les sommets de Arm forment une partition R-invariante de l’espace des
sommets A0. Désignons par C le complémentaire dans A1 des R-orbites
des représentations des espaces boréliens standards portés par les arêtes
de Arm. Si C est vide, alors Arm est déjà une désingularisation de l’action
de R sur A. Sinon, la partie borélienne C′ de C constituée des arêtes dont
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le sommet origine appartient à l’arboretum de représentants est non vide
car les fibres de A sont des graphes connexes et que R agit en préservant les
distances sur A0. Nous allons construire une famille de sections partielles
de C dont les saturés des images forment une partition borélienne de C.

Soit P un sommet de Arm et s la section partielle de sommets de A re-
présentant l’espace borélien standard porté par P. Pour tout sommet Q
de Arm, considérons la partie borélienne C(P,Q) de C constituée des arêtes
dont le sommet origine appartient à l’image de s et dont le sommet termi-
nal appartient au saturé de la représentation de l’espace borélien standard
porté par Q. Si C(P,Q) est non vide, c’est un espace fibré standard sur
π(C(P,Q)) que nous pouvons exhauster d’après le lemme 10 à l’aide de
sections partielles dont les saturés des images forment une partition boré-
lienne de C(P,Q). Chacune de ces sections partielles d’arêtes donne lieu à
une arête dans Arm entre les sommets P et Q. La restrictionRa de la relation
d’équivalence borélienne RA1 à l’image de l’une de ces sections partielles a
de A1 s’identifie naturellement à une sous-relation de la représentation de
la relation d’équivalence borélienne portée par P ; quitte à considérer une
restriction de a à un domaine complet de son stabilisateur, Ra s’injecte
comme sous-relation de la relation d’équivalence borélienne portée par Q
via un isomorphisme partiel de [[R]] qui envoie la section de sommets ter-
minaux t(a) dans la représentation de l’arboretum de représentants. �

Étant donné une désingularisation (Gr,Am, χ) de l’action d’une relation
d’équivalence borélienne R sur un arboretum A sur X, nous allons désor-
mais démontrer quelques propriétés de cette désingularisation. Rappelons
que la représentation de l’arboretum de représentants de l’action deR surA
est un sous-arboretum de A sur X et que l’isomorphisme partiel porté par
une arête de Aipm dont le sommet origine est celui de ses deux sommets
le plus proche de la racine est surjectif. Enfin, rappelons que les relations
d’équivalence boréliennes portées par les sommets de Gr s’identifient via χ
à des sous-relations de R et qu’à chaque arête a de l’orientation de G n’ap-
partenant pas à Am correspond un isomorphisme partiel φa de [[R]]. On
définit φa = φ−1

a pour toute arête a de l’orientation de G \ Am et, pour
toute arête a de Am, φa comme la restriction de l’identité de X sur la pro-
jection dans X de la représentation de l’espace borélien standard porté par
le sommet origine de a.

Soit P et Q deux sommets adjacents dans l’arbre maximal Am ; supposons
que P soit le plus proche des deux du sommet racine. Identifiées via χ à
des sous-relations de R sur les parties boréliennes XP ⊃ XQ de X, notons
RP et RQ les relations d’équivalence boréliennes portées par les sommets P
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et Q. De même, identifiée à une sous-relation deR définie sur XQ, désignons
par RP,Q la relation d’équivalence borélienne portée par l’arête de Am
joignant P à Q .

Lemme 35. — La relation d’équivalence borélienne engendrée parRP|XQ

et RQ sur XQ est le produit amalgamé de RP|XQ
et RQ suivant la sous-

relation RP,Q.

Démonstration. — Considérons dans A les représentations des espaces
boréliens standards portés par les sommets P et Q, ainsi que la représenta-
tion de l’espace borélien standard porté par l’arête de Arm joignant P à Q ;
cette dernière définit sur XQ ⊂ X une section partielle d’arêtes s. Notons S
la relation d’équivalence borélienne engendrée par RP|XQ

et RQ sur XQ et
considérons l’orbite de l’image de s sous l’action de S. Par définition de S,
on obtient pour tout élément x de XQ un sous-arbre A′x de Ax. Ainsi, S est
une relation d’équivalence borélienne qui agit sur l’arboretum A′ sur XQ,
lequel possède une section borélienne d’arêtes dont l’image est un domaine
complet de SA′1 et tel que les saturés des sections boréliennes de sommets
origines o(s) et terminaux t(s) forment une partition bi-colorée de l’espace
des sommets A′0. Le résultat découle alors du théorème 25. �

Le lemme précédent s’étend sans difficulté au cas de deux sommets quel-
conques distincts. Pour cela, considérons la géodésique dans Arm joignant les
deux sommets P et Q et supposons que l’intersection XP,Q ⊂ X des espaces
boréliens standards portés par ces sommets ne soit pas vide. Désignons par
RP,Q l’intersection de toutes les relations d’équivalence boréliennes portées
par les arêtes de la géodésique joignant P et Q.

Proposition 36. — La relation d’équivalence borélienne S engendrée
par RP|XP,Q

et RQ|XP,Q
sur XP,Q est le produit amalgamé de RP|XP,Q

et
RQ|XP,Q

suivant la sous-relation RP,Q.

Démonstration. — Nous allons procéder comme dans la démonstration
du lemme précédent ; considérons les représentations dans A des espaces
boréliens standards portés par les sommets et les arêtes de la géodésique
joignant P à Q dans Am. Partant du sous-arboretum A′′ de la restriction
de A à XP,Q, intéressons-nous à l’image de A′′ sous l’action de la relation
d’équivalence borélienne S. On obtient ainsi un S-arboretum A′ sur XP,Q.
La contraction de A′ suivant A′′ dans chaque fibre de XP,Q est une opé-
ration borélienne qui se prolonge par S-équivariance : on obtient alors un
nouvel S-arboretum sur XP,Q satisfaisant les conditions du théorème 25 et
dont le stabilisateur de la section d’arêtes ainsi construite n’est autre que
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l’intersection de toutes les relations d’équivalence boréliennes portées par
les arêtes de la géodésique joignant P à Q. �

Identifiées via χ à des sous-relations de R, les relations d’équivalence
boréliennes portées par les sommets de G engendrent une sous-relation R′
de R définie sur X. Notons R′′ la sous-relation de R (a priori définie seule-
ment sur une partie borélienne de X) engendrée par les isomorphismes
partiels φa portés par chacune des arêtes a de G. Nous allons désormais
voir que R est engendrée par R′ et R′′.

Lemme 37. — Soit x et y deux éléments R-équivalents de X.

1. (y, x) ·A′x ∩A′y 6= ∅ si et seulement si x et y sont RP-équivalents pour
la relation d’équivalence borélienne RP portée par un sommet P de G.

2. Le R′-saturé de A′ est un R′-arboretum.

3. (y, x) · [R′ · A′x] ∩
[
R′ · A′y

]
6= ∅ si et seulement si x et y sont R′-

équivalents. Dans ce cas on a en fait (y, x) · [R′ · A′x] =
[
R′ · A′y

]
.

Démonstration. — Le point 1 est clair par définition et le point 2 est une
conséquence directe de la connexité dans chaque fibre déduite du point 1.
On en déduit alors directement le point 3. �

Proposition 38.
1. Toute relation d’équivalence borélienne RP portée par un sommet P

de G est d’intersection triviale avec R′′.

2. R′′ est arborable.

Démonstration. — Le point 1 est une conséquence du fait que les fibres
de A soient des arbres et donc ne contiennent pas de circuit de longueur 1.
On déduit du point 1 et du point 1 du lemme 37 que les images par des
couples d’éléments R′′-équivalents de A′ dans une fibre donnée sont dis-
joints. Considérons dans chaque fibre l’enveloppe convexe de tous ces trans-
latés, autrement dit l’enveloppe convexe duR′′-saturé deA′. La contraction
par R′′-équivariance suivant A′ donne un nouvel arboretum sur lequel R′′
agit : le stabilisateur de la section diagonale après contraction est trivial.
En effet, si x et y appartiennent au stabilisateur de la section diagonale,
alors (y, x) · A′x est égal à A′y et on a déjà vu que ceci implique x = y.
On obtient finalement un R′′-arboretum ayant une section borélienne de
sommets (définie sur X) dont l’image est un domaine fondamental pour
l’action sur l’espace des sommets : il s’agit donc d’une action lisse, ce qui
prouve l’arborabilité de R′′. �
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Lemme 39. — Soit S une relation d’équivalence borélienne agissant
sur un arboretum B sur un espace borélien standard Y. Supposons qu’il
existe une section borélienne d de sommets saturante de stabilisateur S ′.
Si (sa)a∈A est une famille dénombrable de sections partielles d’arêtes, dites
extra-arêtes, telle que :

1. les sommets origines de ces extra-arêtes appartiennent à d(Y) ;
2. pour chacune de ces sections d’arêtes sa définie sur Aa, il existe un

isomorphisme partiel φa : Aa −→ Ba de S tel que l’image des sommets
terminaux de sa(Aa) par φa soit exactement d(Ba) ;

3. la réunion de ces extra-arêtes soit un domaine complet de la relation
d’équivalence borélienne sur l’espace des arêtes,

alors S est engendrée par S ′ et S ′′, où S ′′ désigne la relation d’équivalence
borélienne engendrée par le L-graphage (φa)a∈A.

Démonstration. — Soit x et y deux éléments S-équivalents de Y.
Intéressons-nous à la géodésique (de longueur k) joignant d(x) à l’image
par (x, y) de d(y) et notons a1 la première arête de cette géodésique de
sommet origine d(x). Si a1 est une extra-arête, alors il existe un élément x1
de Y qui soit S ′′-équivalent à x et tel que l’orbite du sommet terminal
de a1 contienne d(x1). Puisque S agit sur B en préservant les distances,
la longueur de la géodésique joignant d(x1) à l’image par (x1, y) de d(y)
est de longueur k − 1. Sinon, quitte à considérer un élément S ′-équivalent
à x, on peut supposer que a1 est l’image d’une extra-arête par un des iso-
morphismes partiels φa. Dans ce cas, il existe x1 tel que l’image de d(x1)
par φa soit exactement d(x) : là encore, la longueur de la géodésique joi-
gnant d(x1) à l’image par (x1, y) de d(y) est alors de longueur k−1. Soit n
un entier > 1. Étant donné 0 6 k 6 n − 1 et une suite d’éléments S-
équivalents (x1, x2, . . . , xk) à x, l’argument précédent permet de conclure
que si la longueur de la géodésique joignant d(xn−k) à l’image par (xn−k, y)
de d(y) est de longueur n−k, alors, quitte à considérer d’abord un élément
S ′-équivalent, il existe un élément S ′′-équivalent xn−k−1 à xn−k tel que la
longueur de la géodésique d(xn−k−1) à l’image par (xn−k−1, y) de d(y) soit
de longueur n− k − 1. D’où le résultat. �

Proposition 40. — La relation d’équivalence borélienne R est engen-
drée par R′ et R′′.

Démonstration. — Considérons la contraction de A suivant le R′-saturé
de A′. D’après le point 2 du lemme 37, on obtient un R-arboretum satis-
faisant aux hypothèses du lemme précédent, le stabilisateur de la section
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borélienne de sommets d étant précisément R′ d’après le point 3 du même
lemme 37. �

3.2. Sous-relations d’un produit libre

Nous allons utiliser les résultats précédents pour étudier les sous-relations
d’une relation d’équivalence borélienne qui admet une décomposition en
produit libre d’un ensemble dénombrable de sous-relations. En théorie des
groupes, le théorème de Kurosh ([11]) assure qu’un sous-groupe H du pro-
duit libre G d’une famille de groupes (Gz)z∈Z est isomorphe au produit
libre de son intersection avec des conjugués des Gz convenablement in-
dexés et d’un sous-groupe libre de G. Nous démontrons un théorème de
décomposition (th. 42) dans le contexte des relations d’équivalence boré-
liennes pour les sous-relations d’un produit libre R = ?i∈IRi d’un ensemble
dénombrable de sous-relations Ri, ainsi que la structure d’une restriction
de R à toute partie borélienne Y de X (th. 44).

Définition 41 (Produit amalgamé dénombrable). — La relation d’équi-
valence borélienne R sur X admet une décomposition en produit amalgamé
dénombrable des sous-relations Ri (i ∈ I) suivant la sous-relation commune
R′ si R est engendrée par la famille dénombrable des Ri et si, pour tout
n-uplet réduit (x1, x2, . . . , xn) d’éléments de X, xn est différent de x1. Dans
ce cas, on note

R = ?R′Ri
.

En particulier, si R′ est triviale dans la définition précédente, on obtient
la notion de produit libre dénombrable de sous-relations. Cette définition
est une généralisation immédiate de la définition 24.

Théorème 42. — Soit R une relation d’équivalence borélienne sur X,
produit libre dénombrable de sous-relations Ri (i ∈ I). Si S est une sous-
relation de R définie sur X, alors

S = ?i∈I
(
?ki∈K(i)Ski

)
? T ,

où, pour tout ki d’un ensemble dénombrable K(i), il existe un élément φki
de [[R]] défini sur une partie borélienne Aki de X tel que

Ski =
(
φ−1
ki
Ri|φki (Aki )φki

)
∩ S,
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et où T est une sous-relation arborable de S. De plus, pour tout i de I, il
existe ki dans K(i) tels que

Aki = X et Ski = Ri ∩ S.

Remarque. — Le résultat précédent s’étend sans difficulté supplémen-
taire au cas d’un produit amalgamé dénombrable de sous-relations Ri sui-
vant une sous-relation commune R′ sous l’hypothèse que l’intersection de S
avec toute conjuguée de R′ soit lisse.

Démonstration. — Commençons par déduire le cas général du cas par-
ticulier d’un produit libre de deux sous-relations R1 et R2. Donnons-nous
un ordre sur I (indexé par les entiers naturels non nuls, éventuellement un
nombre fini si I est fini) et commençons par isoler le premier facteur dans
la décomposition de R : on écrit ainsi R = R1 ?R′R′2, où R′2 est le produit
amalgamé des Ri restantes suivant R′. On en déduit que S est le pro-
duit libre de son intersection avec des R-conjuguées de restrictions de R1
et R′2 et d’une sous-relation arborable. On est ainsi amené à s’intéresser
à certaines sous-relations de R′2 = R2 ?R′ R′3 (dont S ∩ R′2), où R2 est
le deuxième facteur dans la décomposition initiale de R et R′3 le produit
amalgamé des Ri restantes suivant R′. On applique à nouveau le théorème
dans le cas de deux facteurs à cette sous-relation, ce qui donne une décom-
position faisant intervenir une sous-relation arborable et des sous-relations
de R-conjuguées de restrictions de R2 et R′3. On continue ainsi la décom-
position des sous-relations de R-conjuguées de restrictions des R′i appa-
raissant et, en utilisant un argument diagonal et le fait que le produit libre
de sous-relations arborables est encore arborable (cf. prop. 20, le cas d’une
infinité dénombrable de facteurs étant analogue), on en déduit l’existence
de Ski et de T comme souhaitées telles que ?i∈I

(
?ki∈K(i)Ski

)
? T soit une

sous-relation de S. Enfin si deux éléments x et y de X sont S-équivalents,
il existe un nombre fini de Ri tel que (x, y) appartienne au produit libre
dénombrable de ces Ri, et donc (x, y) appartient à ?i∈I

(
?ki∈K(i)Ski

)
? T .

Nous allons maintenant démontrer le cas particulier d’un produit libre
de deux sous-relations R1 et R2. Pour cela, considérons le R-arboretum
canonique A associé à la décomposition en produit libre deR = R1?R2 (cf.
p. 1179). Précisons une désingularisation de l’action de S sur A en suivant
la construction développée dans la démonstration de la proposition 32 et en
utilisant la partition naturelle de l’espace des sommets de A en deux par-
ties. Autrement dit, à chaque étape de la construction d’un arboretum de
représentants (dont on note A′ sa représentation dans A), les sections par-
tielles de sommets que l’on considère sont des sections partielles de R/R1
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ou de R/R2 et la première section borélienne d’arêtes que l’on choisit est
la diagonale de l’espace fibré standard canonique des arêtes orientées. Or
nous avons déjà vu (cf. rem. 2 de la prop. 5) que le stabilisateur d’une
section partielle de R/Ri est stablement conjugué à la restriction de Ri à
une partie borélienne de X. Quitte à restreindre son domaine de définition,
on peut donc supposer à chaque étape que le stabilisateur de la section
partielle de R/Ri construite soit conjugué à une restriction de Ri et que le
stabilisateur de la section partielle d’arêtes ainsi défini soit trivial : ceci est
possible car l’action de R sur l’espace des arêtes est lisse. Enfin, puisque la
première section borélienne d’arêtes considérée est la diagonale de R, on en
déduit que les deux premières sections de sommets sont les diagonales dR1

et dR2 de R/R1 et R/R2. Notons que ce qui précède s’étend sans difficulté
supplémentaire au cas où R est le produit amalgamé de R1 et R2 suivant
la sous-relation commune R3 sous l’hypothèse que l’intersection de S avec
toute conjuguée de R3 soit lisse. En effet cette dernière hypothèse assure
que S agisse quasi-librement sur le R-espace fibré standard R/R3.

Contractons la représentation A′ de l’arbre de représentants par R-
équivariance : on se ramène ainsi au cadre du lemme 39 sous l’hypothèse 3’
plus forte qui assure que la réunion des extra-arêtes soit un domaine fon-
damental de la relation d’équivalence borélienne sur l’espace des arêtes,
conséquence du fait que l’action de R soit lisse. Utilisant les notations du
lemme 39 et compte tenu des propositions 36, 38 et 40, il ne reste plus qu’à
voir que S ′ et S ′′ sont des sous-relations en produit libre de S. Pour cela,
commençons par remarquer que S ′ et S ′′ sont d’intersection triviale. En
effet, si deux éléments x et y sont S ′-équivalents, alors le sommet d(x) a
pour image le sommet d(y) sous l’action de (y, x) ; or si x et y sont S ′′-
équivalents, par définition, un des sommets à distance 1 de d(x) est envoyé
sur d(y). Si x 6= y étaient (S ′ ∩ S ′′)-équivalents, on en déduirait alors un
cycle de longueur 1 attaché en d(y).

Remarque. — Rappelons à présent que si on opère par un couple d’élé-
ments (t, φa(t)) où t appartient à la source Aa de φa, cela signifie qu’au-
dessus de t, il existe une arête du domaine fondamental dont le sommet
origine est d(t) et que le sommet terminal de cette arête est envoyé par
(φa(t), t) sur d(φ(t)).

Soit v un sommet dans la fibre de x. Notons a1 la première arête (de som-
met origine d(x)) de la géodésique reliant d(x) à v. Analysons les différentes
situations possibles :
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1. si on opère par un couple d’éléments (x, y) de S ′, alors la distance
de v à d(x) dans la fibre de x est préservée par l’action de (y, x) ;

2. si on opère par un couple d’éléments (x, φa(x)) pour un certain φa :
• si a1 est l’extra-arête qui définit φa (et donc appartient au do-

maine fondamental), alors la distance augmente de −1 ;
• si a1 n’est pas l’extra-arête qui définit φa, alors la distance aug-

mente de +1 ;
3. si on opère par un couple d’éléments (x = φa(u), u) pour un cer-

tain φa :
• si l’arête opposée de a1 est l’image de l’extra-arête qui définit φa,

alors la distance augmente de −1 ;
• si l’arête opposée de a1 n’est pas l’image de l’extra-arête qui dé-

finit φa, alors la distance augmente de +1.

Supposons un mouvement de la forme +1 suivi de −1. L’élément
(φa(x), x) · d(x) est un élément à distance +1 de d(φa(x)). Considérons
un mouvement de la forme −1 avec un certain ψb ; d’après ce qui précède,
il s’agit des situations 2-point 1 et 3-point 1. La situation 2-point 1 est
impossible car a1, qui est l’arête joignant d(φ(x)) à (φ(x), x) · d(x) est par
définition telle que son opposée est l’image d’une arête du domaine fon-
damental : en particulier, ce n’est pas une extra-arête pouvant définir ψb.
Donc 3-point 1 est la seule possibilité et l’unicité due au domaine fondamen-
tal assure alors ψb soit l’inverse de φa. Ainsi tout mouvement de la forme
+1 suivi de −1 est trivial, c’est-à-dire de la forme : x −→ φa(x) −→ x

(conclusion 1).
Supposons un mouvement de la forme +1 suivi de 0 suivi de −1. Les

mêmes arguments que ci-dessus prouvent que cela est impossible, si le 0
correspond à deux points distincts dans S ′ (conclusion 2).

Donnons-nous une suite de points (x1, x2, . . . , xn) avec xn = x1, suc-
cessivement S ′ ou S ′′-équivalents et étudions la distance à la section d des
images successives du sommet d(x0) sous l’action de ces couples d’éléments.
Appliquons les transformations successives de x1 à xn = x1, que l’on sup-
pose être une suite réduite. La fonction distance est une fonction à valeurs
dans Z qui à chaque étape est incrémentée de 0, d’un entier positif ou d’un
entier négatif. Ce qui précède (cf. conclusion 1) assure qu’on se ramène
alors à un mouvement de la forme

0 −→ (+1+1+1+1) −→ 0 −→ (+1+1) −→ 0 −→ (−1−1) −→ 0 −→ etc.

l’uplet étant toujours réduit si on regroupe chaque parenthèse. On en dé-
duit alors en utilisant la conclusion 2 que la distance ne peut que croître
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strictement (ou décroître, selon le signe de la première valeur), ce qui est
absurde car xn = x1. �

Donnons à présent une deuxième application de nos techniques concer-
nant la restriction de R = R1 ?R2 à une partie borélienne A de X qui est
un domaine complet de R1 et R2. On retrouve alors les résultats de Ioana-
Peterson-Popa ([6], prop. 7.4.2) obtenus dans le cadre mesuré ergodique.

Proposition 43. — Soit R = R1 ?R2 une relation d’équivalence bo-
rélienne sur X, produit libre des sous-relations R1 et R2. Si A désigne un
domaine complet commun de R1 et R2, alors

R|A = R1|A ?R2|A ? T ,

où T est une sous-relation arborable de R.

Démonstration. — Continuons de désigner par A le R-arboretum cano-
nique associé à la décomposition de R. Considérons l’action de R|A sur
la restriction de A à A. Par hypothèse, l’image de A par dRi est un do-
maine complet de RR/Ri et, par conséquent, la réunion de dR1(A) et de
dR2(A) est un domaine complet de la restriction de RA0 à l’espace des
sommets de A|A . La construction développée dans la démonstration de la
proposition 32 donne une désingularisation de l’action de R|A sur A|A telle
que le graphe de relations associé ait exactement deux sommets portant
les relations d’équivalence boréliennes R1|A et R2|A et tel que les rela-
tions d’équivalence boréliennes associées aux arêtes soient triviales. Les
mêmes arguments que dans la démonstration du théorème 42 permettent
de conclure. �

Formulons le cas général (sans hypothèse sur A) pour un produit libre
dénombrable de sous-relations. Puisque R|A est une sous-relation de R, on
peut en particulier appliquer le théorème précédent. Mais nous pouvons
être plus précis encore.

Théorème 44. — Soit R une relation d’équivalence borélienne sur X,
produit libre dénombrable de sous-relations Ri (i ∈ I) définies sur des
parties boréliennes Ai de X telles que la réunion des Ai soit égale à X.
Pour toute partie borélienne A de X, la restriction R|A de R à A admet
une décomposition en produit libre dénombrable de sous-relations de la
forme

R|A = ?i∈I
(
?ki∈K(i)Ski

)
? T ,
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où, pour tout ki de l’ensemble dénombrable K(i), il existe un élément φki
de [[R]] défini sur une partie borélienne Aki de X tel que

Ski = φ−1
ki
Ri|φki (Aki )φki ,

et où T désigne une sous-relation arborable de R. De plus, pour tout i de I,
la réunion des Ri-saturés des buts φki(Aki) des φki forme une partition
(dénombrable et borélienne) du domaine de définition Ai de Ri. Enfin,
pour tout i de I tel que Ai ∩A soit non vide, il existe ki dans K(i) tels que

Aki = Ai ∩A et Ski = Ri|Ai∩A .

Démonstration. — Le cas général se déduit du cas de deux facteurs
comme dans la démonstration du théorème 42. Désignant toujours par A le
R-arboretum canonique associé à la décomposition de R = R1 ?R2, consi-
dérons le R|A-arboretum A|A et désingularisons l’action de R|A exactement
comme dans la démonstration du théorème 42 en utilisant la partition na-
turelle de l’espace des sommets de A en deux parties ; la première section
borélienne d’arêtes que l’on choisit est bien entendu la restriction à A de la
diagonale de l’espace fibré standard canonique des arêtes orientées, de sorte
que les deux premières sections de sommets soient les restrictions dR1 |A et
dR2 |A à A des diagonales dR1 et dR2 de R/R1 et R/R2.

Le seul point qu’il reste à voir est que, pour tout i de I, la réunion des
Ri-saturés des φki(Aki) forme une partition de Ai. Pour cela, rappelons que
la réunion des images dR1(X) et dR2(X) des diagonales dR1 et dR2 est un
domaine complet de RA0 . Par suite, quitte à considérer sa restriction à un
domaine complet de son R-stabilisateur, pour toute section partielle s de
sommets monochromes (de couleur l = 1, 2) de A|A définie sur une partie
borélienne As de A, il existe un isomorphisme partiel φs : As −→ Bs de
[[R]] tel que l’image sous l’action de φs de s(As) soit exactement dRl(Bs).
Si s et s′ désignent deux telles sections de sommets de même couleur l
dans la construction d’une désingularisation de l’action de R|A (cf. dém.
prop. 32), on en déduit que les RA0-saturés de dRl(Bs) et dRl(Bs′) sont
disjoints ; par suite, les Rl-saturés de Bs et Bs′ sont disjoints puisque Rl
est précisément le R-stabilisateur de dRl . �
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