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PROCESSUS LINEAIRES, PROCESSUS GENERALISES

par Xavier FERNIQUE

Introduction.

La notion classique de fonction aléatoire (processus) définie ([9])
par une famille de lois temporelles est quelquefois insuffisante. D’une
part, elle ne permet pas I’étude de certains phénomeénes, le bruit de fond
par exemple ; d’autre part, elle nécessite pour les études de régularité,
l'utilisation de certains concepts étrangers a la théorie de la mesure, la
séparabilité ([9]) par exemple.

Ces difficultés tiennent a la nature des choses: la Physique et la
Mathématique sont souvent incapables de déterminer un systéme par ses
états instantanés. De la méme manitre que la détermination précise de
tels systémes « slirs » a nécessité ’élaboration de la théorie des fonctions
généralisées (distributions), de méme la détermination précise de tels
systemes « aléatoires » a nécessité la construction des processus généralisés
(distributions aléatoires). Et de la méme mani¢re que I'emploi des distri-
butions simplifie certaines études de régularité des fonctions, de méme
Pemploi des distributions aléatoires simplifie ’étude de la régularité des
fonctions aléatoires ([11]).

La notion de processus généralisé est née des idées de Gelfand ([13]) :
les processus usuels sont définis par des familles de mesures de proba-
bilité sur des espaces de dimensions finies, indexées par I'ensemble des
parties finies de ’espace de la variable ¢t € R, vérifiant certaines propriétés
de compatibilité. Une distribution ([18]) étant définie non par un argument
t € R, mais par un argument ¢ € @ (ensemble des fonctions indéfiniment
dérivables a support compact), Gelfand définit un processus généralisé par
une famille de mesures de probabilité sur des espaces de dimensions finies,
indexée par I’ensemble des parties finies de (D vérifiant certaines propriétés
de compatibilité.
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Les distributions aléatoires se sont définitivement imposées a partir
des travaux de Minlos ([15]) : de la méme maniére qu’a toute fonction
aléatoire usuelle est associée une mesure de probabilité sur I’espace des
fonctions réelles d’une variable réelle convenablement mesurabilisé ([9]),
de méme a toute distribution aléatoire est associée une mesure sur I'es-
pace @ des distributions convenablement mesurabilisé.

Les distributions aléatoires apparaissent alors comme de bonnes
variables aléatoires : ayant défini sur I'espace topologique @ ([18]) une
tribu @ () liée a sa topologie, on appelle distribution aléatoire toute
application mesurable d’un espace probabilis¢ (Q, &, P) dans I'espace
mesurable (@, B () ).

Dans le premier chapitre de cet ouvrage, on présente (1.2) une étude
systématique de certains espaces topologiques (espaces standards) géné-
ralisant les espaces polonais ; on construit (1.3) une théorie individuelle
de la mesure sur ces espaces ; on étudie (1.4) les variables aléatoires a
valeurs dans un espace standard. Aprés avoir montré (1.5) que la plupart
des espaces fonctionnels usuels, en particulier @Y, sont des espaces stan-
dards, on étudie (1.6) les convergences des mesures et des variables
aléatoires liées a de tels espaces.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie les processus linéaires : famille
(X,) de variables aléatoires numériques indexée par les éléments ¢ d’un
espace vectoriel E, vérifiant certaines conditions linéaires (2.1). Aprés une
étude (2.2) de la régularité d’un processus linéaire indexé par un espace
vectoriel topologique, on cherche (2.3) a quelles conditions on peut lui
associer une variable aléatoire a valeurs dans le dual topologique E’ de
son index, muni d’une tribu convenable. Ces conditions sont simples si
E est limite inductive d’une suite de sous-espaces de Fréchet nucléaires
(th. I1.3.3., Minlos) ou un espace de Hilbert (th. II.3.4., Prohorov [17]).
On les exprime (2.5) en termes de transformées de Fourier.

Le chapitre 3 applique les résultats des études précédentes a I’espace
des distributions : on étudie successivement la tribu borélienne sur @’
(3.2 et 3.3), les opérations sur les distributions aléatoires (3.5), leurs
transformées de Fourier (3.6), leurs convergences et leurs moments (3.7).
On montre en particulier que la fonctionnelle caractéristique est 1’outil
suffisant pour I’étude des distributions aléatoires et de leur convergence :
le célebre théoréme de P. Lévy sur la convergence en loi des variables
aléatoires usuelles s’énonce sans modification (th. III.6.5).
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Le chapitre 4 est un chapitre d’exemples.

La lecture suppose des notions précises sur la théorie de la mesure
et des variables aléatoires usuelles ([16], ch. I, II et III), des espaces
polonais ([2]), des espaces vectoriels topologiques ([3], [8]) des distri-
butions ([18]).

Références. — Les références entre parenthéses correspondent dans
P'ordre aux chapitres, paragraphes, alinéas de la thése. Les références entre
crochets sont des références bibliographiques.
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CHAPITRE PREMIER

MESURES DE PROBABILITE SUR UN ESPACE TOPOLOGIQUE

1. Généralités,

Les progrés de la théorie des processus, a partir des travaux de
Gelfand ([13]) ameénent & définir des mesures de probabilité sur des espa-
ces topologiques relativement complexes, espaces de distributions par
exemple. Ces espaces ne sont ni localement compacts, ni métrisables. On
présente dans ce chapitre une famille d’espaces topologiques sur lesquels
on peut construire des mesures de probabilité suffisamment maniables.

On rappelle d’abord quelques notions :

L.1.1. Tribus, générateurs, espaces et applications mesurables [14].

Soient un ensemble A et une famille @ de parties de A ; on dit que
@ est une tribu sur A si les conditions suivantes sont satisfaites :

a) Le complémentaire de tout ensemble de @3 appartient & @3.

b) Toute intersection dénombrable d’ensembles de @3 appartient a @.
L’ensemble P (A) de toutes les parties de A est évidemment une tribu.
Toute intersection de tribus sur A est une tribu sur A. Pour toute
partie F de P (A), il existe donc une plus petite tribu contenant F ; on
Pappelle la tribu engendrée par F ; on la note ¢ (F). Soient deux ensembles
A et B, une tribu @ sur B et une application f de A dans B ; ’ensemble
=1 (®) des parties de A qui sont images réciproques par f d’éléments de
@ est une tribu sur A ; pour toute partic F de P (B) engendrant @3,
f~1(A) est la tribu engendrée par f—1 (F).

Soient donnés un ensemble A, un index I et pour tout i€ 1, un
ensemble B, une application f; de A dans B; et une tribu @; sur B;; la
tribu sur A engendrée par | f; '(G3;) sera appelée, s’il n’y pas de

iel

confusion possible, tribu engendrée par (j;)iE . et notée o (f;)iEI. ‘
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En particulier, soient une famille d’ensembles (Bi)iel et pour tout
i €1, une tribu @, sur B, ; la tribu engendrée sur II B; par la famille

i€l
des projections (pr,»).El sera appelée tribu produit de (@")-ex et notée
1 k2
® G
iel

On appelle espace mesurable tout couple (A, Q) formé d’'un ensem-
ble A et d’une tribu @ sur A.

Soient deux espaces mesurables (A, @), (B, B3) et une application f
de A dans B ; on dit que f est une application mesurable de (A, @) dans
(B, B) si @ contient f-! (®B). L’application composée de deux appli-
cations mesurables est une application mesurable. Pour qu’une application
f d’'un espace mesurable (A, Q) dans un produit (II B;, ® B:) d’espaces

i i

mesurables soit mesurable, il faut et il suffit que pour tout indice i I’ap-
plication composée pr;of soit mesurable.

L.1.2. Tribu borélienne, applications boréliennes ([2], p. 126).

Dans un espace topologique T, on appelle tribu borélienne sur T
et on note B (T) la tribu engendrée par les parties ouvertes de T ; ses
éléments sont appelés parties boréliennes de T ; la tribu @B (T) est aussi
engendrée par les parties fermées de T.

PRrOPOSITION 1.1.2. — Soient une famille dénombrable (T ,,)n . d’es-

paces topologiques a base dénombrable ([4], p. 20) et I'espace produit
T= I T,; la tribu & (T) est identique a la tribu ® & (T,).

neN neN

En effet, soit pour tout entier n, une base dénombrable C, de la
topologie de T, ; on appelle C la famille des parties de T qui sont de la

k o
forme II U; x M T, ou les U; sont des éléments de C; ; la famille
i=1 i=k+1

C est une base dénombrable de la topologie de T ; la tribu qu’elle engendre
est donc identique a la tribu @ (T) ; elle est identique par construction a
® @B (T,), d’ou le résultat.

Soient deux espaces topologiques T et T’, on dit qu’une application
f de T dans T’ est une application borélienne si c’est une application
mesurable de (T, @ (T)) dans (T’, B (T")). L’application composée de
deux applications boréliennes est borélienne. Toute application continue f
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de T dans T’ est borélienne. En effet, la tribu f—! (B (T’) ) est engendrée
par les images réciproques par f des parties ouvertes de T’ ; ces images
réciproques sont des parties ouvertes de T et engendrent donc une tribu
contenue dans @ (T), d’ou le résultat.

1.1.3. Tribus boréliennes sur des sous-espaces boréliens.

Soient un espace topologique T et un sous-espace T’ de T ; la tribu
borélienne @3 (T”) est engendrée par les parties ouvertes de T’, c’est-a-dire
par les traces sur T’ des parties ouvertes de T ; ces dernitres parties
engendrant @ (T), la tribu borélienne @ (T’) se compose des traces sur T’
des parties boréliennes de T. Si le sous-espace T’ est une partie borélienne
de T, ces traces, intersections de boréliens, sont boréliennes dans T ; la
tribu @ (T”) se compose alors des parties boréliennes de T contenues dans
T’. Dans tous les cas, les applications mesurables d’'un espace mesurable
(E, @) dans (T’, 3 (T’) ) sont les applications mesurables de (E, Q) dans
(T, 3 (T) ) dont 'image est contenue dans T’.

1.1.4. Mesures de probabilité sur un espace topologique.

Dans toute la suite, lorsqu’on utilisera des mesures de probabilité
sur un espace topologique T, il s’agira, sauf mention expresse, de mesures
de probabilité sur (T, @B (T)).

2. Espaces standards.

1.2.1. Définition.

Soient P et T deux espaces topologiques et f une application de P
dans T. On dit que le couple (P, ) standardise T si T est séparé, si P
est polonais et si f est continue bijective. On dit qu’'un espace topologique
T est standard s’il existe un couple standardisant T.

On trouvera une étude des espaces polonais dans ([2], pp. 121-149)
et des mesures de probabilité sur les espaces polonais dans ([16], pp. 59-
65 et 74-79). A la métrisabilité prés, les espaces standards sont ceux qui
sont appelés lusiniens dans [2]. On remarquera que dans [2], le corollaire
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du théoréme 3 du paragraphe 6 est valable sous la seule condition que
Pespace F soit séparé :

PROPOSITION 1.2.1. — Si f est une application continue injective d’'un
espace polonais P dans un espace séparé F, I'image f (P) est un ensemble
borélien de F. Autrement dit tout sous-espace standard d’un espace séparé
F est un ensemble borélien de F.

1.2.2. Exemples d’espaces standards.

Tout espace polonais est standard ; tout espace lusinien ([2], p. 128)
est standard ; en particulier tout sous-espace borélien d’un espace polonais
est lusinien ([2], p. 134) donc standard. Plus généralement :

PROPOSITION 1.2.2. — (a) Soient T un espace standard et T’ un
sous-espace de T ; pour que T’ soit standard, il faut et il suffit qu’il soit
borélien dans T. (b) Soient T un espace standard et f une application
continue injective de T dans un espace séparé F, limage f(T) est un
espace standard.

Démonstration. — (a) La nécessité a été énoncée en (1.2.1) ; réci-
proquement, si T’ est un sous-espace borélien de I'espace T standardisé
par le couple (P, ), 'image réciproque f—! (T”) est un sous-espace borélien
de P donc standard ; soit un couple (P’,f) standardisant f—! (T’), le couple
(P’, fof) standardise T”. (b) Soit un couple (P, g) standardisant T ; le
couple (P, fog) standardise f (T).

1.2.3. Tribu borélienne sur un espace standard.

Soit T un espace topologique standardisé par un couple (P, f) ; puis-
que f est bijective, 'image de toute tribu sur P est une tribu sur T. L’image
de la tribu borélienne @B (P) est une tribu contenue dans @ (T) (prop.
1.2.2.) et contenant @B (T) (I.1.2) ; on a donc: f[®B (P)] = & (T). L’ap-
plication f définit donc une application bijective de @ (P) sur @ (T). Elle
sera encore notée f.
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1.24. Théoréme 1.2.4.

(a) Le produit T d’une famille dénombrable (T,) . d’espaces stan-

dards est un espace standard ; sa tribu borélienne est la tribu produit
- ® & (T.

neEN
(b) Dans un espace topologique séparé E, la réunion T d’une famille
dénombrable (T,) N de sous-espaces standards est un espace standard.
(c) L’intersection d’'une famille dénombrable (T,) . de sous-espa-

ces standards d’'un espace séparé est un espace standard ; la différence de
deux sous-espaces standards d’un espace séparé est un espace standard.

Démonstration :
(a) Soit (T,) N une famille dénombrable d’espaces standards ; pour

tout n € N, soit (P,, f.) un couple standardisant T, ; le produit P = II P,
neN

est un espace polonais ([3], p. 121) et 'application f = (f")neN est une

application continue bijective de P sur I'espace séparé T = II T, qui
neN

est donc standard. Par ailleurs, les propositions 1.1.2 et 1.2.3 permettent
d’écrire :

G (T) =1(6 (P)) =f[”§N03(Pn)] =
=f[® 71 (®B(Tw))] = ngNCB (Ta).

neEN

(b) Soit T la réunion d’une famille dénombrable (T”)neu de sous-

espaces standards d’un espace topologique séparé E ; pour tout n €N,
on pose S, = T,— U Ti; les T, étant boréliens dans E (1.2.1), S,

k<n—1
est borélien dans l'espace standard T, : S, est donc standard (I.2.2). La

famille (S")nen est une famille d’espaces standards disjoints dont la

réunion est T ; soit pour tout n €N, un couple (P,, f,) standardisant S, ;
P’espace P somme des P, est un espace polonais ([2], p. 121) et la famille
(f,.)"eN définit une application continue bijective de P sur T ; comme T

est séparé, il est standard.
(c) Soit (T,) . une suite de sous-espaces standards d’un espace
n

séparé E ; leur intersection est homéomorphe ([2], p. 123) & un sous-
espace fermé de leur produit qui est standard ( (a) et prop. 1.2.2 (a) ).
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1.2.5. Théoréme 1.2.5.

(a) Soient deux espaces standards S et T et une application boré-
lienne injective f de S dans T ; I'image f (S) est borélienne dans T.

(b) Sur tout espace standard T, il existe une suite de fonctions boré-
liennes réelles séparant les points.

(c) Sur tout espace standard T, la tribu borélienne est engendrée par
toute suite de parties boréliennes séparant les points ou par toute suite
de fonctions boréliennes numériques séparant les points.

Démonstration. — D’aprés I'alinéa 1.2.3, il suffit d’étudier le cas ou
les espaces considérés sont polonais.

(a) L’espace produit P = S x T est un espace polonais et 1’appli-
cation g : (s, £) = (f (s), ?) est une application borélienne de P dans T x T
puisque on a:

BP=BC)RABM et BT XD=BMB();

la diagonale est fermée dans T x T donc borélienne, son image réciproque
U par g est une partie borélienne de P, donc standard. La restriction a U
de la projection de S x T sur T est continue, et injective comme f; la
projection de U sur T est donc une partie borélienne de T (prop. 1.2.1),
or cette projection est f (S), d’ou le résultat.

(b) Soient d une distance sur T compatible avec sa topologie et
(t,) oy une suite partout dense dans T ; pour tout entier n, on définit la
n

fonction numérique g, sur T par:
&) =dt.1);

1a suite (g,) sépare les points de T.
nEN

(c) Soient (g,,)”GN une suite de fonctions boréliennes numériques
séparant les points de T, et g I’application ¢ — (g, (¢) )”e N de T dans RN ;
lapplication g est borélienne d’aprés la proposition 1.1.2 et injective.
La tribu & engendrée par la suite (g,,)"e N Sur T est identique 2 la tribu
engendrée par g puisque @ (RN) = ® B (R); elle est contenue dans

neEN
@ (T) puisque g est borélienne ; le résultat (I.2.5 (a) ) montre alors qu’elle
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est identique a @ (T). Ceci prouve la deuxiéme affirmation de (c); la
premicre s’ensuit en utilisant des fonctions indicatrices de parties.

1.2.6. Espaces o-compacts.

DEFINITION. — Nous dirons qu’un espace topologique est g-compact
s’il est séparé et réunion d’une suite (K,) N de sous-espaces compacts
ne

métrisables.

Un tel espace T est standard (I.2.4 (b)). Dans chacun des sous-
espaces K,, il existe une famille dénombrable de compacts séparant les
points ; la réunion de ces familles est une famille dénombrable de parties
boréliennes séparant les points de T ; elle engendre donc @ (T) (I.2.5 (¢) ).
Ainsi la tribu borélienne sur un espace g-compact est engendrée par les
parties compactes.

3. Mesures positives bornées sur un espace standard.
1.3.1.

Soit un espace topologique T standardisé par un couple (P,f);
f établit une bijection de @B (P) sur B (T); & toute mesure positive
bornée m sur (P, 3 (P) ), f associe donc une mesure positive bornée f (m)
sur (T, @ (T) ) définie par :

Vbe® (D), U] ® =mlf~ ®)]

L’application f ainsi définie est une bijection de ’ensemble des mesures
positives bornées sur (P, 3 (P)) sur l’ensemble des mesures positives
bornées sur (T, @3 (T) ). Cette bijection met en évidence les théorémes
suivants :

1.3.2. Théoréme 1.3.2.

Soit une mesure positive bornée m sur un espace standard T ; pour
toute partie borélienne A de T, on a:

(1) m(A) =sup {m (K) | K compact métrisable, K C A},
(2) m(A) = inf {m (U)|U ouvert, UDA},
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Démonstration. — Si I'espace T est polonais, le résultat est classique
([16], p. 61) ; si I'espace T est standard, on utilise la bijection 1.3.1 et le
fait que 'image par f d’une partie compacte de P contenue dans f—! (A)
est une partie compacte métrisable de T contenue dans A. On a donc (1) ;
(2) s’ensuit.

On déduit de ce théoreme par les calculs habituels ([S], p. 157) les
corollaires suivants :

COROLLAIRE 1. — Soit m une mesure positive bornée sur l'espace
standard T, toute partie borélienne A de T est réunion d’une suite de
compacts métrisables disjoints et d’'une partie borélienne m-négligeable.

COROLLAIRE 2. — Toute mesure positive bornée sur un espace
standard est portée par un sous-espace o-compact.

1.3.3. Théoréme 1.3.3. (cf. [16], p. 78).

Soient (T,) o Une suite d’espaces standards et II leur produit; pour
n

toute suite finie J d’entiers on suppose donnée une mesure de probabilité

my surlI; = II T,; on suppose que my se projette sur my. si J contient
nelJ

J’; alors il existe une mesure de probabilité unique sur 11 se projetant sur
chaque my.

COROLLAIRE. — Soient T un espace topologique et (T,) y Une
ne

suite d’espaces standards; pour tout entier n > 0, soient g, une application
continue de T, dans T,_,, f, une application continue de T dans T, et
m, une mesure de probabilité sur T,; on suppose que lapplication
f:x—= (. (Jc))neN est un homéomorphisme de T sur le sous-espace U

de gN T, formé des suites (x,) N telles que pour tout n g, (X,) = Xn_1;
n ne

on suppose que l'image de m, par g, est m,_,. L’espace T est alors
standard et il existe une mesure de probabilité unique m sur T telle que
pour tout n, on ait f, (m) = m,, .

Démonstration du corollaire. — Pour tout couple d’entiers (m, n)
tel que m > n, on pose gn = 8ni108ni20...08m ; pour toute suite finie
J d’entiers, on appelle U; I’ensemble des éléments de II; tels que pour tout
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couple d’entiers (m, n) appartenant a J tels que m > n, g, (Xn) = X, ,
et on note j le plus grand élément de J. La continuité des g, montre que
U, est fermé donc borélien dans II;: c’est un espace standard; la
projection de Uy sur T; est continue et bijective, il lui est donc associé une
bijection liant les mesures de probabilité : il existe une mesure de proba-
bilité unique 1y sur U, telle que :

Vbe®U), (b)) =m;pprb);

cette mesure sur U; induit une mesure sur II; portée par U,. On
vérifie facilement que si J contient J’, py se projette suivant ;- ; le
théoréme 1.3.3 montre alors qu’il existe une unique mesure de probabilité
i sur le produit II se projetant sur chaque p;. Cette mesure induit une
mesure portée par le sous-espace standard U et c’est la seule mesure de
probabilité sur U telle que, pour tout n, (f, o f~1) () = m, . En utilisant
TI’homéomorphisme f, on en déduit le résultat.

1.3.4. La proposition suivante donne une généralisation du théoreme
1.2.5. (a):

ProPOSITION 1.3.4. — Soient deux espaces standards S et T, et une
application borélienne f non nécessairement injective de S dans T, pour
toute mesure positive bornée \ sur T, on note B, (T) la tribu p-complétée
de B (T). Alors f (S) appartient a B, (T).

Démonstration. — Du fait de la bijection 1.3.1, on peut supposer
que S et T sont polonais; soit g I'application de S X T dans T X T
définie par g (s, £) = (¢, f (5)), elle est borélienne puisque les tribus boré-
liennes sur S X T et T X T sont les tribus produits des tribus boréliennes
sur les facteurs; 'image réciproque par g de la diagonale fermée est donc
un borélien dans S X T; c’est I'ensemble { (s, ) [ ¢ = f(s) }; f(S) qui est
sa projection sur T est 'image d’une partie borélienne du polonais S X T
dans le polonais T par une application continue et est donc souslinien

([21, p. 127). Soit un espace g-compact C = |J C, portant la mesure
nEN

de probabilité ;1; pour tout entier n, f (S) (M) C, est un sous-espace sous
linien relativement compact de T, il appartient a @, (T) ([2], p. 138,
théoréme 5); f(S), réunion d’une famille dénombrable d’éléments de
By (T) est un élément de @B, (T).
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by

4. Variables aléatoires a valeurs dans un espace standard.

1.4.1. Définition.

Soient un espace topologique séparé T et un espace probabilisé
(Q, &, P), & étant P-compléte; on appelle variable aléatoire a valeurs
dans T toute application mesurable de (Q, Q) dans (T, B (T)); lespace
(Q, A, P) est appelé espace d’épreuves de la variable aléatoire.

Soient deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans T ayant méme
espace d’épreuves; on dit qu’elles sont indiscernables si :

@ {v|Xw=YW)}eEAQ,

La condition (a) est d’ailleurs toujours vérifiée si T est séparé a base
dénombrable (I.1.2) ou si T est standard (I.2.4 (a)), car dans chacun de
ces cas, la diagonale de T x T est fermée et

BTXT)=BM®B(T).

Soit une variable aléatoire X a valeurs dans T; on dit qu’elle est
une variable aléatoire étagée si 'image de Q dans T par X n’a qu’un
nombre fini d’éléments.

Soit une variable aléatoire X a valeurs dans T; I'application ;1 qui
a toute partie borélienne b de T associe P (X~ (b)) est une mesure de
probabilité sur (T, @ (T)); on 'appelle loi de la variable aléatoire. Si les
deux variables aléatoires X et Y sont indiscernables, elles ont méme loi.
Toute mesure de probabilité ;o sur (T, @B (T)) est loi d’au moins une
variable aléatoire, a savoir I'application identique de (T, B, (T), j1) dans

(T, & (T)).

1.4.2. Le théoréme suivant donne une définition constructive des variables
aléatoires a valeurs dans un espace standard.

THEOREME 1.4.2:

(a) La limite X d’une suite (X,) N de variables aléatoires a
. ne
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valeurs dans un espace topologique, ayant méme espace d’épreuves
(Q, &, P) convergeant simplement dans T est une variable aléatoire.

(b) Toute variable aléatoire X a valeurs dans un espace standard T
est limite simple dans T d’une suite de variables aléatoires étagées.

Démonstration de (a) :

Il s’agit de montrer que I'application X de Q dans T est une appli-
cation mesurable de (Q, Q) dans (T, @ (T)); or pour tout ouvert © de
T, on a:

X-1@ ={w|3peN|Vn=p, X,(wE O )
X-1©=U N X70).

PEN n>p

L’ensemble X—! (©) est donc une partie borélienne de Q, d’ou le
résultat puisque @3 (T) est engendré par les parties ouvertes de T.

Démonstration du (b) :

Tout espace polonais étant homéomorphe ([2], p. 124) a une inter-
section dénombrable d’ensembles ouverts du cube IN, il existe un couple
(P, f) standardisant T tel que P soit sous-ensemble d’un espace métrique
compact K. Soit Y I'image réciproque de X par f; c’est une variable aléa-
toire a valeurs dans P. Pour tout entier positif p, on peut recouvrir P par
une famille finie (A%, ) . de parties boréliennes disjointes de K-diametre

me

1
inférieur 8 —; soit (B2) u la famille des images inverses par Y des
me

D
Al,, on choisit un élément w, dans chaque B),. On définit la suite
(Y,) N de variables aléatoires étagées a valeurs dans P par :
peE

Vp=1, VmEM, Vw€B,, Y,(0 =Y (n).
Pour tout élément w de Q, la suite (Y, (w)) o converge dans P vers
V4

Y; la suite des images par f converge alors vers X dans T, d’ou le résultat.

1.4.3. Le théoréme suivant permettra d’opérer sur les variables aléatoires.

THEOREME 1.4.3.

Soit une famille finie (X"')1<k<n de variables aléatoires a valeurs

respectives dans les espaces standards Ty, 1 < k < n, ayant méme espace
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d’épreuves (Q, @, P). Soient de plus F un espace topologique et u une

application de I T, dans F, séparément continue par rapport aux
1<k<n

suites convergentes; I'application u (X, , ..., X,) est une variable aléatoire
a valeurs dans F.

Démonstration. — Pour tout entier k compris entre 1 et n, on choisit
. m . z . 7 7z .
une suite (Xj )mEN de variables aléatoires étagées convergeant simple-

ment dans T vers X, ; pour toute famille (m;) de n entiers posi-

1<kgn
tifs, on construit I'application Y im;) y<rcn = % (X;" R X: "); c’est une
application de Q dans F qui est une variable aléatoire étagée a valeurs
dans F; 'hypothése sur « montre alors par passages a la limite successifs
en my,...,m, que u (X, .., X,) est une variable aléatoire a valeurs
dans F.

5. Exemples d’espaces standards.

1.5.1. Rappels.

On appelle ([3], p- 59) espace de Fréchet un espace vectoriel topo-
logique localement convexe, métrisable et complet. On appelle ([4], p. 89)
espace de Montel un espace localement convexe tonnelé séparé, dans
lequel tout ensemble borné est relativement compact.

On fera dans la suite usage du lemme suivant :
LEMME 1.5.1. — Dans tout espace de Fréchet-Montel E, il existe
une suite partout dense.

Démonstration.

Soit 11 un systtme fondamental dénombrable décroissant de voisi-
nages symétriques de 'origine dans E; il suffit de démontrer que pour
tout élément U de U, il existe une suite (x,,)m_;N telle que

U (x. + U) = E.

neN
Or le théoréme de Zorn permet de définir un sous-ensemble D de E
maximal pour la propriété :

x€D, yeD, x#zy = x—y¢&¢U. (1)
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On a alors E = D + U, sinon D ne serait pas maximal. Supposons
que D ne soit pas dénombrable et montrons qu’on arrive a contradiction :
soit UyCc U, C...CU,C ..., la suite ordonnée des éléments de 11. Comme
tout voisinage de l'origine est absorbant, on peut définir par récurrence
une suite (m”)neu de nombres entiers strictement positifs et une suite

décroissante (A,,)”EN de parties non dénombrables de D telles que, pour

tout entier n EN, (m,41 - Unr1) NA, = A,y1. Pour tout entier n €N,
on choisit par récurrence un élément x, de A, différent de x;, xz, ..., X,—1.
La famille (x,,)P" étant contenue dans A, est absorbée par U, ; il en

tésulte que A = (x")neN est borné, donc relativement compact; pourtant,

si V est un voisinage de 'origine tel que V + V C U, la relation (1) mon-
tre qu’on ne peut pas former de recouvrement fini de A par des ensembles
d’ordre V; il y a donc contradiction.

On a alors:

TuEorEME 1.5.1:

(a) Tout espace de Fréchet de type dénombrable est standard; en
particulier tout espace de Fréchet-Montel est standard.

(b) La limite inductive stricte d’'une suite d’espaces de Fréchet de
type dénombrable est standard.

(©) Le dual faible de tout espace de Fréchet de type dénombrable
est standard.

(d) Le dual faible de la limite inductive stricte d’'une suite d’espaces
de Fréchet de type dénombrable est standard.

(e) Le dual fort de tout espace de Fréchet-Montel est standard.

(f) Le dual fort de la limite inductive stricte d’une suite d’espaces
de Fréchet-Montel est standard.

Démonstration :

(a) : Les espaces considérés sont métrisables et complets de type
dénombrable, donc polonais, donc standards (I.2.2).

(b): Les espaces considérés sont séparés et réunions de suites de
sous-espaces standards (a); ils sont donc standards (théoréme 1.2.4 (b)).

(c) et (e): Les espaces considérés sont séparés et réunions de fa-
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milles dénombrables de compacts métrisables, & savoir les polaires de
voisinages de zéros, ils sont donc standards (1.2.6).

(d) et (f): Soient la limite inductive stricte F d’une suite (F,,)"eN
de sous-espaces de Fréchet de type dénombrable (resp. de Fréchet-Montel)
et F” son dual faible (resp. fort); pour tout entier n, soient F, le dual
faible (resp. fort) de F, , I'application canonique continue g, de F, dans
F._, et lapplication canonique continue f, de F’ dans F, ; I’applica-

tion { f:x— (fa (x))nEN } de F’ sur le sous-espace de IIN F, formé des
ne

suites (x,) en telles que pour tout n, g, (x,) = x,_; est un homéomor-
phisme. Comme la famille (F, )"eN est une famille d’espaces standards
((c) et (e)), 'espace F’ est standard (théoréme 1.3.3).

6. Convergences.

1.6.1. Rappels topologiques. Espaces standards réguliers.

Soit un espace topologique séparé X.

On dit qu’il est régulier si (Om, [1], p. 91) pour toute partie fermée
F de X et tout point x & F, il existe un voisinage de x et un voisinage de
F sans point commun; tout sous-espace est alors régulier.

On dit qu’il est normal si (Ov, [2], p. 81) pour tout couple (A, B)
de parties fermées et disjointes de X, il existe une application continue de
X dans [0,1] égale a zéro en tout point de A et a 1 en tout point de B;
il est alors régulier.

On dit qu’il est paracompact si (P.C, [1], p. 109) pour tout recou-
vrement ouvert de X, il existe un recouvrement ouvert plus fin localement
fini; il est alors normal.

On dit qu'’il est parfaitement normal, s’il est normal et si toute partie
fermée F de X est intersection dénombrable d’ensembles ouverts. 11 existe
alors une application continue de X dans [0, 1] telle que f~!(0) = F.

La topologie d’un espace standard régulier est précisée par la
proposition :
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ProPoOSITION 1.6.1. — Un espace standard régulier est parfaitement
normal et paracompact.

Démonstration. — Soient un espace standard T et un couple (P, f)
le standardisant; pour tout recouvrement ouvert Q de T, la famille
(f~! (w)) yeq définit un recouvrement ouvert de P; puisque P est a base
dénombrable, on peut extraire un recouvrement dénombrable

(! (wn),,e")-
La famille (w")neN définit alors un recouvrement ouvert dénombrable de
T extrait de Q.

Supposons I’espace standard T régulier; soit Q un recouvrement
ouvert de T; a tout élément x de T, associons un élément w, de Q conte-.
nant x et un voisinage ouvert V (x) dont ’adhérence soit contenue dans
w, (O1r1). La famille (V (x))mET définit un recouvrement ouvert de T; on
peut donc extraire un recouvrement dénombrable (V (Jc,,))ne N Pour tout
entier n positif, on pose alors :

A, ={x€Euw, |x¢ kL<)n V)

la famille (A,) nEN définit un recouvrement ouvert plus fin que Q ; il est

localement fini, car V (x,) ne rencontre au plus que Ay, ..., A,_;. T est
donc paracompact.

Soit F une partie fermée de I’espace standard régulier T; on appelle
& la famille de ses voisinages; pour tout élément x &F, il existe un
voisinage fermé de F ne contenant pas x puisque T est régulier;
la famille (T — V) ou V parcourt § définit donc un recouvrement ouvert
de I’espace standard (I.2.2) T — F; on peut en extraire un recouvrement
dénombrable (T—\_/,,,)mEN ; on a alors:

F= N V.= N V,
neN

neEN

L’espace T est donc parfaitement normal.

COROLLAIRE 1. — Sur tout espace standard régulier, les fonctions
continues = 0 bornées séparent les mesures = 0 bornées.

Démonstration. — Soient T un espace standard régulier, v une me-
sure positive bornée sur T, et F un sous-ensemble fermé de T ; pour tout
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e > 0, il existe un ouvert Q contenant F tel que p (F) soit supérieur a
1 (Q) — ¢ ; il existe une application continue f de T dans [0, 1] égale a 1
dans F nulle hors de Q ; on a alors :

pE<SpO<p@E + .
On en déduit :

p (F) = inf {(u () |f>=0,f|F = 1.

Deux mesures positives bornées qui coincident sur toute fonction continue
bornée coincideront donc aussi sur toute partie fermée, donc (th. 1.3.2)
sur toute partie borélienne ; elles seront donc égales.

COROLLAIRE 2. — Tout espace compact standard est métrisable.

Démonstration. — Soit K un espace compact standard ; alors
K X K est un espace standard (th. 1.2.4 a) compact, donc régulier. Il
existe alors (prop. 1.6.1) une application continue de K x K dans [0, 1]
dont le noyau est la diagonale ; 'unique structure uniforme sur K est
donc définie par un systtme fondamental dénombrable d’entourages ;
K est bien métrisable.

COROLLAIRE 3. — Pour qu’une partie A d’un espace standard régu-
lier T soit relativement compacte, il faut et il suffit que de toute suite
d’éléments de A, on puisse extraire une suite partielle convergente.

Démonstration. — La nécessité est classique ([1 a], p. 91); démon-
trons la suffisance. Il suffit ([1a], p. 95) de montrer que toute base B de
filtre sur A posséde un point adhérent dans T ; or dans le cas contraire,
les adhérences des ensembles de B formeraient une famille d’ensembles
fermés dans T dont l'intersection serait vide ; on pourrait en extraire une
famille dénombrable (F")neN (prop. 1.6.1) dont I’intersection serait vide ;

pour tout entier » positif, on choisirait alors un élément x de AN [ M F,l;
n p<n

aucune suite extraite de la suite (x,,)neN ne pourrait converger. D’ou la
contradiction et le résultat.

1.6.2. Convergence étroite des mesures positives bornées sur un espace
standard régulier.
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DEFINITION. — Soient un espace standard régulier T et 'ensemble
I (T) des mesures positives bornées sur T ; a toute famille finie (f1, ..., fn)
de fonctions continues bornées sur T et a tout € > 0, on associe :

V(fr, o fus &) = {@, v) € MA(T) X IM(T) Iljljlgn @) —vE|<e).
M

Les ) définissent une structure uniforme sur I (T). On appelle
topologie de la convergence étroite et on note & (T) la topologie définie
par cette structure uniforme. Cest la topologie induite sur I (T) par
la topologie faible du dual de ’espace de Banach des fonctions continues
bornées sur T.

Cas particuliers :

(a) Si lespace standard régulier T est compact métrisable, la topo-
logie de la convergence étroite est identique a la topologie de la conver-
gence vague ([5], p. 61) ; en particulier pour qu’un ensemble A soit rela-
tivement compact, il faut et il suffit que :

Im>0|VpEA, p(T) < m. 2

(b) Si I’espace standard régulier T est un espace polonais, la topo-
logie de la convergence étroite est identique & la topologie de Proho-
rov ([17], p. 164). L’espace (IR (T), & (T) ) est alors un espace polonais ;
pour qu’un ensemble A soit relativement compact, il faut et il suffit que:

Im>0|VpREA, p(M<m, (3a)
et
Ve>0, 3Kccompact |Vp€EA, p(T—KJ) <. (3b)
(cf. lemme 1.6.4 b).

1.6.3. Théoréme 1.6.3.

(a) L’espace topologique (DN (T), & (T)) est un espace standard
régulier.

(b) Si une partie A de (IN (T), & (1)) vérifie les conditions 1.6.2
(3a et 3b), elle est relativement compacte.

(c) Pour toute fonction f semi-continue inférieurement (resp. supé-
rieurement) et bornée inférieurement (resp. supérieurement) sur T, la



22 XAVIER FERNIQUE

fonction p. — 1 (f) est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement)
sur (M (1), & (T)).

(d) Pour tout G ouvert, tout F fermé dans T et tout a > 0, les
ensembles

AG) ={m|m(@G)>a} et BEF)={m|mF)<a)

sont ouverts dans (N (T), & (T) ) ; les ouverts de la forme N (G) et B (F)
engendrent la topologie & (T).

Démonstration :

(a) Le premier corollaire 1.6.1 montre que ’espace (N (T), & (T))
est séparé. Par ailleurs, soit un couple (P, f) standardisant T ; I’applica-
tion bijective f de P sur T s’étend en une application bijective de IN (P)
sur M (T) ; c’est une bijection continue de I'espace (M (P), & (P)), qui
est polonais d’apres 1.6.2 b, sur (ON (T), & (T)) qui est donc standard.
Il est de plus régulier comme sous-espace d’un espace régulier.

(b) Pour qu’une partie A de l'espace standard régulier (ON (T),
& (T) ) soit relativement compacte, il suffit (prop. 1.6.1, cor. 2) que de
toute suite d’éléments de A, on puisse extraire une suite partielle conver-
gente dans JN (T); soient donc une partic A vérifiant les conditions
1.6.2 (3a et 3b) et une suite (,) "eN d’éléments de A ; la condition 1.6.2
(3a) montre (I.6.2 a) que pour toute partie compacte K de T, on peut
extraire de la suite (Bx-[tn) eN des restrictions a K, une suite partielle
convergente dans JN (K) ; la condition 1.6.2 (3b) permet par ailleurs de

construire une suite (K,,)peN de parties compactes croissantes de T telles

1
que pour tout couple (n, p) d’entiers positifs p, (T — K;) << —. Soient
p

alors J;, CJ2... CJ, C ..., des suites d’entiers telles que pour tout entier p,
(Bxp-p,,,)”eJ' converge dans JN (K,) vers une mesure 77, restriction a

K, d’'une mesure m, sur T ; la suite (m,,)ﬂEN est une suite croissante dans

IN (T) majorée (1.6.2, 3a), on appelle m sa borne supérieure et J la suite

diagonale formée & partir des J,. On voit alors que la suite partielle
(p,,,)mEJ converge vers m, d’ou le résultat.

(c) Soit f une fonction semi-continue inférieurement et bornée infé-
rieurement sur T ; puisque T est parfaitement normal, f est ’enveloppe
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supérieure d’une suite croissante (f,) neN de fonctions continues bornées ;
pour toute mesure positive bornée 11, on a alors :

p () = sup p(fo).
neN

On en déduit que la fonction p — . () définie sur IR (T) est I'enve-
loppe supérieure d’une suite de fonctions continues sur (O (T), & (T))
d’oul le premier résultat. Le second s’ensuit par passage a ’opposé.

(d) La premiére assertion résulte immédiatement du résultat ci-des-
sus puisque la fonction caractéristique d’un ouvert (resp. d’un fermé) est
semi-continue inférieurement (resp. supérieurement). On considére alors
une mesure m positive bornée sur T et un filtre § convergeant vers m
pour la topologie engendrée par les ensembles de la forme % (G) et B (F) ;
pour toute fonction f continue positive bornée sur T, le filtre f (%) image
du filtre & par f est un filtre de mesures positives bornées sur R conver-
geant étroitement vers I'image de m par f. Comme les supports de toutes
ces mesures sont contenus dans le compact f (T), il y a de plus conver-
gence en moyenne, ce qui par définition des mesures images s’écrit :

lim p (f) = m (f) suivant le filtre & ;

le filtre converge donc vers m au sens de la topologie & (T), d’ou le
résultat.

1.6.4. Ensembles relativement compacts pour la convergence étroite.

Le théoréme 1.6.3 b montre que la condition suffisante de compacité
relative pour la convergence étroite des mesures sur un espace polonais,
énoncée par Prohorov, reste suffisante sur un espace standard régulier.
On étudie maintenant son éventuelle nécessité : la condition 1.6.1. (3a)
étant trivialement nécessaire, on construit sur un certain espace standard
régulier des suites de mesures convergeant étroitement, et ne vérifiant pas
la condition 1.6.1 (3b) : dans un tel espace ce n’est donc pas une condition
nécessaire de compacité relative. La construction s’appuiera sur le lemme
suivant :

LEMME 1.6.4. — Soit E’ le dual faible d’un espace de Fréchet de type

dénombrable ; pour qu’une suite (\v.),,_,, de mesures de probabilité sur E’
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converge étroitement dans IV (E’) vers la mesure ponctuelle ¢, il faut et
il suffit que pour tout élément ¢ de E, on ait :

lim p, (xEE | |[(x, )| <1} = 1. (¢))

Démonstration. — Soit une suite (p.,,)"EN convergeant étroitement
vers la mesure g, ; pour tout élément ¢ de E et tout nombre m > 0, la
suite des intégrales [ exp m (— (x, ¢)?) d ., (x) converge vers 1. .L’iné-
galité de Tchebitchev montre alors immédiatement la validité de (1). Réci-
proquement, soit (W,) 2cn UDE suite de mesures vérifiant I’égalité (1) pour
tout élément ¢ de E ; pour toute fonction f continue de E’ faible dans
[— m, + m], et pour tout ¢ > 0, soient ¢;, ..., ¢, dans E tels que :

13
Sl;pql<x, oy <1 = |fx) —f)] <7;

1<j5<

il existe un entier positif N tel que pour tout entier n supérieur et tout
entier j compris entre 1 et g, on ait :

£

po (XEE | [ o) | S =1 ——0.
4 mq

Pour tout entier n supérieur a N, on aura alors :

lf f(x)dun(x)—f f(x)deo(x)
reE’ rEE’

< @) — 1) [ d pa (%)
sup |(z, 9,)| <1
1<i<ye

+2mpu {(x€E | sup |(x, )| >1}.
1<i<q

3
Chacun des termes de droite est inférieur a 3, d’ou le résultat.

Exemple 1.6.4. — Soit H un espace de Hilbert ; on note T son dual
faible, qui est un espace standard régulier (th. I.5.1 c¢); on choisit une
base orthonormale (x,,)"EN et une suite (a,) neN de nombres réels stric-

tement compris entre O et 1 tels que lim n2?loga, = 0. Pour tout entier

n—> o

n > 0, on définit une mesure de probabilité y, sur T par:

Wn = 2 (1 —ay)a; Enay 5

0o=4d
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On va montrer que la suite (p'")neN vérifie 1a condition (1) du lemme
précédent pour tout élément ¢ de H, et converge donc étroitement dans

IN (T) vers . Soit en effet un élément ¢ = Z ¢p Xp de H ; on appelle
p=0
L Tensemble {x €T | |[(x, )| < 1}. On a:

l—p@= 5 (—a)af

A= {p[jon] > ).

o
Si c est un entier supérieur ou égal a E |<p,,]2, le nombre d’éléments de
P=0 4

A, est inférieur ou égal a n? ¢, et comme la suite des puissances des a,
est décroissante, on a :

n2c—1

l—W <A —a) 2 a? =1—aM

P=0

On en déduit :

lim p, (L) = lim exp (cn*loga,) = 1.
n—>cc n-—> o
Pourtant, si B,, est la boule centrée & I'origine de rayon m, p, (B,) est
nul pour tout » strictement supérieur a m, et comme toute partie compacte
K de T est contenue dans I'une de ces boules, on a :
V K compact C T, lim p, (K) = 0.

n—

On a donc bien construit une suite de mesures convergeant étroitement
ne vérifiant pas la condition 1.6.1 (3b).

L.6.5.

Il existe pourtant des classes assez larges d’espaces standards régu-
liers ou les conditions 1.6.1 (3) sont des conditions nécessaires de compa-
cité relative :

TuEoREME 1.6.5:

Soit T un espace standard; si T est (a) un espace de Fréchet de type
dénombrable, ou (b) la limite inductive stricte d’une suite d’espaces de
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Fréchet de type dénombrable, ou (e) le dual fort d’'un espace de Fréchet-
Montel ou (f) le dual fort de la limite inductive stricte d’une suite d’espaces
de Fréchet-Montel, les conditions 1.6.1 (3) sont des conditions nécessaires
et suffisantes de compacité relative.

Démonstration :

La démonstration du théore¢me utilisera deux lemmes valables pour
tout espace standard régulier T :

LeEMME 1.6.5 a) — Soit A un sous-ensemble relativement compact de
I (T); pour tout nombre ¢ > 0 et toute famille croissante (Ai)iel d’ou-

verts recouvrant T, la condition suivante est satisfaite :

JheEl|VpEA p(T—A)<e

LEMME 1.6.5 b) — Soit A un sous-ensemble compact de (N (T));
pour tout nombre h > 0 et toute partie polonaise fermée P de T tels que :

sup p(T—P) <h,

HLEA

la condition suivante est satisfaite :

3 K compactCP| sup p(T—K) <h.
REA

Démonstration du lemme 1.6.5 a) :
A tout élément ; de I, on associe I'ensemble B; défini par :
Bi={pe€MM|p(T—A)<ce};

La famille (B")iel est une famille croissante d’ouverts (Th. 1.6.3 d)
recouvrant IR (T). On peut en extraire une famille finie recouvrant le

compact A, d’oti le résultat.
Démonstration du lemme 1.6.5b) :

Soient 4 une distance définissant la topologie de P et (x;), o) une
suite partout dense dans P; on pose T— P = Q, c’est une partie ouverte

1
de T. Pour tout entier n, on note B (x, —) la boule ouverte centrée en
. n.
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1 1
x de d-rayon égal & — et Q < x,—) un ouvert dans T coupant P
n .

n
1

suivant B { x, — ).
n

Pour tout nombre ¢ > O et tout entier n, il existe (Lemme 1.6.5 q)
un entier i, tel que :

’ 1\1 3
e sfr—oulye (=<5

On aura alors en additionnant :

r—[auly e (= D]ff) <

_ 1
VpEA, p[T— N U B(xi,7)<e+supp(9).

neN i<t neA

VL EA, p(U

neN

On en déduit :

L’ensemble

_ 1
n U B ( Xi, _')
neN i<, n

est un ensemble fermé, précompact dans I'espace complet P; il est
compact, d’ou le résultat.

Démonstration du théoréme 1.6.5 :

(a) L’espace T est polonais, le résultat est classique (I1.6.1 b); il se
déduit d’ailleurs immédiatement du lemme 1.6.5b ou I'on pose P = T.

(b) Soit T un espace vectoriel topologique limite inductive stricte
d’une suite croissante (E”)pen de sous-espaces de Fréchet de type dénom-
brable; puisque les E, sont des sous-espaces polonais fermés de T, il
suffit (lemme 1.6.5 b) de montrer que pour tout £ > 0, il existe un entier
p tel que pour tout élément p de A, p (T —E,) < A. Or, dans le cas
contraire, il existerait une suite (p.,,)nEN d’éléments de A telle que:

VnGN, Iln(T_"En) >hy

pour tout entier n > 0, il existerait alors une famille finie (f1, ..., fg(m)
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de formes linéaires continues sur T telles que pour tout entier n > 0,
on ait simultanément :

h
VIEM ML ffE) =0, 1 (s [ff[>1)>—. O

1<i<q(n)

On pose alors :

& = sup Ifj” | ’
1<i<q(n)

Av={xET|Vm=n g.(x)<1};

La famille (A,) neN est une famille croissante d’ensembles convexes cou-

pant chaque E, suivant un ouvert; c’est donc une famille croissante
d’ouverts recouvrant T. Il existe alors (lemme 1.6.5 a) un entier n, > 0
tel que:

h
VneNs W(T_Ano)<z'-
Ceci contredit la relation (1), d’ol le résultat.

(c) Soient F un espace de Fréchet-Montel et T son dual; on note
(V,.)nEN une suite fondamentale décroissante de voisinages de I'origine
dans F et (K"‘)nen la suite de leurs polaires ([9], p. 51); c’est une suite
croissante de parties compactes de T telle que tout compact de T soit
contenu dans I'un d’eux. Si le sous-ensemble A relativement compact de
(O (T), & (T)) ne vérifie pas la condition 1.6.1 (3 b), il existe un nombre

h > 0 et une suite (P'")nEN d’éléments de A tels que:
VnEN, . (T—K)>h

Pour tout entier n >0, il existe alors une famille finie (f7, ..., faim)
d’éléments de V,, telle que :

e (2] sup |<fLt>|>1)>h )

1<i<a(n)
. 2 . e n n
Pourtant la suite formée par la juxtaposition dans I'ordre des (f1 ,... fg(n))
converge vers zéro dans F; son polaire est donc un voisinage de zéro dans
T et la suite des intérieurs des polaires de ses sections commengantes
forme une suite croissante d’ouverts recouvrant T : on pose

A= {t|lVm>=n Vi€Ell,qgm]|<fHt>|<1};
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il existe un entier n, (lemme 1.6.5 a) tel que :
Va=ng, (T —Ay) < n(T—A,) <h;
la relation (2) entraine par ailleurs :
ty (T—A,) > h;
d’oul la contradiction et le résultat.

(f) Soit (E”)peu une suite d’espaces de Fréchet-Montel ayant une
limite inductive stricte E; soit T le dual de E; pour tout entier p > 0,
on appelle E:, le dual fort de E,. L’application canonique continue h,
de T dans E; se prolonge en une application encore notée h, de
O (1), & (T)) dans (M (E; ), & (E; )) qui est continue. Soit une partie
A relativement compacte de (J1 (T), & (T)); pour tout entier p, h, (A)
sera relativement compacte dans (O (E;, ), & (E;, )) : d’aprés (e), pour
tout ¢ > 0, il existe une partic compacte K, de E, telle que :

b

VREA, hpE,—Kp) < >

On en déduit :

VREA, plT— N A 'Kyl <e.
reN

Or lensemble () h,'(K,) est une partic faiblement bornée fermée
reN

dans I’espace de Montel T et est donc compact, d’ou le résultat.

N

1.6.6. Convergence presque siire des variables aléatoires a valeurs dans
un espace standard.

Définition. — Soient (Q, &, P) un espace probabilisé, T un espace
standard et (X,,)"E N une suite de variables aléatoires d’espaces d’épreu-
ves (Q, A, P) a valeurs dans T; on dit que la suite (X")nen converge
presque siirement vers la variable aléatoire X si les deux conditions
suivantes sont réalisées :

@ (0] X, @->Xw}EQ
® Plo]|X @->X©w} =1
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Cas particuliers. — Si 'espace T est un espace polonais et si d est
une distance compatible avec sa topologie, I'application

(0> X, K@), 1}

est une variable aléatoire Y a valeurs dans T X T™ (th. 1.2.4) et I’en-
semble défini en (a) est identique a:

1
w{VPEN, 3 noeNlV">n0, d(XmXO)g_p—:'

C’est donc I'image réciproque par Y de:

C=N U N

peN n.eN n22n

1
y[d(pr,.y,proy)<—p—§-

c’est donc un élément de A ; pour qu’il y ait convergence presque sure,
il faut et il suffit que la loi de Y soit portée par le borélien C.

Il n’est pas possible de généraliser ce raisonnement & un ensemble
standard arbitraire, puisqu’on y utilise explicitement I’existence d’un sys-
teme fondamental dénombrable de voisinages pour tout point de I’espace
polonais T. Pourtant le théoréme suivant montre qu’il existe des classes
assez larges d’espaces standards ou la situation est voisine :

THEOREME 1.6.6. :

Soit T un espace standard ; si T est (a) un espace de Fréchet de type
dénombrable, ou (b) la limite inductive stricte d’'une suite d’espaces de
Fréchet de type dénombrable, ou (c) le dual faible d’'un espace de Fréchet
de type dénombrable, ou (d) le dual faible de la limite inductive stricte
d’une suite d’espaces de Fréchet de type dénombrable, ou (€) le dual fort
d’'un espace de Fréchet-Montel, ou (f) le dual fort de la limite inductive
stricte d’'une suite d’espaces de Fréchet-Montel, alors :

1°) dans T X TN, Pensemble {s|pr.(s)— pr,(s)} est borélien.

2°) pour toute suite (X,,)MEN de variables aléatoires a valeurs dans

T convergeant presque stirement et pour tout ¢ > 0, il existe une partie
polonaise P de T telle que :

P{(vneN, X,(wWeP} >1—e.
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Démonstration :

(a) Le premier résultat est démontré plus haut et le second est évi-
dent puisque I'espace T est alors polonais ;

(b) Soit (E”)peu une suite d’espaces de Fréchet de type dénombrable
(polonais) définissant T ; alors 'ensemble {s |pr,(s) — pro(s) dans T} est
égala U {s€E, X E; | pra(s) = pr,(s) dans E,} puisque tout ensem-

peN
ble borné dans E est contenu dans l'un des E, ([4], p. 8), d’ou le résultat
en appliquant (a).

(c) ou (e) : dans les deux cas, T est réunion dénombrable de compacts
métrisables tels que tout ensemble compact (en particulier toute suite
convergente) soit contenu dans I'un d’eux ; soit (K,,)meN cette suite de
parties compactes ; 'ensemble {s | pr.(s) — pr,(s)} est égal a

U {s€K, x K,’,‘ | pra(s) = pro(s) dans K}

peN

d’ou le résultat puisque tout K, est polonais.

(d) ou (f) : dans les deux cas, soit (E,,)peN une suite d’espaces de
Fréchet de type dénombrable (ou de Fréchet-Montel) définissant E ayant
pour dual faible (ou fort) 'espace T ; pour tout entier p > 0, soit &, 'ap-
plication canonique de T dans le dual faible (ou fort) E, de E, ; 'ensemble
{s | pr.(s) = pr,(s) dans T} est égal a

nN {5 | Apio pra(s) = hyopr,(s) dans E,}
re
d’oul le premier résultat par (c) (ou (e)); par ailleurs pour tout ¢ > 0,

tout entier p = 0 et toute suite (X,) .cn COmvergeant presque slirement,
il existe (c) (ou (e) ) un compact métrisable K, dans E,', tel que :

3
P{VvneN, hoX,€K,} =>1— ;

20+1

on a alors
P(VvneEN, VpeEN, X,€h' K} >=>1—c¢;

d’oli le résultat, puisque () A, ! (K,) est un compact métrisable (polo-
PEN

nais) dans T.
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1.6.7. Convergence en loi et convergence presque siire.

DEFINITION. — Soit T un espace standard régulier ; on dit que des

variables aléatoires (X,-)ieI a valeurs dans T convergent en loi si leurs

lois (), _, convergent étroitement.

Il est évident que toute suite convergeant presque siirement con-
verge aussi en loi. Un théoréme classique ([16], p. 46) affirme d’ailleurs
que de toute suite de variables aléatoires a valeurs dans un espace polo-
nais convergeant en loi vers une constante, on peut extraire une suite
partielle convergeant presque surement. L’exemple suivant montre que
cette propriété ne se généralise pas a tous les espaces standards réguliers.

Exemple 1.6.7. — Soit T un espace standard régulier possédant la
propriété suivante :

Il existe une suite croissante (K")pen de parties compactes de T

telle que tout compact contenu dans leur réunion soit contenue dans 'une
d’entre elles. De plus il existe un élément a de T adhérent a tout
K,+1—K,.

On va construire une suite de variables aléatoires a valeurs dans T
convergeant en loi vers g, aucune suite extraite ne convergeant presque

sirement : pour tout entier p > 0, soit une suite (x,’ )wEN convergeant
vers q dans K, — K, _; ; on pose :
2 1
VHEN, P'n: Z —E.v}:;
p=1 2"
La suite (), est la suite des lois de la suite définie par :
1 17
vVvneEeN, peN, X,(w) = x? dans 1— , 1 ——1.
: 27—1 27

Cette suite convergeant presque sirement, la suite () .oy CODverge en
loi. On appelle (Y,) ncn UNE suite de variables aléatoires indépendantes

de lois respectives |u,, elle converge encore en loi. Par ailleurs, pour tout
couple (n, p) d’entiers > 0, on a:

1
P {Y.€K,;} :P-n(Kp)Z 1——;

2p
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Le lemme de Borel-Cantelli montre alors que pour toute partie infinie
JdeN,ona:
VPEN, P{vnel, Y,.€K,} =0.

Toute suite convergente dans {J K, étant incluse dans I'un des K, par
PEN

I’hypothése sur T, on en déduit :
P {(Y,,)ne_] converge} = 0.

D’ou le résultat.

Remarque. — L’hypothese faite sur 1’espace T est vérifiée dans les
cas (b), (c), (d), (e) du théoreme 1.6.6. Dans ces différents cas, on pourra
pourtant utiliser :

THEOREME 1.6.7. — Soient T un espace standard et (X,) nen Une

suite de variables aléatoires a valeurs dans T ayant méme espace d’épreu-
ves ; on suppose qu’il existe un couple (P, f) standardisant T et une dis-
tance d définissant la topologie de P tels que d (f~! (X,), f~1 X)) tende

en loi vers O dans R quand n et m tendent vers Uinfini. Alors il existe une

suite extraite (Xn,) N convergeant presque sirement dans T. De plus
i€
deux limites associées a des suites extraites différentes sont indiscernables.

Démonstration. — On forme la suite extraite de la facon classique :
n; est égal a 1, n; est le plus petit entier N > n;_, tel que :

1 1
vnm=N, P d(f“(Xn),f“(Xm))>—27 <—27-
Le lemme de Borel-Cantelli montre alors que la suite (f—! Xa) ),- cn oSt
presque sirement une suite de Cauchy dans l’espace complet P ; elle

converge donc presque sirement vers une variable aléatoire X. Puisque
f est continue, la suite (X,,].) \ converge alors presque slirement vers
ie

f X), d’ou le premier résultat. Le second est évident.



CHAPITRE 1I

PROCESSUS LINEAIRES

Dans les trois premiers paragraphes de ce chapitre, on suppose
donné un espace probabilisé (Q, &, P) la tribu (X étant P-compléte ; toutes
les variables aléatoires sont définies sur cet espace d’épreuves.

1. Définitions générales.

IL.1.1. Processus linéaires, modifications.

Soit E un espace vectoriel ; on dit qu’une famille X = (X,),. de
variables aléatoires réelles indexée par E est un processus linéaire basé
sur E si pour tout élément w de Q, I’application de E dans R définie par :
¢ = X, (w) est une application linéaire.

Soient deux processus linéaires X et Y basés sur E, on dit qu’ils sont
modifications 'un de Pautre si :

Vo€EE, P{v|Xs(w) =Ye(w)} =1.

I1.1.2. Marges d’'un processus linéaire.

Soit E* le dual algébrique de E ; on dit qu’une partie A de E* est
un cylindre s’il existe une famille ® = (¢, ..., ¢p) de p éléments de E et
une partie borélienne A’ de Rr tels que :

A= {teE* | ({1, p1), ..., (t, Pp)) EA'}; M
Soit @ la tribu sur E engendrée par les cylindres et soit X un processus
linéaire basé sur E ; pour tout élément w de Q, on appelle X (w) la forme
linéaire sur E définie par X (w)-¢ = X, (w). L’application : v — X (w)
est une application X de Q dans E, et I'image réciproque par X de tout
cylindre est un élément de @. On peut donc associer a tout processus
linéaire basé sur E une application mesurable de (Q, @) dans (E*, B3) et
réciproquement.
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A toute famille finie ® = (¢, ..., ¢pp) d’éléments de E, on associe
alors la mesure de probabilité me sur R? appelée ®-marge du processus
linéaire définie par :

VA'E®B R, me(A) =P {X~1(A)}, 2
ol A est défini a partir de A’ par (1).

Pour toute application # de R? dans R mesurable et bornée, on a
alors la formule :

Eh(Xop .o Xo,) = f h dma. 3)

R?

On dit que deux processus sont équivalents s’ils ont les mémes mar-
ges ; en particulier, toute modification d’un processus lui est équivalente.

11.1.3. Moments d’un processus linéaire.

Soit un entier r > O tel que pour tout élément ¢ de E, E {|Xo|"}
soit fini ; on appelle moment d’ordre r du processus linéaire la forme
multilinéaire H, sur Er définie par :

H, (@1, ..., ¢r) = E ( II Xf.oi) = f ( Hl ti) dm(fpl,..” 2,1 (t1, .oy 1.
i=1 / Rr \i=

La forme linéaire H, sur E est appelée si elle existe espérance mathé-
matique du processus linéaire et notée E (X); c’est un élément de E*
eton a:

(E X), 9) = E (Xo).

Si E (X) est nul, le processus est dit centré. La forme bilinéaire I" sur
E X E si elle existe définie par : ‘

T (¢, 9) = E (X, Xy) —E (Xo) E (X),

est appelée covariance du processus.

I1.1.4. Fonctionnelle caractéristique d’un processus linéaire.

Soit X un processus linéaire basé sur E ; on appelle fonctionnelle
caractéristique du processus I’application £x de E dans C définie par :

V@€EE, £x(p) = E[e™] = f et dm, (1).
R
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La formule I1.1.2 (3) donne alors immédiatement :

Lx@ 1 + o + ay ) = f ¢ @ttt at) dme(ty, ..., tp).

R?

2. Continuité en loi des processus linéaires
I1.2.1. Topologies.

On suppose désormais E muni d’une topologie compatible avec sa
structure d’espace vectoriel. Sur ’ensemble des mesures de probabilité sur
R, on utilise la topologie de la convergence étroite : soit | une mesure
de probabilité sur R ; a tout nombre ¢ > 0 et & toute application f de R?
dans C continue et bornée, on associe

VENE = @Eg—@|<e)s

les ¥ (e, f) () forment un systtme de générateurs des voisinages de .. Sur
I’ensemble des variables aléatoires numériques, on utilise la topologie de
la convergence en probabilité : soit T une variable aléatoire; a tout nombre
e>0, on associe WE)(M={T|P{|T—T|=c}<<c}; les
AU (g) (T) forment une base des voisinages de T.

11.2.2. Définitions.

Soit E un espace vectoriel topologique; on dit qu’un processus
linéaire X basé sur E est continu en loi si I'application { ¢ — m, }, de E
dans I’espace des mesures de probabilité sur R muni de la topologie de
la convergence étroite, qui a tout élément ¢ de E associe la ¢-marge de
X, est continue. Ceci signifie que pour toute fonction f continue bornée
sur R, I'application { ¢ — E [f (X,)]} est continue.

On dit qu’un processus linéaire X basé sur E est continu en proba-
bilité¢ si 'application linéaire { ¢ — X, } de I'espace vectoriel topologique
E dans I’espace vectoriel topologique des variables aléatoires numériques
est continue. Il suffit pour cela qu’elle soit continue a l'origine.

I1.2.3. On utilise dans cet alinéa la notation suivante: pour tout entier
strictement positif p, on pose :

= {(, .., x) ER|VJEILP] |x|< 1)



PROCESSUS LINEAIRES, PROCESSUS GENERALISES 37

C’est le cube unité de R,

THEOREME I1.2.3. — Soit X un processus linéaire basé sur un
espace vectoriel topologique E; les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) X est continu en loi;
() X est continu en probabilité;
(c) La fonctionnelle caractéristique £x est continue;

(d) Pour tout entier p = 1, Papplication { ® = (¢, ..., Pp) = Ms }
est continue;

(e) Pour tout entier p =1 et tout ¢ > 0, il existe un voisinage U
de zéro dans E tel que pour toute famille ® de p éléments de U, on ait :

me (J?) = 1—c¢, ou encore P{Vop€®, |X,|<1}=1—¢;

(f) Pour tout ¢ positif, il existe un voisinage U de zéro dans E tel
que pour tout élément ¢ de U, on ait:

m,(J)>1—c¢, ou encore P{ | X, |<1} =21—-c.

Démonstration. — On démontre le théoréme suivant le schéma :

@000 =C >0

Les démonstrations sont d’ailleurs toutes classiques. Les implications
(@) = (c), (b) = (), (d) = (a) sont des trivialités.

(c) = (b) : On suppose que la fonctionnelle caractéristique £x est
continue a l'origine de E; pour tout nombre ¢ > 0, et tout élément ¢ de
E, on peut écrire I'inégalité :

PIX.|>¢)<7 sup|1l—£x(o)| (141 p. 196) ()

It <—
€

Par hypothese, il existe un voisinage équilibré V de lorigine dans E
tel que:

€
VoeV, [1—£x @< @)

L’ensemble ¢ V est un voisinage de 0 dans E et pour tout élément ¢ de
eV, le second membre de (1) est majoré par ¢ d’aprés (2), d’ol le
résultat.
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(f) = (e) : on suppose la propriété (f) satisfaite : pour tout nombre
e > 0 et tout entier p > 0, il existe donc un voisinage U de O dans E
tel que pour tout élément ¢ de U, on ait :

>

€
PUX|S1)>1——;

le lemme de Borel-Cantelli donne alors immédiatement le résultat.

(e) = (d) : on suppose la propriété (e) satisfaite; soient un élément
® de E? une fonction f de R? dans R continue bornée par M et un
nombre ¢ > 0; pour tout 2 > 0, on pose :

AW =]x€R| sup [xi—yn|<h=|I@—10)]<

1<isp

)
S

Puisque f est continue, la famille (A (h))h>0 est une famille croissante

U)lm

de parties fermées recouvrant R?; il existe donc un nombre A > 0 tel que :
3
P{(Xo),co EA(h)}Zl—-m-; (3)

Par ailleurs, puisque la propriété (e) est satisfaite, il existe un voisinage V
de P'origine dans E tel que :

€

6M

VZGV”,P{chEZ,!Xq,!gl};l—- ; 4

L’ensemble ® + v V7 est un voisinage de ® dans E?; pour tout élément
¥ de ce voisinage, on a:

ma () —me ()| < T (X0 ) —F(Ke)yey )| AP (5)
On intégre alors successivement sur { (Xq,)(pe(I> ¢ A (h)}, sur

{ sup |Xo—Xy,|>h}

1<i<op
et sur le complémentaire de leur réunion. Les deux premiéres intégrales
3
sont calculées sur des ensembles de mesures << —6— d’apres (3) et (4);
M
. N z . 7. \ . z
comme la fonction a intégrer est inférieure a 2 M, leur somme est infé-

rieure a

3
; d’aprés (3) et (4), la troisi¢éme intégrale est inférieure a

; Pinégalité (5) donne donc le résultat.

wl [C)
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Ceci termine la démonstration du théoréme.

I1.2.4. Le théoréme suivant permet de simplifier 'étude de la continuité
en loi dans certains cas :

THEOREME I1.2.4. — Soit E un espace localement convexe, limite
inductive d’une suite de sous-espaces (E")neN ; pour qu'un processus
linéaire X basé sur E soit continu en probabilité (donc en loi, etc., cf.
th. I1.2.3), il faut et il suffit que sa restriction @ chacun des sous-espaces
E, soit continue en probabilité.

Démonstration. — La nécessité étant évidente, on démontre la suffi-
sance. Supposons que la restriction de X a chacun des E, soit continue
en probabilité; soit ¢ un nombre > 0 et pour tout entier n, soit U, un
voisinage convexe de 0 dans E, tel que pour tout élément ¢ de U,, on ait

3 ( Xo | | = — < S5 ;
I’ensemble convexe U formé des éléments ¢ qui sont de la forme :

=91+ ..+, k=1, ¢, €U,, (¢9)
contient chacun des U, ; U est donc un voisinage de zéro dans E. Pour tout

élément ¢ de U, on a, d’aprés (1) :
= iy
>=1
on en déduit :

P{|X,|> ; 3|xw,, if 3

Le processus est continu en probabilité a ’origine, donc partout (II.2.2).

(|Xol=e}c U 3;an

1<n<k

3
2n

11.2.5. Moments d'un processus continu en loi.

THEOREME I1.2.5. — Soient E un espace limite inductive d’une suite
d’espaces de Fréchet et X un processus linéaire continu en loi basé sur
E; si pour tout élément ¢ de E, le nombre E { | X, |?} est fini, alors
Papplication ¢ — X, de E dans L* (Q, A, P) est continue.

Démonstration. — On peut supposer ([8], p. 71) que E est un espace
de Fréchet et utiliser le théoréme du graphe fermé ([3], p. 37). Dans ces
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conditions, soit (cp,,)”eN une suite d’éléments de E convergeant vers O

dans E alors que (Xw",)nGN converge vers T dans L,; pour tout nombre
e > 0, il existe un entier n, a partir duquel [” Xo,—T || L 1? est infé-
P

rieur ou égal a ¢®+1). On a alors :
1
Vvn=no, P{|X,, —T| 28}2—”X¢n——TH" <e;
e? L»

la suite (X.‘,")”EN converge donc en probabilité vers T; elle converge

aussi en probabilité vers 0 (th. I11.2.3), on a donc T =0, d’ou le
résultat.

De linégalité de Holder :

oDl

E(OT) <M (E(T

ou les T; sont des variables aléatoires numériques, on déduit alors le
corollaire :

CorOLLAIRE I1.2.5. — Soient E un espace limite inductive d’une
suite d’espaces de Fréchet et X un processus linéaire continu en loi basé
sur E admettant un moment d’ordre entier r = 1; celui-ci est une forme
multilinéaire continue sur Er.

3. Continuité presque siire des processus linéaires.

11.3.1. Définition.

Soit E un espace vectoriel topologique; on dit qu’un processus linéaire
X basé sur E est presque stirement continu si I'ensemble Q' des w tels que
X (w) soit une forme linéaire continue sur E appartient d X et si P (Q)=1.
L’ensemble Q' sera appelé ensemble de continuité du processus.

Soient X un processus linéaire presque slirement continu et Q’ son
ensemble de continuité; alors le processus linéaire )A(, P-indiscernable de X
qui coincide avec X dans Q’ et est nul hors de ', a pour ensemble de
continuité ’espace Q tout entier.
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Soit E’ le dual topologique de E; c’est un sous-ensemble du dual algé-
brique E’ de E. La tribu @ engendrée sur E par les cylindres (II.1.2)
définit sur E’ une tribu induite @’; 'application w — X (w) est alors une
application mesurable de (Q, @) dans (E’, 3’). Réciproquement toute
application mesurable de (Q, Q) dans (E’, 33’) définit un processus linéaire
basé sur E et presque siirement continu.

Si I'espace E’ est muni de la topologie faible ou forte, la tribu @’
est contenue dans la tribu borélienne puisqu’elle peut étre engendrée par
des demi-espaces ouverts. Si dans I’espace E, il existe une suite dénom-
brable partout dense et si I'espace £’ est standard pour Pune de ces
topologies, la tribu @3’ est identique a la tribu borélienne correspondante
puisqu’elle peut étre engendrée par une suite de demi-espaces ouverts
séparant les points (th. 1.2.5 (c)). Cest le cas en particulier si E est limite
inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet de type dénombrable
et si E’ est muni de la topologie faible (th. 1.5.1 (d)) ou si E est limite
inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet-Montel et si E’ est
muni de la topologie faible ou forte. Pour tout processus linéaire X basé
sur E et presque slirement continu, il existe une application mesurable
X de (Q, @) dans (E’, 3¥) indiscernable de X.

I1.3.2. THEOREME I1.3.2. — Soient E un espace dans lequel il existe une
suite partout dense et X un processus linéaire basé sur E. On note C (E)
la condition suivante :

Pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage U de O dans E tel que, pour
tout entier positif p et tout élément O de UP, on ait :

me (J?) > 1 —c¢.
Dans ces conditions :

(a) Si la condition C (E) est satisfaite, il existe une modification de
X presque sirement continue.

(b) Si E est tonnelé et E' standard pour la topologie faible et s'il
existe un processus équivalent a X presque sirement continu, la condition
C (E) est satisfaite.

Démonstration. — (a) Puisque dans E il existe une suite partout
dense, on peut construire un espace vectoriel A sur Q de dimension
dénombrable et dense dans E; I’ensemble des éléments de A est alors
dénombrable. On peut alors construire a partir de la condition C (E) une
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suite (U,,)”eN décroissante de voisinages convexes équilibrés de 0 dans E
telle que en posant pour tout n € N,

A, = { sup [Xo| <277},
thU"nA

on ait:
PA)=1—2—"

On pose alors Qo = lim sup A, et Q; = Q — Qy; Q; est un ensemble
de mesure nulle.

L’application w— X (w) est une application de Q dans E*; on
définit un processus linéaire X, par :

Xo () = X (w) si w est dans Q,,
Xo(w) = 0 si w est dans Q.

On note X, le processus linéaire basé sur A induit par X, ; par construc-
tion, pour tout élément w de Q, X; (w) est une application linéaire de A
dans R, uniformément continue pour la structure uniforme induite par celle
de E. Elle se prolonge donc d’une maniére unique puisque A est dense,
en une application linéaire continue de E dans R; on note X (w) ce
prolongement; I’application w — X (w) est une application de Q dans E/,
et pour tout élément ¢ de E, I’application v — )/i,, (w) est une variable
aléatoire puisqu’on peut extraire de A une suite convergeant vers ¢. X est
donc un processus linéaire basé sur E et presque siirement continu. I reste
a montrer que c’est une modification de X.

Pour tout élément ¢ de A, on a:
PXo=Xo) =P Q) =1;

pour tout élément ¢ de E, soit (cpk)keN une suite d’éléments de A
convergeant vers ¢; alors (Xq,k)l N converge vers X, en probabilité
e

puisque C (E) est vérifiée (th. I1.2.3), on peut en extraire une suite
partielle convergeant presque siirement; comme la méme suite s’écrit aussi
(til) KEN’ elle converge aussi partout vers Xq,, d’otl le résultat.

(b) Soient E un espace tonnelé dont le dual E’ soit standard pour la
topologie faible et un processus linéaire X basé sur E et presque siirement
continu; on peut associer & X une mesure de probabilité . sur
(E’, B (E)) (IL.3.1); il existe (I.3.2) une partie faiblement compacte K de
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E’ telle que p (K) = 1 —¢. L’hypothése sur E montre ([4], p. 27) que
Iensemble U = { ¢ €EE | VxeKk, [ < x,¢ > | <1} estun voisinage de
0 dans E; soient p un entier positif et ® un élément de U?, on a:

me(I) Zp{Ve€eU|<xo>|<1}Z2pK)=1—ec¢.

La condition C (E) est donc satisfaite, d’ou le résultat puisque c’est une
condition sur les marges.

Remarque. — Si I’espace E est limite inductive d’une suite (E,),cy de
sous-espaces, on montre comme dans la démonstration du théoréme II1.2.4
que la condition C (E) est équivalente a la condition C (E,) pour tout
n €N, on en déduit :

CoOROLLAIRE I1.3.2. — Soient E un espace limite inductive d’une suite
Enpe N de sous-espaces de Fréchet de type dénombrable et X un pro-
cessus linéaire basé sur E; pour qu’il existe une modification de X presque
siirement continue, il faut et il suffit que pour tout n €N, on ait C (E,).

La démonstration résulte immédiatement de la remarque ci-dessus et
du théoréme 1.5.1.

11.3.3. Théoréme 11.3.3. (Minlos [15]). — Soit un espace E limite induc-
tive d’une suite (E,), oy de sous-espaces de Fréchet nucléaires. Pour
qu’un processus linéaire X basé sur E ait une modification presque sire-
ment continue, il faut et il suffit qu’il soit continu en loi.

On utilise dans la démonstration le lemme suivant :

LeMME I1.3.3. — Soient donnés G un espace vectoriel, Y un pro-
cessus linéaire basé sur G, Q et Q' des formes bilinéaires sur G et a une
constante > 0; on suppose que :

(a) pour tout x non nul dans G, on a:
Q@x,x) =0, Qxx)>0;

(b) pour toute famille (x1, ..., xn) d’éléments de G orthonormale pour
Q,ona:

Z Q(xi’xi) ga;

ji=1
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(c) il existe un nombre ¢ > 0 tel que pour tout élément x de G, on
ait :
[T—Ly @) | <ell +Q(x, 0]
Alors pour toute famille x = (xa, ..., x,) d’éléments de G, tels que

Q,x)< 1., Q (xpx) < 1,
ona:
m.,(J)>1—3(@+ 1e.

Démonstration du lemme. — Soient x = (xy, ..., x,) une suite finie
déléments de G tels que Q (x,x)<1,.,Q (x,x) <1 et
u = (uy, ..., u;) une base de I'espace vectoriel engendré par x qui soit
orthonormée pour Q’ et orthogonale pour Q ; pour tout élément ¢ de G

q
et tout jE[1,pl, Végalité (7,x;) = O, (t,ui)Q (x;,u) et Pinégalité

i=1
de Cauchy permettent d’écrire :

xS ( i: & ui>2) (2 Q (x, uf)”) ;

i=1 /

Le second facteur du second membre est égal a Q’ (x;, x;) donc inférieur
ou égal a 1; on en déduit :

3wi 2 lYm(w>I2<1€ ClolViEllpl Y @P<1);

et par suite :

!

q
mw(J")2mu3y€R"§Z!y,-2[<1$. (1)
j=1

Par ailleurs la monotonie de la fonction d’une variable

x—>1—e1/22°

permet d’écrire :

1 ( g
LI T IN) p———
3 \,;] i 3(1 —e—172) JR.,

»

(1 .__e_]/‘.l(”'y)) dmu (y) >
@)

le facteur numérique du second membre étant inférieur a 1, et ¢=1/2¢ %
étant sa propre transformée de Fourier, le second membre est majoré par :

. :
I= (27t)””/2f 6_1/2(“)[ 11—y ( 2% uj)ld)’-
R? - j=1
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L’hypothése (c) permet d’écrire :

11—13\(Zy]u,>} |1+ Z Q(u,,u,)y,]

on en déduit par intégration :

q
I<s| 1+ ) Quyu) Ig(a+ )¢ d’aprés (b).

j=1
Les formules (1) et (2) donnent alors :

m. (I >=>1—3(@@+ e,
d’our le résultat.

Démonstration du théoréme 11.3.3. :

L’hypothése que tout E, est nucléaire équivaut a supposer que pour
tout entier n, 'espace E, posseéde la propriété suivante :

(D,) Pour tout voisinage V de zéro dans E,, il existe sur E, des
formes bilinéaires continues Q et Q’ telles que V contienne ’ensemble
{Q(x,x) <1}, Q et Q étant de plus lies par les conditions (a) et (b)
du lemme I1.3.3 avec a = 1.

On applique cette propriété, pour tout ¢ > 0, au voisinage

Ve={x€E,  |£x (X\/g*)—llge}

pour la forme bilinéaire Q ainsi choisie, on a pour tout x €E, :
[T—ex ) | <ell + Qx, 0]

C’est en effet évident si ¢ Q (x, x) est supérieur a 2 ; et dans le cas con-

traire, Q \/‘ ,X\/7 est inférieur ou égal & 1, par définition de

Q,l1— ﬁx (x) | est inférieur a ¢, donc a ¢ [1 4 Q (x, x)]. On peut alors
appliquer le lemme I1.3.3 : en appelant U le voisinage de 0 dans E, dans
lequel Q’ (x, x) est inférieur ou égal a 1, on constate que le processus
linéaire X vérifie la condition C (E,) pour tout n € N; il existe alors (Cor.
I1.3.2)- une modification de X presque sirement continue ; d’ou le théo-
réme.
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I1.3.4. Le lemme I1.3.3 permet aussi de démontrer :

TuEorEME 11.3.4 (Prohorov) ([17], p. 174). — Soient donnés E un
espace de Hilbert et X un processus linéaire basé sur E de fonctionnelle
caractéristique £x. Pour que X ait une modification presque siirement
continue, il faut et il suffit que pour tout nombre = > 0, il existe une
forme bilinéaire Q¢ sur E et un nombre M tels que :

(a) pour tout x non nul dans E, Qe (x, x) =0,

(b) pour toute famille orthonormale (xy, ..., x,,) d’éléments de E, on

m

ait : Z Qe (x5, x;) < M ; autrement dit Q. définit un opérateur hermitien
j=1

complétement continu sur E et la somme de ses valeurs propres est infé-
rieure ou égale a M.

© |1 —Lx@|<ell 4+ Qe(x, 1))

Démonstration. — Pour la suffisance, on copie la démonstration du
théoreme I11.3.3 ; on démontre la nécessité. Supposons que X ait une
modification Y presque slirement continue ; comme le sous-ensemble de
E défini par {x || x|le < M} est borélien, pour tout ¢ > 0, il existe un
nombre M’ tel que :

P o[ IY @l <M) >1——. 1)

Pour tout élément x de E, on a alors :

1—2x@ | = 1= £ [< | 1—exp [i (Y (), )] | dP (w)

¥ (@), <M’

»

+ ‘/IIYMH sy | T exP [((Y (), 1)]] dP (w).

3
L’inégalité (1) montre que la seconde intégrale est majorée par 7;

la premiére intégrale est majorée par :

—_— 2 .
VPe(x, x) = \mY(m,||E<M' (Y (w), x)2 dP (w) ;
on en déduit :

1
ll—ﬁx(x)|<§+ VEGED el + Pl
€
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Il suffit alors de poser :

Q(X, .X) =

P(x,x
2¢2 %)

M= M)z

2¢?

4. Systémes de marges.

I1.4.1. On peut remarquer que si les résultats précédents sont basés sur la
donnée d’un espace d’épreuves (Q, A, P), les criteres (a), (c), (d), (e), (f)
du théoréme I1.2.3 et le critere (C,) du théoréme I1.3.2 ne font pourtant
intervenir que les systémes de marges. On en déduit maintenant des pro-
priétés permettant de caractériser, parmi les familles de mesures de pro-
babilité indexées par les parties finies d’un espace vectoriel E, celles qui
sont systémes de marges de processus linéaires basés sur E, pour certains
espaces d’épreuves.

THEOREME I1.4.1. — Pour qu’un systéeme (ms) indexé par I'ensemble
des familles finies ©® = (¢u, ..., ¢p) d’éléments d’un espace vectoriel soit
le systeme des marges d’un processus linéaire basé sur E pour au moins
un espace d’épreuves (Q, A, P) il faut et il suffit que les conditions sui-
vantes soient réalisées :

(a) pour tout ® = (1, ..., Pp), Mo est une mesure de probabilité
sur R?,

(b) pour tout © = (¢, ..., Pp), toute application linéaire u de R® dans
Ra et toute partie borélienne A de R4, on a :

M (A) = ms (U1 (A)).

Démonstration. — La nécessité est évidente. Pour la réciproque, on
suppose que le systeme (me) vérifie (a) et (b). Soit B une base algébrique
de E; d’aprés le théoreme de Kolmogoroff ([16], p. 77) il existe sur
Q = R® muni de la tribu produit (X une mesure m ayant les marges mes
pour @ contenu dans B. Soit X I’application canonique de Q sur E* ; c’est
une application mesurable de (Q, @) dans (E*, 3) et si on choisit comme
espace d’épreuves (Q, A, m), elle a les bonnes marges pour @ contenu
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dans B, pour ® quelconque aussi a partir de ’hypothese (b), car toute
famille finie d’éléments de E peut s’écrire sous la forme u® ou @ est une
famille finie d’éléments de B.

I1.4.2. Les conditions (a) et (b) expriment que le systeme (mo) définit
une fonction sur la classe des ensembles cylindriques (II.1.2) dénombra-
blement additive sur la classe des cylindres basés sur une famille finie
donnée de E. Le théoreme I1.4.1 indique alors qu’une telle fonction se
prolonge en une mesure de probabilité sur (E*, 33). Le dual topologique E’
de E est un sous-ensemble de E* : le probléme se pose de savoir a quelles
conditions cette mesure est portée par E’. La question sera intéressante
dans les cas ou la tribu induite par @3 sur E’ est I'une des tribus boré-
liennes (faible ou forte) de E’ (cf. 1.1.2 et I1.3.1).

THEOREME 11.4.2. — Soit E un espace limite inductive d’une suite
(E\), e de sous-espaces de Fréchet de type dénombrable,; pour qu’un
systeme (me) indexé par l'ensemble des familles finies ® d’éléments de E
soit le systéeme de marges d’une mesure de probabilité sur E' muni de sa
tribu borélienne faible, il faut et il suffit que les conditions (a) (I1.4.1),
(b) (11.4.1) er C (E,) (11.3.2) pour tout n soient vérifiées. Si de plus les
espaces E, sont tous nucléaires, il suffit que les conditions 11.4.1 (a) et (b)
soient vérifiées et que I'application ¢ — e dm, (x) soit continue dans

JR
E ou dans tout E,.

5. Fonctions de type positif.

I1.5.1. Rappels,; définition, inégalités.

Soit E un espace vectoriel ; on dit qu’une fonction @ sur E est de
type positif si pour toute famille («,, ..., «,) de nombres complexes et toute
famille (¢, ..., ¢,) d’éléments de E, on a:

n

Y O (i —p) =0 )

ii=1
En appliquant I'inégalité (1) aux familles (u, v) € C3, (0, ¢) € E?, on
obtient I'inégalité :
D () < D (0). (2)
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En appliquant I'inégalité (1) aux familles (1, v,w) € C*, (0,¢,¢) € E?,
on obtient I'inégalité :

[ (e + 9 —D(p) < 20(0) [@(0) — Re @ (¢)] (3)

L’inégalité (3) montre que si ® est continue a l'origine, elle est uni-
formément continue.

Les fonctions de type positif continues sur R* sont caractérisées par
le théoreme bien connu de Bochner :

TuEorREME I1.5.1 (Bochner). — Pour qu’une fonction ® sur R" soit
la fonctionnelle caractéristique d’un processus linéaire basé sur R* pour
un espace d’épreuves convenable, il faut et il suffit qu’elle soit de type
positif, continue, égale a 1 a l'origine.

I1.5.2. Fonctionnelles caractéristiques de processus linéaires.

THEOREME 11.5.2. — Pour qu’une fonction ® sur un espace vectoriel
E soit la fonctionnelle caractéristique d’un processus linéaire basé sur E
pour un espace d’épreuves convenable, il faut et il suffit qu'elle soit de
type positif, continue sur chaque sous-espace de dimension finie, égale a
1 a lorigine.

Démonstration. — Soient X un processus linéaire basé sur E et @
sa fonctionnelle caractéristique ; pour toute famille ¥ = (¢y, ..., ¢,) d’élé-
ments de E, la marge my est une mesure de probabilité sur R? ; la fonction
f sur Rr définie par :

FO =f(t, .ty = [ et dmy (%),

(s

est de type positif continue égale a 1 a origine (th. I1.5.1). Le résultat
s’ensuit puisque (II.1.2(3)):

@ ( g t; Lp,-\) = f(t1, ..., tp)-

Réciproquement, soit une fonction @ sur E de type positif continue
sur chaque sous-espace de dimension finie, égale a 1 a Torigine ; pour
toute famille finie ¥ = (¢, ..., ¢,) d’éléments de E, il existe (th. I1.5.1)
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une mesure de probabilité me sur R» telle que pour tout ¢ = (¢4, ..., £,),

on ait :
D
(1) < Z ti (Pf) = f 42 dmy (x).
i=1 R»

Siy = (qﬁ, ey (p(', ) est telle que :

j
Viell,ql, ¢ = ), a;d;,
=1

notons m’ 'image de la mesure my par I’application u de R? dans Re de
matrice (a; ;); pour tout élément ¢ = (tl' 5 eens tq' ) de R%, on a:

f e‘i<t’.:l:'> dm’ (x’) —_ / e’i(f’,1l(.2‘)> dm\ll (x) ;

R¢ </ Re

le second membre est égal a @ (( 7, u (¥))), Cest-a-dire & ® ((¢, ¥'));
on a donc:

f o<t > dm’ (¥) = f e<r=> dmy () ;
Ry R?

On en déduit que la mesure m’ et la mesure me- sont identiques. La famille
(my) vérifie les conditions 11.4.1 (a) et (b); d’ou le résultat.

CoRrOLLAIRE II.5.2. — Pour qu’une fonction ® sur un espace vec-
toriel E soit la transformée de Fourier d’une mesure de probabilité sur le
dual algébrique E* de E muni de la tribu engendrée par les cylindres,
il faut et il suffit qu’elle soit de type positif, continue sur chaque sous-
espace de dimension finie, égale a 1 a l'origine.

I1.5.3. Transformées de Fourier de mesures sur un dual topologique.

Les théorémes I1.3.3 et I1.3.4 peuvent se traduire en termes de
transformées de Fourier de mesures :

THEOREME I1.5.3 (a). — Soit E un espace limite inductive d’une suite
(E.)),en de sous-espaces de Fréchet nucléaires; pour qu'une fonction ®
sur E soit la transformée de Fourier d’'une mesure de probabilité sur le
dual topologique E’ de E muni de sa tribu borélienne, il faut et il suffit
qu’elle soit de type positif, continue, égale a 1 a lorigine. Pour qu’un
ensemble A de mesures de probabilité sur E’ soit relativement compact
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dans (N (E), & (E) ), il faut et il suffit que 'ensemble (0,), - , des trans-
formées de Fourier soit équicontinue a l'origine.
Démonstration de la deuxiéme partie :

Soit une partie A de N (E") relativement compacte pour la topologie
étroite; pour tout ¢ > 0, il existe (Th. 1.6.5) une partie compacte métri-
sable K de E’ telle que :

VEEA, pK>1—

3
3

Pour tout élément ¢ de E, on aura alors :

| 1— Dy (o) | Sf | 1 —ei<et> | du(2) +f | 1 —e'<®t> | dp(2).
K E—K

2¢

La seconde intégrale est majorée par ; soit V la partie de E

définie par :
>
V= gcp'IVteK, |(cp,t)|<-3—$;

c’est un voisinage de O dans E, car E est tonnelé; pour tout élément ¢
€

de V, la premiére intégrale est majorée par e La famille (®,), ., est

donc équicontinue & I'origine.

Réciproquement, soit A un ensemble de mesures dont la famille
(D), o des transformées de Fourier soit équicontinue a 'origine; pour
tout entier p et tout ¢ > 0, on pose

5
V = CpGE,,IVp.EA, |®u<:p\/:)—1|<s
y €

c’est un voisinage de 0 dans E, ; on en déduit (II.3.3 D,) P’existence d’une
semi-norme continue N, = \/ Q, sur E, telle que :

VREA, p{x€F|V9EE, |[(x¢)|<N, (@} =1—6¢.

1

En utilisant une suite
3

6.2?

on en déduit que I’ensemble A est relativement compact.
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TuEorEME 11.5.3 (b). — Soit E un espace de Hilbert; pour qu’une
fonction ® sur E soit la transformée de Fourier d’'une mesure de proba-
bilité sur E muni de sa tribu borélienne, il faut et il suffit qu’elle soit de
type positif, continue, égale a 1 a Uorigine et que, pour tout ¢ positif, il
existe une forme quadratique Q¢ sur E et un nombre Me tels que :

@) si (x;, ..., xn) est orthonormée, on ait :

m

Y Qe (x), x) < Me,

G [1T—0 <+ Q).

Pour qu’un ensemble A de mesures de probabilité sur E soit relativement
compact dans (OW (E), & (E)), il faut et il suffit que l'on puzsse choisir
Q¢ et Mc indépendamment de ..

I1.5.4. Exemples de fonctions de type positif.

Soit un espace vectoriel E; pour tout élément x de E*, ¢ — ei<®¢>
est une fonction de type positif; pour toute forme quadratique positive Q
sur E, les fonctions

|
C{f—>€XP ('-?Q((Pa QP)))

¢=>exp(—V Qg 9) 9 =>[1 +Qp,p)1~% (a>0)

sont des fonctions de type positif. Elles vérifient les conditions du théoreme
I1.5.2; ce sont des transformées de Fourier de mesures sur E*. Si E est
limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet nucléaires, pour que I'une
quelconque de ces mesures soit portée par E’, il faut et il suffit (th.
I1.5.3 (a)) que & et Q soit continues. Si E est un espace de Hilbert, pour
que l'une quelconque de ces mesures soit portée par E’, il faut et il suffit

(th. I11.5.3 (b)) que A soit continu et que Q soit associé & un opérateur
completement continu dont la somme des valeurs propres soit finie.

I1.5.5. Fonctions de type positif continues sur une limite inductive.

Soit E un espace topologique localement convexe limite inductive
d’une suite (E,), o, de sous-espaces vectoriels topologiques; toute fonc-
tion @ de type positif continue sur tout E, est a un facteur prés (th.
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I1.5.2) 1a fonctionnelle caractéristique d’un processus linéaire X basé sur
E; ce processus est continu en probabilité sur tout E, (th. 11.2.3) donc
sur E (th. I1.2.4). 11 en résulte que @ est continue sur E (th. 11.2.3). On
peut d’ailleurs démontrer directement le théoreme :

THEOREME IL.5.5. — Soit E un espace localement convexe, limite
inductive d'une suite (E,),cx de sous-espaces; pour qu’'une fonction ®
de type positif sur E soit continue, il faut et il suffit qu’elle soit continue
sur tout E,; pour qu'un ensemble & de fonctions de type positif sur E
soit équicontinu a Porigine de E, il faut et il suffit qu'il soit équicontinu
a lorigine de tout E, .

Démonstration. — Les nécessités sont évidentes; la premiére suffi-
sance résulte de la seconde; on peut se limiter au cas ou ® (0) = 1, pour
tout ® € ¥. On suppose que la famille & est équicontinue a 'origine de
tout E, .

Pour tout ¢ > 0 et tout entier n, soit U un voisinage convexe de
zéro dans E, tel que:

Voes, V@EM,]V—Qwﬂééizﬁ (1)

I’ensemble convexe U formé des éléments ¢ qui sont de la forme :
t=@1+ ...+ k=1, 9, €U,, (2)

contient chacun des U,, U est donc un voisinage de zéro dans E. Pour

tout élément ¢ de U, on a:
k -1

VOESF, |[1—0(@]|<)] (Zp%MNZp);

=1 i=1 i=1

I'inégalité (IL1.5.1 (3)) permet de majorer chaque terme de droite; on
obtient :

x
vVoeF, |1_(D(¢)]<Z\/2(1——Re(l)(:pz));
1=-1

les relations (1) et (2) montrent que le second membre est inférieur ou
égal a ¢ d’ou le résultat.



CHAPITRE III

DISTRIBUTIONS ALEATOIRES

1. Préliminaires sur @ [18].

IIL1.1. Notations. — Dans ce chapitre, on note R¢ I’espace numérique
réel de dimension d et x = (x1, ..., xs) I'un de ses points ; la lettre M
désignera un sous-ensemble ouvert de R¢; pour toute partie compacte K
de R? (par exemple contenue dans M), on note Dk I’espace vectoriel des
fonctions de d variables réelles indéfiniment dérivables et a support dans
K.

Pour tout entier i €[1, d], la lettre D, note le symbole de dérivation

partielle

; pour tout systeme p = (p;, ..., ps) de d entiers = 0, D,

Xi
d

note le symbole de dérivation II (D;)?:; on note plus particuliérement

=1

d
A le symbole II D;.
=1

Pour toute fonction ¢ indéfiniment dérivable de d variables réelles,
on pose :
| llo =sup|o@ |
o ll: =15 @) [*dx]?;
VmEN, Qu(p) = [|| Ag|l2F;

ces différentes fonctions de ¢ sont reliées par les formules suivantes :

IIL.1.2. Lemme fondamental. — Soient dans R® un cube de coté r et une
partie compacte K contenue dans le cube; toute fonction ¢ appartenant a
Mk vérifie les inégalités :
Nell<r|¢]les 1)
lolle<r|IDigl=; @
Nolle<r2[|Ag]l; 3
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de plus pour tout entier m == 0 et toute famille ® d’éléments de @k ortho-
normale pour Q,, 11, 0n a:

Y Qu () <2, (4)

QEP

Démonstration. — Les inégalités (1) et (2) résultent de la formule de
la moyenne; soient donnés un entier m = 0, une famille ® orthonormale
pour Q41 et un élément ¢ de R? ; on définit la fonction A; sur R? par :

h,(x):l si x1>t1,..., x,;}td,

h: (x) = O ailleurs ;

pour tout élément ¢ de Dk, on a:

cp(z)=fA<p<x)r<x)dx,

'inégalité (3) en résulte par application de I'inégalité de Schwarz. Comme
la famille A™+! @ est orthonormale dans L2 (K), on en déduit aussi en
appliquant I'inégalité de Bessel :

) A"‘Cp(t)2<f | he (@) P AX TS
oE® K

en intégrant cette derniére inégalité dans le cube hors duquel les éléments
de @ sont nuls, on obtient :

Y Qi) = ), ﬁA”¢izdt<r2d;

oEP oEP

d’ou Tinégalité (4).

II1.1.3. La topologie sur Mx est définie ([18], p. 64) par la famille des
semi-normes (|| D? ¢ ||«), < nesle lemme II1.1.2 montre alors qu’elle peut
étre définie par la famille des semi-normes (Qn (¢)!/?),,en- Pour tout
sous-ensemble ouvert M de R?, on désigne par My, ou @ s’il n’y a pas
de confusion possible, la réunion des MPx ou K parcourt la famille des
sous-ensembles compacts de M; @ est muni de la topologie de la limite
inductive des k. On note Mk le dual de @x et My = @ le dual de
@, munis de leur topologie forte ([18], p. 71); on note wx I'application
de réduction canonique de @y dans (Df( .
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2. Tribus sur @

II1.2.1. Soient K une partie compacte de R? et @k le dual fort de (x;
P’application 2 Mk des résultats du chapitre 1 permet d’écrire :

ProrosiTION II1.2.1:
(1) L’espace Mx. est standard;

(2) La tribu borélienne sur 0x est engendrée par chacune des classes
de parties qui suivent :

(a) la classe des parties compactes;
(b) la classe des parties convexes compactes;

(c) la classe des demi-espaces de la forme { T |(T,p)<a} olt ¢
parcourt (Dx et a parcourt I'ensemble des nombres réels.

Démonstration. — L’assertion (1) résulte du théoréme 1.5.1 (e) puis-
que (Mx est un espace de Fréchet-Montel ([8], p. 79); pour démontrer
Passertion (2), il suffit d’extraire des tribus définies en (b) et (c) des
familles dénombrables séparant les points (th. 1.2.5 (¢) )

Il existe dans @k une famille (¢,),c, dénombrable et dense, la
classe des {T [( T, ¢n) < 1}, yest contenue dans la classe (c) et sépare
les points ; d’ou ’assertion (2) (c).

L’espace Dk est réunion dénombrable de parties convexes com-
pactes métrisables. Dans chacune de ces parties, tout point a une base
dénombrable de voisinages formée d’ensembles convexes compacts, il
existe donc une suite de parties convexes compactes séparant les points.
La réunion dénombrable de ces suites sépare les points de Bk ; d’out les
assertions (2) (a) et (2) (b).

COROLLAIRE. — L’espace M est standard pour toute topologie inter-
médiaire entre la topologie faible et la topologie forte ; toutes ces topo-
logies définissent la méme tribu borélienne.

Démonstrdtion. — Cela résulte de I’assertion (2) (¢).



PROCESSUS LINEAIRES, PROCESSUS GENERALISES 57

II1.2.2. Soit un recouvrement de I'ouvert M de R? par une suite croissante
(K,), N de parties ouvertes relativement compactes ; ’espace @Dy est

limite inductive de la suite (®x,), en- On en déduit :

ProposiTiON I11.2.2 :
(1) L’espace 0y est standard ;

(2) La tribu borélienne sur My est engendrée par la famille d’appli-

cation (mx,) _ a valeurs respectives dans (0%, B (Dx,) ) ;

(3) La tribu borélienne sur My est engendrée par les demi-espaces
de la forme : {T | (T, ¢) < a} oit ¢ parcourt By et a parcourt I'ensemble
des nombres réels.

(4) Soit la tribu B, engendrée sur o8 par les parties convexes com-
pactes ; sur toute partie de 0y qui est g-compacte, les tribus (3. et
®B (P ) induisent la méme tribu.

Démonstration. — L’assertion (1) résulte du théoréme 1.5.1 (f). Les
assertions (3) et (4) se démontrent comme (III.2.1 (2) (c)) et (IIL.2.1
(2) (b) ). Par ailleurs, a tout compact K,, on peut (théoréme I1.2.5 (b))
associer une suite (fa,m),, < de fonctions boréliennes sur o»;(n séparant
les points de Mk, ; la suite double (fu, m o TX,) nmeN ESt UNE suite de fonc-
tions boréliennes numériques sur @ séparant les points de My, elle engen-
dre B (M ) (théoreme 1.2.5 (c) ), d’ot I'assertion (2).

COROLLAIRE. — L’espace @Y est standard pour toute topologie inter-
médiaire entre la topologie forte et la topologie faible ; toutes ces topo-
logies définissent la méme tribu borélienne.

Remarque. — Comme (Y n’est pas o-compact, ’assertion II1.2.2 (4)
ne prouve pas que les tribus @3, et B (®’) soient identiques. Au contraire,
cette identité semble douteuse. Pourtant, toute mesure de probabilité
sur (), B (W) ) sera portée par un sous-espace g-compact (théoréme
1.3.2 corollaire 2) et les tribus p-complétées de @B (0) ou de @3, seront
identiques (assertion (4) ).
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3. Espaces fonctionnels usuels.

Dans ce paragraphe, on étudie les espaces fonctionnels usuels conte-
nus dans @’; on montre que la plupart sont des parties boréliennes de @’
et que la tribu B (@) induit sur eux leur propre tribu borélienne. On
utilisera pour cela deux principes.

IIL.3.1. Premier principe. — Soit E un sous-espace vectoriel de )’ muni
d’une topologie plus fine que la topologie induite par @ ; on suppose que
E pour sa topologie est un espace de Fréchet de type dénombrable ou la
limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet de type dénom-
brable ; alors E est une partie borélienne de @ ; la tribu @ (@) induit
sur E sa propre tribu borélienne @3 (E) et cette derniére est engendrée
par les demi-espaces {T €E | (T, ¢) < a} ol ¢ parcourt &) et a parcourt
I’ensemble des nombres réels.

Deuxiéme principe. — Soit F un espace de Fréchet de type dénom-
brable ou la limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet de
type dénombrable ; on suppose qu’il existe une application linéaire con-
tinue f de @ sur une partie dense de F ; soit E la partie de @@ image du
dual topologique de F par I’application transposée de f, c’est une partie
borélienne de @’. Soit % une topologie localement convexe sur E qui soit
intermédiaire entre les images par !f de la topologie faible et de la topo-
logie de la convergence compacte (identique a la topologie forte si F est
un espace de Montel), alors la tribu borélienne sur (E, ®) est identique
a la tribu induite par @ (@) sur E.

Démonstration des deux principes. — Dans I'un ou l'autre cas, soit
® la topologie considérée ; pour cette topologie, E est standard (th. 1.5.1).
L’injection canonique de (E, ®) dans @Y faible étant continue, le sous-
ensemble E est borélien dans @ (prop. 1.2.2) ; il est donc standard pour
la topologie séparée % et pour la topologie induite par la topologie faible
de @ qui est moins fine ; les tribus boréliennes associées sont alors iden-
tiques (th. 1.2.5 (a) ).

I11.3.2. Exemples d’applications du premier principe :

Ce principe s’applique par exemple quand E est I'un des espaces
suivants :
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L’espace & des fonctions indéfiniment dérivables a support compact
dans M ; I’espace & des fonctions indéfiniment dérivables dans M ; I’espace
S des fonctions indéfiniment dérivables a décroissance rapide (lorsque
M = RY ; pour tout nombre réel fini p > 1, les espaces L?, Lf,., des
fonctions de puissance pieme sommable ou localement sommable dans
M ; pour tout nombre réel fini p > 1 et tout entier m > 1, les espaces
Mri» et &r» des fonctions dont les dérivées d’ordre << m (au sens des
distributions) sont dans K? ou dans L?, les espaces (@™ et &™ des fonctions
m fois continument dérivables a support compact dans M ou m fois conti-
nument dérivables dans M.

II1.3.3. Le cas des fonctions continues mérite une mention spéciale :

ProrosiTION II1.3.3. — L’espace C des fonctions continues est une
partie borélienne de G). Sur toute partie borélienne E de 00 contenue dans
C, les tribus suivantes coincident :

(a) la tribu borélienne @ (E) associée a la topologie de la conver-
gence compacte,

(b) la tribu induite par &3 (0Y),

(c) la tribu engendrée par les applications f — f (x) ot x parcourt M,

(d) la tribu engendrée par les applications f— [ fdw oi | parcourt
lensemble des mesures a support compact dans M,

(e) la tribu engendrée par les applications f— [ fodx ou ¢ par-
court 0. '

Démonstration. — Le premier principe II1.3.1 montre que l’espace
C muni de la topologie de la convergence compacte est standard et que
les tribus (a), (b), (e) coincident. Les tribus (c) et (d) sont contenues dans
@ (E), car les applications en question sont continues ; elles contiennent
toutes la tribu engendrée par la suite d’applications (f — f (xu) )nen
ol (x,), <y ©st une suite partout dense dans M qui sépare les points de E
et engendre donc aussi la tribu (a) (th. 1.2.5 (c) ) ; d’ou le résultat.

CoroLLAIRE II1.3.3:

(a) Pour tout nombre positif A et toute partie fermée F de M, l'en-
semble des fonctions continues dans M majorées par A dans F est une
partie borélienne de Y.
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(b) Pour toute fonction & d’une variable réelle positive, continue,
croissante, a valeurs strictement positives, et toute partie fermée F de M,
I'ensemble

[f@)—fO) | <1

fee| ,
@per: S(lx—y))

est une partie borélienne de 0.

Démonstration. — Les deux ensembles indiqués sont fermés dans C
pour la topologie de la convergence compacte ; la proposition II1.3.2
montre que ce sont les traces sur la partie borélienne € de @Y de certains
sous-ensembles boréliens de @’ ; d’ou le résultat.

II1.3.4. Exemples d’application du second principe :

Ce principe s’applique par exemple quand E est I'un des espaces
suivants :

L’espace & des distributions a support compact dans M, I’espace &’
des distributions tempérées (lorsque M = R9), les espaces &™ et (O™
duals respectifs de & et @™ (II1.3.2), 'espace L= des fonctions bornées
dans M muni de la topologie faible g (L=, LY).

Remarque 1. — Sur L=, on peut définir la tribu borélienne associée
a la topologie forte ; on ignore si elle est ou non identique & la tribu
induite par @ (7).

Remarque 2. — L’ensemble des distributions ayant leur support dans
une partie fermée donnée de M est une partie fermée de @’ et coupe
chaque espace fonctionnel des types précédents suivant une partie boré-
lienne de @'.

4. Distributions aléatoires.

IIL.4.1. Définition. — Soit un espace probabilisé (Q, &, P); on appelle
distribution aléatoire sur M, toute application mesurable de (Q, Q) dans
(@, B (0))); Pespace (Q, &, P) est appelé espace d’épreuves de la distri-
bution aléatoire.
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Une distribution aléatoire est donc (I.4.1) une variable aléatoire a
valeurs dans @Y. La dualité entre @’ et & et la proposition III.2.2 (3)
montrent plus explicitement que c’est une fonction numérique X (w, ¢)
de Q X @ dans R vérifiant les propriétés suivantes :

(a) pour ¢ € M, l'application w — X (w, ¢) est une application mesu-
rable de (Q, @) dans (R, & (R) ) ; on la note (X, ¢) ou f X (®) ¢ (x) dx.
M

(b) pour w € Q, lapplication ¢ — X (w, ) est une application
linéaire continue de @ dans R ; on la note X (w), c’est un élément de &

La définition I1.3.1 montre d’ailleurs que toute distribution aléatoire
est un processus linéaire presque sfirement continu basé sur @ et que
réciproquement, pour tout processus linéaire presque sirement continu
basé sur (@, il existe une variable aléatoire indiscernable (I.4.1) qui est
une distribution aléatoire.

II1.4.2. Lois de distributions aléatoires.

A toute distribution aléatoire X sur M, on associe (I.4.1) une mesure
myx sur @Y définie par :

vbed (@), mx((b)=P{X"1(D)};

cest la loi de la distribution aléatoire X ; a toute famille finie
D = (¢, ..., ¢p) d’éléments de M, on associe (II.1.2) une mesure me sur
Re définie par:

Vbe®B R, mes (b) = P (B)

ol B est 'ensemble des éléments w de Q tels que:
KXoy (@), oy X, (w))ED;
c’est la @-marge de la distribution aléatoire X.

Le lemme fondamental (III.1.2) permet d’appliquer le théoréme de
Minlos (II.3.3) aux processus linéaires basés sur . On en déduit :

ProrosiTiON II1.4.2 (a). — Tout processus continu en loi ou en
probabilité (th. 11.2.3) basé sur B admet une modification qui est une
distribution aléatoire.
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ProposITION 1I1.4.2 (b). — La loi d’une distribution aléatoire est
déterminée par le systéme de ses marges ; pour qu'un systéme de mesures
(mo) soit le systéme des marges d’une distribution aléatoire pour au moins
un espace d’épreuves, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
réalisées :

(a) (cf. 11.4.1) pour tout ® = (41, ..., @,), toute application linéaire
u de R? dans R et toute partie borélienne A de R4, on a :

Mo (A) = me (U~ (A)).

(b) (cf. I1.2.3 (f) ) pour tout € > O et tout compact K contenu dans
M, il existe un voisinage U de O dans )k tel que pour tout élément ¢
de U, on ait :

my(—1, + 1) >1—¢.

Démonstration. — Soit un systeéme (ms) ; pour qu’il soit le systeme
des marges d’un processus basé sur @, il faut et il suffit (th. II.4.1) que
la condition (a) soit satisfaite ; pour que ce processus soit continu en loi
il faut et il suffit que la condition (b) soit satisfaite ; pour qu'un processus
basé sur (@ soit une distribution aléatoire, il faut et il suffit (prop. II1.4.2.
(a), th. I1.3.2) qu’il ait une modification qui soit continue en loi ; d’ol le
résultat, puisque deux modifications ont mémes marges.

II1.4.3. Systémes de K-marges. — Dans (III.1.3), on a associé¢ a toute
partie compacte K de M, I'espace (Dx, son dual fort Mk et une appli-
cation canonique ntx de 0¥ dans () ; cette application est une application
mesurable de (0, B (0) ) dans (Dx, B (Px ) ) et associe donc A toute
distribution aléatoire X de loi mx une mesure de probabilité nwx (mg) sur
(Px, B (k) ) ; cette mesure est appelée la K-marge de la distribution
aléatoire X. Alors que les ®-marges des distributions aléatoires sont
caractérisées par des conditions algébriques (a) et topologiques (b) simul-
tanées, les K-marges des distributions aléatoires sont caractérisées par des
conditions uniquement algébriques :

PROPOSITION II1.4.3. — Pour qu’un systéme (mg) de mesures de pro-
babilité sur (Px, B (Px)) respectivement, indexé par l'ensemble des
parties compactes K de M, soit le systéme des K-marges d’une distribution
aléatoire, il faut et il suffit que la condition suivante soit réalisée :
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Pour tout couple (K,, Ks) de parties compactes de M et tout
¢ E Mk, NPk, ON a:

mg, {TERk, | (T, )| <1} = mg, {TEGK, | |(T,o)| <1} (1)

Démonstration. — Soient T une distribution aléatoire de loi m et
deux parties compactes K; et K; de M ; les deux membres de (1) sont
égaux a

m{Tea |[(T,p|<1},

donc égaux entre eux.

Réciproquement soit un systéme (mx) de mesures de probabilité véri-
fiant les hypothéses de la proposition ; toute famille finie d’éléments de @
ayant un support compact commun, la condition (1) montre que le sys-
téme (mx) définit un systéme de marges bien déterminé. C’est le systeéme
des ®-marges d’un processus linéaire basé sur @ continu en loi sur tout
Mx donc sur @ (théoréme I1.2.4) ; soit une modification X qui soit une
distribution aléatoire ; elle a les mémes ®-marges, donc les mémes K-mar-
ges ; d’ou le résultat.

Remarque. — La proposition 111.2.4 (b) exprime le critére de ([11])
« pour qu'un processus faible soit fort », et la proposition III.4.3 s’y
exprimait sous la forme « tout processus fort sur tout Mx est un processus
fort. »

1I1.4.4. Distribution aléatoire portée par un espace fonctionnel :

Soit E un espace fonctionnel borélien dans @', par exemple I'un des
espaces identifiés dans le paragraphe 3 ; on dit qu’une distribution aléa-
toire X est portée par E si P {X~!(E)} = 1; l'application w — X (w)
est alors une application mesurable de (Q, @) dans (E, 3 (E) ). Récipro-
quement, a toute application mesurable de (Q, @) dans (E, @3 (E)) est
associée une distribution aléatoire portée par E.

En particulier, la proposition III.3.3 montre qu’il y a équivalence
entre la notion de distribution aléatoire portée par I’espace des fonctions
continues et celle de fonction aléatoire presque siirement continue au sens
usuel : & toute fonction aléatoire presque siirement continue définie par
ses lois temporelles, on peut associer « par passage a la limite » sur les
lois une distribution aléatoire ayant méme espace d’épreuves qui sera
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portée par l’espace des fonctions continues, et réciproquement (prop.
IT1.3.3 (e) et (d)).

5. Opérations sur les distributions aléatoires.

Le théoréme 1.4.3 sur les variables aléatoires composées permet de
définir avec précision des opérations sur les distributions aléatoires :

II1.5.1 Produit d’'une variable et d’une distribution, somme de distributions
aléatoires :

Soient un espace probabilisé¢ (Q, &, P), une variable aléatoire réelle
A, des distributions aléatoires X et Y ayant (Q, @,P) pour espace
d’épreuves; les espaces R et (@ sont standards et les applications
{x, T)>x T} et {ST)>S+ T} de RX @ et @ X @ dans
@’ sont continues; on peut donc appliquer le théoreme 1.4.3 : le produit
A X et la somme X + Y sont des distributions aléatoires.

IIL.5.2. Produit tensoriel de distributions aléatoires :

Soient une famille finie (d;, ..., d,) de nombres entiers positifs, une
famille (M, , ..., M,) de parties ouvertes de R (1 << i < n) respective-
ment et des distributions aléatoires X, , ..., X, sur M;, ..., M, respec-
tivement ayant un espace d’épreuves commun (Q, &, P); les espaces
@ My), ..., @ (M,) sont standards et Iapplication

{ (Tk)1gkgn - ? Tk }
est une application continue ([18], p. 110) de
I & M,) dans @ (II M,);
1 1

on peut donc appliquer le théoréme 1.4.3 :

TuforeME II1.5.2. — Le produit tensoriel de plusieurs distributions
aléatoires ayant méme espace d’épreuves est une distribution aléatoire.
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II1.5.3. Produit de convolution de distributions aléatoires :

Le produit de convolution de deux distributions n’est défini que sous
certaines conditions, assez mouvantes d’ailleurs ([19], pp. 6-12, pp. 26-32,
p. 59, etc.). Dans tous les cas, les facteurs S et T appartiennent a des sous-
espaces fonctionnels E et F tels que :

(1) pour tout élément (¢, S, T) de @ X E X F, la limite I (S, T, ¢)
de (S, T, & (x) & (), ¢ (x + ¥) ), quand I’élément o de ) converge vers
1 dans &, existe;

(2) la limite I (S, T, ¢) est une fonction séparément continue de
SEE, TEF, 9.

L’application { ¢ — I (S, T, ¢) } est alors une distribution (2); on la
note S * T, c’est le produit de convolution de S et T.

Si les sous-espaces E et P sont boréliens dans @ et si la tribu @ (&)
induit sur eux leur propre tribu borélienne, la propriété (2) montre qu’on
peut appliquer le théoréeme 1.4.3 :

THEOREME I11.5.3. — Soient E et F deux sous-espaces de 0 stan-
dards pour des topologies plus fines que les topologies induites telles que
lapplication {(X,Y)—> X * Y} soit définie (au sens précédent); le pro-
duit de convolution de deux distributions aléatoires portées respectivement

par E et F, ayant méme espace d’épreuves, est une distribution aléatoire.
Cestlecas siE = et F = &

Premiére application : dérivation. Le théoréme s’applique en parti-

culier quand le premier facteur est un polyndome de dérivation; on en
déduit :

COROLLAIRE 1. —, Les dérivées des distributions aléatoires sont des
distributions aléatoires.

Deuxiéme application : régularisation. Le théoréme s’applique aussi
quand le premier facteur est une fonction indéfiniment dérivable a support
compact. Le produit de convolution est alors une fonction aléatoire indé-
finiment dérivable au sens usuel; utilisant des «; convergeant vers & dans
&', on en déduit :
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COROLLAIRE 2. — Les régularisées des distributions aléatoires sont
des fonctions aléatoires indéfiniment dérivables. Toute distribution aléa-
toire est limite presque siire d’une suite de fonctions aléatoires indéfinimeni
dérivables.

II1.5.4. Produit multiplicatif de distributions aléatoires :

Le produit multiplicatif de deux distributions est bien défini sur
& X @'; c’est une application hypocontinue de & X @Y dans @Y; on peut
donc appliquer le théoréme 1.4.3 :

Soient deux distributions aléatoires X et Y ayant méme espace
d’épreuves, I'une d’elles étant portée par &; leur produit multiplicatif est
une distribution aléatoire.

.

6. Distributions aléatoires et fonctions caractéristiques.

II1.6.1. La proposition 111.4.2 (a) permet d’affirmer que toute fonction £
de type positif continue sur @, égale a 1 a l'origine, est la fonctionnelle
caractéristique d’au moins une distribution aléatoire associée a un espace
d’épreuves convenable; c’est en particulier la transformée de Fourier d’une
mesure de probabilité m sur gY définie par :

VoE®D, £(9) =j ¢i<1.9> dm (T).

Dans certains cas, la forme de £ permet de caractériser simplement cer-
tains espaces fonctionnels portant la distribution aléatoire, portant la
mesure m :

ProposITION II1.6.1. — Soit E un espace vectoriel localement
convexe contenant (@ tel que linclusion de @ dans E soit continue et que

@ soit dense dans E; on identifie E' a son image canonique dans 0¥ .
Soient X une distribution aléatoire et £x sa fonctionnelle caractéristique ;

(a) si E est tonnelé et E’ standard pour la topologie faible, si de plus
X est porté par E/, la fonctionnelle £x est continue sur ® pour la topologie
induite par celle de E.

(b) si E est limite inductive d’une suite de sous-espaces de Fréchet
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nucléaires, si de plus £x est continue sur @ pour la topologie induite par
celle de E, alors X est porté par E’.

Démonstration. — (a) Sous les hypothéses indiquées, il existe un
processus linéaire Y presque slirement continu basé sur E, tel que pour
tout ¢ €M, on ait Y, = (X, ¢); ce processus est continu en loi (th.
11.3.2) et sa fonctionnelle caractéristique £y est continue sur E (th. 11.2.3);
elle coincide avec £x sur @ d’ou le premier résultat.

(b) Sous les hypothéses du (b), 'uniforme continuité de £x (I1.5.1,
formule (3)) permet de la prolonger par continuité en une fonction ® de
type positif continue sur E égale a 1 a lorigine; il existe (th. I1.5.3 (a))
une mesure de probabilité m sur E’ telle que pour tout ¢ € E, on ait :

@ (¢) =f ei<T-¢> dm (T).
-
En particulier pour tout ¢ € @, on aura :
f ei<T.e>dm (T) = / e'<T. 9> dmyx (T)
B’ J @D

Comme E’ est borélien dans @Y, on peut prolonger m mesure de proba-
bilité sur (E’, B (E’) ) en une mesure de probabilité m sur (@', B (0Y) )
portée par E’; les deux mesures m et m ayant méme transformée de
Fourier coincident et I'on a:

P{XTTEN)}=mx(E)=m(E)=1;

d’ou le second résultat.

COROLLAIRE 1. — Pour qu’une distribution aléatoire soit a support
compact, il faut et il suffit que sa fonctionnelle caractéristique soit continue
sur @ pour la topologie induite par celle de &.

COROLLAIRE 2. — Pour qu’une distribution aléatoire soit tempérée,
il faut et il suffit que sa fonctionnelle caractéristique soit continue sur 0J
pour la topologie induite par celle de S.

Remarque. — L’espace des distributions et celui des distributions a
support compact ne vérifient pas les hypothéses (b). Le théoréme ci-
dessus ne permet donc pas de caractériser les distributions aléatoires
portées par @ ou &. En fait, on peut pourtant démontrer :
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II1.6.2. TuEOREME 111.6.2. — Pour qu’une distribution aléatoire soit une
fonction aléatoire indéfiniment dérivable (resp. indéfiniment dérivable a
support compact), il faut et il suffit que sa fonctionnelle caractéristique soit
continue sur & pour la topologie induite par celle de & (resp. celle de

@’).

Démonstration. — La nécessité a été prouvée en I11.6.1 (a); il reste
a prouver la suffisance. Supposons que £x soit continue pour la topologie
induite par &’; alors pour tout entier m 2> 0, la fonctionnelle caractéris-
tique de A™+1 X est continue pour la topologie induite par celle de L.,
et par suite (Th. IL5.3 (b)), A™ X est porté par L}, ; comme

&= N (A"~ Ly,
meEN

il en résulte que X est porté par &, c’est le premier résultat. Si maintenant,
L£x est continue pour la topologie induite par celle de @, elle est continue
pour les topologies induites par celles de & et &; la distribution aléatoire
X est alors portée par & et &', donc par leur intersection qui est @; d’ou
le résultat.

II1.6.3. Certaines des topologies utilisées en II1.6.1 et II1.6.2 sont assez
peu maniables et il n’est pas toujours facile de vérifier si des fonctionnelles
caractéristiques sont continues pour ces topologies; il pourra étre commode
d’utiliser I’inégalité.

[1—£x @) | <E[(X, )|l

elle montre que si la semi-norme du second membre est continue pour
une topologie, il en est de méme de £x .

II1.6.4. Convergence en loi de suites de distributions aléatoires.

L’étude de la convergence étroite des mesures de probabilité sur un
espace standard régulier faite en (I.6) et les précisions démontrées en
(II.5.3 (a)) sur les ensembles de mesures relativement compacts pour la
topologie étroite s’appliquent en particulier a Iespace @’. L’application
de ces résultats a des suites de distributions aléatoires permet d’énoncer :

TuforEME I11.6.4. — Soit (Xa), e une suite de distributions aléa-
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toires ayant méme espace d’épreuves, les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(a) de toute suite partielle, on peut extraire une suite partielle conver-
geant en loi dans GY fort.

(b) pour tout ¢ > 0, il existe une partie compacte K de Y telle
que :
vneN, P{X,eK}>1—:¢.

(©) la suite (£x,),cn des fonctionnelles caractéristiques est équi-
continue a lorigine de O).

II1.6.5. Critére de convergence en loi.

La convergence en loi des suites de distributions aléatoires dans @
fort ou faible se caractérise comme celle des variables aléatoires numé-
riques a partir des fonctionnelles caractéristiques (Théoreme de P. Lévy) :

TuEorEME I11.6.5. — Pour qu’'une suite (X,), o de distributions
aléatoires converge en loi dans 0 fort ou faible, il faut et il suffit que
les deux conditions suivantes soient réalisées :

(1) Pour tout élément ¢ de M, £x, (¢) tend vers une limite £ ().

(2) La limite £ est une fonction continue dans 0.

Démonstration. — La nécessité est évidente puisque pour tout élé-
ment ¢ de @, 'application X — (X, ¢ ) est continue pour la topologie
faible de @.

Démontrons la suffisance : (a) Supposons les deux conditions (1) et
(2) vérifiées; la premiére montre par passage a la limite que £ est une
fonction de type positif sur @, égale a 1 a lorigine; la seconde montre
alors (Th. I1.5.3 a) que c’est la fonctionnelle caractéristique d’une distri-
bution aléatoire X. On veut montrer que (X,), .y converge en loi vers
X dans @ fort et pour commencer que la suite (£x,), o\ ©st équicontinue
a Porigine.

(b) Pour tout entier n > 0, on appelle m, la loi de X, et m la loi de
X si p est une mesure de probabilité sur @, ’'hypothese (1) et le théoréme
de convergence dominée de Lebesgue montrent que la suite
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( [ L£x, (¢) dp. (¢)) converge vers / Lx () d ().
J D ]

Soit une fonction f continue de type positif sur Y, égale a 1 a I'origine;
c’est la transformée de Fourier (Th. II1.6.2) d’une mesure de probabilité

1 sur @; on en déduit donc que la suite (| f (T) dm, (T)) converge vers
@
f f (1) dm (T).
@

(c) Soit alors une suite (¢x), <y d’éléments de A convergeant vers 0

dans @ ; ses éléments sont contenus dans un méme Mk et on peut en

extraire une suite partielle (¢x), o, telle que Z ¢r ® ¢y, soit un élément
kel

de @ M X M); pour tout ¢ > 0, le théoreme de convergence dominée

montre qu’il existe un entier K, tel que :

. _
J=esl=3 Ziwor|famoss

kedJ
11 existe alors (b) un entier n, tel que :

) )
Vn>no,f31—exP[—2 Z <<pk,t)2|£dmn(t)<s;

k 2 ko
kel

on en déduit pour tout entier n supérieur a n, et pour tout entier k
appartenant a J et supérieur a k, :

1
f;l——exp [—?((Pk,tyz]% dm, (1) <&,

soit alors M le maximum pour tout u réel de

1—cosu

u2
1 —exp (— 7)

pour les mémes valeurs de net de k,on a :

I—Reﬁxn (Cpk) <Ms

>

(d) Si la suite (£x,) n’est pas équicontinue a I'origine de @, il existe
(Th. IL.5.5) une partie compacte K de M telle que la suite ne soit pas
€quicontinue a I'origine de Mx. Ce dernier espace étant métrisable, il existe
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alors un nombre 7 > 0, une suite (¢i) d’éléments de D convergeant vers
0, une suite partielle (X,,) tels que :

VkEN, 1 —Re £x, () = 7.

Cette conclusion contredit celle de (c) : la suite (£2x,) est donc équi-
continue a lorigine de @.

(e) De toute suite partielle, on peut alors (Th. II1.6.4) extraire une
sous-suite convergeant en loi, la limite étant nécessairement X (condi-
tion 1). La suite (X,) converge alors en loi vers X (Th. 1.6.1, Cor. 2),
d’ou le résultat.

On en déduit immédiatement le corollaire :

COROLLAIRE 1. — Toute suite de distributions aléatoires conver-
geant en loi sur @ faible converge aussi sur @’ fort.

Le théoréeme peut d’ailleurs s’énoncer en termes de mesures :

COROLLAIRE 2. — Pour qu’une suite (P'")neu de mesures positives

bornées sur (0, B) converge pour la topologie étroite associée a la
topologie faible ou forte sur G, il faut et il suffit que pour tout élément ¢
de @, la suite ([ exp (i ( ¢, t)) dpn (1) ), <  COnverge vers la limite £ (),
la fonction £ étant de plus continue sur .

I11.6.6. Convergence en loi et convergence presque siire.

Les hypothéses de I'exemple 1.6.7. sont vérifiées par @) : il existe
donc des suites de distributions aléatoires convergeant en loi vers 0, aucune
suite partielle ne convergeant presque stirement ; il n’existe pas alors de
couples (P, f) standardisant @Y tels que la suite converge en loi dans P.
Ces exemples infirment donc un résultat annoncé par ’auteur dans [12] ;
on peut au contraire affirmer : il existe une suite (X,), < 5 de distributions
aléatoires convergeant presque siirement telle que pour tout couple (P, f)
standardisant @, la suite (f~' (X,)), < D€ converge pas étroitement. Dans
le méme ordre d’idées, I'auteur ignore si, oui ou non, pour toute suite
(X») ,<n convergeant en loi dans (Y, on peut construire une suite
(X4), < de distributions aléatoires de mémes lois convergeant presque
slirement.

Le théoréme 1.6.7 permet pourtant d’affirmer :
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THEOREME II1.6.6. — Soit une suite (X,) de distributions aléa-

toires vérifiant les deux conditions suivantes :

neN

(1) £x,—x,, tend vers 1 quand m et n tendent vers Uinfini,

(2) Pour tout compact K contenu dans M, il existe un entier positif
p tel que :
Ve>0, 3A€ER|VnmEN, Vo€ lk,

1—Re £x,-x, (p) <& + Af | A% @ |2
K
Alors, on peut extraire une suite partielle presque siirement convergente ;
les différentes limites sont indiscernables.

Démonstration. — Pour tout compact K de M, on note nx I'appli-
cation canonique de (@ dans Mx, et Fx I’espace de Hilbert obtenu en

complétant Dk par rapport a la forme quadratique f | AP+1 ¢ |2, Pour
K

tout couple d’entiers (n, m) = 0, soit p, , la loi de X, — X, ; la con-
dition 2 montre (th. I1.5.3 a) que pour tout compact K contenu dans M
la famille (7tx pa, m) est relativement compacte dans (I (#x), & (HKx)) ;
la condition 1 montre alors que (mk [ta,m) tend étroitement vers g, dans
M (#k). 1 existe alors (th. 1.6.7) une suite partielle (Xn)”EJK conver-

N ’ o . .

geant presque siirement dans Dk . En utilisant une suite croissante (K,)
de compacts dont les intérieurs recouvrent M et le procédé diagonal, on
en déduit le résultat.

7. Moments de distributions aléatoires.

IIL7.1. Conformément & la définition II.1.3, on dira qu’une distribution
aléatoire X a un moment d’ordre p > 0 si pour tout élément ¢ de
@D, E {|(X, ¢)|?} est fini; si p est entier, le moment d’ordre p de X est
alors la forme multilinéaire H, sur (®)? définie par :

® P p
H, (1, s @p) = j II (T, ;) dmx (T) = E § II [(X, cp;-)]z
Pour p = 1, la forme linéaire H; ou E (X) sur & est continue (th. I1.2.5),

c’est un €lément de @ : Pespérance mathématique d’une distribution aléa-
toire est une distribution.
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" Pour étudier la nature des moments d’ordre supérieur, on utilise le
théoréme :

THEOREME II1.7.1. — Soient un ouvert M (resp. M) de R¢ (resp. R%)
et une distribution aléatoire X (resp. X’) sur M (resp. M’) possédarit un
1 1 1

moment d’ordre p (resp. p’) = 1 ; on pose — = — + — ; la distribution
g p P
aléatoire X @ X’ sur M X M’ a un moment d’ordre q.

Démonstration. — Les semi-normes N (¢) = [E {|(X, ¢} [}1/? et
N (¢) = [E {|(X, ¢) |'}]*/*" sont continues (th. IL.2.5) sur @ (M) et
@) (M) respectivement. Pour toute partie compacte L de M x M’, on note
K et K’ ses projections compactes sur M et M’. Les semi-normes \/Q,,
(III.1.1) définissent les topologies de Dk et Mx- ; il existe un entxer m=0
et une constante A > 0 tels que:

Vo EMx, N (¢) SAVQa(p),
V(P/ECDK" N’ (CP,) < A \/Qm ((P,)

On dira qu’une fonction ¢ sur M X M’ est décomposable si elle est
de la forme :

)

n,n’

V& = Y, ae(®) @ O) )

i j=1
oll les (¢p;) et les (cp,-') sont respectivement orthonormaux pour Q,, ;1.

On pose alors Y = X ® X’ ; pour toute fonction ¢ décomposable
sous la forme (2), on a:

Y, ) = X a4 K0 (X5 9f )3

i, j=1

I'inégalité de Holder montre alors que :

[E {[<Y, ¢) |10 < Z lay | N (@) N’ (9] ) ;

les formules (1) permettent d’écrire :

[E {|(Y, ¢) [9}]e < A2 }] |a;;] V/Qu (90 VQm (¢ ) 5

i, j=1

P'inégalité de Cauchy majore le second membre par :

T/ n,n n n’ 11/2
wl(Zr) (Fow) (Foen)|
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la relation (2) montre que le premier facteur du crochet est égal & Q,, 11 (¢)
et le lemme fondamental III.1.1 montre qu’il existe des nombres r et v
tels que les facteurs suivants soient majorés par r?¢ et r?¢’. On obtient
finalement :

(E {[<Y, 9 |91V < A2 P4 \/Quotr (4). 3)

Toute fonction X appartenant 2 @ (M X M) a support dans L est
limite d’une suite (¢,) de fonctions décomposables ; d’apres (3), la suite
(Y, ¢n)) est une suite de Cauchy dans L¢ (Q, &, P) ; elle converge pres-
que siirement vers (Y, X) donc cette limite appartient a L¢ (Q, &, P) par
les critéres classiques ; d’ou le résultat.

COROLLAIRE. — Soit p un entier > 1 ; pour que la distribution aléa-
toire X sur M ait un moment d’ordre p, il faut et il suffit que la distribution

P
aléatoire ® X = X ® ... ® X (p facteurs) sur M? ait un moment d’ordre 1 ;
1
la distribution a d.p variables qui définit I'espérance mathématique de
»
® X définit aussi le moment d’ordre p de X.
1
Démonstration. — La nécessité résulte du théoréme généralisé par

récurrence au cas de p distributions aléatoires ; la suffisance résulte de
Iégalité :

P 4
X, @ = (;@ X, ? ®)-

II1.7.2. Moments, convergence en loi et convergence presque siire.

THEOREME III.7.2. — Soit (X,), oy une suite de distributions aléa-
toires possédant des moments du second ordre. On suppose que pour tout
élément ¢ de M, Pespérance mathématique de (X, — Xm, @) tend vers
Zéro quand n et m tendent vers linfini. On peut alors extraire une suite
partielle (X,,) convergeant presque siirement. Les différentes limites sont
indiscernables.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que les hypothéses (1) et (2)
du théoréme I11.6.6 sont réalisées. La vérification de ’hypothése (1) résulte
immédiatement de I'inégalité :

VoED, l 1—Lx,—x,, (9 I < E [(Xo — X, 9)?1V2
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I reste a vérifier ’hypothése (2) : on pose :
V={cp€03|\7’n,m€N, E[(Xn—xm’cp>2]<l}

V est fermé, convexe, équilibré ; il est aussi absorbant du fait de I’hypo-
these sur X, — X,, ; c’est un tonneau dans ’espace tonnelé @ ([4], p. 1),
c’est donc un voisinage de zéro. Pour toute partie compacte K de M,
par définition de la topologie de (x, il existe alors un entier p = 0 et un
nombre réel A tels que :

1
V¢ ERx, Vn,meNf iA"cpI2<X=><peV=E[<Xn—Xm,<p>2]<1;

K

on en déduit :

- 1/2 € A
Il—fxn—x,,.(cp)K[Af IA"<PI”| <—+—f [AP @5
K 2 2t K
d’ou le résultat.

II.7.3. Distributions aléatoires indépendantes et moments.

DEFINITION. — Soient M un ouvert de R? et M’ un ouvert de R%'; on
dit que deux distributions aléatoires X et X’ sur M et M’ respectivement
sont indépendantes si pour tout ¢ € My et tout ¢’ € Dy, les variables
aléatoires (X, @) et (X', ¢’) sont indépendantes.

Soient X et X’ deux distributions aléatoires indépendantes ; si leur
produit tensoriel posséde une espérance mathématique, elle s’exprime im-
médiatement & partir de leurs propres espérances ; réciproquement :

TuéorEME I11.7.3. — Si deux distributions aléatoires ont une espé-
rance mathématique et sont indépendantes, leur produit tensoriel a une
espérance mathématique qui est le produit tensoriel des espérances mathé-
matiques des facteurs.

Démonstration. — Elle utilise les mémes principes que celle du théo-
reme II1.7.1 : pour toute fonction ¢ décomposable, on obtient :

E{(Y, 9} <A rr'VQmi1 ()3

le résultat d’existence s’ensuit.

Comme par ailleurs (E (Y), ¢) et (E (X) ® E (X, ¢) coincident pour
tout ¢ décomposable, elles coincident partout, d’oli I'expression de E (Y).
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On utilisera surtout le corollaire suivant :

CoRroLLAIRE 1I1.7.3. — Si deux distributions aléatoires X et X’ ont
un moment d’ordre 2 et sont indépendantes, leur produit tensoriel a un
moment d’ordre 2.

Démonstration. — Les produits tensoriels X ® X et X’ ® X’ ont un
moment d’ordre 1 (th. IIL.7.1) et sont indépendants ; leur produit ten-
soriel X®X)® X®X") a un moment d’ordre 1 (th. II1.7.3); donc
X ® X’ a un moment d’ordre 2 (cor. II1.7.1).

II1.7.4. Moment du second ordre, extensions, transformations du second
ordre.

Soit X une distribution aléatoire sur un ouvert M de R¢ possédant
un moment du second ordre défini par la distribution p (x, y); ce moment
définit sur @ (M) une forme quadratique positive p; soit #€, I'espace de
Hilbert obtenu en complétant @ (M) par rapport a p; l'application
¢— (X, ) de @ M) dans L2 (Q, &, P) s’étend en une isométrie de 4¢,
sur un sous-espace fermé de L2 (Q, @, P). Cette extension sera encore
notée X; c’est Pextension du second ordre de X.

Soit de plus une application linéaire continue 6 de (@ dans ¢, ; on
peut former ’application X 8 composée de ’extension du second ordre de
X et de I'application 0; c’est une application linéaire continue de @@ dans
L2 (Q, &, P); le théoréme de Minlos et Iinégalité classique :

II—EY(CP) Ing(<Y,CP)2)’

montrent qu’il en existe une modification qui est une distribution aléatoire.
Plus précisément, il existe, puisque @ est dense dans ¥¢,, des suites
(t.) , o n d’applications linéaires continues de (@ dans (@ telles que pour
tout ¢ €A, la suite ((6 — 7,) (¢)), o converge fortement vers O dans
¥, ; alors (Xt, — Xt,,) est une suite de distributions aléatoires qui vérifie
les hypothéses II1.7.2 comme on le voit a partir de la suite de ses moments.
1 existe donc une suite partielle (X¢,), ., presque sirement convergente;
les différentes limites indiscernables seront appelées transformée du second
ordre de X par 0 et notées X 0 ; c’est une distribution aléatoire dont le
moment du second ordre est p (x,y) 0,0, .
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IIL.7.5. Application : produit de convolution du second ordre.

Soient X et Y deux distributions aléatoires indépendantes sur R¢
possédant des moments du second ordre définis respectivement par les
distributions p (x,y) et g (x,y); leur produit tensoriel posséde donc un
moment du second ordre défini par la distribution p ® ¢g. Si le produit
de convolution p * g est défini (au sens III.5.3), I'application ¢ — 0 ¢
définie par :

o, =¢px+y) =limax)a®) ex+y)

(la limite étant prise quand I’élément o de & tend vers 1 dans &) est une
application linéaire continue de & dans &€, , (II1.5.3(2)). L’application
transformée du second ordre de X ® Y par 6 est appelée produit de
convolution du second ordre de X et de Y; c’est une distribution aléatoire
notée X * Y ayant p * g pour moment du second ordre.



CHAPITRE IV

EXEMPLES DE DISTRIBUTIONS ALEATOIRES

1. Processus a accroissements orthogonaux.

IV.1.1. DEFINITION. — Soit un ouvert M de R%; on dit qu’une distribution
aléatoire X sur M est un processus a accroissements orthogonaux si les
conditions suivantes sont réalisées :

(@) X posséde un moment du second ordre,

(b) Pour tout couple (@, §) d’éléments de @ (M) a supports disjoints,
on a:
E{(X,0)(X,9)} =0.

On dit que la distribution aléatoire X est a accroissements non corre-
lés si X — E (X) est un processus a accroissements orthogonaux.

Exemple. — La fonction £, définie sur @ (M) par :

1
£1 ((P) = ’

1
1+—/‘ 2 dx
2&M<p

est une fonction de type positif continue égale a 1 a lorigine (II.5.4).
C’est la fonctionnelle caractéristique d’une distribution aléatoire X dont le
moment d’ordre 2 existe et est défini par :

E[X, @) (X, )] :/; ¢ ¢ dx,

1
1422

C’est un processus a accroissements orthogonaux.

a cause du développement en série entiére de




PROCESSUS LINEAIRES, PROCESSUS GENERALISES 79

I1V.1.2. Caractérisation des moments du second ordre.

Le moment du second ordre d’un processus & accroissements ortho-
gonaux est une distribution a 2 d variables p (x, y) possédant les propriétés
suivantes :

(a) Pour tout élément ¢ de A, (p, ¢ ® ¢ ) est positif ou nul.

(b) Pour tout couple (¢, ¢) d’éléments de D a supports disjoints,
(p, o ®¢) est nul.

Réciproquement pour toute distribution p & 2d variables vérifiant
(a) et (b), la fonction £ définie sur @ par :

£(p) :
() = I )

1 +-2—(P,cp®<p>

est la fonctionnelle caractéristique d’un processus a accroissements ortho-
gonaux ayant p pour second moment.

ProposITION IV.1.2. — Pour qu’une distribution a 2d variables soit
le moment du second ordre d’'un processus a accroissements orthogonaux,
il faut et il suffit qu’elle vérifie les propriétés IV.1.2 (a) et (b).

La propriété (b) montre qué (p, X ) est nul pour tout élément X de
A M X M) qui est limite dans D (M X M) de fonctions de la forme

Z a; ¢; (x) ¢; (¥) ot pour tout i, les supports de ¢; et de ¢, sont disjoints;

i=1

p est donc nulle dans tout ouvert de la forme U X V ou U et V sont
disjoints; le support de p est alors contenu dans la diagonale de M X M,
si bien qu’on peut ([18], p. 101) écrire :

VeED (pe®¢)=| (D¢ Dgdmy O
M k|
ol les m;, ; sont des mesures dont les supports s’éloignent indéfiniment.

Exemple 1. — On pose :

(p,<p®<p>=_/R (o + ¢*dx; 2)
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p vérifie les conditions (a) et (b); p peut aussi s’écrire sous la forme :

(Pe®@) =j (@ + @2 —2 ¢'?) dx.
R

Cet exemple montre donc que pour une distribution de la forme (1) qui
vérifie (a) et (b), les mesures m;, ; ne sont pas nécessairement positives
ni uniques.

Exemple 2. — Soient données une mesure positive m (x, ) sur
R? x [0,1] et une suite (a; (x, #)), <, , indexée par la famille des indices
de dérivation, de fonctions de carrés m-intégrables telle que :

(2) Pour toute partie compacte K de M, les fonctions g, sont nulles
sur K x [0,1] a I’exception dun nombre fini d’entre elles. On pose :

(P,CP®CP)=ff(Zaz(x,t) D' (1) dm (x, 1) ; 3)
4

on vérifie immédiatement que p est une distribution qui vérifie (a) et (b).
On va montrer dans ’alinéa suivant qu’en dimension 1 tout second moment

N

d’un processus a accroissements orthogonaux a la forme (3).

IV.1.3. Forme canonique des moments du second ordre (en dimension 1).

THEOREME 1V.1.3. — Pour qu’une forme bilinéaire sur
A R) X DR

soit le moment du second ordre d’un processus a accroissement orthogo-

naux il faut et il suffit qu’elle puisse s’écrire sous la forme (3) de I'exemple
1v.1.2 (2).

Démonstration. — La suffisance a été indiquée en IV.1.2; on dé-
montre la nécessité : on utilise pour cela deux lemmes.

LEMME IV.1.3 (1). — Soient un ouvert M de R¢ et un cone convexe
fermé C de distributions vérifiant IV.1.2 (a); a tout x € C, on peut associer
un sous-espace borélien E, de C contenu dans la réunion E des généra-
trices extrémales de C et une mesure de probabilité ., portée par E, ayant
Xx pour centre de gravité, c’est-a-dire telle que :

VoeEdDM), (x,cp®<p>=f<e,¢®cp>dpm(e)-
Eg
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Démonstration du lemme. — On note, suivant III1.1.1, A 'opérateur
de dérivation croisée dans .

Soit x un élément non nul de C; on lui associe une suite croissante
(K9);en de compacts recouvrant M, lintérieur de chacun coupant le
support de x; puisque x est une distribution, il existe une suite
(mi;, M), de couples d’entiers telle que pour tout entier i et tout
élément ¢ de 0k, , on ait :

(%, 9®¢) < (M4)2fIA"’4cp|2dx.

A tout entier i, on associe une base orthonormale de Mk, pour Qu, i
([4], p. 154) notée (¢i.n) ,en s ON a alors, d’apres le lemme II1.1.2,

0 <Z (x, @i.n@@i.n)S(Mi)2 ri2;

on pose :
Z Pi,n @ Pi,n

fi =
i 2 (X, Pin @ Pin)

et
1

i

La relation de Parseval et I'inégalit¢é de Cauchy-Schwarz montrent alors
que pour tout élément ¢ de dx, et tout élément y de C, on a:

(¥ cp®cp><<fl A"‘fcpl’dx)Z‘(Mt)‘-’h2 > ().

On a donc finalement construit une forme linéaire f, sur @ (M X M)
semi-continue inférieurement sur C vérifiant les propriétés suivantes :

@M f.0=1,
(2) {yeC|f,(» <1} est compact.

On applique maintenant le théoréme de Choquet ([6]);

L’ensemble {y€C|f, () <1} est un compact métrisable dont
les points extrémaux forment un Gs contenu dans E; en particulier, la
section des points extrémaux par {y ]fm (y) = 1} est un sous-espace
borélien E, de C contenu dans E. Il existe une mesure de Radon positive
de masse unité sur { f, (y) < 1} portée par E, et ayant x pour centre de
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gravité. C’est aussi une mesure de probabilité sur I’espace standard C
portée par E,, d’ou le résultat.

LemMme IV.1.3 (2). — Soit un ouvert M de R?; lensemble C des
distributions sur M X M vérifiant IV.1.2 (a) et (b) est un cone convexe
fermé. Pour d = 1, la réunion E de ses génératrices extrémales est I'en-
semble des carrés tensoriels de distributions a support réduit a un point
appartenant a M.

Démonstration du lemme. — Soient un élément x de C et un nombre
A; on note J€, 'espace de Hilbert complété de D par rapport a x, Ax
I’ensemble des éléments de (D ayant leur support dans ] — o0,A], A
son adhérence dans ¥, ; '’espace @\ étant un sous-espace fermé de ¥,
on peut former la projection P de €, dans @Q»; on note g\ la forme
bilinéaire sur @ X @ définie par :

O (0 9) =(Prg, Pap ), .

On voit immédiatement que g, est continue sur ® X @; d’apres
le théoréme des noyaux, elle est donc définie par une distribution a 2
variables sur M X M qui vérifie évidemment IV.1.2 (a). On va prouver
qu’elle vérifie aussi IV.1.2 (b) :

Soient ¢ et ¢ a supports disjoints; 'un au moins des supports, celui
de ¢ par exemple, ne contient pas A; ¢ est alors la somme d’un élément ¢,
de Ax et d’'un élément ¢, orthogonal a @. ; le support de ¢, étant contenu
dans celui de ¢ ne coupe pas celui de ¢; on a donc :

D@ ) = (P, d)ge, =(Xp:1®¢)=0.

Ceci montre donc que g vérifie les conditions IV.1.2 (a) et (b) et par
suite est un élément de C. La distribution g (1, v) a d’ailleurs un support
contenu dans {#u = v < A} et x—aq» a un support contenu dans

{u=v>=22}.

Soit alors un point A tel que les deux ensembles {u = v < A} et
{u=v>2X} coupent le support de x; on aura: x = g + (x — q»),
les deux termes du second membre n’étant pas proportionnels puisqu’ils
ont des supports différents; il en résulte que x n’est pas sur une généra-
trice extrémale : tout €lément de E est donc a support ponctuel sur le
diagonale de M X M; la décomposition classique des formes quadratiques
positives en somme de carrés donne alors le résultat du lemme.
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Démonstration du théoréme IV.1.3 :

Soit p une distribution sur M X M non nulle et vérifiant les pro-
priétés 1V.1.2 (a) et (b); les deux lemmes permettent d’écrire :

VoEM, <p,<p®cp)=/; (e, o ®q)dple), 3)

ou tout élément de E, est de la forme :

e = Z ap 85 ® Z a, 85y “4)

k=
Il s’agit maintenant de transformer ’expression abstraite (3) en I'ex-
pression plus élémentaire IV.1.2 (3). On va d’abord préciser la forme (4).

Soit une suite croissante (K;) de compacts recouvrant M, I'intérieur
de chacun d’eux coupant le support de p; la suite (m;, M;) étant définie
comme dans le lemme, on voit que la relation f, (¢) = 1 ou e est donnée
par (4), entraine, si x appartient a K; :

Z (Z @ D* @i (x)) <20 M2 r2 s

la suite (¢p;,,) étant une base orthonormée pour Q,,,+1 , on en déduit :

V¢ €O, , ‘2 a; D* ¢ (X)

k=0

< 20 (My)? r? Qmy+1 () ;

Il en résulte immédiatement que g est nécessairement inférieur ou égal
a m; et que les g, sont majorés par un nombre qui dépend de x mais non
de e. 1l existe donc une suite (g,, M, ) de couples de nombres entiers
positifs telle que :

VeED, (p,9®¢) = Zf(z ykD"cp(x)) dpn (X, Y1, -5 Ya,)

ou les mesures y,, sont des mesures positives sur M X Rd, portées par les
K. X {|[»n|< M,, .., | Yo, | < M, }, dont la somme des normes est
inférieure ou égale a 1. Par intégrations partielles, on peut alors écrire :

VOED, (po®¢)= ZD"CP(X)D'CP(x)d}Lk,t(X),

k,1=0

ol les supports des ;, , s’éloignent a I'infini et o pour tout élément ¢
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de M, 'expression a intégrer est positive ou nulle. En utilisant une mesure
positive 1 telle que chaque mesure ;. , soit de base ., le second membre
s’écrit :

f[ Y G (x) Dr g (x) D’:p(x)l dp (%),
k,1=0 -

ol les a;., sont p-intégrables, leurs supports s’éloignent a linfini et le
crochet est p-presque partout positif pour tout ¢. En utilisant une suite
(¢») partout dense dans (@ et en remplagant les ay,; par zéro en tout point
x ou le crochet est négatif pour I'un des ¢, , (ensemble de mesure nulle),
on ne modifiera pas l'intégrale et le crochet sera partout positif pour
tout ¢. On peut alors I’écrire :

3 (Z cer () chp(x))l
0

k=1 \l=

ol les ¢, sont des fonctions de carré p.-intégrable, nulles pour k ou
supérieur ou égal a g, sur le compact K, . Posant alors :

1 .
v=2, SO L&) =108V,

k

on obtient le résultat du théoréme.

IV.1.4. Fonctions aléatoires a accroissements orthogonaux au sens classi-
que.

On rappelle qu’une fonction aléatoire f sur R ou sur un ouvert M de
R est dite a accroissements orthogonaux au sens classique si pour tout
couple (a, b), (a’, b’) d’intervalles disjoints, f (b) — f (a) et f (b)) —f (a)
sont orthogonaux. Les fonctions aléatoires a accroissements orthogonaux
au sens classique et les distributions aléatoires & accroissements orthogo-
naux sont reliées par la proposition suivante :

ProrosiTION IV.1.4. — Pour qu’une fonction aléatoire f soit a
accroissements orthogonaux au sens classique, il faut et il suffit que sa
distribution dérivée f’ soit une distribution aléatoire a accroissements ortho-
gonaux dont le moment du second ordre p soit de la forme :

VoE®, (P,op®@¢) = [¢>(®)dn(®) 1

ol |\ est une mesure positive portée par M.
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Démonstration. — Si la fonction f est a accroissement orthogonaux
au sens classique, il existe une fonction F sur M croissante telle que

VizseM, E{|[fO—f®|[>} =F@®—F(s), F@O) =0;
on a alors, pour tout élément ¢ de CD(M) :

E {(f, 9’} = E{(f, ¢)*} = [¢*() dF (»), ([9], ch. 9).

Le moment du second ordre de f vérifie les propriétés IV.1.2 (a) et (b) ;
f’ est bien a accroissement orthogonaux et son moment du second ordre
a la forme (1).

Réciproquement, soit X une distribution aléatoire possédant un mo-
ment p du second ordre de la forme (1) ; I'application 6 de @ dans @
définie par :

(-)cp(x):—f ¢ ()ds pour x <O,

+
B (x) = f ¢ (s)ds pour x =0,
et donc ’
by’ = —¢,

est une application linéaire continue de & dans 4€¢, = L? (). Le pro-
cessus Y transformé du second ordre (III.7.4) a pour dérivée la distri-
bution aléatoire X et pour moment du second ordre la distribution fonc-
tion G (x, y) définie par:

s 0 sixy<0,
G,y= ¢ —F(up(xy))six<0,y<0,
+ F(nf (x,y)) si x>0, y=>0,

ou la fonction F est la fonction nulle & I'origine, croissante, dont la dérivée
distribution est la mesure.

On voit alors que pour tout point de continuité x, de F, chaque suite
(¢n) d’éléments de (D convergeant vaguement au sens des mesures Vers
¢s, est une suite de Cauchy dans #€g ; elle converge dans J€; et si on
appelle Y (x,) la limite (au sens de I’extension du second ordre), on a:

E[[Y(x) —Y @)1 = |[F(x) —F o) |;
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c’est-a-dire que Y est une fonction aléatoire a accroissements orthogonaux
au sens classique. '

IV.1.5. Intégrales aléatoires (en dimension 1). — Soient une distribution
aléatoire X a accroissements orthogonaux et son extension du second
ordre (II1.7.5). Si le moment du second ordre de X est défini par une
mesure p (IV.1.4 (1)), cette extension est une isométrie de L* (pn) sur
un sous-espace fermé de L2 (Q, @, P). On note cette application

(F—> j F (x) X(x) dx).

Lorsque X est la dérivée d’une fonction aléatoire f a accroissements ortho-
gonaux au sens classique (prop. IV.1.4), on obtient I'intégrale aléatoire de
Ito [ F (x) df (x).

2. Processus stationnaires,

IV.2.1. DEFINITIONS, CARACTERISATIONS. — On dit qu’une distribution
aléatoire X sur R® et un processus stationnaire si pour tout élément h
de R, sa translatée par h &, * X est une distribution aléatoire de méme
loi.

La génération de @ () par les demi-espaces ouverts montre qu’un
processus stationnaire est une distribution aléatoire X telle que pour tout
élément h de R¢ et tout élément ¢ de @ (RY), la ¢-marge et la (3, * ¢)-
marge de X (mesures de probabilité sur R) soient identiques. Pour toute
famille ® de p éléments de M et tout élément 4 de R4, la O-marge et la
(8» * ®)-marge de X (mesures de probabilité sur R?) sont identiques.

La détermination de la loi d’une distribution aléatoire a partir de sa
fonctionnelle caractéristique montre qu’un processus stationnaire est une
distribution aléatoire X telle que pour tout élément # de R? et tout élément
¢ de D (RY), Lx () soit égal a Lx (8, * ).

IV.2.2. Moments d’'un processus stationnaire : Soit un processus station-
naire X sur R? possédant un moment d’ordre entier p 2> 1 ; ce moment
est défini par une distribution H, (x4, ..., x,) & p variables appartenant a
R? et on déduit de (IV.2.1) que pour tout élément 4 de R¢, si on appelle
h, I’élément de (R%? dont les p projections sont égales a 4, on a:

&, * H, = H,.
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Soit alors K, la distribution composée de H, par le changement de
variables :

X1 =Y1, Xo—X1 = Y2505 Xp— X1 = Yp,

elle est invariante par toute translation parallele au premier axe et
est donc indépendante de y;. Ceci signifie qu’il existe une distribution
L, s, ..., ¥p) @ (p — 1) variables appartenant & R telle que :

Vee®(RY), Hyp @) =Ly [@ Y2 + Y1 o Yo + Y1) dy1).

Dans les cas particuliers p = 1, p = 2, ceci s’énonce :

PRrOPOSITION IV.2.2. : L’espérance mathématique d’un processus sta-
tionnaire X sur R? est une constante k; son moment d’ordre 2 est défini
par une distribution C de type positif a d variables :

E [(X, )] = k [ ¢ dx,
E[X o X W =(Co*d) ot ¢ =d(—2x.

IV.2.3. Opérations et processus stationnaires : Soient deux distributions
aléatoires indépendantes X et Y sur R¢, X étant stationnaire ; pour tout
heR? 8, * X et Y sont encore indépendantes et les couples (X, Y) et
(®» * X, Y) ont donc méme loi. Il en résulte :

n

ProposITION IV.2.3. — Le produit tensoriel ® X; des processus sta-
1

tionnaires (Xi)i<icn indépendants sur R respectivement est un pro-

n
cessus stationnaire sur Ré (d = Z d;). Le produit de convolution X * Y
1

de facteurs indépendants sur R¢, X étant stationnaire, est un processus
stationnaire quand il est défini (cf. th. II1.5.3 et th. I11.7.4).

En appliquant la proposition a un couple (X, Y) dont le second éI¢-
ment n’est pas aléatoire, on obtient :

CoroLLAIRE 1V.2.3. — Le produit de convolution d’un processus
stationnaire et d’une distribution est un processus stationnaire ; en parti-
culier, les dérivées et les translatées des processus stationnaires, sont des
processus stationnaires.
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3. Processus Gaussiens.

IV.3.1. DEFINITION. — On dit qu'une distribution aléatoire X sur un
ouvert M de R? est un processus Gaussien si pour tout élément ¢ de
@ (M), la variable aléatoire (X, ) est une variable Gaussienne.

Les propriétés élémentaires des variables aléatoires numériques Gaus-
siennes montrent alors que pour une distribution aléatoire X soit un
processus Gaussien, il faut et il suffit que :

1

ol la distribution E est ’espérance mathématique de X et ou la distribution
de type positif C est sa covariance.

La proposition IV.2.2 permet de caractériser les processus Gaussiens
définis sur R? stationnaires : ce sont ceux dont ’espérance mathématique
est une constante et dont la covariance est définie par une distribution de
type positif & d variables (formules IV.2.2).

IV.3.2. Transformations de processus Gaussiens.

On utilise les deux principes suivants :

Principe de transformation presque sire : Soient donnés un ouvert
M de R, un ouvert M; de R%, et une application linéaire continue ¢ de
@ (M,) dans @ (M) ; a tout processus Gaussien X sur M, on associe la
distribution aléatoire X; sur M,, image de X par la transposée de ¢ ; pour
tout élément ¢, de @ (M,), on a:

(Xl» (Pl) = (Xy t (Pl)
X, est donc un processus Gaussien.

Principe de transformation en loi : Soient donnés un ouvert M de R?,
un ouvert M; de R%, et un processus Gaussien X sur M ; soient T" le
moment d’ordre 2 de X et Jer l’espace de Hilbert associé (II1.7.4); a
toute application linéaire continue § de 3 (M;) dans Zr, on associe la
distribution aléatoire X, transformée du second ordre de X par 6. Pour
tout élément ¢, de M (M;), on a alors :

(X1, (Pl.) = (X, 9<P1>
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ol le second membre est entendu au sens de I'extension du second ordre
de X. Toute limite en loi de variables aléatoires Gaussiennes numériques
étant Gaussienne, la distribution aléatoire X; est un processus Gaussien.

Exemples d’applications :

(a) Intégration presque siire par rapport a une coordonnée : On pose
M = M, = R¢; soient un élément ¢, de @ (R) tel que [ ¢o(0) do =1
et I'application ¢ de @ (R dans @ (R%) définie par :

@, + <
(@) (x1, ..r X0) =f [CP()(O)f ¢ (1, X2, ..., Xg) drt

— ¢ (g, x2 ..., xa)] do.

Pour tout processus Gaussien X sur R¢, le processus Gaussien X, défini
par le premier principe est la primitive par rapport a x; du processus X
s’annulant en tout élément ¢ de @ (R% qui est de la forme :

¢ (Xl, ceny xd) = Qo (Xl) d) (X2, ceey xd).

(b) Intégration en loi par rapport & une coordonnée: On pose
M = M; = R; soient un processus Gaussien X sur R et son moment
du second ordre I'; on suppose qu’il existe un nombre a > 0 tel que:

VOE M (—q +a1 I (¢, (P) <My CPz (0) da.
Pour tout élément ¢ de @ (R), on pose :

—f e(®)dt, x<0,

09) () = .

+f g((t)dt, x=0.
L’application 6 est une application linéaire continue de @ (R) dans JCr.
Le processus Gaussien X; défini par le second principe est la primitive
de X dont ’extension du second ordre s’annule sur ¢, (s’annule a Iorigine).

IV.3.3. Représentations des processus Gaussiens.

THEOREME IV.3.3 a. — Soient un processus Gaussien X sur un ouvert
M de R? d’espérance mathématique nulle et son moment du second ordre
I’ ; soit €r lespace hilbertien associé a @ et T ; si (p.) est une base
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orthonormale de JCr et si (\,) est une suite de variables aléatoires Gaus-
siennes numériques normalisées de méme espace d’épreuves et indépen-
dantes, la série X A, . converge en loi vers X.

n

Démonstration. — Elle résulte immédiatement de I’expression des
fonctionnelles caractéristiques des sommes partielles de la série et du
théoréme IIL.6.5.

Le théoréme ci-dessus est un théoréme de représentation en loi. En
fait le théoréme II1.7.2 permet de montrer qu’on peut extraire de la suite
des sommes partielles une sous-suite convergeant presque siirement, les
différentes limites étant indiscernables et de méme loi que X. Plus préci-
sément :

THEOREME IV.3.3 b. — Si (¢pn) est une base orthonormale de ¥r, la
suite ((X, ¢n) au sens de l'extension du second ordre est une suite de
variables aléatoires Gaussiennes numériques normalisées de méme espace
d’épreuves et indépendantes. De plus on peut extraire de la suite des
sommes partielles de la série T ((X, ¢.)) ¢, une sous-suite convergeant

n

presque stirement, les différentes limites étant indiscernables de X.

IV.3.4. Exemples :

1
(a) Sur R?, on pose £5 (¢p) = exp (— —2- I ¢? (s) ds) ; tout processus

de loi B est appelé distribution de Wiener sur R% On peut le décomposer
sur toute base orthonormale de L2 (IV.3.3). C’est un processus Gaussien
stationnaire a accroissement orthogonaux.
Lw () = exp (—— [fh (x,¥) ¢ (x) ¢ (V) dx dy),
(b) Sur R, on peut calculer la primitive de la distribution de Wiener
nulle a P'origine (IV.3.2). On obtient un processus W de loi :

1
2
ol A (x,y) est défini par (IV.2.1):
0 si xy<<O,
h(x,y) = — sup(x,y) si x<0, y <O,

+ inf (x,y) si x>0, y > 0.

Un tel processus est une fonction aléatoire a accroissement orthogonaux
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au sens classique (IV.1.4) qui est appelée fonction aléatoire de Wiener ;
ses différentes décompositions se déduisent par intégration de celles de B.
Ses propriétés de continuité sur [0, 1] se déduiront par exemple ([16]) de
la représentation de la restriction de B a [0, 1] sur la base orthonormale
de Haar.

(c) Soit I' une forme quadratique définie positive continue sur
L2 (R9 x L2 (RY ; elle définit un opérateur symétrique positif borné sur
L2 (R9 ; soit G la racine carrée symétrique positive de cet opérateur ;
G définit une application linéaire continue 6 de @ (R%) dans L? (R%. La
transformée du second ordre de B par 6 a pour loi :

1
£ (¢) =exp (—7 T (¢, 9)).

Plus généralement, la nature sur tout compact des distributions de type
positif sur R?¢ montre que tout processus Gaussien sur R¢ est localement
la transformée du second ordre d’une dérivée de B par une application 6
de ce type.
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