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NORMES p-ADIQUES ET EXTENSIONS
QUADRATIQUES

par Christophe CORNUT

RESUME. — On classifie les orbites de H sur I'immeuble de Bruhat-Tits de G
pour trois paires sphériques (G, H) de groupes p-adiques classiques.

ABSTRACT. — We classify the orbits of H on the Bruhat-Tits building of G for
three spherical pairs (G, H) of classical p-adic groups.

1. Introduction

1.1. On analyse dans cet article I'action de H C G sur I'immeuble de
Bruhat-Tits de G pour les paires sphériques (G, H) suivantes, associées &
une extension quadratique K/F de corps locaux p-adiques :

- G=GL(V) et H=GL(W) o W est un K-espace vectoriel de dimen-

sion finie et V est le F-espace vectoriel sous-jacent & W (section 3).

- G =S0(V,¢) et H=UW,4) ot (W,4) est un K-espace Hermitien
et (V,¢) est le F-espace quadratique sous-jacent, avec ¢ = Trg/p 1)
(section 4).

- G=50(V,¢) et H=U(W,) ou (W, 1) est un K-espace Hermitien,
dont le F-espace quadratique sous-jacent est un F-hyperplan du F-
espace quadratique (V, ¢) (section 5).

Dans un article suivant, on en déduira quelques décompositions explicites
de G, similaires aux décompositions de Cartan de [4], dont on espére
qu’elles seront utiles a ’analyse harmonique des espaces homogenes sphé-
riques G/H, en lien notamment avec la théorie récemment développée par
Y. Sakellaridis [6] et A. Venkatesh.

Mots-clés : normes p-adiques, extensions quadratiques, paires sphériques.
Classification math. : 11E95, 20G25.
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1.2. On ne s’intéresse ici qu’a la classification des orbites de H dans
I’ensemble sous-jacent a I'immeuble de G : la tres riche structure de cet
immeuble ne jouera donc qu’un réle tout a fait auxiliaire. Les méthodes
utilisées sont élémentaires, et s’inspirent largement des techniques d’al-
gebre linéaire mises en oeuvre par H. Bass dans I’étude des anneaux de
Gorenstein [1]. Illustrons ce lien par un bref interlude.

1.3. Soit Op un anneau de Dedekind integre, F' son corps des fractions,
K une F-algébre semi-simple de dimension 2 (i.e. K ~ F x F ou K est
une extension quadratique de F') et O la cloture intégrale de O dans K.
L’application qui a I associe Oy = Op + IOk induit une bijection entre
I’ensemble des idéaux non nuls I de Of et ’ensemble des Og-ordres dans
K, et il est bien connu que tous ces ordres sont des anneaux de Gorenstein.

1.4. Soit W un K-module libre de rang 1 et V' le F-espace vectoriel sous-
jacent & W. On note G = GLp(V) ~ GLy(F) et H = GLg(W) ~ K*.
Soit £ I’ensemble des Op-réseaux de V. Si O est local, i.e. un anneau de
valuation discrete, £ n’est autre que I’ensemble des sommets de I'immeuble
de Bruhat-Tits de G : on s’intéresse donc au quotient de £ par ’action de
H, c’est-a-dire a l’ensemble des classes de K *-homothétie de Op-réseau
de V.

Pour tout réseau L de V, O(L) = {\ € K|\L C L} est un Op-ordre de
K et il résulte de [1, 7.2] que L est un O(L)-module projectif de rang 1.
Notons [L] € Pic O(L) la classe d’isomorphisme de ce module. Alors :

L’application L — [L] induit une bijection H\L — HPic Or.
I

1.5. Si Op est local d’idéal maximal Pg, chacun des O, = Op}g est
encore local (sauf Oy = O ~ Op x Op si K ~ F x F, qui est néanmoins
semi-local) donc Pic O, = {1}. Notant O(L) = O,,(z,), on obtient alors :

L’application L — n(L) induit une bijection H\L£ — N.

C’est ce résultat élémentaire que nous allons généraliser.

1.6. Prenons Op = Z et W = K, une extension quadratique imaginaire
de Q. Fixons un plongement ¢: K < C. Alors L — C/¢L induit une bi-
jection entre H\L et I'ensemble & des classes d’isomorphismes de courbes
elliptiques de type CM (K, ¢). Il est bien connu que ces classes d’isomor-
phismes sont définies sur l’extension abélienne maximale de tK dans C (cf.
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par exemple [7]), et la décomposition

E~H\L ~ H Pic Oz,
n>0
obtenue ci-dessus n’est autre que la décomposition de £ en orbites Galoi-
siennes.

1.7. Cette remarque est a l'origine de ce travail et justifie de 'attention
que 'on porte au troisitme cas de 1.1. En effet, les cycles associés aux
sous-variétés de type U(n — 1,1) dans les variétés de Shimura de type
SO(2n — 1,2) se comportent & bien des égards comme les points CM dans
les courbes de Shimura, qui correspondent au cas ou n = 1. Les résultats
de cet article sont alors le prérequis nécessaire a ’analyse des relations
de distributions qui entrelacent I'action Galoisienne et 'action de Hecke
sur ces cycles, et font de ceux-ci la base d’'un nouveau systéme Eulérien,
pour les représentations Galoisiennes symplectiques de dimension 2n qui
apparaissent dans la cohomologie médiane de ces variétés de Shimura. Ce
theme sera développé dans un autre article.

1.8. Notations

1.8.1. On fixe dans toute la suite de Particle un corps local p-adique®
F et une extension quadratique K de F. On note x +— T ’automorphisme
non trivial de K/F, Tr: K — F la trace, Op anneau des entiers de F,
Pr son idéal maximal, F = Op/Pr son corps résiduel, ¢ le cardinal de
F, Ok lanneau des entiers de K, Dx = {\ € K|Tr(Ogx\) C Or} la
codifférente de K/F, D% le sous-Op-module des éléments de trace nulle
dans Dk, vp: F — Z U {oco} la valuation de F et |z| = ¢~ la norme
de x € F'. On note 7 une uniformisante de F.

1.8.2. Pour tout n > 0, on note O,, = O + P;Of l'ordre de conducteur
n dans K et R, I'idéal maximal de O,, de sorte que Oy = Ok et R, =
PrO,_1 si n > 0. Le conducteur d'un Op-réseau L dans un K-espace
vectoriel V' est le plus petit entier n > 0 tel que O, L = L. Si dimg V =1,
L est un O,-module libre de rang 1.

1.8.3. Pour tout objet X d’une catégorie C, on note [X] la classe d’iso-
morphisme de X dans C et [C] Pensemble de ces classes d’isomorphisme. Si
C est une catégorie additive, la somme directe munit [C] d’une structure de

(1) Ie. une extension finie de Qp ou bien un corps de fonction F4((T')) avec ¢ = p™.

TOME 59 (2009), FASCICULE 6



2226 Christophe CORNUT

monoide commutatif et le groupe de Grothendieck KyC de C est le groupe
abélien associé a ce monoide.

1.8.4. Pour tout € R, on note [z] = — |—z| = min{k € Z: z < k}.

2. Quelques rappels |2, 3, 5]
2.1. Les F-normes

2.1.1. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie. Une F-norme «
sur V est une application a: V' — R telle que (1) a(z) = 0 si et seulement
siz =0, (2) a(x+y) < max{a(x),a(y)} et (3) a(Ax) = |A| a(x) pour tout
xz,y €V et A € F. On note N (V) I'ensemble des F-normes sur V : c’est
Iimmeuble de Bruhat-Tits du groupe linéaire GL(V'), cf. [2, Théoréme
2.11]. On munit cet immeuble de la distance notée d dans [2, Remarque
2.12].

2.1.2.851 V = F - v est de F-dimension 1, lapplication qui a p € R
associe 'unique norme a € N (V) telle que a(v) = ¢” est une isométrie

R = N (V).

2.1.3. On dit d’'une F-décomposition V = V1 ®- - -@V}), qu’elle est adaptée
a «, ou encore que « se décompose selon V =V; @ --- @ Vi lorsque

V(v1, ... v05) €EVI X oo x Vit a(vg + -+ - +vg) = sup {a(v1),...,a(vg)}.
L’application a +— (a|V;)E_; est une isométrie de 'ensemble des F-normes
a de N(V) qui se décomposent selon V = V; & --- & V}, sur I'ensemble

N(Vi) x -+ x N(Vg). On note (o;) +— sup{a;} la réciproque de cette
bijection.

2.1.4. On dit d’'une F-base B = (¢;) de V qu’elle est adaptée a «a, ou
encore que « se décompose selon B lorsque a se décompose selon V = @& Fe;.
Pour tout « € N(V), il existe une F-base de V qui est adaptée & « [5,
Proposition 1.1].

2.1.5. On note C la catégorie des F-espaces vectoriels F-normés (V, a).
Un morphisme f: (Vi,a1) — (Va,a2) est une application F-linéaire
f: Vi — Vs telle que pour tout z € Vi, ax(f(x)) < aq(z). On dit que

f est une cofibration <= Ve Vi: a1(z) = ao(f(x)),
f est une fibration <= Vy e Va: as(y) = f(ir;f aq(x).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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L’application linéaire sous-jacente & une cofibration (resp. fibration) est
injective (resp. surjective). Une fibration ou cofibration bijective est un iso-
morphisme. On note — les cofibrations et — les fibrations. Les construc-
tions de 2.1.3 munissent C d’une structure additive (et Op-linéaire).

2.1.6. Pour tout (V,a) € C, onnote (V,a)¥ = (VV,a") € C I'objet défini

par
VY =Homp(V,F) et aY(f)= sup 7|f(x)|
€V, x#£0 O{(.T)
On obtient un endofoncteur J: C — C°PP qui échange fibration et cofibra-
tion. C’est une dualité : les isomorphismes de bidualité dpy: V — VVV
pour les F-espaces vectoriels induisent un isomorphisme d’endofoncteur

dp:Ide — Jo J [5, Prop. 1.2].

2.2. Les F-normes auto-duales
On suppose ici que 2 € O (g est impair).

2.2.1. Soit (V, ¢) un F-espace quadratique : V est un F-espace vectoriel
de dimension finie et ¢: V x V — F est une forme F-bilinéaire symétrique
et non dégénérée. Notant Ay: V — V'V lisomorphisme z — (y — ¢(z,y)),
la formule ()

_ v ‘ .y

a(z) = o’ (Ay(x)) A )
définit une involution de AV(V). On dit que a est auto-duale® si @ = a
et on note Z(V, @) le sous-ensemble ainsi défini de N (V) : ¢’est 'immeuble
de Bruhat-Tits du groupe SO(V, ¢), cf. [3, Théoréme 2.12]. On munit cet
immeuble de la distance notée d dans [3, §2.14].

2.2.2. Si (V,¢) est anisotrope, Z(V, ¢) = {|Q\1/2} ot Q(z) = 1¢(z, )
est la forme quadratique associée a ¢ [5, Th. 4.1]. En particulier, si V = Fv
est de dimension 1 et o € N(V), alors a € Z(V,¢) si et seulement si

a(v)? =[Q(v)].

2.2.3. Si (V,¢) est un F-plan hyperbolique dont les droites isotropes
sont Fey et Fe_, Z(V,¢) est I'ensemble des normes o € N (V) qui se
décomposent selon V. = Fey @ Fe_ avec afes) - ale—) = |od(es,e_)].
L’application qui & p € R associe 'unique norme « € Z(V,¢) telle que
ales) = g” est une bijection R — Z(V, ¢).

(2) Ce sont les normes maxi-minorantes pour ¢ de [3, §2] cf. [3, Proposition 2.5].

TOME 59 (2009), FASCICULE 6
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2.2.4. Si (V, (b) = (V1,¢1)L(V2,¢2) et a € I(V, ¢), alors
alVi € I(V1,¢1) <= alVa € I(Va, ¢2) < a =sup{a|V1,a|Va}.

L’application a — (a|V1, @|Va) est une bijection de I'ensemble des normes «
de Z(V, ¢) qui se décomposent selon V' = V; LV, sur 'ensemble Z(V7, ¢1) X
I(‘/Qv ¢2)

2.2.5. Si V =V, ®V_ avec V4 isotrope, a € N(V) et ax = a|V4,
alors deux quelconques des conditions suivantes impliquent la troisieme :
(1) a € Z(V, ¢), (2) @ = sup{ag,a_}, et (3) Ayp: (Vo,a) — (Vi,aq)Y
est un isomorphisme dans N. L’application « — a est une isométrie de
l’ensemble des normes a € Z(V, ¢) qui se décomposent selon V =V, & V_
sur I'ensemble N(V).

2.2.6. Pour tout a € Z(V, ¢), il existe une F-base de Witt de V qui
est adaptée & « [3, §2.9-12]. Si V = VpL(Vy @ V_) est la décomposition
de Witt associée, Papplication o — |V, est une isométrie de 'ensemble
des normes o € Z(V, ¢) qui se décomposent selon V = Vo L(V4 @ V_) sur
I'ensemble N (V).

2.2.7. Soit a € Z(V, ¢), D une F-droite anisotrope de V', W 'orthogonal
de D dans V et p le réel défini par a(v) = ¢* |Q(v)\1/2 pour tout v € D.
Alors p20et p=0 < a|D €I(D) < aWecI(W) < V =
D1W est adapté & a d’apres 2.2.2 et 2.2.4, ou l'on a abrégé Z(X, ¢|X) en
Z(X). De plus :

LEMME 2.1. — Sip > 0 et D = Fv, il existe un vecteur w € W tel que
Q) +Qw) =0, av+w) = ¢ |QW)["* et a(v—w) = ¢~ Q)%

Soit w un tel vecteur. Alors H = Fvl Fw est un F-plan hyperbolique de
V' dont les droites isotropes sont F(v —w) et F(v+ w), la restriction de o
a H est auto-duale et la décomposition V = H 1 H™' est adaptée a o.

Démonstration. — Soit V' = V5L (J_iem(Vi 53] V_i)) une F-décomposi-
tion de Witt adaptée & « : V est anisotrope, I = {£1,...,+r} et |I| =
{1,...,r} our est indice de Witt de (V, ¢), et Vi; sont les droites isotropes
du plan hyperbolique V; & V_;. Soit v = vg + > ;c;vi = vo + vy +v_ la
décomposition correspondante de v, avec vy = Zz‘e| 1) Vi de sorte que

a(v) = max {a(vg), a(vy)li € I} et Qv) = Q(vo) + d(v4,v-).

Si a(v) > a(v;) pour tout ¢ € I, alors a(v) = a(vg) et

|6(v4,v-)] < alv)a(v-) < a(vo)? = |Q(vo)|

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



NORMES p-ADIQUES ET EXTENSIONS QUADRATIQUES 2229

donc |Q(v)| = |Q(vo)| = a(vg)? = a(v)? (d’apres 2.2.2), ce qui contredit
notre hypothese p > 0. Il existe donc un indice 7 € T tel que a(v) = a(v;).
En particulier, v; # 0. Soit d 'unique vecteur de V_; tel que ¢(v;,d) =
dp(v,v). Stw=v—-devV,

¢(’U,’U)) = (b(’l),’l)) - d)(U, d) = d)(U, U) - ¢(Uia d) =0
donc w € W et Q(v) + Q(w) = Q(v —w) = Q(d) = 0. D’autre part,

a(v)a(v —w) = a(v)a(d) = |¢(vi, d)| = |Q(v)|

|1/2

car a|V; @ V_; est auto-duale. Puisque a(v) = ¢?|Q(v)|’*, on en déduit

que
a(v—w) = ¢ |Q)|"* < a(v)

donc

a(w) = a(v) = a(v +w) = ¢ |Q(v)["/*

et w convient. La seconde partie de ’énoncé résulte de 2.2.3 et 2.2.4. [

2.2.8. Avec les notations de la section précédente, Z(W) s’identifie au
sous-ensemble convexe de Z(V) formé des o pour lesquelles p = 0. Soit
s € O(V,¢) la symétrie orthogonale fixant W. Pour tout a € Z(V), on
note pra le milieu du segment [, sa] de Z(V) ot s« = awos € Z(V). Si
p =0, s« =« = pra. Sinon, soient v, w et H = FvlFw comme dans
le lemme 2.1. La décomposition V = H 1 H" est alors adaptée & o, s et
pra, ces trois normes coincident sur H+ et pour € € {1},

alv+ew) = ¢, sa(v+ew)=¢ "% et pra(v+ew)=q"

ot |Q(v)| = ¢?". Dans tous les cas, on a donc pra € Z(W) et dist(a, pra) =
p. 11 résulte alors du lemme suivant que pr a est la projection convexe de
a sur Z(W).

LEMME 2.2. — Pour z € {1,2}, soient o, € Z(V) et p, € R tels que
ag(v) = q =, Alors : dist(aq, a2) = |p1 — pal-

Démonstration. — Soient V' = VoL (L7 (V; ® V—;)) une F-décompo-
sition de Witt simultanément adaptée & a; et as (dont 'existence est un
corollaire de [3, Th. 2.12]), e; une F-base de V; telle que ¢(e;,e_;) =1, v =
Vo + D ;e Ai€; les coordonnées de v dans cette base, £y et £; € ZU{oo} les
valuations de Q(vg) et \j, et ay; = —ayy,—; le réel défini par a,(e;) = ¢*=.
Alors

o (v) = max {ag (vg), max {|\;| az(e;): 4 € [}}  avec ay(vg) = |Q(vo)\1/2

TOME 59 (2009), FASCICULE 6
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donc r + p, = max {%%,max {ag: — ti]i € I}} et

o1 = pal < max {lan; —agl i € I} < /iy (ans — a2

qui n’est autre que la distance dist(aq, as). O

3. Les K-espaces vectoriels F-normés
3.1. La catégorie N/

3.1.1. DEFINITION. Un K-espace vectoriel F-normé est un K-espace
vectoriel V', de dimension finie, muni d’une F-norme a: V — R4. Un
morphisme de K-espace vectoriel F-normé f: (V1,a1) — (Va, a2) est une
application K-linéaire f: V3 — V, compatible avec les normes : as(f(x)) <
ai(z) pour tout x € V4. On note N la catégorie ainsi définie. Cest une
catégorie additive et Op-linéaire.

3.1.2. FILTRATION. Pour tout 0 # (V,«a) € N, on note n(V, @) le plus
petit entier n > 0 tel que O,, C End(V, @) : c’est le conducteur de (V, ).
On convient de ce que n(0) = 0. On note N,, la sous-catégorie pleine de N/
formée des objets de conducteur inférieur ou égal a n. C’est une catégorie
additive et O,,-linéaire.

3.1.3. HoM INTERNES. Si (V1,a1) et (Va, as) sont deux objets de NV, on
définit
Hom ((Vi,a1), (V2,a2)) = (Homg(Vi,V2),a) e N

ou pour tout f € Homg (V7,V3),

W ey 2
cevi, a0 a1(T)

Cette construction définit un bifoncteur bi-additif et O g-bilinéaire

Hom(e,e): NPP x N' — A

Pour tout (V,«a) € N, le foncteur Hom (e, (V, @)) transforme les fibrations
en cofibrations tandis que le foncteur Hom ((V, «), ®) préserve les cofibra-
tions. En effet, soit ¢: (X1,a1) =& (X2, ) et f: Xo — V. Alors
alf(x a(fo¢(x
Otom(x,,v) () = sup o)) _ gy gy 2L00)

2220 2(T2) 2,20 g(e1)=as  1(T1)

= OHom(X,,V) (f © (b)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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De méme, si ¢: (X1,a1) — (Xa,a2) et f: V — Xy,

B o (f(z) az(¢o f(z))
Comvxn(f) = sup = o TS Sw )
= O4Hom(V,X2)(¢ o f)

3.1.4. PROJECTION. Pour tout (V,«) € N et n € N, on note (V,a),, =
(V,a,) Tobjet de N défini par ay,(v) = supycpx (X - v). Nous verrons
plus bas que ce foncteur est une rétraction de I'inclusion N,, — A/. D’ores
et déja, il est clair que (V,a), = (V,a) si (V,a) € N,, puisque alors
O C Aut(V, a). De méme,

car pour toute application K-linéaire f: W — V,

a(f(w)) a(A- f(w)) wp an(f(w))

S — = s =

weW ﬂ(w) AEOX weW /6)()‘10) weWw ﬂ(w)

si O C Aut(W, B).

3.2. Les objets de dimension 1

3.2.1. ANALYSE. Soit (L,a) un K-espace vectoriel F-normé de K-
dimension 1. Alors I'ensemble des boules fermées centrées en 0 de « est
un drapeau de Op-réseaux dans L qui est la réunion d’une ou deux classes
de F-homothétie.

Considérons d’abord le second cas, celui d’'un drapeau de la forme

- CPi'By C Pi'By C PiBy C PpBy C - (i € Z).

Soit ng et nq les conducteurs de By et By, et g > 61 > dg — 1 les réels
définis par ¢% = a(By — By) et ¢ = a(B; — PrBy). Quitte & changer
B; C By en PrBy C Bj, on peut supposer que (ng > nj) ou (ng = ny et
(50 — 51 < %) Alors Bl = RnOBO et

(np=mn1+1) ou (ng=mn; =0et K/F est ramifiée).

Ces conditions déterminent uniquement la classe de F-homothétie de By,
sauf dans le cas ot ng =n1(=0) et §o — ) = % Posant

{02 s Wl
c = n0750+51 5;} _ p*[c—l

TOME 59 (2009), FASCICULE 6
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on dira d'un O,,-générateur e de By = O,, - e qu'il est typique de type
(p,c).
Dans le premier cas, le drapeau de boules est de la forme
- CPH'BCPLBC - (i€7Z)

Soit n le conducteur de B, et p le réel défini par ¢°~" = a(B — PpB). On
dira d’'un O,,-générateur e de B = O,, - e qu’il est typique de type (p,n).

3.2.2. DEFINITIONS. Soit £ ensemble des types : les couples (p, c) € R?
tels que
0  si K/F n’est pas ramifiée,
c=0=

—% si K/F est ramifiée.

A un tel type, on associe la F-norme ¢” [|-]], sur K telle que

—¢ sithAec 0, —R
anAnc:qu{q pAS T T

oun=|c|.
g Tel si 7r’f7)\ € R, — PrO, €]

On dit d’un vecteur non nul e d’'un K-espace vectoriel F-normé (V, )
qu’il est typique de type (p,c) € L si et seulement si pour tout A € K,
a(X-e) = ¢”||All,. Lorsque dimg V =1, les vecteurs e de type (p,c) dans
V' sont en bijection avec les isomorphismes f: (K,¢”||.) — (V,a) via
fr—e=f(1). Le réel ¢ = ¢(V, @) est un invariant de (V, @) qui est plus fin
que le conducteur : n(V,a) = [e(V, a)].

3.2.3. SYNTHESE. On note (£, <) 'ensemble des classes d’isomorphis-
mes de K-espace vectoriel F-normé de K-dimension 1, muni du préordre
total défini par

[L,a] < [L',d] <= c(L,a) < c(L/,d).

PROPOSITION 3.1. — L’application qui a [L,a] € L associe I’'ensemble
des types des vecteurs typiques de (L,«) induit une bijection de L sur
Pensemble quotient de L pour la relation d’équivalence engendrée par les
relations (p,c) ~ (p+ 1,c) ainsi que (p,—3) ~ (p+ 3,—3) si K/F est
ramifiée.

3.2.4. PROPRIETES. Soit (1,7x) une Op-base de Ok telle que vk soit

une uniformisante de O si K/F est ramifiée.

LEMME 3.2. — Soit (L,«) un K-espace vectoriel F-normé de K-
dimension 1 et 0 # e € L. Pour tout (p,c) € L, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) (L, ) est de type (p, c) relativement a la K-base e de L.
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(2) La F-base (e,vke) de L est adaptée a «, a(e) = ¢°~¢ et a(yxe) =

q°.
Démonstration. — Cela résulte des décompositions
O, — PrO,, = (OF ® Ppyk) — (Pr ® Ppt'vk)
ainsi que
Ry — PrO,, = (Pr & Pivk) — (Pr & PR yk)
sin > 1, ou si K/F est ramifiée. O
LEMME 3.3. — Soit (L,«a) un K-espace vectoriel F-normé de K-

dimension 1 et de conducteur inférieur ou égal a n € N. Soit e un vec-
teur non nul de L. Si

(1) n=0 et K/F n’est pas ramifiée, ou

(2) n = 0, K/F est ramifiée et a(pe) > q~*a(e) pour un p € Ro —
PFOO, ou

(3) n >0 et alue) > ¢ ta(e) pour un pu € R,, — PrO,,

alors e est un vecteur typique de (L, «) et n(L,«) = n.

Démonstration. — Les cas (1) et (2) sont immédiats. Supposons donc
que la condition (3) est vérifiée. Soit B la boule fermée de rayon a(e) dans
(L, @), de sorte que e € B mais pe ¢ PrpB. On sait que le conducteur de B
est inférieur ou égal a n. Mais d’autre part, B n’est pas stable par O,,_1, car
sinon pe € R, B serait contenu dans PrB puisque R,, = PrO,,_1. Donc
B est de conducteur n. Enfin, e est un O,-générateur de B (i.e. e ¢ R, B)
car sinon pe € R2 B serait contenu dans PpB puisque R2 = P20,,_1 =
PrR, C PrO,. O

COROLLAIRE 3.4. — Soit f: (L1,a1) — (L2, ) un morphisme entre
deux K-espaces vectoriels F-normés de K-dimension 1. On suppose que
c(Ly,01) < ¢(La,aq). Alors f est un isomorphisme si et seulement si il
existe un vecteur ey de Ly tel que es = f(e1) soit un vecteur typique de
(Lo, ag) avec aq(e1) = aa(ea).

Démonstration. — Soit e; un vecteur de Ly tel que ex = f(e1) est un
vecteur typique de (Lg, ag), disons de type (p2, c2). Soit n = [ca] le conduc-
teur de (L2, ), qui est par hypotheése supérieur ou égal a celui de (L1, o).
Si f est un isomorphisme, ai(e;) = as(es). Inversement, supposons que
ai(er) = as(es). Alors

Vi € Ry — PrOy: aq(per) = as(pez) > q tas(es) = ¢ i (eq).
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D’apres le lemme 3.3, e; est donc un vecteur typique de (Li,cq) et
n(Ly,a1) = n. Soit (p1,c1) le type de ey, de sorte que ¢; < ¢g et = [eq].
Mais alors

aj(er) = ag(er) et ag(per) = az(pes) (Vu € R, — PrO,)
— q/’1—c1 — q/’2—C2 et qﬂl_n 2 qu—n

donc 0 < p1 — p2 = ¢a — ¢1 < 0 et finalement (p1,¢1) = (p2, c2). O

COROLLAIRE 3.5. — Soit I#0 un ensemble fini et (L, ) — PB;cr(Li, ;)
une cofibration avec dimy L = dimg L; = 1 et ¢(L, o) > ¢(L;, ;) pour tout
i € I. I existe alors j € I tel que (L,a) — @ier(Li, ;) — (Lj, ) est un
isomorphisme dans N .

Démonstration. — Soient e un vecteur de type (p,c) dans (L, a) et n =
[¢] le conducteur de (L, a), de sorte que (L;, ;) € N, pour tout i € I par
hypothése. Identifiant L & son image par la cofibration, on écrit e = > e;
avec e; € L;, donc a(ue) = supa;(pe;) pour tout g € K. Supposons
d’abord que PrQO,, C R, et choisissons p € R,, — PrO,, et j € I tel que
a;(pe;) = afpe). Alors

a;(pe;) = a(ue) > g 'ale) = g aj(e;).

D’apres le lemme 3.3, e; est donc un vecteur typique de (Lj, ;) et
n(Lj,a;) = n. Soit (p', ) le type de e;, de sorte que ¢’ < cet n = [].
Alors

ale) > a;(e;) et a(pe) = a;(pe))
= ¢"2q¢"7° et ¢h=q" "

donc p = p', ¢ = ¢ et (L,a) — (Lj, ;) est un isomorphisme dans N.
Lorsque enfin PrO,, = R, on an = 0 = ¢ et K/F n’est pas ramifiée.
Alors (L,o) — (Lj, ;) est un isomorphisme dans N pour tout j € I tel
que a(e;) = ale). O

LEMME 3.6. — Pour i € {1,2}, soit (L;, ;) un K-espace vectoriel F-
normé de K -dimension 1 et de type (p;, ;) relativement a une K-base e; de
L;. On suppose que (L1, 1) et (La, a2) ont le méme conducteur n = [¢1] =
[co] et on note e: Ly — Lo application K-linéaire qui envoie e; sur es.
Alors (L,«) = Hom ((L1, 1), (L2, a2)) est de type (p2—p1+c1, min(cy, ¢2))
relativement a la K-base e de L.
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Démonstration. — Pour tout A € O,, — PrO,,,

A -
ahe) = sup Q22
peK—{0} a(p-er)

= qf’?_/’l sup H>\M||C‘z
peo,—rro, lull,

:wwmm&ﬁsw|wmﬂﬂ wp|wm}
pneO0,—Ry HERn—PrOy

it q min(c,c2) SiA€EO, —Rn
q q—[min(cl,cz)] sile Rn N PFOn

puisque On_Rn = O;;a O1>1< Or>z< = 051(, O'r>z< (Rn_PFOn) :Rn_PFOn
et

P20, sin>0,
(Rn — PrOy) - (R, — PrO,) C S PrOk sin=0et K/F est ramifiée,

0 sin=0et K/F est inerte.
Donc e est bien un vecteur typique du type indiqué dans (L, «). O
LEMME 3.7. — Soit (L,c) un K-espace vectoriel F-normé de K-

dimension 1 et de type (p, ¢) relativement & une K-base e de L. Alors pour
tout entier n < ¢, (L,a), est de type (p,n) relativement a cette méme
K-base e de L.

Démonstration. — Soit m = [¢] > n. On doit calculer sup ||O< ||, pour
A€ O — PrO,. Posons k; = O — O], pour i > 0, et

L {WEI(RQ — PrOy) si K/F est ramifiée,
_1 =

0 sinon
On a donc
O — PrO,, = O 11 Hiﬁlw%nm,i
On = Pr0, = OXTT I st
et

X X m—n
On = OmH Hi:l Km—i
D’apres la premiére de ces trois formules, |k,—;||, = ¢"~™ pour tout i <
m + 1. D’apres la troisieme, sup [|O)’]|. = ¢~ ". Enfin, la seconde montre
que A€ O ou X € W%/ﬁn_i pour un certain indice 1 <7 < n + 1. Dans le
premier cas,
sup |05 A[|, = sup [|O7 ], = a7
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Dans le second cas, on peut écrire n—¢ =m—j avec j =m—n-+i < m+1.
Comme O)kp—; C kp—; (puisque 7 > 1) on obtient

1O, = [[7prn—ill, = ¢ Ism—jll. =’~" " =q7"

Donc sup [|OA||, = ¢~ pour tout A € O, — PrO,,. O

3.3. Dualité

Pour tout n € N, on note 1,, 'objet (K, ||e|[,,) de \;,, oti 'on rappelle que
||o]|,, est I'unique F-norme sur K telle que ||O,, — PrO,||,, = ¢~". D’apres
le lemme 3.7, (1,,)m = 1., si m < n. Il résulte alors de 3.1.4 que la formule

(V,a)* = (V*,a*) = Hom ((V,«),1,) sin=n(V,a)
définit un foncteur N°PP — N. On dit que (V, a)* est le dual de (V, ).

ProproSITION 3.8. — Ce foncteur est exact : il échange fibration et co-
fibration.
Démonstration. — Compte tenu des résultats de 3.1.3, il suffit de vérifier

que le dual d’une cofibration ¢: (Vi,a1) < (Va, aa) est une fibration, c’est-
a-dire que pour tout A > 0, ’application induite sur les boules

gi)’éA: B(as < A) — Blaj <))
est surjective. Le lemme suivant identifie ¢, au O,-dual de I'injection
bt Blar < p) — Blas < p)

I=nX=1 pour un entier n suffisamment grand. Puisque ¢ est

avec [t = ¢
une cofibration, le conoyau M de ¢, est un O,-module de type fini sans
torsion, qui s’injecte donc dans un O,-module libre L. Alors

cokerg’, C Exty, (M,0,) C Exty, (L/M,0,) =0
car diminj, O, =dimO,, =1, cf. [1]. O
LEMME 3.9. — Pour tout (V,a) € N, et A € Rxy,
B(a* < A\) ~ Hom (B(a < ql_")\_l),(’)n) .
Démonstration. — Pour toute forme linéaire f: V — K,
o’ (f) KA = Va: [[f(2)]l, < Aa(z).

Donc a*(f) < A implique que f(z) € O, pour tout z € V tel que Aa(z) <
¢'~™. Inversement, supposons que f vérifie cette condition. Soit L; C Ly C
-++ C Ly, C V les boules fermées de rayon compris dans [g~" A7, ¢! 7" A71|
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et Lo = PpLy, de sorte que Ly = B(a < ¢'="A71) et f(L;) C O, pour
tout i. Pour tout x € V — {0}, il existe k € Z et 1 < i < k tels que
ﬂ%x € Lz - Li—la donc
a(x) _ koé(Li o Li—l) c [qkfn)\fl’qkwklfn)\fl[
tandis que f(x) € 7% f(L;) C 7~ *0O,,, donc
1f@)ll,, < ¢ < Aa(z)
et finalement o*(f) < A O

LEMME 3.10. — Soit (L,«) un K-espace vectoriel F-normé de K-
dimension 1 et de type (p,c) relativement & une K-base e de L. Alors
(L*, a*) est de type (c — p, c) relativement a la K-base duale e* de L*.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 3.6. O

THEOREME 3.11. — Le foncteur (V,a) — I(V,a) = (V,a)* est une
dualité sur N'. Plus précisément, les isomorphismes de bidualité dg v : V —
V** pour les K-espaces vectoriels induisent un isomorphisme d’endofonc-
teur 0 : Idyr — I o 1.

Démonstration. — On vérifie d’abord aisément que l’endofoncteur 0
est bien défini : pour tout (V,a) € N, dxv: (V,a) — (V,a)** est un
morphisme de N. Si dimg V =1 et (V, @) est de type (p, c) relativement &
une K-base e de V, (V*, a*) est de type (¢ — p, ¢) relativement a la K-base
duale e* de V* et (V**, a**) est & nouveau de type (p, ¢) relativement & la
K-base biduale e** = dk v (e) de V**. Donc dk v est un isomorphisme dans
N lorsque V est de dimension 1, ou plus généralement lorsque (V, ) est une
somme directe d’objets de dimension 1. Or d’apres le lemme suivant, tout
objet (V, @) de N est le but d’une fibration (E,~) — (V, ) dont la source
est une telle somme directe. On obtient alors un diagramme commutatif

(B,7) ——= (V,q)

§K)E\L2 iéK,V

(E’ ,}/)** s (‘/’ a)‘k‘k

ou la deuxieme ligne est encore une fibration par exactitude de x. On
en déduit que la bijection dx 1 est une fibration, donc un isomorphisme
dans N. O

LEMME 3.12. — Pour tout (V,«) € N, il existe une fibration
(W, 8) = &V (Li, o0) = (V. )

avec (Li, ;) — (V,a) et dimg L, = 1 pour tout 1 < i < dimp V.
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Démonstration. — Soit (e;) une F-base de V adaptée & o (2.1.4), o; la
restriction de a & Ke;, W = &Ke; et 8 = sup{a;} € N(W). L’application
qui envoie 'élément > A;e; de Wsur > A\;e; € V est alors une fibration, car
pour tout v = > A\e; € V (avec les \; € F), on a a(v) = sup{a(le;)} =
sup{ai()\iei)} = ﬂ(z )\161) O

3.4. Théoréme de structure

Soit z = (V, ) un K-espace vectoriel F-normé. On note S(z) ’ensemble
des K-droites de V et on plonge S(x) dans A/ en munissant chacune de ces
droites L C V de la norme «y, induite par «, qui donne donc une cofibration
(L,ar) — (V,a). De méme, on note Q(z) 'ensemble des quotients de K-
dimension 1 de V, plongé dans A en munissant chacun de ces quotients
V — L de la norme ay, induite par «, de sorte que (V, ) — (L, ap) est une
fibration. On note S(z) et Q(x) les images de S(x) et Q(z) dans 'ensemble
L des classes d’isomorphisme de K-droites F-normées. Pour Z € {S, O} et
6 € Z(x), on note enfin Z(x,0) la fibre de Z(z) — Z(z) au-dessus de 6.

PropOSITION 3.13. — Soit © # 0 un K-espace vectoriel F-normé et
Z € {8,Q}. Alors Z(z) est fini et pour tout élément maximal 6 de Z(z)
(pour Dordre induit par < sur Z(x) C L), tout élément y € Z(z,0) est un
facteur direct de x.

Démonstration. — Soit « = (V,a). Pour tout y = (L,ar) € Z(z),
I'image de la norme ar: L — Ry est incluse dans celle de a: V' — Ry,
qui est elleméme une réunion finie d’ensembles de la forme {0} U ¢*+%
avec p € R. De plus, le conducteur de y est inférieur ou égal a celui de z.
Au regard de la classification établie en 3.2.3, il est donc clair que Z(x)
est fini. Soit § un élément maximal de S(z) U Q(x) et supposons d’abord
que 6 € Q(x). D’aprés le lemme 3.12, il existe une fibration ®y; — «
avec y; € S(x). Pour tout y € Q(z,6), on obtient donc une fibration
®y; — = — y dont le dual est une cofibration y* — @&y} (proposition 3.8).
Puisque ¢(y*) = c(y) = c(y;) = c(y}), il résulte du lemme 3.5 qu’il existe
un indice 4 tel que cette cofibration induit un isomorphisme y* ~ y*. Ap-
pliquant a nouveau le foncteur de dualité, on en déduit que le sous-objet
y; de z scinde la cofibration z — y, donc y est un facteur direct de z. Si
0 € S(z)ety=(L,a) € S(x,0) on démontre de méme que y est un facteur
direct de z, en utilisant le dual du lemme 3.12 pour produire une cofibration
x — @y, (il suffit d’appliquer ce lemme & z*, puis de redualiser). On peut
aussi appliquer le résultat précédent a y* € Q(z*, 6*), puisque 6* est encore

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



NORMES p-ADIQUES ET EXTENSIONS QUADRATIQUES 2239

un élément maximal de S(z*) U Q(x*). On a ainsi démontré que pour tout
élément maximal 6 de S(x) U Q(z), les éléments correspondants de S(z, 6)
ou Q(z, ) sont des facteurs directs de 2. Donc § € S(x) N Q(z) et S(z) et
Q(x) ont les mémes éléments maximaux, ce qui achéve la démonstration
de la proposition. O

THEOREME 3.14.

(1) Tout objet de N est une somme directe de sous-objets de dimen-
sion 1.

(2) Si @iEI(Li7ai) ~ @je](Mj,ﬂj) avec dimg L; = dimg Mj =1, il
existe une bijection o: I — J telle que pour tout i € I, (L;, a;) =~
(Mo iy, Bo(iy)-

Démonstration. — Pour (1), cela résulte de la proposition précédente par
récurrence sur la dimension des objets. Pour (2), soit ¢ = max{c(L;, o),
c(M;,B5);i€l, je J} et supposons par exemple que ¢ = ¢(L;,, o).
Si f: @ier (Li, i) — Bjes(M;,B;) est un isomorphisme, il résulte du
corollaire 3.5 qu’existe un indice jy € J tel que f induit un isomorphisme

f
(Liovaio) — EBZGI(Livai) I GajEJ(Mj?ﬂj) - (Mjmﬁjo)'

On conclut par récurrence sur la dimension |I| = |J| grice au lemme sui-
vant. O
LEMME 3.15. — Soita: x — 2/, b:x — 3y, c:y —» x' et d: y — 3 des

morphismes de N. Si f = (§§):xdy — 2’ &y et a: x — 2’ sont des
isomorphismes, alors e = (—ba~'c + d) est un isomorphisme e: y — v/'.

Démonstration. — Notant g = (Z,/;:) 2’ @y — x @y linverse de f,
on a
b By  Ler "y’ b) — (1
()0 (@) = (M) oo (2i)o(e) = (")
d’ott on déduit que eod' =1, et d' oe =1,. O

3.5. Produit tensoriel

Soient (V1, a1) et (Va, ag) deux K-espaces vectoriels F-normés. On vérifie
facilement que la transposition

t: M((Vl7a1), (V?? a2)) - HOJ((VZ, 042)*, (Vbal)*)
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est un morphisme dans A'. Comme tot est un isomorphisme dans N d’aprés
le théoreme 3.11, ¢ est une cofibration bijective, donc un isomorphisme dans
N. On peut donc définir un produit tensoriel

(V1,01) @ (Vo,a2) = (V1 @k V2,01 ® az)
ol a1 ® o est la norme sur 'espace sous-jacent Vi Qg Vo de
M((Vh al)*7 (V27 O[Q)) = I—Ioim ((‘/23 a2)*7 (Vlu Oél)) .

On laisse au lecteur le soin de vérifier les formules d’adjonction entre Hom
et ®.

Ce produit tensoriel envoie N, X Ny, dans Nopin(n,m). En particulier, il
munit N;,, d’'un produit tensoriel @, -bilinéaire N;,, x N;, — N, qui admet
1,, pour objet neutre. En fait, I'isomorphisme évident entre I’endofoncteur
Vi— K®V et l'identité V — V de la catégorie des K-espaces vectoriels
induit un isomorphisme entre les foncteurs A" — N, qui envoient respecti-
vement x = (V,«a) sur 1,, @ z et z, = (V, ). 1l suffit de le vérifier pour
les objets de K-dimension 1 (d’apres le théoréme 3.14), pour lesquels cela
résulte du lemme 3.7 et du formulaire ci-dessous.

LEMME 3.16. — Pour ¢ = 1,2, soit (L;,«;) un K-espace vectoriel F-
normé de K-dimension 1 et de type (p;,c;) relativement a une K-base e;
de L;. Alors e; ® es est un vecteur typique de type (p1 + p2, min(cy, co)) de
(Ll, Oél) X (LQ7 O[Q).

Démonstration. — Compte tenu de 3.1.4, cela résulte des lemmes 3.6 et
3.7. O

3.6. Groupe de Grothendieck

Le théoréme 3.14 montre que KoN s’identifie au groupe abélien libre
Z[L] engendré par 'ensemble £ qui est décrit dans la proposition 3.1. Le
produit tensoriel et le conducteur munissent ce groupe libre d’'une struc-
ture d’anneau commutatif (non unitaire) et d’une filtration. Le lemme 3.16
montre que le n-eme étage de cette filtration est 'idéal principal engendré
par I'idempotent [1,] de KN ; ¢’est un sous-anneau unitaire de KoN qui
s’identifie au groupe de Grothendieck Ko\, de la sous-catégorie N;, de N.

3.7. F-dualité et K-dualité

On dispose maintenant de deux dualités sur N :

J(V,a)=(VY,aY) et I(V,a)=(V* a")
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ou V* = Homg (V, K) et VV = Homp(V, F') est muni de la structure de K-
espace vectoriel définie par (Ap)(v) = ¢(Av). Pour comparer ces dualités,
nous aurons besoin de I'endofoncteur S de N qui & (V,«a) associe (V,v —
a(wkv)) ot wi' est un Op-générateur de DY. Ce foncteur est bien défini
puisque Ojwgk lest.

PROPOSITION 3.17. — Les isomorphismes de K-espaces vectoriels
Tr: V* = Homg (V, K) — VV = Homp(V, F)

induisent un isomorphisme d’endofoncteur Tr: S o I — J. Concrétement,
cela signifie que pour tout (V,a) € N et ¢ € V*, a¥(Tr @) = a*(wk ).

Démonstration. — Soit (1,vx) une Op-base de Ok telle que yx soit
une uniformisante de Ok si K/F est ramifiée. On note (1V,~);) la Op-base
duale de D relativement & Tr: Ox @Dy — Op, de sorte que DY = (’)F’yfv(.
On prend wi!' = 7).

D’apres le théoreme 3.14, il suffit de démontrer la proposition lorsque
(V, ) est de K-dimension 1 et de type (p,c) relativement & une K-base e
de V. Soient (B et B2 les normes sur V* définies par §1(¢) = a*(wk @) et
B2(¢) = aV(Tr(¢)). D’apres le lemme 3.10, (V*, a*) est de type (¢ — p,c)
relativement a la K-base duale e* de V*, donc (V*, 81) est de type (c—p, c)
relativement & e’ = y);e*. D’autre part, le lemme 3.2 montre que (e, yxe)
est une F-base de V adaptée & a avec afe) = ¢°~ ¢ et a(yxe) = ¢°. La
F-base duale (e, (yxe)Y) est donc adaptée a o avec a¥(eV) = ¢°° et
a¥((yge)Y) = ¢~ . Puisque

(€”, (vre)") = (Tr(17e"), Tr(ve™)) = (Tr(—Tg - €'), Tr(e'))
on en déduit que (e', —Fx¢') est une F-base de V* adaptée a B2 = aV o
Tr avec B2(e') = ¢ 7 et Ba(—7Fxe') = ¢ P. Une nouvelle application du
lemme 3.2 montre enfin que (V*, 82) est de type (¢ — p, ¢) relativement a
€', donc B; = B sur V*. O

4. Les K-espaces Hermitiens F-normés

On suppose dorénavant que 2 € O5. On fixe une Op-base (1,7) de Ok
telle que Trn = 0. Alors 7 est une uniformisante de O si K/F est ramifiée
et =1 est un Op-générateur de DY,. On peut donc prendre vx = 7 dans
le lemme 3.2 et wx = n dans la proposition 3.17. On note p = n~2 et
lul = ¢*°, de sorte que § = 0 si K/F est inerte et 6 = § si K/F est
ramifiée.
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Pour tout K-espace vectoriel V', on note V* le K-espace vectoriel d’espace
sous-jacent V muni de Paction de K tordue par 'automorphisme A — A de
K/F. On étend cela en un endofoncteur de N en posant (V,a)* = (V*, a).
On vérifie aisément que (V,«) ~ (V,«a)* lorsque dimg V = 1, donc aussi
pour tout (V,a) € NV d’aprés le théoréme 3.14.

4.1. La catégorie M

4.1.1. DEFINITION. Un K-espace Hermitien F-normé est un K-espace
Hermitien (V,4)® muni d'une F-norme a € Z(V,¢), oil ¢ = Tr est
la forme F-bilinéaire symétrique et non dégénérée associée a ¥. Un mor-
phisme de K-espace Hermitien F-normé f: (Vi,11, 1) — (Va, 19, ag) est
une application K-linéaire f: Vi — V5 telle que

Va,y € Vit a(f(x), f(y) = 1z, y) et aa(f(z)) < ar(x).

On note M la catégorie ainsi définie. C’est une catégorie additive :

Vi, 1, 01) @ (Va, Y2, a0) = (Vi LV, Y1 Lhg, sup {a, an}) .

4.1.2. Soit (V,4) un K-espace hermitien et o — @ l'involution de N (V)
définie par ¢ = Trep. Soient Ay: V. — VViet Ay: V. — V* les K-
isomorphismes définis par Ay(z)(y) = ¢(x)(y) et Ay(z)(y) = ¥(z)(y).
Pour tout o € N(V), @ est 'image inverse de la norme o de V¢ par la
fleche Ay du diagramme commutatif

/\

V* = Homg (V, K)* T L yve= Hompg(V, F)*.

D’apres la proposition 3.17, c’est aussi I'image inverse par A, de la norme
a*(ne) de V**, ou encore I'image inverse par A,y de la norme a* de V**,
En particulier,

acZ(V,¢p) <= Ayy: (V,a) — (V*,a")"  est un isomorphisme de N.

(3) Par convention : V est de dimension finie, ¥ est non dégénérée et pour tout xz,y € V'

et A€ K, Y(Az,y) = Mp(x,y), (@, Ay) = Mp(z,y) et ¢(y,z) = P(z,y).
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4.1.3. Conservant les notations ci-dessus, supposons que V =V, & V_
est la somme directe de deux sous- K-espaces vectoriels totalement isotropes
(maximaux). Soient @ € N(V), ay = «a|V4 et a— = a|V_. Alors deux
quelconques des trois conditions suivantes impliquent la troisiéme : (1)
a € Z(V,¢), (2) a =sup{at,a_} (i.e. a se décompose selon V =V, §V_),
et (3) Apy: (Vo,a) — (Vi, o)™ est un isomorphisme dans N. Cela
résulte en effet de 2.2.5, compte tenu de la proposition 3.17. L’application
« — a4 est une isométrie de 'ensemble des normes « € Z(V,¢) qui se
décomposent selon V =V, @ V_ sur 'ensemble N(V7).

4.1.4. Si (V,4) est anisotrope, Z(V, ¢) = {\Q(0)|1/2} ou Q(z) = ¢Y(z,z)
est la forme quadratique associée & v (cf. 2.2.2). Il y a exactement quatre
classes d’isomorphismes de K-espaces Hermitiens anisotropes, représentées
par 0,

A = (K,zy), A, =(K,vTy) et B=

AlA, si —1e NK*
A2~ A2 & —1¢ NK*

ou v est un élément quelconque de F* — NK*. Les classes d’isomorphismes
des K-espaces vectoriels F-normés sous-jacents sont donc 0, aj, a, et b =
a; + a, ou b = 2a; = 2a, dans N[L], ot pour tout f € F, on note as
Pimage dans £ du type (r — 8, —8) € £ déterminé par |f| = ¢*".

4.1.5. Une K-décomposition de Witt de (V) est une décomposition

(4.1) (Viap) = (Vo,vo) L (Lizq (Di ® D—i, 1))

ou (Vp, o) est anisotrope et H; = D; & D_; est une décomposition du K-
plan hyperbolique H; de V' en somme directe de deux K-droites isotropes.
La classe d’isomorphisme de (Vp, 1) est uniquement déterminée par celle
de (V,4) et r est le K-indice de Witt de (V). L’application

a— (a|Dy,...,a|D,)

est une bijection de 'ensemble des normes o € Z(V, ¢) qui se décomposent
selon (4.1) sur Pensemble NV (Dy) x -+ x N(D,).

4.2. Théoréme de structure

THEOREME 4.1. — Soit (V, ) un K-espace Hermitien et ¢) = Tr). Pour
toute norme o € I(V,¢), il existe une K-décomposition de Witt adaptée
aa.
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Démonstration. — On fixe o € Z(V, ¢). Pour des sous-K-espaces vec-
toriels Wo C Wi de V, on munit X = W;/W5 de la norme induite
ax(wy + Wa) = inf a(wy + Wa), et le K-dual X* de ce sous-quotient de la
norme duale a%. Si X = Wy /Ws et Y = W3- /Wi, on sait donc d’apres
4.1.2 que Ayt (X, ax) — (Y, ay)* est un isomorphisme dans N.

Si (V, %) est anisotrope, il n’y a rien & démontrer. Sinon, il existe dans V/
des K-droites isotropes. Soit D une telle droite, choisie grace a la premiere
partie de la proposition 3.13 parmi celles dont la classe d’isomorphisme
[D,ap] dans £ est maximale pour le préordre <.

Soit (p,c) le type de (D, ap) relativement & une K-base e de D. Alors
(D*, a,) est de type (c—p, ¢) relativement a la K-base duale e* de D*, donc
(V/D*, ay,p) est de type (¢ — p, c) relativement & la K-base € = ¢/ + D+
de V/D>, et cela pour tout vecteur e’ de V tel que ni(e’,e) = 1. Comme
inf a(e/ + D+) = ¢, on peut de plus supposer que a(e’) = ¢~”. Mais alors

U )] = | 36(e' )] < ale)? = g
puisque « € Z(V, ¢), donc
a(Fy(e e)e) = (e e) alne) < q*
puisque a(ne) = ¢° d’apres le lemme 3.2, de sorte que
7 <ale - 3o, e)e) < sup {ale),a (J(e,¢)e)} <q~?
et finalement a(e’— 2 (e’, ')e) = ¢~7 : quitte & changer €’ en e—Z1)(e’, €')e,
on peut donc également supposer que ¢’ est un vecteur isotrope de V.

Soit D’ la K-droite isotrope de V engendrée par ¢’. Compte tenu des
hypotheses sur D, il résulte du corollaire 3.4 que (D',ap/) — (V,a) —»
(V/D+, oy o) est un isomorphisme de . On obtient donc une K-décom-
position D+ @ D’ de V qui est adaptée a . A fortiori, la K-décomposi-
tion H = D @& D’ du K-plan hyperbolique H de V est adaptée & a|H.
Puisque A,y : (D', ap) — (D,ap)* est le composé des isomorphismes
(D/,OéD/) — (V/DJ‘,QV/DL) et AU¢: (V/DJ_,Q‘//DJ_) — (D,CkD)*L, c’est
encore un isomorphisme dans N. Donc a|H € Z(H, ¢|H) d’apres 4.1.3 et
V = H1H" est adaptée & o d’aprés 2.2.4. Finalement, V = (D@ D') LH*
est une K-décomposition de V' qui est adaptée a a, et le théoreme en résulte
par récurrence sur l'indice de Witt de (V). |

4.3. Invariants
4.3.1. On note * I'involution de £ ou Z[L] ~ Ko\ induite par la dualité x

de NV, L le quotient de £ par cette involution, Z I'image de I'endomorphisme
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(Id + %) de Z[L] et s: Z[£] — Z lisomorphisme défini par le diagramme
commutatif suivant :

z10] 1 7))

cani jincl

Z[L) ——1T

On peut bien stir décrire £ comme un quotient de 1’ensemble L de 3.2.3,
mais il est préférable ici d’appliquer aux coordonnées (p,c) de L la trans-
formation linéaire

(D) =01 = (=00
Dans ces nouvelles coordonnées (6, c) les relations de la proposition 3.10

deviennent (6, ¢) ~ (0+2,¢) et (6, 5L) ~ (641, 5) (si K/F est ramifiée),
tandis que la formule du lemme 3. 10 qui décrit I’action de x sur £ s’écrit

plus simplement [, c]* = [0, c]. Un systéme de représentants pour L est
donc

- (9 €[0,1] x [0, 00[ si K/F est non ramifiée,

- (6, ([ %] — %700[) U ([O, %] X {_71}) si K/F est ramifiée.

4.3.2. A tout K-espace Hermitien F-normé (V,9,a), on peut attacher
les deux invariants que sont (1) la classe d’isomorphisme [V, ¢] du K-espace
Hermitien (V,), et (2) la classe d’isomorphisme [V,«] du K-espace F-
normé (V, a). Soit d’autre part (V, ) = (Vo, o)L (LI_1(V; & V_;,4;)) une
K-décomposition de Witt adaptée & o et a; = «|V;. Alors [V, 4] déter-
mine la classe d’isomorphisme [Vp,¢g] du K-espace Hermitien anisotrope
(Vo, 1), qui & son tour détermine (d’apres 4.1.4) la classe d’isomorphisme
Vo, ag] du K-espace F-normé (Vp, ap). On sait aussi que Ay, induit un
isomorphisme dans A entre (V_;,a_;) et (V;,a;)*. On obtient donc un
nouvel invariant w[V, ¢, a] € N[L] défini par

wlV,v,a] = s7([V, ] = [Vo, ao]) = can (3074 [Vi, ] -

Il est clair que le couple ([Vp, ¥g], w[V, 9, @]) détermine uniquement la classe
d’iso-morphisme [V, 4, o] de (V, ¢, «) dans M. On obtient ainsi une bijec-
tion de [M] sur [A] x N[L], ot [A] est I'ensemble & quatre éléments des
classes d’isomorphismes de K-espaces Hermitiens anisotropes.

4.3.3. La discussion qui précéde montre également que les invariants
[V, 9] et [V, a] déterminent uniquement [V, 1, a]. On sait d’autre part que
les K-espaces Hermitiens sont classifiés par deux invariants : le détermi-
nant det(V,¢) € F*/NK* et la K-dimension de V. Donc det(V, ) et
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[V, a] suffisent encore & déterminer [V, 1), al, puisque dimg V' est aussi le
degré de [V,a] € Z[L]. Ces deux invariants induisent un plongement de
KoM dans F*/NK* x Z[L] dont on laisse au lecteur le soin d’expliciter
I’image. Mentionnons en revanche deux conséquences immédiates de cette
classification : (1) si aj,as € Z(V,¢) sont conjuguées par un élément de
GLk(V), elles le sont aussi par un élément de U(V,4); (2) si X, Y et Z
sont trois objets de M, alors X Z ~Y 272 — X ~Y.

4.3.4. Lorsque K/F n’est pas ramifiée, les classes d’isomorphisme des
K-espaces F-normés sous-jacents aux quatre classes d’isomorphisme de K-
espaces Hermitiens anisotropes sont distinctes modulo le sous-groupe 7 de
Z[L] ~ KoN, cf. 4.1.4. On en déduit que l'invariant [V, o] € N[L] suffit
alors & déterminer [V, a].

4.4. Un exemple

4.4.1. Soit n € N, (V,4) un K-espace Hermitien de K-dimension n + 1
et ¢ = Tre. On suppose qu’il existe dans (V, ¢) une F-base orthogonale

Vi = NWi+1 (’LZO,,TL)
Q) +Qw;)) =0 (i=1,...,n)

Une telle base nous fournit donc deux décompositions orthogonales de

(V. 9) :
V = K’LU1J_ ce J_Kwn+1 = FU()J_HlJ_- te J_HnJ_FU)n+1

B = (1)0771}177)171”27' < ,Unawn—i-l) avec{

ou H; = Fw; ® Fv; est un F-plan hyperbolique de V', dont les droites iso-
tropes sont engendrées par les vecteurs e4; = %(viiwi). On consideére sur V
une norme auto-duale a € Z(V, ¢) qui est adaptée a cette seconde décompo-
sition. Alors a|Fvg, a|Fwy41 et chacune des a|H; sont auto-duales. Pour
i €{1,...,n}, on note s; et r; les nombres réels définis par

ritsi gy ‘Q(Uz)| = |Q('wl)| = |¢(€i7e—i>| = q2m

(donc 741 = r; + J) et on suppose que

alexi) =q

0§81<S3<"'<52L%1J+1 et 0<52<54§"'<52L%J~

On note alors que a(v;) = ¢" % = «a(w;) pour tout i, ou l'on a posé
s0 = snt1 = 0, [Q(wns1)| = ¢*™ 1 et |Q(vo)| = ¢* (done r; = ro +id
pour tout 7).
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4.4.2. La classe d’isomorphisme [V, ] du K-espace Hermitien (V, ) est
uniquement déterminée par la K-dimension n + 1 de V et le déterminant

detre (V,9) = [T12] Q(w;) € F*/NK*.
Or Q(wi) = =Q(vi) = =N (1n)Q(wi41) donc
detye(V,0) = (1)

Le F-indice de Witt de (V,¢) est n ou n + 1, et le K-indice de Witt de
(V, ) est donc exactement L”T'HJ, qui est congru a w modulo 2. On
en déduit que la “partie anisotrope” de (V1)) est triviale si n est impair, et
isomorphe & Ag(,,) = (K, Q(v,)Ty) sinon. La “partie anisotrope” de (V, c)
est donc triviale si n est impair, de type (r,, — d,—d) ~ (—rg, —d) sinon.

Q(vn)n-‘rl c FX/NKX

4.4.3. Pour i = 0,...,n, on note x; 'élément de £ ou L représenté par
(piyci) € L avec pi=8—T; et ¢ =8+5_-1—90

ot s_1 = 89 =0, donc (po, co) = (—rg, —9).

PROPOSITION 4.2. — Avec ces notations,
Vo] = 2o+ (Id+*)(xe + x4+ +xp) s{nestl‘)air _ dans N[Z]
(Id+*)(x1 + a3+ -+ x,) sin est impair
tandis que
To+ x4+ -+ x, SIin est pair, —
w(V, ¥, a) = 2T " P dans N[L].
r1+x3+---+x, sin estimpair
Démonstration. — Compte tenu des calculs de la section précédente, il

suffit de démontrer la seconde formule. Si n = 0, V' est anisotrope donc
w|[V,1,a] = 0. Sin =1, on pose

E,=w —v; et E_= m(/wo + ws).
Alors Q(E-F) = Q(E_) = 07 U¢(E+7E—) =1let

aB)) = @ et aEy) = ¢,
a(E-) = ¢ et a(nE.) = ¢vm.

On vérifie facilement que (E1,nFy ) est une F-base de K Ey qui est adaptée
a la restriction ay = o|KFy de a. Le lemme 3.2 montre alors que

{oz+ est de type (rg,s1 — ) = (p1,¢1)* relativement & E,

a_ est de type (s1 — 71,81 —0) = (p1,¢1) relativement & F_.
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D’apres 4.1.3 (et le lemme 3.10), la décomposition hyperbolique

V = KE, @ KE_ est donc adaptée & o et w[V,49,a] = z; dans NI[L].
Supposons maintenant que n > 2. On pose

ELi=w,—v, e FE_= ﬁ(wn_l — Up—1)-
Alors Q(E,) = Q(E) = 0, pi(E,, B) = 1 et
a(By) = ¢mn et anBy) = gt
a(Ei) — q_"'n—l_snfl et a(nEi) — qsn_T71

Soit B+ la restriction de o & KFEy et § la norme sup 84+ sur le K-plan
hyperbolique H = KE, @& KE_ de V. Comme précédemment, on voit que

Oy est de type (rn—1+Sn—1,Sn—1+5n—0) = (pn, cn)* relativement a E |
G_ est de type (sp—7Tn, Sn—1+5n—0) = (pn,Cn) relativement & E_,

donc 8 € Z(H, ¢|H) d’aprés 4.1.3. On en déduit que § = «|H : on sait déja
que B(z) > a(z) pour tout x € H, donc aussi
)l e 18]

ole) =sup =y 2 S Ty 2 S Ty A

En particulier, V = H+ 1L H est une K-décomposition orthogonale adaptée
A a. Sin =2, H* est anisotrope et w[V, 1, a] = x5 dans N[L]. Si n > 3,
on obtient une décomposition

V = FoglH L LH, 31V IH

qui est adaptée & «, avec V' = Fw,_> LW’ ou W’ est une K-droite ani-
sotrope, a savoir le complémentaire orthogonal du K-plan hyperbolique H
dans le K-espace Hermitien Kwy,_1 L Kw, 1l Kw,41. D’apres le lemme 2.1,
on peut trouver un vecteur v,,_, dans W’ tel que Q(wy—2)+Q(v),_5) =0 et
a(v,_gFw,_ o) = ¢™m2E5-2 Alors H!_, = Fw,_2®Fv!,_, est un F-plan
hyperbolique de V' dont les droites isotropes sont F(v),_o & w,—2), lor-
thogonal de H),_, dans V' est la F-droite engendrée par w!,_; = n~ v/, _,
et la décomposition

V =FuvlH L - LH, s|H ,lFuw, ,1H

est adaptée a «, ce qui nous permet enfin de conclure par récurrence. [0

5. Les K-espaces quasi-Hermitiens F-normés

On conserve les hypotheses et les notations de la section 4.
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5.1. La catégorie M’

5.1.1. DEFINITION. Un K-espace quasi-Hermitien est un F-espace qua-
dratique muni d’un F-hyperplan qui est un K-espace Hermitien. Concre-
tement, se donner un K-espace quasi-Hermitien x revient a se donner un
F-espace quadratique non dégénéré (V,,, ¢,) de F-dimension impaire, une
F-droite anisotrope D, de V, et une structure de K-espace Hermitien
(W, 1b,) sur I'orthogonal W, de D, dans V; telle que Trg/p 0ty = ¢o|Wo.
Un K-espace quasi-Hermitien F-normé est un K-espace quasi-Hermitien
2 muni d’une norme auto-duale a, € Z(V,,,). Un morphisme de K-
espace quasi-Hermitien F-normés f: x — y est une application F-linéaire
f:Vu — V, qui préserve toutes les structures. On note M’ la catégorie
ainsi définie.

5.1.2. La somme directe z = @y d’'un K-espace Hermitien F-normé x et
d’un K-espace quasi-Hermitien F-normé y est le K-espace quasi-Hermitien
F-normé z défini par les relations suivantes, ot x = (W, ¥z, ) :

(V27 @2, az) = (Wwa Tr,, aw)J—(Vyv ¢y7 ay)
et

On obtient ainsi un bifoncteur &: M x M’ — M’.

5.1.3. Si 'on fixe un K-espace quasi-Hermitien z, '’ensemble des décom-
positions de z en somme directe 2 = x Gy avec x € M et y € M’ est en
bijection avec ’ensemble des K-sous-espaces W, de W, qui sont réguliers
(i.e. ¥, |W, est non-dégénérée) et tels que a,|W, € Z(Wy, ¢,|W;). On
dit de z que c’est un objet essentiel de M’, ou encore que la norme auto-
duale o, du K-espace quasi-Hermitien sous-jacent a z est essentielle lorsque
W, = 0 est 'unique tel sous-espace, c’est-a-dire lorsque ’équation z = By
implique =z = 0.

5.1.4. La projection y = pra d’'un K-espace quasi-Hermitien F-normé x
est le K-espace Hermitien F-normé y défini par

Yy= (Wwa %,prwm aa:)

oll pryy, o, est la projection convexe de o, € Z(V,, ¢p) sur Z(W, ¢ | W),
cf. 2.2.8. On obtient ainsi un foncteur pr: M’ — M que l'on note aussi
T .
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5.1.5. L’extension y = exx d’un K-espace quasi-Hermitien F-normé x
est le K-espace Hermitien F-normé y = (W, ¢, o, ) défini par

(Wyﬂ/}y) = (Wxﬂ/’r)J‘(K QF me) et (Wyaay) = (vaam)J—(an,a)
ol pour tout A\, A2 € K, dy,ds € D, et d € nD,,
1—
P @ di A ®dz) = Shideda(di,da) et a(d) = Q)]

si Q(0) = ¢(¢,¢) (pour £ € K ®@p D) est la forme quadratique (anisotrope)
associée & 1. On obtient ainsi un foncteur ex: M’ — M que ’on note aussi
T +— T

5.1.6. Pour tout 1,20 € M et y € M/,
(r1 @ a2)Dy=21® (x2Py) dans M.
Pour tout x € M et y € M/,

pr(z@y) =xz@pr(y) et ex(zdy)=zdex(y) dans M.

5.2. Objets spéciaux

On fixe dans cette section un K-espace quasi-Hermitien F-normé y dont
on note (V,¢) l'espace quadratique, (W, ) le K-espace Hermitien, D =
W+ c V la droite anisotrope, o la norme et 2n + 1 la F-dimension.

5.2.1. Une base spéciale de V' est une F-base orthogonale de V,
B= (’U()vwlvvlvaa e ,wn,vn)

telle que Fu, = D, v;—1 = nw; et Q(v;) + Q(w;) = 0 pour tout 1 < i < n.

Une telle base fournit donc deux décompositions orthogonales de V,
V=Kul---1Kw,1D=FvyylH{1l---1H,

ou H; = Fw; 1 Fv; est un F-plan hyperbolique de V dont les droites iso-

tropes sont engendrées par les vecteurs ey; = %(vl + w;).

5.2.2. On dit que y (ou «) est spécial s’il existe une base spéciale B de
V' comme ci-dessus qui est strictement adaptée a «, c’est-a-dire telle que
(1) la décomposition V = FugLHy L --- LH, définie par B est adaptée a
a, et (2) les réels s; définis comme dans la section 4.4.1 par

ales:) = ¢ o |Q(vy)| = [Q(w;)| = |(es, e—i)| = ¢°"
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vérifient les inégalités strictes
0<81<53<.”<82L%J+1 et O<52<84<~--<52L%J.

Si tel est le cas, a(v;) = ¢"t% = a(w;) pour tout i, avec sg = 0 et
|Q(vo)| = ¢*° (donc r; = ro +id). On dit que (s1,...,s,) est le type de a
relativement a B.

5.2.3. Conservant les hypotheses et notations ci-dessus, notons
y=pry=W,a) et J=exy= (W, 1, @).
Il résulte de 2.2.8 que la norme auto-duale o de W se décompose selon
W =H}:1Fw, = FvylH,1L--- LH, 1Fuw,

avec a|H; = «|H; pour i = 1,...,n — 1. De méme, notant w41 1’élément
de W = W LK ®@p D défini par nw, 1 = v,, on vérifie immédiatement que
la norme auto-duale @ de W se décompose selon

W =V LFwps = FoolHy L LH, L Fw,,
avec a|H; = a|H; pour i =1,...,n.

PROPOSITION 5.1. — Pour tout 0 < i < n, on note y; 1'élément de L
ou L représenté par (p;,c;) € L avec ¢; = 8; + 8;_1 — 0 et p; = s; — r; (on
s—1=0). Alors

w@= S oy et wy= 5 y dansN[Z]

i=n mod 2 iZn mod 2

otl les sommes portent suri € {1,...,n}, et les K-espaces F-normés sous-
Jjacents aux “parties anisotropes” de y et y sont respectivement de type 1o
et 0 ou 0 et yg selon que n est pair ou impair.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 4.2.
O

5.2.4. Puisque ¢(y1) < --- < ¢(yn), les invariants w(y) et w(y) déter-
minent le n-uplet (y1,...,%,) € £, qui & son tour détermine les ¢; = c(y;),
qui enfin déterminent le n-uplet (s1,...,s,) d’apres les formules de récur-
rence so = 0 et s; = ¢; +d — s;_1. Ce n-uplet ne dépend donc pas du choix
de la base B strictement adaptée a « : on 'appelle le type de I'objet spécial

y (ou de la norme spéciale a € Z(V, ¢)).
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5.2.5. A tout objet spécial y de M’, on peut associer les deux invariants
que sont (1) le déterminant (= la classe d’isomorphisme) de (D, ¢,|D,) et
(2) le type de y tel qu’on vient de le définir. On obtient ainsi une bijection
de Dlensemble des classes d’isomorphismes d’objets spéciaux de M’ sur
le produit de F*/(F*)? et de & = [, Sn 00t Sp est Pensemble des
suites (s1,...,5,) € RZ, telles que s; < s;42 pour tout 1 < ¢ < n—2
(par convention : Sg = {0} # () correspond aux objets spéciaux de F-
dimension 1).

5.3. Théoréme de structure

THEOREME 5.2. — Pour tout objet y de M’, les conditions suivantes
sont équivalentes : (1) y est essentiel, (2) y est spécial, (3) les supports des
images de 7 et y dans KoN ~ Z[L] sont disjoints.

Démonstration. — (2) = (3) résulte facilement de la proposition 5.1 et
(3) = (1) est trivial. Montrons (1) = (2). Soit donc y un K-espace quasi-
Hermitien F-normé dont on note (V, ¢) espace quadratique, (W, ) le K-
espace Hermitien, D = W+ la droite anisotrope distinguée et o la norme.
On suppose que « est essentielle et on raisonne par récurrence sur ’entier
ntel que 2n+1=dimV. Sin =0, il n’y a rien a démontrer. Supposons
donc que n > 0. Soit v, un vecteur non nul de la F-droite anisotrope D
de V et 1, et s, les réels définis respectivement par |Q(v,)| = ¢*™ et
a(vy) = g™, Alors s, > 0 et Pensemble

W, = {wn € W[Q(vn) + Q(wn) = 0 et a(vy, £ wy,) = q”is"}

est non vide d’apreés le lemme 2.1. Notant que la fonction w — a(nw) est
minorée sur W, par la constante ¢"»~% > 0, on choisit dans W,, un élément
wy, tel que a(nwy,) = inf a(nV,). Soit V' I'orthogonal dans V' du F-plan hy-
perbolique H,, = Fw,®Fuv,, D’ la F-droite de V'’ engendrée par nw,, et W’
Porthogonal de D’ dans V’. Alors W’ est aussi I'orthogonal de Kw,, dans
W, et c’est donc un F-hyperplan K-Hermitien de V. Puisque w,, € W,,
la décomposition V' = V' LH,, est adaptée & a et la restriction o’ de a &
V' est donc une norme auto-duale de V', dont on vérifie immédiatement
qu’elle est encore essentielle. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe

une base spéciale B’ = (vg, w1, vy, wa,...,vp—1) de V'’ qui est strictement
adaptée & o’/. Quitte & multiplier cette base par un scalaire convenable, on
peut supposer que v,_1 = Nwy,. Alors B = (vg, w1, v1, Wa, . .., Vp—1, Wn, Uy)

vérifie toutes les conditions de la section 5.2.2 (dont on reprend les nota-
tions), sauf peut-étre 'inégalité s, o < s,. Supposons donc que n > 3 et
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Sp—2 = Sp. Soit w!, = w, — pUy_o + pw,—2 (ot p=n"2 € F). Alors
Qun) + Q) = Q(v) + Quwn) + 42 (Qum3) + Quw_2)) = 0
car Q(vp) + Q(wy,) =0 = Q(vp—2) + Q(wn—2) et pour € € {£1}
a(v, + ewl) = a (v, + ewy, — epu(vn—2 — wWy—2))

= max {a(v, + ewy), |p| a(vp—2 — wp_2)}

Tntesn, 20 T'n72_sn72}

= max {¢ 0*°q

Tn+e€sn

=4q
car 1, = Tp_2 + 20 et s, < $p—2, donc w), € W,,. Mais
o)) = @1 — Wn_1 + pn_3)

= max {a(vp—1 — wn—1), |p| @(vn-3)}

20 rp_3+sn—3

=max {¢"" """, ¢*¢ ¥

Tn—1+Sn—3

=q
car rp—1 = rn—3 + 20 (avec s = 0 si n = 3), donc
a(nw;) — q"’nfl"!‘snfS < anfl-‘rSnfl — a(vnfl) — Ol(ﬂwn)

car s,_3 < Sp—1. Cette derniére inégalité contredit la minimalité de a(nw, ),
donc s,_3 < s, la base B est strictement adaptée a «, et y est spécial. O

THEOREME 5.3. — Tout objet z de M’ admet une décomposition z =
x®y avecx € M et y € M’ essentiel, et cette décomposition est essentiel-
lement unique : six ®y ~ a2’ @y’ dans M’ avec x,2' € M et y,y € M’
essentiels, alors x ~ z' dans M et y ~ 3y dans M’.

Démonstration. — L’existence d’une décomposition z = x @ y avec x €
M et y € M’ essentiel résulte immédiatement des définitions : si z n’est
pas déja essentiel, il s’écrit z = 21 @ 21 avec ;1 € M non nul et z; € M’,
et on conclut par récurrence sur la dimension de z, en affirmant I’existence
d’une telle décomposition pour 2.

Fixons une telle décomposition z = x @ y avec y essentiel, donc spécial
d’apres le théoréme 5.2. Formons la différence A(z) = Z — z dans le groupe
de Grothendieck KoN =~ Z[L]. C’est aussi la différence A(y) =7 —y, dont
on voit comme dans la section 5.2.4 qu’elle détermine le type (dans S) de
y. Puisque d’autre part (D,, ¢y|Dy) = (D, ¢.|D.), il résulte donc de 5.2.5
que z détermine uniquement la classe d’isomorphisme de y dans M’. Si
r®y~z~x' @y dans M’ avec y et 3 essentiels, on a donc y ~ 3’ dans
M'. Mais alors § ~ 3’ dans M, donc x @7~z ~ 2’ @y ~ 2’ ®7y dans M,
et finalement x ~ 2’ dans M d’aprés la remarque finale de 4.3.3. O
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