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FONCTIONS ENTIÈRES DE TYPE EXPONENTIEL DANS C
par Pierre LELONG

1. Introduction; fonctions entières
et fonctions plurisousharmoniques de type exponentiel.

On étudie ici divers problèmes concernant la croissance des
fonctions entières de n variables, à valeurs dans C1 et de type
exponentiel (l). Ils conduisent d'une part à la définition de
domaines d'holomorphie, « images » de cette croissance, et,
d'autre part, à la considération « d'ensembles exceptionnels »
qui seront étudiés plus loin. Cette étude est utile en vue des
applications à l'Analyse fonctionnelle. Elle est faite ici dans
un cadre plus général que l'étude des seules fonctions entières.
Selon une méthode générale, on considère simultanément
une classe de fonctions plurisousharmoniques dans C". Cette
classe qui sera dite encore de type exponentiel, est définie
par la condition (3) plus loin.

On se contentera dans ce qui suit d'utiliser comme norme
\\z\\ dans C"(zi, . . ., zj la distance à l'origine.

Une fonction entière F(z) = F(zi, . . ., ;sJ sera dite de type
exponentiel fini y si l'on a

(1) lim sup |H|-1 log |F(z)| == y < oo.
||^l|=oo

Pour n = 1, l'étude de la croissance de V(z) == log |F(z)|
sur une demi-droite réelle issue de l'origine :

z = re^, r — ^ + o o ,

(1) Cet article est le second d'une série consacrée aux fonctions entières (n variables)
et à leurs applications; le premier a été publié dans le Journal d'Analyse de Jérusalem
(ci. [6, g]).



270 PIERRE LELONG

est classique. Elle conduit à l'étude de l'indicatrice

/i(6) = lim sup r-1 log IF^'6)].
r==oo

Rappelons que dans ce cas la fonction L^z) = rh (6) est
une fonction convexe dans le plan C1. On en déduit un ensemble
figuratif, le « diagramme de Polya » qui est un compact
convexe K; ces propriétés sont en général étudiées conjointe-
ment avec celles de la transformée de Fourier-Borel (cf. [3])
définie par

y(z) = z-i F F (^-\ e- du
JQ \ z /

qui converge hors de K.
On se propose ici une étude directe pour les fonctions

entières de n variables F(zi, .. ., zj vérifiant (1); cette étude
conduit à la définition de deux indicatrices :

a) « l'indicatrice radiale de centre t » de F définie par
L,(Ç, z) == lim sup r1 log |F(^ + ^), ( réel, ( -> + oo

b) « l'indicatrice cm^<? de centre ^ » de F, définie par

L^, z) = lim sup \u\-1 log |F(^ + uz,)|,

u complexe, |u| -> + 00-
Faisons quelques remarques sur les méthodes et les résultats :
1) On n'utilisera en fait que le caractère plurisousharmonique

de

(2) ' V==logjF|.

Ceci correspond, si l'on veut, à une première étape de la
recherche. Toutefois, dans certains cas, le résultat obtenu
est dans son genre le meilleur possible et ne peut être amélioré
quand on passe de la classe des fonctions plurisousharmoniques
à celles qui sont du type (2) où F est analytique entière. Les
fonctions V(js), plurisousharmoniques dans tout C", qui véri-
fient

lim sup | \z\ \~1 V(z) << oo
1MI==00

seront dites de type exponentiel; l'expression sera justifiée
plus loin.
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2) L'étude des indicatrices L^ et Lç se décompose en deux
parties :

a) l'étude des régularisées supérieures (relativement à z)
notées L?^, z), L^(Ç, z). Elles sont indépendantes du centre Ç.
La fonction L^(z) == L^(Ç, z), indicatrice cerclée régularisée, est
caractérisée [même dans le cas (2)] par la condition d'être
plurisousharmonique et de vérifier L^(uz) == |u|L^(z). Sa donnée
équivaut encore à celle d'un domaine d'holomorphie semi-cercle
de centre à l'origine.

L'indicatrice radiale régularisée L^(z) a une trace convexe
sur les droites complexes issues de l'origine. Son étude équivaut
d'autre part à celle d'un ensemble ouvert d'holomorphie A
décrit au § 6.

Ces propriétés montrent l'importance, pour n > 1, de la
pseudo-convexité dans l'étude de la croissance.

b) D'autres résultats sont sans analogues dans le cas n = 1.
Ils concernent les « ensembles exceptionnels » définis par
Lc(Ç, z) < L^(z) et par Ly.(*(, z) <C L^(z). Ils dépendent du
centre '(, et appartiennent à une classe étudiée dans [6, c]. Ces
ensembles exceptionnels sont ici précisés (ce qui a conduit à
donner une certaine extension au § 2) et classés. Des problèmes
demeurent ouverts, notamment la comparaison des ensembles
de classe (N), (cf. § 2), appelés négligeables, et des ensembles
globalement polaires pour la structure C'1.

3) Systématiquement on a évité ici l'emploi de la transfor-
mation de Fourier-Borel et de la correspondance entre fonc-
tions entières et fonctions à singularités à distance finie
qu'elle établit. Les domaines d'holomorphie mentionnés plus
haut sont obtenus directement à partir des indicatrices régu-
larisées, ce qui permet aussi de traiter le cas des fonctions
plurisousharmoniques.

4) L'étude des indicatrices au voisinage du sous-espace
réel R" de C" présente une importance en vue des applications
à l'analyse fonctionnelle. En s'appuyant au § 8 sur le « théorème
de Hartogs réel » établi dans [6, c\ on donne une démonstra-
tion courte d'un énoncé de A. Martineau pour l'étude des
fonctionnelles analytiques (cf. [7]).

5) Un cas particulier important fait l'objet du § 8; c'est le
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cas des transformées de Fourier OTT, T fonctionnelle analytique
à support réel ou distribution à support compact. Un résultat
essentiel et simple est que Lî{x} ̂  0 sur les réels entraîne

U{x + iy) < Lî{iy) = h(y) ; (^ = z, + iy,) ;

h{y} est alors évidemment une fonction convexe de y.
En annexe on trouvera d'autre part quelques propriétés

d'une classe (So) de fonctions plurisousharmoniques (non
constantes); (So) est une classe de croissance minimale dans
C71 et est intimement liée à la classe (S<j des indicatrices cer-
clées régularisées.

Définition du type exponentiel pour les fonctions plurisous-
harmoniques (2).

Étant donnée une fonction entière F(zi, . . . ,^), nous lui
associons canoniquement la fonction plurisousharmonique

(2) V(z)=V(^. . .^)=log |F(^ . . . ,^ ) | .
On est conduit à la définition :

DÉFINITION 1. — Une fonction V(z) = V(^, ..., z^) pluri-
sousharmonique dans C" est dite de type exponentiel v, si
Von a

(3) lim sup ||z||~1 V(z) == y < oo.

Remarques. — a) Si V = log |F|, F entière, on retrouve
la condition habituelle.

[ n -|1/2

^) I M I = Sz^ P6111 etre? dans tout ce qui suit,
remplacé par [h{z, î)]^2, h étant une forme hermitienne définie
positive.

c) La définition précédente est également justifiée par l'exis-
tence de la classe de fonctions plurisousharmoniques de crois-

(2) Pour les propriétés générales des fonctions plurisousharmoniques, on se
reportera à [6, b] et [6, d], en attendant la parution d'un ouvrage actuellement en
préparation de l'auteur. Rappelons au lecteur qu'une fonction V(z) est dite pluri-
sousharmonique sur une variété analytique complexe (A) si: (a) —oo^V(z)<oo
et V(z) =É— oo; (b) V(z) est bornée supérieurement sur tout compact; (c) si L1

est l'image holomorphe d'une droite complexe dans (A), la restriction de V à L1 est
localement soit la constante — oo, soit une fonction sousharmonique.

Une fonction plurisousharmonique est semi-continue supérieurement et est une
fonction R2'1 sousharmonique (cf. [6, a]).
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sance minima. Cette classe fait l'objet de l'Annexe placée
à la fin de cet article. Son existence résulte de l'énoncé sui-
vant :

PROPOSITION 1. — Soit M(r) = sup V(js), pour \\z\\ = r, et
soit

(4) a^liminf^.
logr

Si a ̂  0, V(z) est une constante.
En effet M(r) est fonction convexe de log r (cf. [6, a]).

Donc dans (4) la limite existe. Soit z° == {z^) un point différent
de l'origine 0; on lui associe la droite complexe C^z0) d'équa-
tions Zj, = uz0^, où u est un paramètre complexe ; la restriction
^o(u) = V(^) est, d'après la définition même des fonctions
plurisousharmoniques, soit la constante — oo, soit une fonc-
tion sousharmonique. Mais, d'après (4), p^o(u) est nécessaire-
ment une constante et vaut V(0). On a V(0) =/= — oo, sinon
on aurait V(^) = — oo, contrairement à la définition adoptée
pour les fonctions plurisousharmoniques. Finalement on a
V(;s) = V(0) et V(0) ^= — oo, ce qui établit l'énoncé.

COROLLAIRE. — Si V(jz) est plurisousharmonique dans C",
et est bornée supérieurement, V(z) est une constante finie,

La proposition 1 montre qu'il existe, parmi les fonctions
plurisousharmoniques non constantes dans C" une classe (So)
de croissance minimale caractérisée par la condition qu'on ait
pour \\z\\ —> + °° : :

lim sup [log |[z||]-1 V(z) = a, 0 < a < oo.

Revenons aux fonctions de type exponentiel.

PROPOSITION 2. — Si V(z) est plurisousharmonique de type
exponentiel, la famille

(5) V<(C, t) = ̂  [VCC, + ̂ )], (>1

est bornée supérieurement sur tout compact de C"(^) X C^z).
En effet (3) entraîne pour tout y' > y l'existence d'une

constante finie c telle qu'on ait

(6) V(z)<Y||z||+c
V^zXy'IHI+r^c+Y'IKII)

14
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et l'existence d'une borne supérieure fixe de Y( pour

|M]<R, \\t\\<R!, <><o>0.

2. Ensembles polaires et ensembles négligeables.

Rappelons quelques résultats et notations antérieurs (cf.
[6, a] et [6, b]) :

a) Étant donnée une fonction f{p}, p e X espace topologique,
et f à valeurs réelles, nous appellerons régularisée supérieure
de f (notée /** == reg sup /*) la fonction

f^^l imsupAp 7 )
P'->P

f* est encore la plus petite majorante semi-continue supé-
rieurement de /*.

b) Appelons famille 9 une famille de fonctions plurisous-
harmoniques bornée supérieurement sur tout compact du
domaine de définition. Si V((z) est une famille ^

W(^) = sup, V^)

n'est pas en général une fonction plurisousharmonique, mais
W*(z) === reg sup W(z) l'est. De même pour lim sup V((z),
cf. [6, a] et [6, d].

c) L'ensemble E == [z$ W(js) < W*(^s)] a des propriétés
de raréfaction particulières cf. [6, a], [6, c],

Si la variété est un domaine de C", E est évidemment
R^-polaire, donc de R2 "-mesure nulle. Mais il a des propriétés
plus précises. Il est la somme de n ensembles : E = SY)^, où YJ^
est coupé par les droites complexes C1^) selon un ensemble
polaire dans le plan de la variable z^ (c'est-à-dire R^polaire).
Il est intéressant aussi de noter que, d'après un résultat de
G. Choquet [2], un ensemble du type précédent est toujours
contenu dans un ensemble E' construit par le même procédé
mais à partir d'une sous-famille dénombrable; W(;s) est
alors une fonction de Baire (cf. [6, c]). On notera enfin
(cf. [6, c] que E est de R'-mesure nulle sur le sous-espace
réel R71 c C", et sur ses images holomorphes, par exemple sur
l'arête d'un polycercle dans C".
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Nous donnerons ici quelques résultats complémentaires
nécessaires pour la suite :

DÉFINITION 2. — Un ensemble E sur une variété analytique
complexe (A) sera dit globalement polaire s'il existe une fonction
V(z) plurisousharmonique sur (A) telle que

Ec[z; V(z) == — oo].

Rappelons qu'une fonction est plurisousharmonique sur
(A) si elle l'est sur chaque carte par rapport aux coordonnées
locales. Nous dirons que (A) est dénombrable à l'infini si

00

(A) == 21 Am? 1e8 Am étant des ouverts croissants relativement
i

compacts sur (A) et tels que tout compact K c (A) appartienne
à un Kq. Bien que nous n'ayons en vue que (A) == C", nous
énoncerons sous forme générale :

PROPOSITION 3. — Si Vç(z) est une suite de fonctions pluri-
sousharmoniques sur une variété analytique complexe (A)
dénombrable à l'infini, il existe des coefficients Oq, bq réels avec
âq > 0 tels que, si Von poseVy(z) == âq\q{z) + bq, la série
SV^(z) converge sur {A.} vers une fonction plurisousharmonique.

En effet sur une carte locale de Ai, on choisit z° de
manière que l'on ait Vy(z°) > — oo pour tout indice q, ce
qui est possible car les ensembles

[z; V,(z)==- oo]

sont de mesure nulle dans l'espace des coordonnées locales.
On va former à partir de V^) une suite Vç(z) == aqVq{z) + bq,

âq > 0, de manière que iq > 0 étant donné, avec ïiCy < oo,
on satisfasse aux deux conditions:

(7) W<0 sur A,
(8) ~ e, < V,(z°) < 0.

Il suffit de poser, si mq = sup Vy(z) pour z e= A<y :
a) v^) = ̂ (^ — ç̂ si Vç(z0) == mq, (auquel cas Nq est

constante dans A.q).
b) Yq{z) = ̂ q[mq - V,(z°)]-i [V,(z) - mq}, si V^°) < mq.
Dans tous les cas, (7) et (8) sont vérifiées par la suite V^(z)

ainsi construite.
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00

Soit S(z) = S Vg(z) : S(z) est plurisousharmonique sur (A)
l r

car sur Ag la suite ^ est décroissante pour r > ç. Elle converge
i

donc soit vers la constante — oo sur (A) soit vers une fonction
plurisousharmonique sur (A) ; la convergence en z° assure qu'on
est dans le second cas, ce qui établit l'énoncé.

00

PROPOSITION 4. — Soit E = ^ Eç une réunion dénombrable
i

d'ensembles globalement polaires sur la variété analytique (A)
dénombrable à l'infini. Alors E est globalement polaire.

En effet si Eç = [z'y Vq(z) = — oo], on construit à partir de
|V<y(z), A^j comme à la Proposition 3, une suite

W = <W + \, a,>0, .

et l'on a évidemment

Ec [z; S(z) = — oo]

ce qui établit l'énoncé.

DÉFINITION 3. — On dira qu'un ensemble E est négligeable
ou de classe (N) sur une variété analytique complexe (A) s'il
existe une suite croissante V^(z) de fonctions plurisousharmo-
niques sur (A), localement bornée supérieurement, telle qu'on ait

lim, V,(z) = W(z) et E c [z; W(z) < W*^)]

où W* = reg sup W.
La fonction W(js) est de la classe (Mo) étudiée dans [6, c].

Il en résulte qu'un ensemble de classe (N) dans un domaine
de C" est de R^-mesure et même de R^-capacité nulle (3).

On verra plus loin qu'un ensemble globalement polaire sur
(A) est aussi de classe (N) sur (A). Mais la réciproque est encore
un problème ouvert : un cas particulier fera l'objet de la
Proposition 7.

00

PROPOSITION 5. — Si E = ^ Ey et si les Eq sont de classe
i

(N) dans un domaine D de C", {éventuellement D est C" lui-
même), alors E est de classe (N) dans D.

(3) La notion d'ensemble négligeable définie ici est relative à la structure 0
et plus fine que celle de la théorie du potentiel dans R2".
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Par hypothèse on a :

E,c[.;W,(.)<W;(z)]

avec Wç(z) = lim V^(js), la suite V^ étant croissante de
5==oc

l'indice s, pour ç donné. Les Vg^, ainsi que les W^ sont des
fonctions plurisousharmoniques.

Opérant comme plus haut à la Proposition 3, on construit :
a) une suite croissante ^A^, q ̂  1, d'ouverts relativement

compacts avec lim Aq == D, tout compact K c D appartenant
à A^ pour q assez grand;

b) un point z° e Ai tel qu'on ait Wç(z°) = W^°) > — oo
pour tout ç, ce qui est possible car les Eç ainsi que les ensembles
[z$ W^(z) == — oo ] sont de mesure nulle;

c) une suite de nombres s.q > 0, avec Se^ < oo, et des a^
bq avec a^ > 0, tels que

W;*(z) == a,W;(^) + b,

vérifient W^* < 0 sur Kq et — ^ < W^(z°) < 0. On pose alors
Wç = aqWy + &^, V^, = dqV^ + 6^ et l'on forme :

S(z)==SW^); (T(Z)-SW^).

Comme plus haut, S(z) est plurisousharmonique dans D
et coïncide avec (r(z) sauf sur E, c'est-à-dire presque partout;
on a cr(z) ̂  S(z), donc (7*(z) == S(z).

D'autre part on a

(9) limV^)=W^).
5==30

La suite (9), pour ç fixé, 5 croissant, est une suite croissante.
Pour q fixé, on a encore, rfï étant l'élément d'espace

(10) lim f^ [W^(z) - Y^z)] d^ = 0
^===00 ty

sur tout domaine compact K dans D. On extrait une suite
V^ == \q ̂ , de manière à réaliser pour q fixé :

(11) f [W;(z) - V;,̂ )] ̂  < A
JA^ W
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la suite s.'q étant choisie arbitrairement sous les conditions
e,>0, SÊ;=I.

q
Posons alors

(12) S,(z)=ÏV;.^)î==i
8^(2) est plurisousharmonique dans D, car d'après

V^)<W^)
g==r

la somme S es^ décroissante de r sur A( dès que l'on a r > <.
ç==i

On a évidemment d'autre part :

S,(z) < <r(z) < S(z)

pour tout m. Ainsi S^(z) est une suite croissante de fonctions
plurisousharmoniques sur D.

Si maintenant K est un domaine compact dans D, on a
K c Ay. pour un certain r fini et alors :

/js(z) - s,(.)] d^ < s ^ [W,*(z) - v^)] rfï == s iç.
9 * r î

On peut choisir m > ̂  de manière que, pour

1<?<^
on ait : i, = r (w,* - v^) dr < ̂
£ > 0 étant donné. Ceci est possible d'après (10).

Si q > r, on majore \q en utilisant (11) puisqu'on a K c Aç.
Il vient finalement

(13) ^[s(z)-s^)]^<-+ li£;<-+ l.
,/^ Zi 771 ^ ^ 77Î

Le compact K étant fixé l'intégrale

/JS(^) - S,(z)] rfï == /JS(z) - S^)| rfT

peut donc être rendue aussi petite qu'on veut si m est assez
grand; d'après un résultat classique, ceci montre, la suite S^
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étant croissante, que si l'on pose

Œi(z) = lim S^(z),
m==oo

on aura
^{z)=S{z).

On a donc

<Ti(z) < a(z) < S(z) et a; = a* == S.

Soit î: un point de E,; on a W^) <W^), donc <j^) < S((;).
Il en résulte

E = SE, c [z; a(z) < S(z)] c [z; Œi(z) < S(z)].

Mais le dernier ensemble est de classe (N) dans D, et la Propo-
sition 5 est établie.

Le résultat précédent va nous conduire à une propriété
particulièrement simple. Soit comme dans [6, c], (M) la classe
des fonctions à valeurs réelles définie sur une variété analytique
complexe (A) de la manière suivante :

(I) — (M) contient les fonctions plurisousharmoniques sur
(A); celles-ci constituent la classe (Co) dans (M).

(II) — (M) est formée par l'addition de classes successives
(Co), (Ci) . . . (Cg), où (Cy) est formée des enveloppes supérieures
des familles 9 de fonctions V((z) e (C^_i), et des fonctions
W ̂  — oo qui sont limites de suites décroissantes de fonctions
déjà obtenues.

Une classe plus restreinte (Mo), formée de fonctions de Baire,
est obtenue en ne prenant que les familles 9 dénombrables
(cf. [6, c]). Alors on a :

THÉORÈME 1. — Pour toute fonction W e (M), la régularisée
W* est plurisousharmonique et E = [z; W(z) <; W*(z)] est de
classe (N).

Tout d'abord (cf. [6, c]} et [2] on peut se contenter d'établir
le théorème pour (Mo) car si W(z) == sup V((z), V<(z) e ̂
il existe un suite extraite Vro(z) = V^(z) avec

sup VJz) == W(z) et W * {z) = W * (z).

On a alors E = [z; W(z) < W*(z)] c [z; W(z) <W/î lt(z)] = E .̂
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On établira l'énoncé par récurrence. Si V,»(z) s (C,) la suite
V,n étant localement bornée supérieurement, on a en posant

W(z) == sup V^(z), W'(z) = sup V:.(z)
m m

(14) E = [z; W(z) < W-(z)] c "J [z; V,(z) < V:(z)]

+[z;W'(z)<W*(z)]

car on a W(z) < W(z) < W*(z) ce qui donne en prenant les
régularisées supérieures W*(z) < W*{z) < W*(z), soit

W* == W*.

Finalement W* est encore une fonction plurisousharmo-
nique puisqu'elle est égale à W* et E est compris dans une
réunion dénombrable d'ensembles de classe (N); il est donc
de classe (N) d'après la Proposition 4.

Reste à considérer le cas d'une suite décroissante V^(z)
tendant vers W(z) =/b — oo. En supposant la propriété vraie
pour les VCT, on a :

E = [.; W(z) < W*(z)] c S [.; V,(z) < V;(z)]

et W{z) = Km V^(z), cette suite étant décroissante. Alors
la Proposition 5 montre que E est encore de classe (N) et
W*(z) est encore plurisousharmonique.

Le théorème 1 est donc établi.

COROLLAIRE. — Si on considère une famille V((z) localement
bornée supérieurement de fonctions de classe (M), et si Von pose
W(^) = lim sup, V<(z), alors si W{z) =/== — oo, W*(^) est pluri-
sousharmonique et V ensemble [z; W(js) < W*(z)] est un ensemble
de classe (N).

En effet on se ramène au cas d'une suite V^(z) = V^(z) ;
puis on opère comme plus haut en formant sup V^(z) = W ( z )
et considérant la suite décroissante W(z) .^

Le corollaire ne suppose pas que les V^) appartiennent à
une classe (C<y) d'indice q borné quand t varie.

Un ensemble globalement polaire sur une variété analytique
(A) y est de classe (N); en effet si l'on a E c [z$ V(z) = — oo],
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on a aussi E c [z; W(z) == lim sup -i- V(z) < W*^)] où W*(z)

est évidemment la constante nulle sur (A).
La réciproque demeure un problème ouvert dans le cas

général, mais on démontrera :

PROPOSITION 7. — Si V^z) est une famille de fonctions
plurisousharmoniques localement bornée supérieurement sur
une variété analytique (A) à base dénombrable et si

sup V,(^) = WQs)

a sa régularisée supérieure W*(z) égale à une constante ou à
une fonction pluriharmonique, alors E = [z; W(z) <; W*(z)]
est globalement polaire.

On peut évidemment pour la démonstration se contenter
du cas où W*(z) = 0. On peut aussi d'après le résultat rappelé
plus haut, se ramener au cas d'une suite V^(js). On suppose
donc

lim sup V^(z) = W(z) avec W*(z) == 0.

L'ensemble E étant de mesure nulle sur toute carte de (A),
on choisit z° de manière que W(z°) == 0; on extrait de ^V^
une suite partielle notée Vp telle que lim Vp(z°) == 0, et on la
choisit de manière que S|Vp(z°)| < oo. On a alors

W(z) = lim sup Vp(z) < W(z) < 0.

Alors W7*^) est plurisousharmonique ; on a W7*^0) ^> 0
et W7*^) < W*(z) < 0, ce qui entraîne W7*^) EEE 0 et

Ei = [z; W{z) < W^z)] D [z; W(^) < W*(^)] = E

de sorte qu'on est ramené à montrer que E^ est globalement
polaire.

Soit comme plus haut j A ^ j une suite croissante d'ouverts
relativement compacts contenant z° et tendant vers (A) ;
associons à |Agj une suite £ç, avec tq > 0, Ssg < oo, s.q décrois-
sants. D'après le théorème classique de Hartogs, il existe
pour chaque q un mq tel qu'on ait Vp(z) < s.q pour z e= Aq et
P ̂  ^îg. Les m^ sont évidemment croissants et l'on considérera
cette nouvelle suite extraite V^ == V^).
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Comme plus haut, on a

E, == [z; sup V,(^) == W^z) < W^)] D E.
On pose

V^)=V,(Z)-£,

de sorte qu'on a V<y(z) <; 0 pour z e A<y, et 2|Vg(z°)| < oo.
Alors comme à la Proposition 3,

(14) S(^===2V,(z)

est plurisousharmonique sur (A). D'autre part si ^ e Eg, il
existe a > 0, tel que V^(z) <; — a — tq < — a, quel que soit
g; don<î on a d'après (14) : S(Q === — o o et Ç e [z; S(z) = — oo],
ce qui établit que Eg et, par suite E lui-même, est globalement
polaire.

3. Définition des indicatrices.

Partons d'une fonction plurisousharmonique

V ^ ) = = V ( ^ . . . , z J

de type exponentiel fini (qui peut être en particulier

V = log |F|,
F entière).

DÉFINITION 4. — a) On appelle indicatrice radiale^ de centre
Ç == (Çfc) de la fonction plurisousharmonique V(z) de type
exponentiel^ la fonction

(15) L,(î:,; z,) == lim sup t-1 V(^ + ^),
(-> + oo, (réel.

b) On appelle indicatrice cerclée^ de centre Ç = (î^) de V(z)
îa fonction:

(16) L^,; z,) = lim sup H-i V(^ + u^),
|u[ -> + oo, u complexe.

c) Si F(z) = F(JSi, .. ., z^) est une fonction entière de type
exponentiel fini, on appelle indicatrices de F les indicatrices
définies en a) et b) pour V = log |F|.
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PROPOSITION 8. — Soit V de type exponentiel y. On a:
(17) L,(^; z,) = sup .L,(^; z^) < y||z||.

e
A un point z° = (zg), z° =^ 0, correspondent d'une part le

rayon R^z0) issu de l'origine et donné par z^ == z^ t, t > 0,
( réel, et d'autre part la droite complexe C^z0) définie par
Zfc == ^ u, u complexe; (17) résulte des définitions.

PROPOSITION 9. — On a:

(18) L^(^$ o-Zfc) ==crLy.(^$ z^) pour tout <r > 0
(19) Lc(Çfc; ^) = |^| L<(^; z,,) pour tout (/complexe.

C'est une conséquence immédiate des définitions.
De la Proposition 1 résulte alors que les régularisées supé-

rieures de L^, iiç par rapport à z (respectivement 'Q sont des
fonctions plurisousharmoniques de z (respectivement Ç). On
considérera également la régularisée supérieure dans l'espace
produit Ç X z. On a :

PROPOSITION 10.

(20) reg sup L,^; z) < reg sup L^; z) == reg sup L^(; z)
ç z çxz

et le même énoncé où Von remplace L^ par Lç.
En effet considérons un rayon z^ == ^ + tz^ z° == (z^) =7^ 0.

Le cône P(lCO, Ua), de sommet ï° = (l^), de base la boule
Ua == [z; | |z—zj| < a] contient, à l'extérieur d'une boule de
centre l'origine, de rayon suffisamment grand, le cylindre de
base ||z— (,°|[ <; R dans C", qui a pour direction de génératrices
le vecteur z°. Car si l'on écrit z^ == ^ + ^ + ̂ , ||Ç|[ < R,
les coordonnées d'un point du cylindre, on à

z, = ̂  + t(z^ + t-1^

et il suffit de prendre ( de manière qu'on ait C"1!̂ !! ̂ ^R.^ a
pour que (z) appartienne à P(^°, Ua).

Si donc reg sup L^(Ç : z) vaut A pour Ç == Ç°, z == z°, on a
V(^ + ^k) < ('A + e)t, pour |[z - z0]] <^ t> t^ d'après le
théorème de Hartogs (l'énoncé en est rappelé au § 7) et il
en résulte V(^ + ^ + ^) < (A + e)< pour ||(:|| < R, pour
t^ (i ̂  te, ce qui établit l'énoncé.
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De (20) découle alors que reg Ly.(Ç; z) présente un intérêt
particulier. z

DÉFINITION 5. — On appellera indicatrices régularisées
(respectivement radiales et cerclées) les fonctions

L?(Ç; z) = regsupL,^; z)
2

W; z) =regsupL,(Ç; z).
Z

THÉORÈME 2. — 1) Les indicatrices régularisées sont indé-
pendantes du centre ^. On les notera Lî(z) et L*(z).

2) Pour chaque rayon z fixé, V ensemble des Ç où Von a

L,(Ç; z)<U{z) ou L^ z)<U(z)

est globalement polaire dans C".
3) Les fonctions L^(^) et L^(z) sont plurisousharmoniques et

vérifient respectivement les identités

LÎ{(JZ) = ŒL?(z) pour tout (T > 0
L^(ujs) === |u|L^(z) pour tout u complexe.

En effet d'après la Proposition 10

reg sup L,(Ç; z) = reg sup L,(Ç; z)
2 Çxz

est une fonction plurisousharmonique dans l'espace ^ X z;
pour z fixé elle est donc plurisousharmonique de ^ (elle est
évidemment différente de la constante — oo). Mais d'après (6)
elle est majorée par la constante y, type exponentiel de V.
Elle est donc bornée. Il résulte alors de la Propriété 1 qu'elle
est une constante pour z fixé. On peut donc écrire L?(z)
au lieu de L?(Ç; z).

De même pour U(Ç, z) qui sera noté U(z).
Le 3) découle de la Proposition 2 et de l'identité (18).
Le 2) est une conséquence du 1) et de la Proposition 7.

Remarque. — Si on considère

G,(Ç;z) =regsupL,(i:;z)
ç

c'est une fonction plurisousharmonique de Ç pour z fixé;
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elle est comme plus haut indépendante de Ç; on l'écrira Gr{z)
et pour z fixé l'ensemble L^(^ ; z) < G-r(z) est globalement
polaire/On a L,.f(; z) <; Gj.(z) <; L^(z). Il résulte d'autre part
d'un théorème donné (4) dans [6, c] que

reg sup [reg sup] = reg sup
Ç Z ^Z

pour la fonction UCC; z). Donc [2; Gr(^) < L^(z)] est de classe
(N). Peut-il être non vide? Il serait intéressant de l'étudier
dans le cas général où V(z) est plurisousharmonique et dans
le cas restreint V == log |F|, F entière.

4. Indicatrices cerclées.

Nous considérerons une classe de fonctions plurisoushar-
moniques qui, en fait, coïncide avec celle des indicatrices
cerclées régularisées (5).

DÉFINITION 6. — Une fonction sera dite de classe (Sg) si
elle est plurisousharmonique dans C71 et si elle vérifie :

(21) V(u^) = |u| V(^) pour tout u complexe,

PROPOSITION 11. — Une fonction plurisousharmonique qui
vérifie (21) a les propriétés suivantes :

a) Elle est de type exponentiel.
b) On a V ̂  0 et log V est plurisousharmonique,
c) II existe une suite de polynômes homogènes P^(^), degré

P^ == m, de manière que les fonctions

v^-^iogiP,^)!
772'

soient bornées supérieurement sur tout compact et quon ait
log V(z) = W*(z) avec W{z) == lim sup V^).

Démonstration. — à) Résulte du fait que sup V(z) pour
[|z[| <^ 1 est un nombre fini. On a donc V(z) <; a(|z[| d'après (21).

(4) Cf [6, c. Proposition 2,5(,, p. 530].
(5) Les méthodes de ce paragraphe s'étendent aux fonctions entières d'ordre fini

quelconque, cf [6, i].



286 PIERRE LELONG

b} D'après (21) on a également V(0) = 0; il existe en effet
un point au moins, soit z° en lequel V(z°) =^= — oo et (21)
donne V(0) = V(uoZ°) == |uo|V(z°) avec Uo = 0, donc V(0) == 0.
L'ensemble V <; 0 est alors vide, car s'il contenait un point,
soit z1, on aurait z1 ^f=. 0 et V(uz)1 = |u|V(z1) montre qu'on a
nécessairement V = — oo sur ^(z1), V(uz1) tendant vers — oo
quand \u\ -> 4" °°- On a contradiction car on aurait alors
V(0) = — oo. Donc [z; V(z) < 0] est vide et l'on a V(z) > 0.

Considérons alors le domaine cerclé V(z) < 1 ; il a l'origine
comme point intérieur. Il est pseudo-convexe. Mais d'après un
énoncé devenu classique (cf. [6, a]), si un domaine D défini
par S(u, z) < 1 où S est plurisousharmonique contient

[u = 0, ze rf],

la distance R(z), à la frontière de D parallèlement à (^(a), du
point [u = 0, z], a la propriété que — log R(z) est une
fonction plurisousharmonique de z. Dans le cas présent cette
distance |u| = R(z) est donnée en écrivant

V(uz) == H V(z) == R(z) V(z) = 1.

Ainsi log V(z) == — log R(z) est une fonction plurisousharmo-
nique de z, soit Vi(z) qui vérifie

Vi(pz) = log H + V(z)

pour tout v complexe. Elle appartient à la classe de croissance
minimale (So) étudiée dans l'Annexe.

c) Revenons au domaine D == [z; V(z) <; 1]; c'est un
domaine d'holomorphie d'après le théorème de K. Oka.
Il existe donc une fonction G(z) = G(zi, . . . . z » ) ayant D
comme domaine d'holomorphie.

Soit:

(22) G(z) = 1 P,(z)
0

son développement en série de polygones homogènes. On a :

(23) G(uz,) - 5 u-P^z).
0
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La série (23) converge dans le plus grand domaine cerclé
\u\ < R/ (z) contenu dans le domaine d'holomorphie de
G(uz/,) dans (^(u, ^). On a donc R^z) == R{z) et d'après un
résultat classique (cf. [6, a]) :

log V(z) == — log R(z) = reg sup [lim sup — log |P^(z)|1
L m m _1

qui achève la démonstration de renoncé.

THÉORÈME 3. — U égalité (21) jointe à la propriété (Têtre
plurisousharmonique dans C" caractérise les indicatrices cerclées
régularisées des fonctions entières de type exponentiel.

En effet soit L* (z) une fonction plurisousharmonique dans C"
qui vérifie (21). On forme comme à la proposition précédente
une fonction G(z) ayant D == [z; L*(z) < 1] comme domaine
d'holomorphie. On considère ensuite

G,(z) == S — P^(z)
l i t •

où risomorphisme G ~> Gi est (à un changement de variable
près) la transformation de Fourier-Borel. Alors Gi{z) est de
type exponentiel y; le calcul du type exponentiel en u de Gi(uz^)
à partir de (23) — cf. [3] — montre que ce type est L(0, ^)
qui vaut donc

L(0, z,) = lim sup [-̂  log |P.(z)|].

Alors Gi(z) a bien L*(z) comme indicatrice cerclée régularisée,
et l'on a établi une correspondance L* -> Gi, Gi entière
(évidemment Gi n'est pas unique) de manière que Gi ait
L* comme indicatrice cerclée régularisée.

THÉORÈME 4. — I I existe une correspondance biuni^oque
entre les indicatrices cerclées régularisées des fonctions entières
F de type exponentiel et les domaines d^holomorphie univalents
ayant l^origine comme point intérieur et disques par rapport
à l^origine c'est-à-dire contenant en même temps que (z) le disque
^==^, |X|<1.

On dira qu'un tel domaine est associé à l'indicatrice cerclée
régularisée de F, ou encore représente la croissance cerclée
régularisée de F.
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Démonstration. — On aies correspondances : F->log |F| ->L^,
et L^ -> D = [z; L*(z) < l], où D est un domaine du type
indiqué. Dans l'autre sens, si D est donné, avec les propriétés
indiquées, il est coupé par chaque C^^),

z=(z,)^0,

selon un cercle de centre l'origine et sa trace dans (^'^[u, ^]
est un domaine \u\ < R(^); — log R(^) est plurisoushar-
monique et R(o^) = cr^R^) pour tout o-> 0. Il en résulte
qu'en posant — log R(^) == log V(Zfc), on définit D par

V(z,)<l

où V est de la classe (SJ. D'autre part à V e (Se) correspond
d'après le théorème 3 une fonction entière au moins, Gi(z),
de type exponentiel. Finalement à D correspond Gi(z) de
manière que D représente la croissance cerclée régularisée de Gi.

Remarque. — L'application D -> V e (S<;) est évidemment
biunivoque; il n'en est rien de V = L^ -> Gi; pour L^ donnée
de classe (Sç), il existe une famille de fonctions entières de type
exponentiel qui ont la même indicatrice cerclée régularisée.

THÉORÈME 5. — L'application V -> L^, soit T est une pro-
jection de Vensemble des fonctions plurisousharmoniques de
type exponentiel sur la sous-classe (Sç).

En effet si on part d'une fonction de classe (Sç) elle est sa
propre indicatrice cerclée régularisée.

Remarque. — 1° Par projection dans l'énoncé précédent,
il faut entendre simplement une opération T vérifiant T2 = T.
L'espace (S) des fonctions plurisousharmoniques dans C" n'est
pas un espace vectoriel, mais seulement un cône: si Ve(S) ,
on a XVe(S) pour X^O. De plus T n'est pas linéaire, on a
seulement

L?(Vi + V,) < L?(Vi) + L:(V,).

2° Remarquons la propriété suivante:

COROLLAIRE. — Si VeL(Sc), cône des fonctions plurisous-
harmoniques vérifiant (21), T~1(V) contient au moins une
fonction entière de type exponentiel qui a V pour indicatrice
cerclée régularisée.
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U ensemble Lc(z) <; L?(z). — Contentons-nous de considérer
Lç(Ç, z) pour Ç = 0; soit Lc(0, z) = Lç{z).

L'ensemble E == [z; Lc(^) < L^)] est de classe (N) d'après
le théorème 1. De plus il est composé de droites complexes
issues de l'origine. Il lui correspond alors canoniquement un
ensemble e de l'espace projectif complexe P"'1.

00

En particulier si V = log |F|, et si F(z) == ^ Pm^)? est une

0

fonction entière de type exponentiel, P^ étant un polynôme
homogène et de degré m, on aura :

L,(z) = c{z) == lim sup me^P^z)^ == lim sup |m ! P^))^.
m m

Sur une carte du projectif P"~1 où l'on prend comme coor-
données locales (zi, ...,^_i), E s'identifie à un ensemble de
classe (N) de l'espace C71-1.

En particulier si n = 2, on identifiera P1 à C1 et on pourra
utiliser la notion de capacité comme dans [6, /*], et énoncer :

PROPOSITION 12. — 5i F(zi, z^) est une fonction entière de
type exponentiel, l'ensemble E :

r^ = ̂  L,(^ ^) < L?(^ ^)1
L ^2 -1

est de capacité nulle dans C1. De plus si on se donne dans Ci
une réunion dénombrable d'ensembles fermés de capacité nulle,
soit E', on peut trouver F(J3i, z^) telle que E construit à partir
de F contienne E7.

5. Indicatrice radiale et indicatrice radiale régularisée.

Étudions d'abord l'indicatrice radiale régularisée (indé-
pendante du centre Ç d'après le théorème 2) :

Lî(z) == reg sup [lim sup t~1 V(^ + ^c)]
2 t

L?(z) est une fonction plurisousharmonique dans C" et vérifie

(26) U((TZ) == (jLÎ{z) pour tout o- > 0.
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PROPOSITION 13. — Pour qu'une fonction V(z) soit indicatrice
radiale régularisée d^une fonction plurisousharmonique de type
exponentiel dans C", il faut et il suffit que

a) elle soit plurisousharmonique dans C";
b) quelle vérifie Videntité (26).
Elle est en effet alors de type exponentiel et est sa propre

indicatrice radiale.

PROPOSITION 14. — Si L?(z°) ===s a, et [|z°[| == 1, pour tout
s > 0, il existe un nombre A et un cône G de sommet Vorigine,
contenant z° à son intérieur, de manière que Von ait uniformé-
ment

V(z)<(a+£)N

pour ze G, \\z\\ >.A.
C'est une conséquence du théorème classique de Hartogs

(pour le lecteur il est rappelé au § 7) : Lf{z) étant semi-continue

supérieurement, on a : L?(z) ̂  a + "o" dans une boule B :
\\z — z°\\ < &, b -=f=. 0 et en particulier sur F == B n [\\z\\ == 1].
Il en résulte

V<(^) = t^tz) < a + £

pour z e F, ( > to, d'après le théorème de Hartogs. Or un point
d'un cône de base F, soit z' s'écrit z' == \\z'\\z, \\z\\ = 1, ce qui
établit l'énoncé en prenant F comme base de G et A == <o-

Nous allons maintenant étudier la trace de L? et celle de
Ly sur une droite complexe issue de 0. Celle-ci est déterminée
par un de ses points z°, si z° =9^= 0. On est ramené à étudier
L^(js°u) et L^^u), où u est une variable complexe et z°u = {z^u).
Rappelons des résultats classiques de Polya (cf. [1]) en mettant
en évidence le rôle des fonctions convexes dans le plan C1.

PROPOSITION 15. — a) Les traces

^(u) == L,(z°u), ^(u) == U{z°u)

sont des fonctions connexes dans le plan de la variable

u === u^ 4" iu^

b) On a ^(a-u) == (T^(u) pour tout cr>0 et de même pour ^i.
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c) On a ^(u + ^) < ̂ (u) + ̂ ), pour ^u( coupfc u, v de
nombres complexes. En particulier on a

^(u)+^(- u)>0

et la même propriété pour î, ce qui donne

(27) L,(z) + L,(- z) > 0, L?(z) + L?(- z) > 0
Démonstration. — Les propriétés (6) étant déjà établies,

montrons la convexité de '^(u) dans le plan R2^, Ug) : elle
est une conséquence du théorème de Phragmen-Lindelôf
appliqué à la fonction sousharmonique ^(u) dans le plan de
la variable complexe u.

Soient u° == (u;, u§) et u' == (ui, u^) deux points non alignés
avec l'origine dans ce plan :

(28) ^ - uiu[ ̂  0.

Il existe d'après (28) une fonction linéaire (donc harmonique)

f(u^ Ug) = oui + bu^

qui prend en u° et u' les valeurs ^(u°) et ^(u7) respectivement.
On a alors

W - f[u^ u,) = 0

sur les côtés de l'angle ^ = Ou0, Ou', |co| < -n. Il s'ensuit d'après
le théorème de Phragmen-Lindelôf

^(u) < f(u^, u^) = oui + ôug

dans cet angle; en particulier sur le segment qui joint les points
u°, u1, ^(u) est inférieur à la fonction linéaire au^ + bu^ qui
coïncide avec ^(u) aux extrémités du segment, ce qui établit
la convexité de ^(u) dans le plan de la variable complexe u.

La convexité de ^pi(u) s'établit en considérant sa régularisée
^(u) dans le plan de la variable u: ^(u) vérifie (6), est sous-
harmonique, donc est une fonction convexe. Mais on a

W == ̂ ).
En effet e = [u; '^(u) < ^(u)] est de classe (N) dans le plan,
donc de capacité nulle. S'il n'était pas vide, il contiendrait
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un point v =7^= 0 ; il contiendrait alors le rayon u = w, o- > 0,
en contradiction avec le fait qu'il est de capacité nulle.

La propriété (c) résulte de la convexité. On a en effet :

1 ., , ^ , /u + (A ^ 1 ,, v , 1 ,, „
y^(u+^) ̂ ^ ( ,2 -^yW + -2-W

Même propriété pour ^i(u).
Posons v == — u; on obtient (c) à partir de ^(0) == ^i(O) == 0.

PROPOSITION 16. — Si

U{z°) + L; (- z°) == 0, ^(u) = L;(z°u)

a la valeur au^ + Cî  pour Mg ̂  0 <3( ?a valeur oui + ̂ ^2
pour Ug ̂  0, a^ec Ci — ^2 ̂  0. Même propriété pour Lr(z°u),
OM a posé u = Ui + ^Ug, L?(2;°u) == L^(z^u).

Considérons en effet la restriction ^>(u) à la droite complçxe
issue de l'origine et passant par le point z°. On a

W + ^(- i) = o.
Il en résulte, si ^(1) = a, qu'on a

^(ui) === oui, — oo < Ui < + °o.
Alors

A(UI, Ug) == ^(ui + ^2) — au!

a les propriétés énoncées à la Proposition 15 et de plus vérifie
A(ui, 0) =. 0. De la propriété (c) découle si Ug ̂  0 et si

A(0, 1) = ci
(̂ui, Ug) < /i(ui, 0) + /i(0, Ug) == /i(0, Ug)

À(- î, u,) < /i(- ui, 0) + h(0, u,) = A(0, ^).

La convexité de /i quand Ui varie seul donne alors, quel que
soit MI

A(UI, Ug) === A(0, Ug) === CiMg.

Finalement on a

^(Ui + ^2) = au! + ^1^2? Si Mg ̂  0.

De même on a

^(u! + ̂ 2) == au! + ^2^2? si Mg ̂  0
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et l'on a nécessairement q — Cg :> 0, ^ étant fonction convexe
de la variable Ug, ce qui achève la démonstration de l'énoncé.

PROPOSITION 17 a. — Si sur V ensemble

II == [>A = ̂  + "//c; ̂  > 0, 1 < k < n],

V(js) == V(zi, . . ., z) est plurisousharmonique et de type expo-
nentiel, si V est négatif sur l'arête

A = [̂  = ̂  + M//,; î/fc == 0, 1 < /c < n),

alors V es^ majoré par une fonction des y seuls', on a:

sup V(^ + iyk) = h{y)
x

où h{y) est une fonction convexe des y, et Von a h(y) ^y[|î/[|,
y étant le type exponentiel de V.

En effet dans le cas n = 1, si V est fonction sousharmonique
dans le demi-plan y ^ 0, si V est de type exponentiel, et si
V <: 0 pour y = 0, la décomposition de Riesz de V dans le
demi-plan (cf. [3], p. 92) donne :

V{x + iy) < cy
où

c == lim -2- F V^e19) sin 6 d6; z == re1^ 0 < 6 < TT.
r=oo W JQ

Pour n > 1, il en résulte en faisant varier z^ seul

(29) V(;3i ; x^ ... ^) < q/i pour î/i > 0

c a une borne supérieure finie indépendante de ^ ... ^. Si
l'on définit

2 /^gi(j3i, ^2, . . . , 0 = lim — ' V(^ + re16, r^, . . ., )̂ sin 6 dô
^^Jo

gi est en effet borné par 2y dans TC et l'on aura (29) quels que
soient x^ . .. x^ avec une valeur finie q de la constante c.
On procède ensuite par récurrence; si l'on a établi

p
V(zi ... Zp; rrp+i ... Xn) < 5 ̂

1
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pour yf, > 0, et Xj réels, p + 1 < / < n, on considérera

V(Zi, . . ., Zp, Zp+i, ̂ 3, . . .,̂ )

et l'on appliquera le raisonnement précédent au demi-plan
p

2/p+i > 0 et à la fonction V — ^ ^y^ considérée comme
fonction de z^ seul. De proche en proche il vient, les c/, étant
finis :

(30) V(z,, ...,^)< 1 c^ y,>0.
i

Soit alors :

h(z) = sup V(^ + ^) = sup V(^ + ̂  + ^),
^ x'

h(z) est égale à sa régularisée A* car elles ne dépendent que des y
et l'ensemble [z; A(js) -^A*^)] ne peut contenir un sous-espace
déduit par translation du sous-espace réel; A* est alors une
fonction plurisousharmonique ne dépendant que des y; c'est
donc une fonction convexe de l'ensemble des y. Finalement
on a

(31) supV(^+^)=^/ ) ;
x

h{y) est une fonction convexe de y, pour ^ > 0, 1 < k < M,
ce qui établit l'énoncé. La même méthode conduit dans C" à :

PROPOSITION 17&. — 5i V(J3) est plurisousharmonique de
type exponentiel dans C71 et si l'on a V <, 0 sur les réels, on a
(31) où h(y) est une fonction connexe de y dans R.

En particulier considérons l'indicatrice L* elle-même :

PROPOSITION 18. ~ Si on a L^(0, x) = 0 sur les réels x,
on a aussi iî(x) = 0, et la fonction

sup Lî(x + iy) = l{y),
x

est une fonction convexe des y vérifiant l{(jy) = dl(y) pour tout
^ > 0, l{y + y } < l{y) + l { y ) .

En effet on a L^(0, x) == 1^(0, x) presque partout sur le
sous-espace réel R^-r), la restriction aux réels d'un ensemble
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de classe (N) étant de F^-mesure nulle. De plus

L,(0,^)<L;(0,a;);

donc on a Lî(0,a?)^0 sur R"^). Alors si l'on pose

l{y) = sup Lî{x + iy),
x

d'après la Proposition précédente, l{y) est convexe. On a évi-
demment l{(jy) = (jl{y) pour tout cr > 0, ce qui établit l'énoncé.

6. Domaines indicateurs de la croissance radiale.

Formons les ensembles ouverts :

(32a) Ai=[z ;L; (z)<l ]
(32&) ^ = [^ L;(- z) < - 1].

Les fonctions L^(z), L^— z) sont plurisousharmoniques ; donc
Ai et Ag sont deux ouverts d'holomorphie ; les sections de Ai
et Ag par une droite complexe issue de l'origine sont des
ensembles convexes d'après la Proposition 5. D'autre part
Ai n Ag = ^, car on a L?(z) + L?(— z) >. 0. Donc Ai u Ag
est un ouvert d'holomorphie.

DÉFINITION 7. — L'ensemble ouvert A == Ai u Ag défini par
(31) et (32) sera appelé ^indicateur de la croissance radiale
de la fonction plurisousharmonique V dont L* est Vindicatrice
radiale régularisée.

PROPOSITION 19. — ^indicateur A de la croissance radiale
de V est un ouvert d^holomorphie. Il contient Vorigine à son
intérieur, ainsi que la boule \\z\\ < y1, y étant le type expo-
nentiel de V. Il est coupé par une droite complexe z^ = z^u, u
complexe, selon un ou deux domaines connexes.

Précisons la section de A par la réunion r == 7*1 u r^ de deux
rayons opposés :

ri = [z, z = te0, t > 0] ; rg = [z; z = tz°, t < 0] ;

on suppose z° ̂  0.
Si L?(s°) > 0 et L;(— z°) > 0, A découpe sur r un segment
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m^m^ (l'un des points m^ ou Wg, ou les deux à la fois, sont éven-
tuellement à l'infini) qui contient l'origine à son intérieur.
Dans ce cas A n r = Ai n r.

Si Lî(z°) > 0 et L?(— z°) < 0, alors A découpe sur r deux
segments illimités d'un côté, Ii et Ig, n'empiétant pas et
constituant un ensemble dont le complémentaire est un seg-
ment fermé non vide m^m^ ne contenant pas l'origine. Dans ce
cas Ii = Ai n r et la == Ag n r.

Diagramme compact — Pour obtenir dans le cas n > 1
une « image » de la croissance radiale qui soit comparable
avec le résultat classique de G. Polya, on est amené à considérer
la sphère unité

N = 1
et son intersection avec une droite C1 (z°), z°^0, déterminée
par le point z°. Soit \\z°\\ ==1, ^ == ^u; (c) étant le cercle
défini par \u\ = 1. La « polaire réciproque » par rapport
à (c) de la frontière de l'ouvert A n C^z0) est une courbe
convexe : on supposera js° = X, |]X|[ = 1 et dans le plan (^(X)
où la variable complexe est u : u-^ + iu^ == re16, on posera
L?(Xu) = r/i(6). On considérera la droite d d'équation

MI cos 9 + ug sin 9 -- A(6) = 0.

Elle enveloppe, quand 6 varie, un compact convexe K(X),
le diagramme de Polya, de la fonction sousharmonique

^(u)=LÎ(Xu);

les raisonnements classiques (cf. [3]) s'appliquent aussi bien
en effet qu'il s'agisse d'une fonction entière ou d'une fonction
sousharmonique de type exponentiel. Le fait que K(X) soit
compact convexe dans C^X) résulte du fait que K(X) est borné,
fermé dans C^X) et est l'image de la frontière convexe de
A n C^X) par la transformation par polaires réciproques faite
par rapport au cercle (c) défini par |u| = 1 dans C^X). On a
ainsi une démonstration élémentaire de l'existence et de la
convexité du compact K(X).

La réunion, quand X parcourt la sphère unité :

P = u K ( X ) , H X | | = 1
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est un ensemble borné, contenu dans la boule ||z|| <; y. Mon-
trons que P est fermé. Il suffit pour l'établir de prendre une
suite de droites à une dimension réelle, soit dq ayant pour
limite d, soit

dq^ [z; ^==XW(a^+^>)] ,

aÏ\ b^ constantes complexes, X^ = (X^) avec HX^I) = 1,
aî—a^ b^ ->b^ X^ -> Xî, de manière que dq -> do e C1^0)
et de montrer que si K^X^ n dq) -=f=. ^, K(X°) n à n'est pas
vide.

Si l'on passe dans chaque C^X) à la polaire réciproque, celle-ci
définit une transformation continue L qui associe aux dq
des points rriq qui appartiennent au complémentaire C(A)
de A dans C". Mais C(A) est fermé. Donc, si l'on a

niq = L(dq) e C(A) et L(^o) = ̂ o = l1111 m-'v
on a me e C(A). Donc ^o intersecte K(À°), ce qui établit que P
est fermé. P est donc un compact dans C71.

Comparons au cas classique. Pour n == 1 le diagramme
compact P ainsi construit est le symétrique, par rapport à
l'axe réel, du « diagramme de Polya » hors duquel la trans-
formée de Borel-Polya de F(z) est définie comme fonction
holomorphe. Pour n > 1, il est plus simple de considérer
directement l'indicateur A précédemment défini : en effet
A possède une propriété de pseudo-convexité qui se traduit,
semble-t-il, plus malaisément sur P.

Donnons quelques applications dans la direction des
recherches faites ces dernières années par plusieurs mathéma-
ticiens russes, notamment V. K. Ivanov [3] et Rankine [7].
La méthode suivie par eux utilise la transformation de Fourier-
Borel des fonctions entières de deux ou n variables complexes ;
en déterminant son domaine de convergence (au sens de la
convergence uniforme des fonctions de plusieurs variables),
ils ont été conduits à énoncer :

PROPOSITION 20. — Si Von pose ^ == r^e1^ i ̂  k ̂  n,
r^ =^ 0 et si Von fixe les valeurs des 9^, on a

(34) L?(r^) = lim sup L,(0, p^).
^k^k
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En effet au voisinage du point z^ = r^*, l'ensemble
arg' Zf, = 9fc

est l'image du sous-espace réel par la transformation
Zk = — i log Zk.

Il est possible d'avoir des résultats plus précis. Disons
qu'un ensemble E est C"'-effilé en z° s'il existe une fonction
plurisousharmonique V(z) au voisinage de z° pour laquelle
lim sup V(z) ̂  — 1 quand z e E, z -> z° et pour laquelle
V(z°) = 0. En modifiant un peu la méthode de [6, c, p. 540],
on peut établir :

PROPOSITION 21. -— Une condition nécessaire et suffisante
pour que Végalité (34) ait lieu est que p == (p^) —> r = (r^) sur
un ensemble e de manière que, dans l'espace des variables

Zk = log Zfc,

l'image e! de e parcourue par z' = {z^ = log p^ + iç^) soit
un ensemble non effilé en z'^ == log y\ + i<f^ et conserve cette
propriété après soustraction des points de tout ensemble de classe
(N) défini au voisinage de z'0.

En particulier il suffit que e' contienne le produit d'ensembles
ôfc, e'k étant non effilé au point z^ = log r^ + i^k (au sens
de l'effilement plan) dans le plan de la variable z^ La Propo-
sition 20 résulte du fait que l'espace des parties réelles Rz^
possède cette propriété en z^.

Par suite de l'identité 'L^z^) == o"L(Zfc), pour tout a > 0,
on peut énoncer encore :

sup L^(0, r^) = sup Lî(re1^)
^

le sup étant pris pour Sri ==1. De même on a :
Lî{r^k) = lim sup Lr(0, p^)

quand p^ — r^ Spj = Sr| === 1.

7. Applications du théorème de Hartogs « réel ».

Rappelons d'abord le classique théorème de Hartogs sous
la forme générale donnée dans [6, A]. Il concerne les familles
localement bornées supérieurement de fonctions sousharmo-
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niques; il s'applique donc aussi aux fonctions plurisousharmo-
niques.

Théorème de Hartogs. — Soit V^(z), où ( parcourt un ensemble
ordonné, une famille de fonctions plurisousharmoniques dans
un domaine D de C71. On suppose la famille localement bornée
supérieurement (c'est-à-dire sur tout compact dans D, les
valeurs prises Y( ont une borne supérieure finie). Alors l'hypo-
thèse

(35) lim sup V<(z) < g(z), z e D
<

où g{z) est une fonction continue dans D entraîne : à tout
compact K c D, et à tout £ > 0, correspond ^î t^! q116 pour
( > <o et z e K, on ait

(36) V,(z) < g{z) + £.

Cet énoncé maintenant classique ne doit évidemment rien
à la structure complexe.

On a donné dans [6, c] un énoncé où l'hypothèse (35)
ne porte que sur les points z à coordonnées réelles (un tel point
sera dit réel). Rappelons cet énoncé :

THÉORÈME DE HARTOGS « RÉEL ». — Soit V/js) une famille
localement bornée supérieurement de fonctions plurisousharmo-
niques dans D, où t parcourt un ensemble ordonné. On suppose
que le sous-espace réel R" intersecte D et on désigne par d un
domaine {pour la topologie de R") appartenant à cette intersection.
Soit g{x) une fonction continue^ et g{z) une fonction continue
prolongeant g(x) sur C". Alors si Von a

(37) lim sup ^îf(x) ̂  g{x), x réel, x e d
t

on a la propriété suivante; à tout compact K c d et tout £ > 0,
correspondent Sune pari t^, d'autre part un ouvert (pour la
topologie de C"), soit Q(K) qui est un voisinage de K dans C",
de manière que Von ait

(38) V^) < g{z) + £

pour t > ^o) ze Û(K).
Pour la démonstration voir [6, c],
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Remarques. — 1) On pourra en particulier considérer le
prolongement

g^k + iyk) = g(^).
2) L'énoncé, à la différence du précédent, donne la possibilité

d'une majoration sur les complexes à partir de l'hypothèse (35)
sur les réels.

3) On trouvera dans [6, c] des résultats plus précis. Si l'on
considère

W(z) = lim sup V^)
t

dans D et sa régularisée

W*(js) == lim sup W^') pour z ' -> z.

On a:

W*(rr) = lim sup W(;2/) x ' —> x sur les réels.
x'-^x

En fait l'ensemble W(a?) <; W*(a;) est de F^-mesure nulle
(cf. [6, c]).

Une conséquence directe du théorème de Hartogs réel est
l'énoncé suivant :

THÉORÈME 6. — Soit ^{x) = ^( î, . . . , Xn) une fonction
continue positive définie sur les réels R", et positivement homo-
gène:

^Ç(jx) = a"^(rc) pour tout (T > 0.

Soit (Vautre part^ V(z) une fonction plurisousharmonique dans
C", de type exponentiel c'est-à-dire vérifiant

(39) lim sup IMI^V^) == y < oo.

On désigne par ^{x + iy) le prolongement de ^ donné par

~^{x + iy) = ̂ {x).

Alors si Von a sur les réels

lim sup r^V^) ̂  ^(rc), ( —> + 00

on a la propriété suivante : à tout £ > 0 correspondent des
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constantes Ci(&), Cg^) telles qu'on ait sur C" :

V(^) == V(^ + iy^) < ̂ (^) + £|M|+ Q(£)||y|| + C,(£).
Démonstration. — On applique le théorème de Hartogs

« réel » à la famille

(40) v,(z)=^-V(te), < > 1

qui est bornée supérieurement sur tout compact d'après (39).
On considère dans ce but le domaine

D = 4 < Hzu < 4

et dans R71 n D le compact K

K=^-<|M|<2.

A £ > 0 donné correspondent une valeur t^ et un ouvert
Û(K) de C" tels qu'on ait

(^1) V^)<^)+y

pour t^tQy zeQ(K) . Mais Q(K) contient un compact

K^^K, |Ml<a]

pour un certain a > 0.
Par homothétie z —> te, t ̂  1, K7 recouvre tout 2; == a; 4" iy

avec

IHI>^ 112/11 < 2a|M|.

De (41) Fon déduit:

V(te) < t^{z) + ( -̂ - pour z e K7, ( > <o > 1-
^j

Les points te, zeK ' , ^ ̂  <o? recouvrent l'ensemble r(^i) :

M > <i, llyll < 2a||..||
1si t\ ̂  -— (§ (1 + 4a2). D'autre part t étant le rapport d'homo-
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thétie, on a t <; 2 \\x\\. En tenant compte de l'hypothèse

^(tx) == 4(^), < > o,
pour z e r(<i), z == (z', z e= K', on a :

V(^)==V(^)<4(^ )+yf .

Finalement on obtient :

(42) V(z)<^)+£||^|

pour z e r(<i), c'est-à-dire pour

IM| > ^, |l2/|| < 2a[H|.

D'autre part sur l'ensemble \\y\\ > 2a|]^||, on aura

/ 1 \112

(43) V(z) < (y + £)||z|| < (y + £)|lt/|| (l + -^\

pour [|z[[ > ^2. Les seconds membres de (42) et (43) étant posi-
tifs, on a dans tout C"

- / 1 \112

V(.)<^)+8|Mi+(T+£)(i+^) NI

pour \\z\\ > t^ où (3 == sup (^, ^).
Finalement en posant V4' == sup (V, 0) et C^c) == sup V+(z)

pour |M| .< (3, on aura
/ 1 \1/2

(44) V(z) < ̂ (^) + £|MI + (y + e) ̂  + ̂ ^ ||2/|1 + W

ce qui établit le théorème 6.

Remarque. — Soit 3' la classe des fonctions plurisoushar-
moniques vérifiant (39). Soit L*(z) l'indicatrice radiale régula-
risée d'une telle fonction. On a

(45) L?(z) < Y||z||

d'après (39) pour tout Ve3?. Donc la projection p :

V-^L;

associe à V e 3 ,̂ une fonction plurisousharmonique positive-
ment homogène vérifiant (45) en tout point z. On désignera
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par ^vr l'image de ̂  par p. Alors si l'on pose

1L^(z) == lim sup — V((z), ( —> 4" °°î'
on a l'énoncé :

THÉORÈME 7. — Si V indicatrice Lr(rr) vérifie:

(46) 4(^ < ̂ ),
ou '^(rc) est continue^ positive et positivement homogène:

^(<jx) == <r^(a;), pour tout Œ > 0,

alors, à tout £ > 0 correspond Ci(£) teZ qu^on ait

U{z} < ̂ ) + elHl + C,(e)|ly|],

et Za constante Ci(£) TZ^ dépend que de y, de £ et de ?a fonction ^.
Ce résultat précise le théorème précédent.

Démonstration. — On applique la méthode précédente à
Li? en remarquant que (46) entraîne

(47) U{x) < ^{x) sur les réels

tandis qu'on a
L^XylMI

sur C". On considère alors la fonction :

W(z) = sup Lî{x), L?^,

et sa régularisée supérieure

W*(^) == reg sup W(^).

On a évidemment

W(z)<Y||z||, W*(z)<y|M|,

et sur les réels W(n;) ̂  ^(x) qui entraîne W*(a;) ̂  ^(^)?
d'après la Proposition 21.

On applique alors la démonstration précédente à W*(a?),
ce qui donne (42), soit :

w^)<^)+^||
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pour ||z|] > t^ \\y\\ ̂  2a[|.r||, où a >0 ne dépend que de e,
de y et de la fonction .̂

Puis on remarque que dans (43) on a W*(z) ̂  Y|H|? de sorte
que l'on obtient au lieu de (44) :

/ 1 X172

L?(z) < W*(z) < W + M + y (l + ̂ ) ||2/||

où a ne dépend que de £ et de W*(jz), donc de la famille 3^
et de ^», c'est-à-dire de y, de £ et de ^, ce qui achève la
démonstration.

COROLLAIRE. — 5i V(z) est une fonction plurisousharmonique
de type exponentiel y, vérifiant sur les réels

1lim sup — V(fcr) <; ^{x) t —> + °o
î

où '^(rc) ̂  uyze fonction vérifiant les hypothèses du théorème 2,
alors à tout £ > 0 correspond a > 0, teZ qu^on ait

1 r i -i1/2
lim sup -t- V(te) < 4^) + t\\x\\ + y [l + ̂ ] 1(2/11

fa fonction a(£) pouvant être prise indépendante de V e 3^ .
JZ en résulte pour £ > 0, £' > 0 donnés^ Inexistence dune cons-
tante C(^) telle quon ait:

r 1 -|i/2
V(z) < ̂ ) + £|M| + y [l + ̂ J ||2/|1 + sIMI + €(£')

C(£') dépendant de £' et de^f e. ̂ , tandis que a dépend seulement
de £ et rfes données ^ et ^ et non de V e 3 .̂

8. Le cas particulier où l'on suppose Lp(x) == 0
sur un sous-espace R71.

Nous étudierons maintenant un cas intéressant pour les
applications à l'Analyse fonctionnelle, celui où l'on a Lp <; 0
sur un sous-espace vectoriel réel M, de dimension n avec l'hypo-
thèse que son complexifié Mç soit C". Par un choix convenable
des coordonnées de C", on peut se ramener au cas où M est
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l'espace R" des points de (? à «coordonnées réelles» x= (^),
1 < k < n. La condition L^ < 0 se présente directement
ainsi quand L^ est l'indicatrice d'une fonction entière t(z)

t(^) = 9T = T [exp (- ^, z)]
(^ z) = 2 ,̂, ^ = (^ réels)

et T un opérateur linéaire de l'un des types suivants :
a) T est une distribution à support compact dans R"^);
b) T est une fonctionnelle analytique à support réel.
Les énoncés qui suivent complètent ceux obtenus dans le

premier cas par L. Hôrmander (cf. [4]), dans le second par
A. Martineau (cf. [7]).

PROPOSITION 22. — L'hypothèse L^) < 0 sur les réels
entraîne L^{x) = Lî{x) = 0 sur les réels, L, et U étant les indi-
catrices radiales d'une fonction plurisousharmonique de type
exponentiel. Même conclusion si l'on suppose iî{x) <: 0 sur
les réels.

Démonstration. — D'après (27), on a pour tout x

L,(^) + L,(- x) > 0.

L'hypothèse entraîne donc L^) == L,(— x) = 0 sur les réels;
on en déduit Lî(x) = 0 sur les réels, d'après la Proposition 18.
Par ailleurs l'hypothèse U(x) < 0 sur les réels entraîne
Lr(^) ̂  L*(^) ̂  0 et les mêmes conclusions.

LEMME 1 (cas n = 1). — Soit V(x + iy) une fonction sous-
harmonique, de type exponentiel dans le demi-plan

Q== ̂ =x^iy, y>0].

On suppose V{x) < 0 sur les réels et que V ne demeure pas
négatif dans Q.

Alors si l'on pose

c = lim sup t-1 V(i(), t> 0, ( -> + oo,

on a c > 0 et dans le demi-plan Q :

\{x + iy) < cy.
15
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De plus sur tout rayon z == te16, 0 < 9 < -rc, on a pour
( -> -|- 00 :

lim sup r-1 V(te18) == c sin 6.

Le résultat est connu; la démonstration peut se faire
sans utiliser la décomposition de Riesz de V dans Q. Soit
en effet c1 > c. Il existe une majoration

V(^)<^+^ t>0, r f > 0 .
Considérons V dans le quadrant Q"1" :

[z-^+^2/ ; î/>0, rr>0]:

V est majoré par c ' y + d sur la frontière de Q4- à distance
finie, donc aussi dans Q+, d'après le théorème de Phragmen-
Lindelôf. Il en est de même dans Q~ :

[z=x+ iy, y>0, ^<0].

Finalement on a dans Q :

(48) M{y) = sup \{x + iy) < c ' y + d.
x

Mais V{x) < 0 entraîne M(0) < 0. On a c' > 0 sinon on
aurait V <; 0 dans Q. D'autre part M(y) est une fonction
sousharmonique dans Q qui ne dépend que de y, donc est une
fonction convexe de y; y~1 [M(y) — M(0)] est alors une fonc-
tion croissante de y qui, d'après (48), est bornée par c'.

On a donc
N{x + iy) < M{y) < c ' y .

pour tout d > c. D'où la première partie du lemme.
Au lieu de considérer les quadrants Q4" et Q~, considérons les

deux angles 0 <; arg^ z ̂  6 et 6 <; arg^ z ̂  TT, pour 0 << 6 <; TC.
On peut leur appliquer le raisonnement précédent, ce qui
fournit la majoration indiquée. Elle s'écrit encore :

lim sup r~1 V((z) = L^(z) = cy,
pour 2/>0, ( > 0, ( - > + o o .

COROLLAIRE {n = 1) (cf. la Proposition 16). — Si V(rc + iy)
est sousharmonique dans le plan complexe, de type exponen-
tiel et vérifie \{x) <; 0 sur les réels, Lr{z) est une fonction h(y)
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qui vaut c^\y\ pour y > 0 et c^\y\ pour y<0, avec (\ + ̂  >0.
On a de plus comme indicatrices radiales:

de plus
L,{x + iy) = U{x + iy) = h{y)

M(y) = sup ̂ (x + ly) < /i(y).

Passons au cas n > 1. Les résultats sont résumés dans
l'énoncé donné plus loin (théorème 8). Soit C" = R" X R'",
où R^R"^) et R'71 = R^y), z,=x,-{-iy,. L'hypothèse
V(a?) <: 0 sur les réels R"(^), entraîne, on Pa vu, l'existence
d'une majorante h{y) ne dépendant que de yeR7", et cette
majorante sera une fonction convexe continue de y égale à
L^(ii/). Le théorème 8 donne une comparaison des indicatrices
avec h{y). Nous désignons par L^, z) et L?(z) l'indicatrice
radiale et sa régularisée. On a, rappelons-le, L^'C, z) <: L?(z)
pour tout ^.

THÉORÈME 8. — Soit V(z) une fonction plurisousharmonique
de type exponentiel y > 0, vérifiant V(x) <; 0 5ur les réels R".
Aîor5 l'indicatrice radiale L^fC, z), z == x + iy, e( l'indicatrice
radiale régularisée Lf(z) ont les propriétés suivantes :

a) Lr{o,x) = l^(x) sur les réels x.
b) sup L,(î:, x + iy) = sup U(x + iy) = U(iy) = h(y)

x x

où h{y) est une fonction convexe dans R7", vérifiant h(<jy) = ah{y)
pour tout Œ > 0.

Soit M{y) = sup V(o; + iy) : M{ty) est une fonction convexe
x

de t > 0 et t~1 M{ty) tend en croissant vers h[y)\ on a alors:

\{x + iy) < M(y) < h(y).

c) Pour y fixé dans R", on a L,(^, iy) = h(y) sauf éventuelle'
ment pour Ç e Ey où Ey est globalement polaire dans C". En
particulier si t == S; + IY], on a:

W sup L,(^, ^) = A(y)
Çeco

où (o ^( ensemble de R", de R"-^^!^^ positive.
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Plus précisément, si *( « Ey, on a pour u^ > 0, Mg -> + oo :

lim sup Ug-1 V[^ + (ui + 1^2)^] == A(^),
et, pour 0 <; ô < IT /LW ^ t -> + 00 :

lim sup (-1 V(r, + te^y,) == h{y,) sin 6, ^ « E^.

Démonstration. — a) résulte de la Proposition 22; pour
établir b) considérons une variable complexe u == u^ + ^2
et la fonction

(49) f{u,,u,)=^+uy,).

Appliquons lui le lemme 1 en remarquant qu'on a
f(u,, 0) = V(^ + î2/.) < 0.

Il vient pour u^ > 0, Ug -^ + °°? ^ réels,

(50)
lim sup Mg-1 V(^ + UIÎ/A + l'ug^) = lim sup t-1 V(^ + Ki/fc)

= 4(^, iy,)
V(^ + UiVk + i^î/t) < "2L,( ,̂ lî/k) < u^iy,,).

En particulier il vient pour MI == 0, Ug == 1, ^ == x^ réels :

(51) V(o;, + ^) < L?(^).

Appliquons ceci en particulier à la fonction L^rc + iy)
qui est évidemment sa propre indicatrice régularisée à l'origine.
Il vient :

U(Xf, + M/fc) < L?(l̂ ).

Posons

(52) L*(^) == h(y^ == sup L?(^ + i^).
j;

Alors A(î/) est une fonction plurisousharmonique ne dépen-
dant que de y. Elle est donc une fonction convexe, et vérifie
les propriétés indiquées en &). De même M(y) est une fonction
convexe de yeR/". Il en résulte que

î(^ y} = t-1 Wy} - M(O)], t > o,
est fonction croissante de (. Dans ces conditions M(0) <^ 0
entraîne la croissance de (~"1 M(ty) ; de plus (51) et (52) ont
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pour conséquence M{y) < h(y). Mais, s > 0 étant donné,
il existe une suite („ -»• + oo, („ > 0, et des a;,, y, tels que l'on
ait :

C1 V(^ + it^} > L?(î ) - s = A(2/k) - e
ce qui entraîne

lim (-1 M{ty) = h{y).
(=00

Pour établir c), considérons la régularisée intermédiaire
GrC(;z) comme au §3, et utilisons la Remarque qui fait suite
au théorème 2. Elle énonce que

g,(z) = G,(Ç ; z) = reg sup L,(Ç, z)

est indépendant de Ç. Donnons alors à z une valeur iy. On a
alors la propriété suivante :

LEMME 2. — Pour tout y e R'", on a sous l'hypothèse V{x) <; 0 :

gr{iy) = h{y) = Lî(iy).

Démonstration. — D'après la Proposition 10, § 3, on a :

Lr(S, iy) < gr{iy) < U(iy) == h{y).

Pour obtenir une inégalité de sens contraire, considérons
la fonction f(u^ Ug) définie par (49). On a, en appliquant le
Lemme 1 :

V(Sfc + ^lî//c + ^2Î/fc) < ̂ 2gr(î/).

Pour Ug = 1, et ^ + ^i Vk = ̂  on obtient :

V(^/c + iVk) < gr(^)

qui donne M{iy) < g,(î/) et, pour ( > 0,

h(y) = lim t^MÇty) < g,(iî/)
(==-l-oo

qui établit le Lemme 2.
La première partie c) du théorème 8 en découle immédia-

tement, car, pour y fixé l'ensemble [Ç; L,(^, iy) < g^{y)] est
un ensemble Ey, globalement polaire dans C"(Ç) d'après la
Proposition 7. Un tel ensemble est de mesure nulle sur les réels
(cf. [6, c]), ce qui établit (48'). D'autre part si ^ Ey, on a,
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en posant ^ == ^ + ^l/c:

L^, ^) == g^2/) = U{iy) = h{y).

On considère alors la fonction

A(^n ^2) == V[^ + l'Y), + (^1 + ^2)2/fc] — M(Y])

pour laquelle on a fi(u^ 0) <; 0 et

lim sup r^(0, () = lim sup r^V^ + IY], + ^2/fc) = %)•

L'application du lemme 1 donne alors les deux égalités
énoncées à la fin du c).



ANNEXE

Note sur une classe de fonctions plurisousharmoniques
de croissance minimale.

1. L'existence d'une classe de fonctions plurisousharmo-
niques de croissance minimale découle de la Proposition 1
du § 1; si l'on pose

M(r) = sup V(z)
!MI==»-

la majoration
M(r) = 0 (log r)

entraîne que V(z) soit constante dans C". On va préciser
ce résultat en introduisant la moyenne de V sur la sphère
||z)l === r de C", soit

(53) X(r) == (o^(l) / V(ra) rfœ^(a) ;

a désigne un vecteur unitaire de C", et co^-i (1), Tgn (1) sont
les mesures de la sphère et de la boule unité dans C".

DÉFINITION 9. — On appellera classe (de croissance) mini'
mâle dans C" la classe des fonctions V, plurisousharmoniques
dans C71, non constantes, pour lesquelles on a

(54) av = lim sup (log |]z||)-1 V(z) < oo.

On désignera cette classe par (So).
A toute fonction V e (So) correspond d'après (49) un nombre

Oy < oo. On a donné plus haut deux exemples :
1a) Si Pm(z) est un polynôme de degré total m, — log |Pm(^)|

appartient à (So) et le coefficient ay vaut l'unité.
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b) Si Vi est l'indicatrice cerclée régularisée d'une fonction
de type exponentiel y, V = log Vi appartient à (So) et

a\ = log y.

Les propriétés de la classe (So) sont précisées par l'énoncé
suivant :

THÉORÈME 9. — 5i V(z) est plurisousharmonique dans C"
on a les propriétés suivantes :

1° Les limites
r ^W z. T Mr}a = lim ,—— ; b == lim —V-L

log r log r

existent quand r —^ + oo, finies ou infinies9, on a a >. 0, b ;> 0,
a ̂  b.

2° Le5 seules possibilités sont les suivantes:
(i) a = 0, b = 0 et V(z) est une constante',
(ii) 0 < a <; oo, qui entraîne b == a;
(ni) a == 4- °°- ÛÛTO? ce ca5, ou feiên & == + °°) ou fci<m b

est fim et Von a alors lim inf —[-1 = a' > 0, la croissance de

V étant au moins de type exponentiel non nul.

Démonstration. — Les propriétés 1° sont des conséquences
du fait que M(r) et X(r) sont des fonctions convexes croissantes
de log r. On a X(r) ̂  M(r) ce qui entraîne a ̂  b. La dérivée

(55) , ( , )= Ô 5 L-
ô log r

est positive et croissante et l'on a

(56) b = lim v(r) pour r —> + °°-

Remarquons de plus que, si a est fini (log r)~1 [M(r) — M(0)]
étant croissant, on a M(r) ̂  a log r + V(0).

La propriété (ii) se trouve déjà dans la thèse [1] de
V. Avanissian. Nous utiliserons ici une méthode générale
qui établit à la fois (ii) et (iii). Formons le potentiel cano-
nique de la mesure o" associée au courant positif fermé 6,
défini comme dans [6, g] :

(57) 6 = w-1 d,d-, V
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0 est défini dans C"; v(() en est l'indicatrice de croissance; on a
d'après (56), ̂ ^(t) = b.

Dans ces conditions le courant positif fermé défini par (57)
d'indicatrice de croissance v(t), est d'après (56) de genre
q == Q^ au sens de [6, g]. Il existe alors une fonction pluri-
sousharmonique I(z) vérifiant ni"1 d^djï = 0.

Elle est donnée par

(58) I(z) = {n^^ f d^a^a, z, 0)

<T est la mesure positive

(59) Œ =9 A S -̂i = ̂  AV p.; Œ(() = J ̂
IMÎ

AV désigne la distribution laplacien de V, ^ l'élément de
volume de C", et l'on a (cf. [6, g]) :

..(a, ̂ o)^-^-^ +\\a\\^\

Nous supposerons d'abord que le support de AV ne contient
pas une boule \\z\\ < FQ. L'indicatrice v(() est liée à o-(î) par la
relation :

„(() = v(()(2"-2 T^_, (1).

L'étude générale faite dans [6, g] donne la majoration

^^^^C"-1^^-2^^}
En négligeant des termes qui demeurent bornés quand
r —> + oo, on a :

(60) I(z)<C(n,0)r r-^^n^Hog''̂ .
Jro t'Y1' "1 ' / '0

La partie de l'intégrale correspondant à ( ̂  r fournit une
contribution bornée quand r -> + oo. On peut donc ne consi-
dérer que les valeurs de ( inférieures à r. Dans ce cas, le coeffi-
cient C(n, q) [cf. (6, g, p. 378] peut être remplacé par un
coefficient Cg (n, q) qui pour q == 0 se réduit à l'unité, et l'on a :

(61) I ( ^ ) < & l o g r + 0 ( l ) .
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D'après la remarque qui suit (56), on a plus précisément

1(0) == 0, I(z) < b log r.

Dans la suite, posons ^+ = sup {x, 0) $ X(/, 0, r) désignera la
moyenne de f sur la sphère \\z\\ = r. En utilisant la propriété
de la moyenne d'être croissante, on aura,

I ( 0 ) = 0 < X ( I + , 0 , r ) ~ X ( I - , 0 , r ) .
X(I-, 0, r) <X(I+, 0, r) < & log r.

Démontrons (ïi), (i) étant une conséquence de la Proposi-
tion 1. On a :

(62) V(z) = ï{z) + H(z)

Si 0 <; a <; oo, H(z) est une constante car on a, en procédant
comme plus haut

X(H- ,0 , r )<À(H+,0 , r )+ |H(0) |

X(|H|, 0, r) == X(H+, 0, r) + X(H-, 0, r) < 2X(H+, 0,r) +0(1).
Alors (62) donne

H+(.) < V+(z) + I-(z)
X(|H|, 0, r) < 2X(V+, 0, r) + 2X(I-, 0, r) + 0(1)

< 2 ( a + b) log r+ 0(1)

qui entraîne une majoration de |H| sur la sphère ||z|| == r
par une quantité 0 (log r). Dans ces conditions H(z) se réduit
à une constante (cf. [6, g, p. 385]. On a donc

V(z) = l(z) + V(0), et a < b.
D'où a = b.

Pour établir (iii), supposons a == oo, b <; oo. Alors (62)
montre que H(z) n'est pas une constante, donc (cf. [6, g]),
lim inf r-1 X(H-4, 0, r) > a7 > 0. Or on a, d'après (62) :

H+(^) < V+(z) + I-(z)
X(H+, 0, r) < M(r) + X(I+, 0, r) < M(r) + b log r.

qui établit lim inf r-1 M(r) ̂  a' > 0 et achève la démonstra-
tion de l'énoncé.

Si l'origine appartient au support de AV, on considère une
suite de nombres h^ décroissants, de manière que lim h^ == V(0),
cette dernière valeur étant finie ou — oo. Alors l'origine
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n'appartient pas au support de AVn où l'on pose

V,(z) = sup [V(z), ̂ ]

et V^ tend vers V(z) sur tout compact en norme L1. Donc
d^d^Vn "̂  d^d^f au sens de la convergence faible des mesures
et des courants et les mesures positives o-^, et v^ tendent vers o-
et v. Ainsi les propriétés énoncées au théorème 10, sont encore
valables pour V même si l'origine appartient au support de AV.

2. Croissance radicale et cerclée des fonctions de classe (So).
Définissons

Vftz)a(z) = lim sup ——? ^ - > + < x ) ? ^Ï>^o>l-
0

PROPOSITION 23. — La régularisée supérieure a*(z) de a(z)
est constante9, on a

a*(z) == a = lim (log r)-1]^)
et l'ensemble

(63) E = [z, a(z)<a]

est globalement C" polaire.
En effet on a évidemment a*(z) <; a, donc la fonction

plurisousharmonique a*(z) est une constante a' <; a. Si l'on
avait a' < a, on aurait

V((z) == (log ^-^((z) < a7 + s < a
pour ( > ,̂ et ||z|]< 1, donc V(z) < (a' + e) log ||z|) pour
I M I > <i? en contradiction avec la définition de a'. Donc
a*(z) = a. De plus, si W(z) == lim sup Vt(z), on a W*(z) === a

t=°°
et l'ensemble [z; W(z) < W*(z)] est globalement C^-polaire
d'après la Proposition 7.

Mais un ensemble globalement C" polaire est de R2-capacité
nulle sur une droite complexe, ou la contient. Dans le cas
présent, si E contient un point z° -=f=- 0, il contient les points
du rayon (z°, ( > 0. Donc E contient la droite complexe
z == uz°, u paramètre complexe. Finalement on a :

PROPOSITION 24. — L'ensemble défini par (63) coïncide avec
l'ensemble E === [z, a1'{z) <; a], où

a ' ( z ) = lim sup (log |u|)"~lV(uz),
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u complexe, et E est un ensemble globalement C71 polaire formé
de droites complexes issues de Vorigine.

3. Parmi les fonctions de classe (So), nous avons déjà remar-
qué celles qui vérifient une identité

(64) V(u^) = V(z) + log \u\, u complexe

Le procédé qui consiste à passer d'un polynôme P{zi, . . ., Zn)
à un polynôme homogène Q(^o? ̂  • • • ? ^/i) d6 n + 1 variables
en posant

Q == ^P ̂ , . . ., ^-V m == degré P.
\ ^o ^o /

établit une correspondance log [P[ -> log [Q|. Elle se généralise
en une correspondance qui associe à une fonction de la classe
(So) de C" une fonction de la classe (So) de C""*"1 vérifiant (64).

Auparavant nous démontrerons :

PROPOSITION 25. — Si V est de classe (So), avec

,M(r)
logr

fav\ T M(r)(65) hm sup ——L == av,

alors
a(r) == M(r) — ay log r

e5( une fonction décroissante et ay == lim a(r) existe, fini, ou
valant — oo pour r = oo.

En effet M(r) étant fonction convexe de log r la dérivée

cî(r) === v / existe comme dérivée à droite, et tend en crois-
d log r

sant vers ay. On a alors

^a(r) == rf(r) — a v < 0cî log r

qui montre que a(r) est décroissant.

COROLLAIRE. — Si V est de la classe (So), et si ay est défini
par (65), il existe une constante C finie, telle qu^on ait quel que
soit z :

V ( z ) < a v l o g | H | + C

et Von peut prendre C == M(l).
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Remarque. — Si V(z) = -1- log |P^(z)|, où P^ désigne un
i l l /

polynôme, m = degré P^, on a Ve(So), et ay=l ; alors ay
a toujours une valeur finie. Mais, par exemple, la fonction
V(js) définie par

V(z}=0 si |M|<^2

V(z) = 1 + log ||z|| - \/1 + 4 log ||z|| si ||z|| > ̂

est plurisousharmonique dans C" et l'on a av = — oo.
PROPOSITION 26. — 5o^ V(zi, . . ., ^) une fonction de classe

(So). La fonction

(66) V7^ î, ... z.) = av log |zo| + V (^ ..., -^V
\^o ^/

définie par_{66) pour ZQ =/= 0, se prolonge par continuité en une
fonction V7 plurisousharmonique dans C^1^, . . ., j^); V
^n/ie l'identité (64) ; V 5em rf^ « homogénéisé » A? V.

En effet d'après (66), V7 est plurisousharmonique sauf peut-
être pour ZQ = 0. Dans le cylindre

G,== [z=(z,, ...,z,); S N2^2]"7l/? Zj |̂ |
1

on a d'après la Proposition 25 et son Corollaire :

V'^o, . . ., z^) < oy log |zo| + Oy log -r. — ay.
T1 . 1 pol11 en resuite

V'^o, . . ., Zn) < ̂ v log r — ay
qui montre que V est borné supérieurement dans le cylindre
G^, donc borné supérieurement dans C^1 au voisinage de tout
point de l'ensemble analytique A défini par ZQ = 0. D'après
un énoncé classique (cf. [6, &]), V se prolonge en une fonction
V plurisousharmonique aussi sur ZQ = 0 (on définit en tout
point me A: V^(m) = lim. sup. V'(p), p -> m, peA) .

D'autre part V vérifie (64) d'après la définition (66).
La Proposition 26 est ainsi établie. Elle entraîne comme

corollaire : toute fonction V appartenant à la classe de crois-
sance minimale (So), de C" a son « homogénéisée » V7 (au sens
de la Proposition 26) de la forme log U, où U est l'indicatrice
cerclée régularisée d'une fonction entière de type exponentiel
dans C714-1. Réciproquement si U est une telle indicatrice dans
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C^1, la restriction de log U à ZQ == 0 est bien de la classe mini-
male (So) de C".

Il existe ainsi une correspondance bijective entre les fonc-
tions plurisousharmoniques de la classe (So) de croissance
minimale et les indicatrices cerclées régularisées des fonctions
entières de C^1 de type exponentiel.
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