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FONCTIONS ENTIERES DE TYPE EXPONENTIEL DANS C"
par Pierre LELONG

1. Introduction; fonctions entiéres
et fonctions plurisousharmoniques de type exponentiel.

On étudie ic1 divers problémes concernant la croissance des
fonctions entiéres de n variables, & valeurs dans C! et de type
exponentiel (). Ils conduisent d’une part & la définition de
domaines d’holomorphie, «1mages » de cette croissance, et,
d’autre part, a la considération « d’ensembles exceptionnels »
qui seront étudiés plus loin. Cette étude est utile en vue des
applications a 1’Analyse fonctionnelle. Elle est faite ici dans
un cadre plus général que I’étude des seules fonctions entiéres.
Selon une méthode générale, on considére simultanément
une classe de fonctions plurisousharmoniques dans C". Cette
classe qui sera dite encore de type exponentiel, est définie
par la condition (3) plus loin.

On se contentera dans ce qui suit d’utiliser comme norme
lz|| dans C*(z, ..., z,) la distance a I’origine.

Une fonction entiére F(z) = F(z,, ..., z,) sera dite de type
exponentiel fini y s1 'on a

(1) lim sup |} log |F(z)] = 1 < o.

Pour n =1, I’étude de la croissance de V(z) = log |F(z)]
sur une demi-droite réelle issue de ’origine:

— ppif
z = rev, r— 4 oo,

(*) Cet article est le second d’une série consacrée aux fonctions entiéres (n variables)
et & leurs applications; le premier a été publié¢ dans le Journal d’ Analyse de Jérusalem

(cf. [6, g]).
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est classique. Elle conduit a I’étude de 'indicatrice

k() = lim sup r1 log |F(re?)|.

Rappelons que dans ce cas la fonction L,(z) = rh (0) est
une fonction convexe dans le plan C!. On en déduit un ensemble
figuratif, le « diagramme de Polya» qui est un compact
convexe K; ces propriétés sont en général étudiées conjointe-
ment avec celles de la transformée de Fourier-Borel (cf. [3])

définie par
o0 = [ "F <i> e du
o z

qui converge hors de K.

On se propose ici une étude directe pour les fonctions
entiéres de n variables F(z, ..., z,) vérifiant (1); cette étude
conduit a la définition de deux indicatrices :

a) «l'indicatrice radiale de centre {» de F définie par
L., z) = lim sup ¢t log |F({, + tz,), t réel, t > + oo
b) «Tindicatrice cerclée de centre {» de F, définie par

L., z) = lim sup |u|™ log |F(C 4+ uz,)|,

u complexe, |u| - + .
Faisons quelques remarques sur les méthodes et les résultats :

1) On n’utilisera en fait que le caractére plurisousharmonique

de
2)  V=log|F|

Ceci correspond, si ’on veut, & une premiére étape de la
recherche. Toutefois, dans certains cas, le résultat obtenu
est dans son genre le meilleur possible et ne peut &tre amélioré
quand on passe de la classe des fonctions plurisousharmoniques
a celles qui sont du type (2) o F est analytique entiére. Les
fonctions V(z), plurisousharmoniques dans tout C*, qui véri-
fient ‘

liﬁ sup ||z]|* V(z) <
2= 0
seront dites de type exponentiel; I’expression sera justifiée
plus lomn. '
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2) L’étude des indicatrices L, et L, se décompose en deux
parties :

a) ’étude des régularisées supérieures (relativement a z)
notées L;({, z), Li((, z). Elles sont indépendantes du centre (.
La fonction Li(z) = Li({, z), indicatrice cerclée régularisée, est
caractérisée [méme dans le cas (2)] par la condition d’étre
plurisousharmonique et de vérifier Li(uz) = |u|L:(z). Sa donnée
équivaut encore a celle d’'un domaine d’holomorphie semi-cerclé
de centre a 'origine.

L’indicatrice radiale régularisée L;(z) a une trace convexe
sur les droites complexes 1ssues de 1’origine. Son étude équivaut
d’autre ‘part a celle d’'un ensemble ouvert d’holomorphie A
décrit au § 6. :

Ces propriétés montrent I'importance, pour n > 1, de la
pseudo-convexité dans I’étude de la croissance.

b) D’autres résultats sont sans analogues dans le cas n = 1.
Ils concernent les « ensembles exceptionnels » définis par
L.((, z) < Li(z) et par L.({, z) < L:(z). Ils dépendent du
centre { et appartiennent a une classe étudiée dans [6, c]. Ces
ensembles exceptionnels sont ici précisés (ce qui a conduit a
donner une certaine extension au § 2) et classés. Des problémes
demeurent ouverts, notamment la comparaison des ensembles
de classe (N), (cf. § 2), appelés négligeables, et des ensembles
globalement polaires pour la structure C*

3) Systématiquement on a évité ici ’emploi de la transfor-
mation de Fourier-Borel et de la correspondance entre fonc-
tions entiéres et fonctions & singularités a distance finie
qu’elle établit. Les domaines d’holomorphie mentionnés plus
haut sont obtenus directement a partir des indicatrices régu-
larisées, ce qui permet aussi de traiter le cas des fonctions
plurisousharmoniques.

4) L’étude des indicatrices au voisinage du sous-espace
réel R de C* présente une importance en vue des applications
a I’analyse fonctionnelle. En s’appuyant au § 8 sur le « théoréme
de Hartogs réel » établi dans [6, ¢] on donne une démonstra-
tion courte d’un énoncé de A. Martineau pour I’étude des
fonctionnelles analytiques (cf. [7]).

5) Un cas particulier important fait ’'objet du § 8; c’est le
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cas des transformées de Fourier T, T fonctionnelle analytique
a support réel ou distribution & support compact. Un résultat
essentiel et simple est que Lr(z) <O sur les réels entraine

Li(z + iy) < Li(wy) = h(y); (3 = 2 + w4);

h(y) est alors évidemment une fonction convexe de y.

En annexe on trouvera d’autre part quelques propriétés
d’une classe (S,) de fonctions plurisousharmoniques (non
constantes); (S,) est une classe de croissance minimale dans
C" et est intimement liée & la classe (S,) des indicatrices cer-
clées régularisées.

Définition du type exponentiel pour les fonctions plurisous-
harmoniques (2).

Etant donnée une fonction entiére F(z, ..., z,), nous lui
associons canoniquement la fonction plurisousharmonique

2) V@) =V(=z, ...,z) =log|F(z, ..., z)

On est conduit a la définition:

Derinition 1. — Une fonction V(z) = V(zy, ..., z,) pluri-
sousharmonique dans C" est dite de type exponentiel vy, si
lUon a

(3) lim sup ||7]| V(z) = v << 0.

Remarques. — a) S1 V =1log |F|, F entiére, on retrouve
la condition habituelle.

n 1/2
b) ||| =[Ezk2k] peut é&tre, dans tout ce qui suit,
1

remplacé par [h(z, z)]*3, h étant une forme hermitienne définie
positive.

¢) La définition précédente est également justifiée par I’exis-
tence de la classe de fonctions plurisousharmoniques de crois-

(3) Pour les propriétés générales des fonctions plurisousharmoniques, on se
reportera a [6, b] et [6, d], en attendant la parution d’un ouvrage actuellement en
préparation de l'auteur. Rappelons au lecteur qu’une fonction V(z) est dite pluri-
sousharmonique sur une variété analytique complexe (A) si: (a) —oo<{V(z) <
et V(z) 5E— o; (b) V(z) est bornée supérieurement sur tout compact; (c) si L!
est 'image holomorphe d’une droite complexe dans (A), la restriction de V a L est
localement soit la constante — oo, soit une fonction sousharmonique.

Une fonction plurisousharmonique est semi-continue supérieurement et est une
fonction R2* sousharmonique (cf. [6, a)).
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sance minima. Cette classe fait ’objet de I’Annexe placée
a la fin de cet article. Son existence résulte de 1’énoncé sui-
vant :

Prorosition 1. — Soit M(r) = sup V(z), pour |jz| =r, et
soit
— lim inf M)
(4) a = lim inf log r

St a < 0, V(z) est une constante.

En effet M(r) est fonction convexe de logr (cf. [6, a]).
Donc dans (4) la limite existe. Soit z° = (z?) un point différent
de Porigine O; on lui associe la droite complexe C1(z°) d’équa-
tions z, = uzl, ol u est un parameétre complexe; la restriction
vo(u) = V(22u) est, d’aprés la définition méme des fonctions
plurisousharmoniques, soit la constante — oo, soit une fonc-
tion sousharmonique. Mais, d’aprés (4), ¢,.(u) est nécessaire-
ment une constante et vaut V(0). On a V(0) 3£ — oo, sinon
on aurait V(z) = — oo, contrairement a la définition adoptée
pour les fonctions plurisousharmoniques. Finalement on a

V(z) = V(0) et V(0) 5= — oo, ce qui établit I’énoncé.

Cororratre. — St V(z) est plurisousharmonique dans C*,
et est bornée supérieurement, V(z) est une constante finie.

La proposition 1 montre qu’il existe, parmi les fonctions
plurisousharmoniques non constantes dans C" une classe (S,)
de croissance minimale caractérisée par la condition qu’on ait
pour |jz]| > + oo :

lim sup [log [|7]|]]* V(z) = a, 0<a<<oo.

Revenons aux fonctions de type exponentiel.

Prorosition 2. — St V(z) est plurisousharmonique de type
exponentiel, la famille
(5) VG, o) = [V(G + 2],  t>1

est bornée supérieurement sur tout compact de C'() X C'(z).
En effet (3) entraine pour tout y' >y D’existence d’une
constante finie ¢ telle qu’on ait

(6) Via) < Y| + ¢
Vilt, 2) < I+ 7 (e + I
14
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et I'existence d’une borne supérieure fixe de V, pour

Il <R, <R, t>t>0.

2. Ensembles polaires et ensembles négligeables.

Rappelons quelques résultats et notations antérieurs (cf.
(6, a] et [6, b]):

a) Etant donnée une fonction f(p), p € X espace topologique,
et f a valeurs réelles, nous appellerons régularisée supérieure
de f (notée f* = reg sup f) la fonction

f(p) = lim sup {(p

f* est encore la plus petite majorante semi-continue supé-
rieurement de f.

b) Appelons famille F une famille de fonctions plurisous-
harmoniques bornée supérieurement sur tout compact du
domaine de définition. Si V(z) est une famille &,

W(z) = sup, V(z)

n’est pas en général une fonction plurisousharmonique, mais
W*(z) = reg sup W(z) I'est. De méme pour lim sup V(z),
cf. [6, a] et [6, d].

¢) L’ensemble E = [z; W(z) << W*(z)] a des propriétés
de raréfaction particuliéres cf. [6, a], [6, c].

Si la variété est un domaine de C", E est évidemment
R2"-polaire, donc de R?*"-mesure nulle. Mais il a des propriétés
plus précises. Il est la somme de n ensembles: E = Xy, ou v,
est coupé par les droites complexes C!(z,) selon un ensemble
polaire dans le plan de la variable z, (c’est-a-dire R?-polaire).
Il est intéressant aussi de noter que, d’aprés un résultat de
G. Choquet [2], un ensemble du type précédent est toujours
contenu dans un ensemble E’ construit par le méme procédé
mais & partir d’une sous-famille dénombrable; W(z) est
alors une fonction de Baire (cf. [6, c]). On notera enfin
(cf. [6, ¢] que E est de R*-mesure nulle sur le sous-espace
réel R"c C" et sur ses images holomorphes, par exemple sur
Paréte d’un polycercle dans C".
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Nous donnerons ici quelques résultats complémentaires
nécessaires pour la suite:

DeriniTioNn 2. — Un ensemble E sur une variété analytique
complexe (A) sera dit globalement polaire s’il existe une fonction
V(z) plurisousharmonique sur (A) telle que

Ec[z; V(z) = — «].

Rappelons qu’une fonction est plurisousharmonique sur
(A) st elle est sur chaque carte par rapport aux coordonnées
locales. Nous dirons que (A) est dénombrable & Uinfini si

-]

(A) = X A, les A, étant des ouverts croissants relativement

1
compacts sur (A) et tels que tout compact K c (A) appartienne

a un A, Bien que nous n’ayons en vue que (A) = C*, nous
énoncerons sous forme générale :

Prorosition 3. — Si V,(z) est une suite de fonctions pluri-
sousharmoniques sur une variété analytique complexe (A)
dénombrable a Uinfini, il existe des coefficients a,, b, réels avec
a, >0 tels que, si Uon pose Vy(z) = a,V,(z) + b, la série
2V,(z) converge sur (A) vers une fonction plurisousharmonique.

En effet sur une carte locale de A,, on choisit z° de
maniére que 'on ait V,(z°) > — oo pour tout indice g, ce
qui est possible car les ensembles

[25 Vo(3) = — o]

sont de mesure nulle dans ’espace des coordonnées locales.
by : : 1
On va former 4 partir de V,(z) une suite Vy(z) = aqVq‘(z) + b,
a, > 0, de maniére que g > 0 étant donné, avec Xe, << o,
on satisfasse. aux deux conditions:

(7) Vi(z) <0 sur A,

® L < Vi) < 0.

Il suffit de poser, si m, = sup V,(z) pour ze A,:

a) Vy(z) = Vy(z) — m, si V,(2°) = m,, (auquel cas V, est
constante dans A,).

b) Vy(z) = g,[m, — V,(2°)]7 [V, (z) — m,], s1 V (2°) < m,.

Dans tous les cas, (7) et (8) sont vérifiées par la suite V(z)
ainsi construite.
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Soit S(z) = X Vy(z): S(z) est plurisousharmonique sur (A)
car sur A, la suite ), est décroissante pour r > ¢. Elle converge

1
donc soit vers la constante — oo sur (A) soit vers une fonction
plurisousharmonique sur (A); la convergence en z° assure qu’on
est dans le second cas, ce qui établit ’énoncé.

e
Prorosition 4. — Soit E = Y E, une réunion dénombrable
1

d’ensembles globalement polaires sur la variété analytique (A)
dénombrable a Uinfini. Alors E est globalement polaire.

En effet st E, = [z; V,(3) = — o], on construit & partir de
{V,(z), A;} comme a la Proposition 3, une suite

V,(2) = a,V,(z) 4+ b,, a, >0,
et ’on a évidemment
Ec(z;S(z) = — o]
ce qui établit ’énoncé.

DeriniTioN 3. — On dira qu’un ensemble E est négligeable
ou de classe (N) sur une variété analytique complexe (A) s’il
existe une suite croissante V,(z) de fonctions plurisousharmo-
niques sur (A), localement bornée supérieurement, telle qu’on ait

lim, V,(z) = W(z) et Ec[z; W(z) < W¥z)]

ot W* = reg sup W.

La fonction W(z) est de la classe (M,) étudiée dans [6, c].
Il en résulte qu'un ensemble de classe (N) dans un domaine
de C" est de R2?"-mesure et méme de R2?*"-capacité nulle (3).

On verra plus loin qu’un ensemble globalement polaire sur
(A) est aussi de classe (N) sur (A). Mais la réciproque est encore
un probléme ouvert: un cas particulier fera 1’objet de la
Proposition 7.

ProrositioNn 5. — St E= Y E, et si les E, sont de classe

1
(N) dans un domatne D de C*, (éventuellement D est C* lui-
méme), alors E est de classe (N) dans D.

() La notion d’ensemble négligeable définie ici est relative a la structure C*
et plus fine que celle de la théorie du potentiel dans R2.
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Par hypothése on a:
E, < [2; Wy(z) < Wy(z)]

avec W,(z) —_—'}1:12 V,s(z), la suite V,, étant croissante de

Pindice s, pour g donné. Les V,,, ainsi que les W} sont des
fonctions plurisousharmoniques. _

Opérant comme plus haut a la Proposition 3, on construit :

a) une suite croissante {A,{, ¢ > 1, d’ouverts relativement
compacts avec lim A, = D, tout compact K < D appartenant
a A, pour g assez grand;

b) un point z°e A; tel qu'on ait W,(z°) = Wi(z%) > — oo
pour tout ¢, ce qui est possible car les E, ainsi que les ensembles
[z; W3(z) = — o] sont de mesure nulle;

c¢) une suite de nombres ¢, > 0, avec e, << o, et des a,,
b, avec a, > 0, tels que

Wi (z) = a,Wq(z) + b,

vérifient W,* < 0 sur A, et — ¢, << W,*(z°) << 0. On pose alors
W, =aW, + b, Vo, = a,V,, + b, et I'on forme:
S(z) = ZW (z); a(z) = XWy(z).
Comme plus haut, S(z) est plurisousharmonique dans D
et coincide avec o(z) sauf sur E, c’est-a-dire presque partout;

on a ¢(z) < S(z), donc o*(z) = S(z).
D’autre part on a

(9) lim V,.(z) = Wi(2)

La suite (9), pour ¢ fixé, s croissant, est une suite croissante.
Pour ¢ fixé, on a encore, dv étant 1’élément d’espace

(10) lim [; [Wy'(z) — Viu(2)] dz =0

sur tout domaine compact K dans D. On extrait une suite

" 1 LY N r . r .
Vin = Vi, de maniére a réaliser pour ¢ fixé:

e [ IWia) = Vinla)] dr < 22
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la suite g, étant choisie arbitrairement sous les conditions

gg > 0, %s'q=1.

Posons alors

g==»

(12) Sa(2) = 2 Van(2)

Sa(z) est plurisousharmonique dans D, car d’aprés
Va.n(2) < Wo'(2)
q=r

la somme ), est décroissante de r sur A, dés que 'on a r > t.
g=1
On a évidemment d’autre part:

Sm(z) < o(2) < S(z)

pour tout m. Ainsi S,(z) est une suite croissante de fonctions
plurisousharmoniques sur D.

Si maintenant K est un domaine compact dans D, on a
K c A, pour un certain r fini et alors:

L1860 = Sula)] e <3 f, [Wi'e) = Vinld)] ds = B 1,

q9

On peut choisir m > m; de maniére que, pour

I<qe<r
on ait:
I, = fA (W' — Vi) de < o

r

¢ > 0 étant donné. Ceci est possible d’aprés (10).
Si ¢ > r, on majore I, en utilisant (11) puisqu’on a K< A,.
Il vient finalement

13) [[86) — SuD] dr <5+ =Tl <+ —

JK 1

Le compact K étant fixé I'intégrale

[L18() — = [11(z) — Sa(3)| dr

peut donc étre rendue aussi petite qu'on veut si m est assez
grand; d’aprés un résultat classique, ceci montre, la suite S,
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étant croissante, que si ’on pose

o1(z) = lim S,(z),

m=oo

on aura

On a donc
51(2) < o(z) < S(3) et o} =¢" =38.
Soit { un point de E,; on a W,({) << Wi(), done o({) < S(¢).

Il en résulte
E = XE, ¢ [3; a(z) < S(z)] < [2; 01(2) < S(z)].

Mais le dernier ensemble est de classe (N) dans D, et la Propo-
sition 5 est établie.

Le résultat précédent va nous conduire & une propriété
particuliérement simple. Soit comme dans [6, c¢], (M) la classe
des fonctions a valeurs réelles définie sur une variété analytique
complexe (A) de la maniére suivante :

(I) — (M) contient les fonctions plurisousharmoniques sur
(A); celles-ci constituent la classe (Cy) dans (M).
(II) — (M) est formée par I’addition de classes successives

(Co)s (G) ... (Cy), or (C,) est formée des enveloppes supérieures
des familles & de fonctions V,(z)e(C,—,), et des fonctions
W =E — o qui sont limites de suites décroissantes de fonctions
déja obtenues.

Une classe plus restreinte (M), formée de fonctions de Baire,
est obtenue en ne prenant que les familles § dénombrables

(cf. [6, ¢]). Alors on a:

TutorkMe 1. — Pour toute fonction W e (M), la régularisée
W* est plurisousharmonique et E = [z; W(z) < W*(z)] est de
classe (N).

Tout d’abord (cf. [6, ¢]) et [2] on peut se contenter d’établir
le théoréme pour (M) car si W(z) =sup V,z), V,(z)ed,

il existe un suite extraite V,(z) =V, (z) avec
sup V, (z) = W'(3) et W' * (z) = W * (z).
Onaalors E = [2; W(z) < W*(z)] c [z; W (z) <W *(z)] = E,.
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On établira 'énoncé par récurrence. Si V,(z) € (C,)) la suite
V, étant localement bornée supérieurement, on a en posant

W(z) = sup V.(z), Wi (z) = sup Vi(z)

(14 E = [z W(z) <Wiz)]c X [z Valz) < Va(s)]
+ [z W(z) < W'(z)]

car on a W(z) << W'(z) < W*(z) ce qui donne en prenant les
régularisées supérieures W*(z) << W'*(z) < W¥(z), soit

W* = W*,

Finalement W* est encore une fonction plurisousharmo-
nique puisqu’elle est égale & W'* et E est compris dans une
réunion dénombrable d’ensembles de classe (N); il est donc
de classe (N) d’aprés la Proposition 4.

Reste 4 considérer le cas d’une suite décroissante V,(z)
tendant vers W(z) £ — oo. En supposant la propriété vraie
pour les V,,, on a:

o

E = [z; W(z) <W¥(z)] « 3 [3; Vi(z) < Vi(3)]
et W*(z) = lim Vj(z), cette suite étant décroissante. Alors
la Proposition 5 montre que E est encore de classe (N) et
W*(z) est encore plurisousharmonique.
Le théoréme 1 est donc établi.

CoroLLAIRE. — St on considére une famille V(z) localement
bornée supérieurement de fonctions de classe (M), et st 'on pose
W(z) = him sup, V,(z), alors st W(z) 55 — oo, W*(z) est pluri-
sousharmonique et 'ensemble [z; W(z) << W*(z)] est un ensemble
de classe (N). -

En effet on se raméne au cas d’une suite V,(z) =V, (z);
puis on opére comme plus haut en formant sup Va(z) = Wy(z)

et considérant la suite décroissante W,(z).

Le corollaire ne suppose pas que les V,(z) appartiennent a
une classe (C,) d’indice ¢ borné quand ¢ varie.

Un ensemble globalement polaire sur une variété analytique

(A) y est de classe (N); en effet si 'on a E c [z; V(z) = — 0],
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on a aussi E ¢ [z; W(z) = lim sup %—'V(z) < W*z)] ou W*(z)

est évidemment la constante nulle sur (A).

La réciproque demeure un probléme ouvert dans le cas
général, mais on démontrera :

Prorosition 7. — St V,(z) est une famille de fonctions
plurisousharmoniques localement bornée supérieurement sur
une variété analytique (A) a base dénombrable et st

sup Vi(z) = W(z)

a sa régularisée supérieure W*(z) égale & une constante ou a
une fonction plurtharmonique, alors E = [z; W(z) < W*(z)]
est globalement polaire.

On peut évidemment pour la démonstration se contenter
du cas ou W*(z) = 0. On peut aussi d’aprés le résultat rappelé
plus haut, se ramener au cas d’une suite V,(z). On suppose
donc

lim sup V,(z) = W(z) avec W*(z) = 0.

L’ensemble E étant de mesure nulle sur toute carte de (A),
on choisit z° de maniére que W(z°) = 0; on extrait de {V,}
une suite partielle notée V, telle que lim V,(z°) = 0, et on la
choisit de maniére que X|V,(z°)] << . On a alors

W'(z) = lim sup V,(z) << W(z) << 0.

Alors W'*(z) est plurisousharmonique; on a W'*(z%) >0
et W*z) < W¥z) <0, ce qui entraine W'*(z) =0 et

E, = [z; W (z) < W*z)] 2 [2; W(z) < W*z)] =E

de sorte qu'on est ramené a4 montrer que E, est globalement
polaire.

Soit comme plus haut {A,{ une suite croissante d’ouverts
relativement compacts contenant z° et tendant vers (A);
associons & {A,} une suite ¢, avec ¢, > 0, e, << 0, ¢, décrois-
sants. D’aprés le théoréme class1que de Hartogs 11 existe
pour chaque ¢ un m, tel qu'on ait V,(z) <e¢, pour ze A, et
p > m,. Les m, sont évidemment croissants et ’on considérera
cette nouvelle suite extraite V, = V,(z).



282 PIERRE LELONG
Comme plus haut, on a:

E, = [z; sup V,(z) = W"(z) < W"™(z)] > E.
On pose
Va(z) = Vy(z) — ¢,

de sorte quon a V,(z) <O pour ze A, et 2|V, (z0)] < .
Alors comme & la Proposition 3,

(14) S(z) = LV,(z)

est plurisousharmonique sur (A). D’autre part si {eE,, il
existe a > 0, tel que Vi(z) < — a — ¢, < — a, quel que soit
q; donc on a d’apres (14) : S({) = — o et { e [z; S(z) = — o],
ce qui établit que E, et, par suite E lui-méme, est globalement
polaire.

3. Définition des indicatrices.

Partons d’une fonction plurisousharmonique
V(z) = V(z, - .., 2)
de type exponentiel fini (qui peut &tre en particulier

V = log |F|,

F entiére).

DEriniTiOoN 4. — a) On appelle indicatrice radiale, de centre
{= () de la fonction plurisousharmonique V(z) de type
exponentiel, la fonction

(15) L.(¢; z,) = lim sup ¢ V({, + tz,),

t—> + oo, t réel.

b) On appelle indicatrice cerclée, de centre { = ((,) de V(z)
la fonction : '

(16) L.(C; 2) = lim sup |u|™ V({ + uz),

|u| > 4+ oo, u complexe.

¢) St F(z) =F(z, ...,z) est une fonction entiére de type
exponentiel fini, on appelle indicatrices de F les indicatrices
défintes en a) et b) pour V = log |F|.
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Prorosition 8. — Soit V de type exponentiel y. On a:
(17) L@ 2) = S‘;P Lo(Ces ze®) < vll4ll-

A un point z° = (z0), z° 5~ 0, correspondent d’une part le
rayon R!(z%) issu de l'origine et donné par z, = 20¢, t > 0,
t réel, et d’autre part la droite complexe C!(z°) définie par
z, = 2% u, u complexe; (17) résulte des définitions.

ProrositioN 9. — On a:

(18) L.(G; 0z) = oL (s 24) pour tout c>0
(19) L& v2) = |9| Le(C; %)  pour tout ¢ complexe.

C’est une conséquence immédiate des définitions.

De la Proposition 1 résulte alors que les régularisées supé-
rieures de L., L, par rapport a z (respectivement () sont des
fonctions plunsousharmonlques de z (respectlvement ). On
considérera également la régularisée supérieure dans ’espace
produit { X z. On a:

Prorosition 10.
(20) reg sup L. (C; z) < reg sup L.(; 2) = re% sup L.((; )

et le méme énoncé o 'on remplace L, par L..

En effet considérons un rayon z, = {9 + tz0, 2z° = (2?) 5~ 0.
Le cone P({° U,), de sommet (°® = ({%), de base la boule
U, = [z; ||z — 3,|| < «] contient, a I'extérieur d’une boule de
centre 'origine, de rayon suffisamment grand, le cylindre de
base ||z — (%] < R dans C*, qui a pour direction de génératrices
le vecteur 2. Car si Pon écrit 2, =0+ G+ 22, ||Y| <R,
les coordonnées d’un point du cylindre, on a

z =+ Uz + t7'0)
et il suffit de prendre ¢ de maniére qu’on ait ¢t7||{|| <<t*R<Ca
pour que (z) appartienne a P({° U,). "
S1 donc reg sup L({: 2) vaut A pour { =% z=2% on a
V(8 + tz,) < (A + ¢)t, pour |z — 2% < a, t>1¢, daprés le
théoréme de Hartogs (I’énoncé en est rappelé au § 7) et 1l

en résulte V((Q + {, + t20) << (A + €)t pour |[{|| < R, pour
t>1t >1t, ce qui établit I'énoncé.
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De (20) découle alors que reg L.((; z) présente un intérét
particulier. :

DérinitioN 5. — On appellera indicatrices régularisées
(respectivement radiales et cerclées) les fonctions

L3(¢; z) = reg sup L((; 2)
L3(¢; z) = reg sup L((; 2).

TrEorkEME 2. — 1) Les indicatrices régularisées sont indé-
pendantes du centre {. On les notera L}(z) et Li(z).

2) Pour chaque rayon z fixé, 'ensemble des { ot Uon a
LG 2) <Li(z)  ou LG 2) < Li(z)
est globalement polaire dans C".
3) Les fonctions Ly(z) et Li(z) sont plurisousharmoniques et

vérifient respectivement les identités

Lr(oz) = oL}(z) pour tout c>0
L3 (uz) = |u|Li(z) pour tout u compleze.

En effet d’aprés la Proposition 10

reg sup L.(; z) = reg sup L.((; 2)
z {xz

est une fonction plurisousharmonique dans l’espace { X z;
pour z fixé elle est donc plurisousharmonique de { (elle est
évidemment différente de la constante — o0). Mais d’apres (6)
elle est majorée par la constante y, type exponentiel de V.
Elle est donc bornée. Il résulte alors de la Propriété 1 qu’elle
est une constante pour z fixé. On peut donc écrire L;(z)
au lieu de L} ({; 2).

De méme pour L¥({, z) qui sera noté L(z).

Le 3) découle de la Proposition 2 et de I'identité (18).

Le 2) est une conséquence du 1) et de la Proposition 7.

Remarque. — Si on considére

G.((;2) = regtsup L.(C; 2)

c’est une fonction plurisousharmonique de { pour z fixé;
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elle est comme plus haut indépendante de {; on I'écrira G,(z)
et pour z fixé l’ensemble L.((;z) << G.(z) est globalement
polaire. On a L.((; z) << G.(z) < L7 (z). 1l résulte d’autre part
d’un théoréme donné (*) dans [6, ¢] que

reg sup [reg sup] = reg sup
4 z {xz

pour la fonction L.((; z). Donc [z; G,(z) << L;(z)] est de classe
(N). Peut-1l étre non vide? Il serait intéressant de I’étudier
dans le cas général ou V(z) est plurisousharmonique et dans
le cas restreint V = log |F|, F entiére.

4. Indicatrices cerclées.

Nous considérerons une classe de fonctions plurisoushar-
moniques qui, en fait, coincide avec celle des indicatrices
cerclées régularisées (°).

Deérinition 6. — Une fonction sera dite de classe (S,) si
elle est plurisousharmonique dans C" et si elle vérifie:

(21) V(uz,) = |u] V(z) pour tout u complexe.

Prorosition 11. — Une fonction plurisousharmonique qui
vérifie (21) a les propriétés sutvantes :

a) Elle est de type exponentiel.

b) On a V>0 et log V est plurisousharmonique.

¢) Il existe une suite de polynémes homogénes P,(z), degré
P, = m, de maniére que les fonctions

1
V= = log [Py
sotent bornées supérieurement sur tout compact et qu'on ait

log V(z) = W*(z) avec W(z) = lim sup V,(2).

Démonstration. — a) Résulte du fait que sup V(z) pour
[|z]] < 1 est un nombre fini. On a donc V(z) < al|7| d’apres (21).

(4) Cf [6, ¢, Proposition 2,5,, p. 530].
(5) Les méthodes de ce paragraphe s’étendent aux fonctions entiéres d’ordre fini
quelconque, cf [6, i].
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b) D’apreés (21) on a également V(0) = 0; il existe en effet
un point au moins, soit z° en lequel V(z°) = — o et (21)
donne V(0) = V(u,2°) = |u,|V(z°) avec u, =0, donc V(0) =0.
L’ensemble V < 0 est alors vide, car s’il contenait un point,
soit z!, on aurait z' == 0 et V(uz)! = |u|V(z!) montre qu’on a
nécessairement V= — oo sur C!(z!), V(uz') tendant vers — oo
quand |u| - + o. On a contradiction car on aurait alors
V(0) = — oo. Donc [z; V(z) << 0] est vide et I'on a V(z) > 0.

Considérons alors le domaine cerclé V(z) << 1; il a I'origine
comme point intérieur. Il est pseudo-convexe. Mais d’aprés un
énoncé devenu classique (cf. [6, a]), st un domaine D défini
par S(u, z) <1 ou S est plurisousharmonique contient

[u=0,zed],

la distance R(z), a la frontiére de D parallélement a Cl(u), du
point [u =0, z], a la propriété que — log R(z) est une
fonction plurisousharmonique de z. Dans le cas présent cette
distance |u| = R(z) est donnée en écrivant

V(uz) = |u| V(z) = R(z) V(z) = 1.
Ainsi log V(z) = — log R(z) est une fonction plurisousharmo-
nique de z, soit Vy(z) qui vérifie
V,(vz) = log |¢| + V(z)
pour tout ¢ complexe. Elle appartient a la classe de croissance
minimale (S;) étudiée dans I’Annexe.

¢) Revenons au domaine D = [z; V(z) <<1]; c’est un
domaine d’holomorphie d’aprés le théoreme de K. Oka.

Il existe donc une fonction G(z) = G(z, ....z,) ayant D
comme domaine d’holomorphie.

Soit :

22 G = 3 Po(2)

son développement en série de polygones homogénes. On a:

(23) Gluz,) = 2 WP, ().
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La série (23) converge dans le plus grand domaine cerclé
|ul < R’ (3) contenu dans le domaine d’holomorphie de
G(uz,) dans C**1(u, z,). On a donc R’(z) = R(z) et d’aprés un
résultat classique (cf. [6, a]):

log V(z) = — log R(z) = reg sup [limmsup % log |Pm(z)|]

qui acheéve la démonstration de I’énoncé.

TutoriME 3. — L’égalité (21) jointe & la propriété d'étre
plurisousharmonique dans C* caractérise les indicatrices cerclées
régularisées des fonctions entiéres de type exponentiel.

En effet soit L* (z) une fonction plurisousharmonique dans C*
qui vérifie (21). On forme comme a la proposition précédente
une fonction G(z) ayant D = [z; L*(z) < 1] comme domaine
d’holomorphie. On considére ensuite

1

Gl(z) == 2 —ﬂ—l_'

Po(z)

ou l'isomorphisme G — G, est (& un changement de variable
pres) la transformation de Fourier-Borel. Alors Gy(z) est de
type exponentiel v; le calcul du type exponentiel en u de G,(uz,)
a partir de (23) — cf. [3] — montre que ce type est L(0, z,)
qui vaut donc

L(0, z,) = lim sup [—;— log [P, |

Alors G,(z) a bien L*(z) comme indicatrice cerclée régularisée,
et 'on a établi une correspondance L* — G;, G; entiére
(évidemment G, n’est pas unique) de maniére que G, ait
L* comme indicatrice cerclée régularisée.

TatorEME 4. — Il existe une correspondance biunivoque
entre les indicatrices cerclées régularisées des fonctions entiéres
F de type exponentiel et les domaines d’holomorphie univalents
ayant Dorigine comme point intérieur et disqués par rapport
a Uorigine c’est-a-dire contenant en méme temps que (z) le disque
Z = Az, |A| << 1.

On dira qu’un tel domaine est associé 4 'indicatrice cerclée
régularisée de F, ou encore représente la croissance cerclée
régularisée de F.
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Démonstration. — On ales correspondances : F—log |F| — L3,
et L > D = [z; Li(z) < 1], ot D est un domaine du type
indiqué. Dans Pautre sens, si D est donné, avec les propriétés
indiquées, il est coupé par chaque Cl(z),

z = (Zk) 9& O,

selon un cercle de centre 'origine et sa trace dans C"*[u, z;]
est un domaine |u| < R(z,); — log R(z,) est plurisoushar-
monique et R(sz,) = ¢*R(z,) pour tout ¢ > 0. Il en résulte
qu’en posant — log R(z,) = log V(2,), on définit D par

V(z,) <1

ou V est de la classe (S,). D’autre part & Ve (S,) correspond
d’aprés le théoréme 3 une fonction entiére au moins, G,(z),
de type exponentiel. Finalement & D correspond G,(z) de
maniére que D représente la croissance cerclée régularisée de G;.

Remarque. — L’application D — Ve (S,) est évidemment
biunivoque; il n’en est rien de V = L; — G;; pour L; donnée
de classe (S,), 1l existe une famille de fonctions entiéres de type
exponentiel qui ont la méme indicatrice cerclée régularisée.

TrtorkME 5. — L’application V — L, soit T est une pro-
jection de Uensemble des fonctions plurisousharmoniques de
type exponentiel sur la sous-classe (S,).

En effet s1 on part d’une fonction de classe (S,) elle est sa
propre indicatrice cerclée régularisée.

Remarque. — 1° Par projection dans I'énoncé précédent,
il faut entendre simplement une opération T vérifiant T2 = T.
L’espace (S) des fonctions plurisousharmoniques dans C" n’est
pas un espace vectoriel, mais seulement un coéne: s1 Ve (S),
on a AV e (S) pour A >0. De plus T n’est pas linéaire, on a
seulement

Li(Vi + Va) << Li(Vh) + Lé(Va).
20 Remarquons la propriété suivante:

Cororraire. — St Ve L(S,), céne des fonctions plurisous-
harmoniques vérifiant (21), T7(V) contient au moins une
fonction entiére de type exponentiel qui a V pour indicatrice
cerclée régularisée.
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L’ensemble L (z) << Li(z). — Contentons-nous de considérer
L., z) pour { = 0; soit L0, z) = L(z).

L’ensemble E = [z; L,(z) << L;(z)] est de classe (N) d’apres
le théoréme 1. De plus il est composé de droites complexes
1ssues de Iorigine. Il lui correspond alors canoniquement un
ensemble e de I’espace projectif complexe P"1.

En particulier s1 V = log |F|, et st F(z) = Y, P,(z), est une

fonction entiére de type exponentiel, P, étant un polynéme
homogéne et de degré m, on aura:

L.(z) = ¢(z) = lim sup me|P,(z)]Y™ = lim sup |m ! P,(z)|"™.

Sur une carte du projectif P*! ot I’on prend comme coor-
données locales (z, ..., 2,,), E s’identifie & un ensemble de
classe (N) de I'espace C*1.

En particulier si n = 2, on identifiera P! 3 C! et on pourra
utiliser la notion de capacité comme dans [6, f], et énoncer:

Prorosition 12. — Si F(z, z,) est une fonction entiére de
type exponentiel, 'ensemble E :

[u S W Lz, z) < Li(z, Zz)]

22

est de capacité nulle dans C'. De plus si on se donne dans C,
une réunion dénombrable d’ensembles fermés de capacité nulle,
soit B', on peut trouver F(z, z,) telle que E construit & partir
de F contienne E'.

5. Indicatrice radiale et indicatrice radiale régularisée.

Etudions d’abord lindicatrice radiale régularisée (indé-
pendante du centre { d’apres le théoreme 2):

L}(z) = reg sup [lim sup ¢7 V({; -+ z,)]
z t
L}(z) est une fonction plurisousharmonique dans C* et vérifie

(26) L7(e2) = oLr(z) pour tout c>0.
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Prorosition 13. — Pour qu’une fonction V(z) soit indicatrice
radiale régularisée d’une fonction plurisousharmonique de type
exponentiel dans C, il faut et il suffit que

a) elle soit plurisousharmonique dans C*;

b) qu’elle vérifie Uidentité (26).

Elle est en effet alors de type exponentiel et est sa propre
indicatrice radiale.

Prorosition 14. — St Li(z°) = a, et ||2%| = 1, pour tout
e>0, ea:iste un nombre A et un cone G de sommet Uorigine,
contenant z° & son intérieur, de maniére que Uon ait uniformé-

ment
V(z) < (a =+ ¢)|lll

pour ze G, |7]| > A
C’est une conséquence du théoréme classique de Hartogs
(pour le lecteur il est rappelé au § 7) : L7(z) étant semi-continue

. 3
supérieurement, on a: Li(z) <a + 7 dans une boule B:

]z — 2% < b, b~0 et en particulier sur F = B n [||z]| = 1].
Il en résulte

Viiz) =tV(tz) <a+ ¢

pour ze F, ¢ > ¢,, d’aprés le théoréme de Hartogs. Or un point
d’un coéne de base F, soit z’ s’écrit 2’ = ||7/||3, [|z]| = 1, ce qu
établit I’énoncé en prenant F comme base de G et A =¢,.

Nous allons maintenant étudier la trace de L} et celle de
L, sur une droite complexe issue de 0. Celle-ci est déterminée
par un de ses points z% si z°5~0. On est ramené a étudier
L.(z%u) et L7(z%), ou u est une variable complexe et z%u = (2Ju).
Rappelons des résultats classiques de Polya (cf. [1]) en mettant
en évidence le role des fonctions convexes dans le plan C!.

Prorosition 15. — a) Les traces
$y(u) = L.(z%), d(u) = L7 (z%)
sont des fonctions convexes dans le plan de la variable
» U= U + U
b) On a Y(ou) = of(u) pour tout ¢ >0 et de méme pour {,.
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) On a $(u + ¢) < $(u) + q;gv), pour tout couple u, ¢ de

nombres complexes. En particulier on a
b)) + (= u) >0

et la méme propriété pour Y, ce qui donne
(27) Li(z) + L(—2) >0, Li(z)+ Li(—2)>0

Démonstration. — Les propriétés (b) étant déja établies,
montrons la convexité de {(u) dans le plan R%(u;, u,): elle
est une conséquence du théoréme de Phragmen-Lindelof
appliqué a la fonction sousharmonique {(u) dans le plan de
la variable complexe u.

Soient u® = (u}, u3) et u’ = (u;, us) deux points non alignés
avec lorigine dans ce plan:

(28) iy — U £ 0.
Il existe d’apres (28) une fonction linéaire (donc harmonique)
f(ul, ua) = auly + buz

qui prend en u’ et u' les valeurs {(u®) et {(u’) respectivement.

On a alors
Y(u) — f(ur, u) = 0

sur les cotés de I'angle w = Ou®, Ou’, |o| <=. Il s’ensuit d’apres
le théoréeme de Phragmen-Lindelof

Y(u) < f(ur, ug) = auy + bug

dans cet angle; en particulier sur le segment qui joint les points
v/, Y(u) est inférieur a la fonction linéaire au; 4 bu, qui
coincide avec {(u) aux extrémités du segment, ce qui établit
la convexité de {(u) dans le plan de la variable complexe u.
La convexité de {;(u) s’établit en considérant sa régularisée
{¥(u) dans le plan de la variable u: {j(u) vérifie (b), est sous-
harmonique, donc est une fonction convexe. Mais on a

a(u —4»)

En effet e = [u; ,(u) < {j(u)] est de classe (N) dans le plan,
donc de capamte nulle. S’il n etait pas vide, 1l contiendrait
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un point ¢ == 0; il contiendrait alors le rayon u =ov, ¢ > 0,
en contradiction avec le fait qu’il est de capacité nulle.
La propriété (c) résulte de la convexité. On a en effet:

1 1 1

34 0 = () < 5 40 + 5 )

Méme propriété pour ¢, (u).

Posons ¢ = — u; on obtient (c) a partir de $(0) = ¢,(0) = 0.

ProrosiTioNn 16. — St
L) + Li(— ) =0,  $(u) = Li(%)

a la valeur au, 4+ ciu, pour uy >0 et la valeur au, + cyu,
pour uy, <0, avec ¢, — ¢, > 0. Méme propriété pour L.(z°u).
On a posé u = u; + 1w, Li(z"u) = Ly (zpu). .

Considérons en effet la restriction {(u) a la droite complexe
issue de I'origine et passant par le point z°. On a

d(1) + Y(— 1) =0.
Il en résulte, si (1) = a, qu’'on a

z[.l(ul)zaul, — o <y <+ oo.
Alors

h(uy, uy) = “I’J(ul + up) — au,

a les propriétés énoncées a la Proposition 15 et de plus vérifie
h(u;, 0) =0. De la propriété (c) découle si u, > 0 et si

h<0’ 1) =0
h(uy, us) << h(ug, 0) + R(0, uy) = (0, u,)
h(— w, us) << h(— ug, 0) + A(0, up) = A(0, uy).

La convexité de h quand u, varie seul donne alors, quel que
soit u,

h(uy, us) = h(0, uy) = cyus.
Finalement on a
V(g + tuy) = auy + cru,, sl us > 0.
De méme on a

kl»‘(u'l + iuz) = au, + cylu,, si u, <0
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et 'on a nécessairement ¢, — ¢, > 0, | étant fonction convexe
de la variable u,, ce qui achéve la démonstration de I’énoncé.

’ ProrositioN 17a. — Si sur Pensemble
H=[zk=xk+ iyk? Y >0, 1<k<n],

V(z) = V(z, ..., z) est plurisousharmonique et de type expo-
nentiel, si V est négatif sur Uaréte

A= [zk=xk+iyk;yk=0’ 1<k<n)7
alors V est majoré par une fonction des y seuls; on a:

sup V(zy 4 iyx) = h(y)

ot h(y) est une fonction convexe des y, et U'on a h(y) < Y|yl
Y étant le type exponentiel de V.

En effet dans le cas n = 1, s1 V est fonction sousharmonique
dans le demi-plan y >0, si V est de type exponentiel, et si
V <0 pour y =0, la décomposition de Riesz de V dans le
demi-plan (cf. [3], p. 92) donne:

Viz + iy) < cy

— lim 2 [“ V(re® sin 6 d0; z = ref, 0< <.

r=w Tr /o
Pour n > 1, il en résulte en faisant varier z, seul
(29) Viz; 2o ... 2,) < cyy pour y >0

¢ a une borne supérieure finie indépendante de z, ... z,. Si
Pon défimt

2(20, T, - - -, 2) = lim 1% f V(z + red, a, ..., 2,)sin0d0
0

g, est en effet borné par 2y dans « et 'on aura (29) quels que
solent 7, ... x, avec une valeur finie ¢; de la constante c.
On procéde ensuite par récurrence; si 'on a établi

p
V(z oo 25 Tppa -+ - T0) <X Gk
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pour y, >0, et z; réels, p + 1 < j < n, on considérera
V(zla <+ v Zpy Zpiay Tptay - o .,.’L‘,,)

et 'on appliquera le raisonnement précédent au demi-plan
p

Ypr1 >0 et a la fonction V — ¥ ¢y,, considérée comme

1
fonction de z,;,; seul. De proche en proche il vient, les ¢, étant
finis :

(30) V(zxa ceey z,,) < X CiYks Y = 0.

Soit alors:
h(z) = s;xp V(z, + wyy) = sgp V(zi, + z + ty2),

h(z) est égale & sa régularisée h* car elles ne dépendent que des y
et ’ensemble [z; h(z) << h*(z)] ne peut contenir un sous-espace
déduit par translation du sous-espace réel; A* est alors une
fonction plurisousharmonique ne dépendant que des y; c’est
donc une fonction convexe de I’ensemble des y. Finalement
on a

(31) sup V(z + wy) = h(y);

h(y) est une fonction convexe de y, pour y, >0, 1 < k < n,
ce qui établit ’énoncé. La méme méthode conduit dans C* a:

Prorosition 17b. — Si V(z) est plurisousharmonique de
type exponentiel dans C* et si Uon a V < 0 sur les réels, on a
(31) ot h(y) est une fonction convexe de y dans R.

En particulier considérons I'indicatrice Ly elle-méme :

Prorosition 18. — St on a L,(0, ) = 0 sur les réels «z,
on a ausst L}(z) =0, et la fonction

sup Li(e + iy) = Uy),

est une fonction convexe des y vérifiant l(oy) = ol(y) pour tout
e >0,y +y) < Uy + Uy)

En effet on a L.(0, z) = L7(0, z) presque partout sur le
sous-espace réel R"(z), la restriction aux réels d’un ensemble
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de classe (N) étant de R"-mesure nulle. De plus
| L0, z) < L0, 2);
donc on a L7(0, z) =0 sur R*z). Alors si 'on pose

i{y) = sup Li(z + iy),

d’aprés la Proposition précédente, l(y) est convexe. On a évi-
demment l(cy) = ¢l(y) pour tout ¢ > 0, ce qui établit I’énoncé.

6. Domaines indicateurs de la croissance radiale.

Formons les ensembles ouverts:

(320) A = [z Li(s) < 1]
(32b) Ay = [z; L (— 2) < — 1].

Les fonctions L(z), L7(— z) sont plurisousharmoniques; donc
A, et A, sont deux ouverts d’holomorphie; les sections de A,
et A; par une droite complexe issue de l’origine sont des
ensembles convexes d’aprés la Proposition 5. D’autre part
AjnAy =g, car on a Li(z) + L¥(— z) > 0. Donc A uA,
est un ouvert d’holomorphie.

DEriniTioN 7. — L’ensemble ouvert A = A, v A, défini par
(31) et (32) sera appelé Uindicateur de la croissance radiale
de la fonction plurisousharmonique V dont L} est Uindicatrice
radiale régularisée.

Prorosition 19. — L’indicateur A de la croissance radiale
de V est un ouvert d’holomorphie. Il contient Uorigine a son
intérieur, ainsi que la boule ||z|| <y, y étant le type expo-
nentiel de V. Il est coupé par une droite complexe z, = z3u, u
complexe, selon un ou deuxr domaines convezes.

Précisons la section de A par la réunion r = r, ur, de deux
rayons opposés:

rn=[z2=1t%1t>0]; ra = [z;z2 = 12% t << 0];

on suppose z° == 0.
Si L(z%) > 0 et L¥(— z° > 0, A découpe sur r un segment
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mymy (I'un des points m, ou my, ou les deux a la fois, sont éven-
tuellement a I'infini) qui contient l'origine 4 son intérieur.
Dans ce cas Anr= A, nr.

Si L7(z%) >0 et L(— 2°) << 0, alors A découpe sur r deux
segments illimités d’un coté, I, et I, n’empiétant pas et
constituant un ensemble dont le complémentaire est un seg-
ment fermé non vide m;m, ne contenant pas I’origine. Dans ce
cas [ =A;nret I,=A,nr.

Diagramme compact. — Pour obtenir dans le cas n > 1
une «image » de la croissance radiale qui soit comparable
avec le résultat classique de G. Polya, on est amené & considérer
la sphére umté

llol] = 1
et son intersection avec une droite Cl( 9), 22 =0, déterminée
par le point z° Soit ||z% =1, z = zu; (c) étant le cercle
défini par |u|=1. La « polalre réciproque » par rapport
a (c) de la frontiere de P'ouvert A n C!(z°) est une courbe
convexe: on supposera z° = A, |[A|| = 1 et dans le plan C}(A)

ou la variable complexe est u: u; + iu, = re®®, on posera
L¥(Au) = rh(h). On considérera la droite d d’équation

u; cos O 4 uy sin 6 — A(6) = 0.

Elle enveloppe, quand 6 varie, un compact convexe K(A),
le diagramme de Polya, de la fonction sousharmonique

$(u) = Li(Au);

les raisonnements classiques (cf. [3]) s’appliquent aussi bien
en effet qu’il s’agisse d’une fonction entiére ou d’une fonction
sousharmonique de type exponentiel. Le fait que K(A) soit
compact convexe dans C1(A) résulte du fait que K(A) est borné,
fermé dans C'(A) et est 'image de la frontiére convexe de
A n CY(X) par la transformation par polaires réciproques faite
par rapport au cercle (¢) défimi par |u| =1 dans C*(A). On a
ainsi une démonstration élémentaire de I'existence et de la
convexité du compact K(A).
La réunion, quand A parcourt la sphére unité:

P=uK(), [N=1
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est un ensemble borné, contenu dans la boule [|z]| < y. Mon-
trons que P est fermé. Il suffit pour I’établir de prendre une
suite de droites & une dimension réelle, soit d, ayant pour
limite d, soit

dy = [25 7 = AP(aPt + bP)],

ai?, b constantes complexes, AP = (A{?) avec |A?|| =1,
ai — ay, bP — by, NP — A%, de maniére que d, — dy e C1(A%)
et de montrer que si K(And,) =6, K(A°) nd n’est pas
vide.

Si1’on passe dans chaque C*(A) a la polaire réciproque, celle-ci
définit une transformation continue L qui associe aux d,
des points m, qui appartiennent au complémentaire C(A)
de A dans C". Mais C(A) est fermé. Donc, si 'on a

m, = L(d,) « C(A) et L(dy) = my = lim m,,

on a my e C(A). Donc d, intersecte K(A%), ce qui établit que P
est fermé. P est donc un compact dans C"

Comparons au cas classique. Pour n =1 le diagramme
compact P ainsi construit est le symétrique, par rapport a
Paxe réel, du « diagramme de Polya » hors duquel la trans-
formée de Borel-Polya de F(z) est définie comme fonction
holomorphe. Pour n > 1, il est plus simple de considérer
directement l'indicateur A précédemment défini: en effet
A posséde une propriété de pseudo-convexité qui se traduit,
semble-t-1l, plus malaisément sur P.

Donnons quelques applications dans la direction des
recherches faites ces derniéres années par plusieurs mathéma-
ticiens russes, notamment V. K. Ivanov [3] et Rankine [7].
La méthode suivie par eux utilise la transformation de Fourier-
Borel des fonctions entiéres de deux ou n variables complexes;
en déterminant son domaine de convergence (au sens de la
convergence uniforme des fonctions de plusieurs variables),
ils ont été conduits & énoncer:

Prorosition 20. — St PUon pose z, = re%, 1 <<k<n,
r. =0 et st Uon fize les valeurs des ¢,, on a

(34) Li(r'%) = lim sup L.(0, p,e'%).

> Tk
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En effet au voisinage du point z} = re'%, ’ensemble
arg’' z, = @,
est I'image du sous-espace réel par la transformation
z, = — t log z.

Il est possible d’avoir des résultats plus précis. Disons
qu’'un ensemble E est Ceffilé en z° §’il existe une fonction
plurisousharmonique V(z) au voisinage de z° pour laquelle
limsup V(z) < — 1 quand zeE, z—>2" et pour laquelle
V(z°) = 0. En modifiant un peu la méthode de [6, ¢, p. 540],
on peut établir:

Prorosition 21. — Une condition nécessaire et suffisante
pour que Uégalité (34) ait lieu est que p = (p) —r = (r,) sur
un ensemble e de maniére que, dans Uespace des variables

z, = log z,,

Pimage ¢ de e parcourue par 7z = (z,,——log Px + 19) sout
un ensemble non effilé en z° log e + 19y et conserve cette
propriété aprés soustraction des points de tout ensemble de classe
(N) défini au voisinage de z'°.

En particulier il suffit que ¢’ contienne le produit d’ensembles
e, e étant non effilé au point z° = log r, + ip, (au sens
de P'effilement plan) dans le plan de la variable z,. La Propo-
sition 20 résulte du fait que I'espace des parties réelles Rz,
posséde cette propriété en z,°.

Par suite de l'identité L,(cz,) = oL(z), pour tout ¢ >0,
on peut énoncer encore:

sup L.(0, r,e'%) = sup L(re'%)
Tk
le sup étant pris pour Xri = 1. De méme on a:
L (rye'¥x) = lim sup L,(0, p,e'%)

quand p, — 1y, Xpf = Xri = 1.

7. Applications du théoréme de Hartogs « réel ».

Rappelons d’abord le classique théoréme de Hartogs sous
la forme générale donnée dans [6, h]. Il concerne les familles
localement bornées supérieurement de fonctions sousharmo-
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niques; il s’applique donc aussi aux fonctions plurisousharmo-
niques.

Théoréme de Hartogs. — Soit V (z), ol ¢ parcourt un ensemble
ordonné, une famille de fonctions plurisousharmoniques dans
un domaine D de C". On suppose la famille localement bornée
supérieurement (c’est-a-dire sur tout compact dans D, les
valeurs prises V, ont une borne supérieure finie). Alors ’hypo-
theése

(35) lim sup V,(z) < g(z), zeD
¢

ou g(z) est une fonction continue dans D entraine: & tout
compact K< D, et a tout e > 0, correspond ¢, tel que pour
t>t, et ze K, on ait

(36) Vi(z) < gla) + «.

Cet énoncé maintenant classique ne doit évidemment rien
a la structure complexe.

On a donné dans [6, ¢] un énoncé ou I’hypothése (35)
ne porte que sur les points z & coordonnées réelles (un tel point
sera dit réel). Rappelons cet énoncé:

TuatortME DE HarToGs « REEL ». — Soit V(z) une famille
localement bornée supérieurement de fonctions plurisousharmo-
niques dans D, ou t parcourt un ensemble ordonné. On suppose
que le sous-espace réel R" intersecte D et on désigne par d un
domaine (pour la topologie de R™) appartenant a cette intersection.
Soit g(z) une fonction continue, et g(z) une fonction continue
prolongeant g(z) sur C". Alors st Uon a

(37) lim sup V(z) < g(z), zréel, zed
t

on a la propriété suivante; a tout compact K cd et tout ¢ > 0,
correspondent d’une part t,, d’autre part un ouvert (pour la
topologie de C"), soit Q(K) qui est un voisinage de K dans C*,
de maniére que U'on ait

(38) Vi(z) < g(z) + ¢

pour t > t,, z € Q(K).
Pour la démonstration voir [6, c].



300 PIERRE LELONG

Remarques. — 1) On pourra en particulier considérer le
prolongement '

8@ + 1) = g(a).

2) L’énoncé, aladifférence du précédent, donne la possibilité
d’une majoration sur les complexes a partir de ’hypothése (35)
sur les réels.

3) On trouvera dans [6, ¢] des résultats plus précis. Si 1'on
considére

W(z) = lim sup V,(z)
dans D et sa régularisée t
W*(z) = lim sup W(z') pour zZ =z
On a:

W*(z) = lim sup W(z') 2 —x sur les réels.

z'>z

En fait I'ensemble W(z) << W*(z) est de R"mesure nulle
(cf. [6, c]).

Une conséquence directe du théoréme de Hartogs réel est
I’énoncé suivant :

Tutorime 6. — Soit Y(z) = (21, ..., x,) une fonction
continue positive définie sur les réels R", et positivement homo-
géne:

Y(ox) = of(z) pour tout o> 0.

Soit d’autre part, V(z) une fonction plurisousharmonique dans
Cr, de type exponentiel c’est-a-dire vérifiant

(39) lim sup ||7]|72V(z) = v < .
On désigne par Y(x + iy) le prolongement de { donné par

Y(z + ) = Y(=).
Alors si Uon a sur les réels

lim sup 7 V(tx) < Y(z), t—> 4 oo
t

on a la propriété suivante: a tout € > 0 correspondent des
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constantes Cy(e), Cy(e) telles qu’on ait sur C*:
V(z) = V(@ + i) < Y@i) + ell2]] + Ca(e)llyl] 4 Cale)-

Démonstration. — On applique le théoréme de Hartogs
«réel » & la famille
(40) Vz) = % Viz), t>1

qui est bornée supérieurement sur tout compact d’aprés (39).
On considére dans ce but le domaine

D=7 <[l <4

et dans R"n D le compact K

1
K=‘2“<||x“<2

A ¢ > 0 donné correspondent une valeur t, et un ouvert

Q(K) de C" tels qu’on ait
(41) Viz) < (=) + -

pour t > &, z € Q(K). Mais Q(K) contient un compact
K = oK, |y <a

pour un certain a > 0.

Par homothétie z — tz, t >> 1, K’ recouvre tout z = z + iy
avec

1
k=5l < 2alall
De (41) Von déduit:

V(tz) < td(z) + t——— pour zeK', t>1t >1.

Les points tz, z€ K', ¢ > ¢, recouvrent ’ensemble ['(4):
Bl >, [lyl] < 2afa]|
s18f > % t2 (1 4+ 4o?). D’autre part ¢ étant le rapport d’homo-
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thétie, on a ¢t << 2||z||. En tenant compte de I’hypothése
Y(tz) = td(z), >0,
pourze['(),z=1tz,ze K',ona:
V(o) = Vi) < H(z) + =
Finalement on obtient:
(42) Viz) <H) + el
pour z e ['(4), c’est-a-dire pour
llell > 8, {lyl] << 2],

D’autre part sur I'ensemble ||y|| > 2a||z||, on aura

1 1/2
63) V) < 1+ o< (1 + ol (1 + 75)

pour |z]| > t,. Les seconds membres de (42) et (43) étant posi-
tifs, on a dans tout C*

VE) <T@ + el + + 9 (14 7)ol

pour ||z]] > t;, ou t3 = sup (4, &,). ’
Finalement en posant Vt=sup (V, 0) et Cy(¢) = sup V*(z)
pour ||z]| < t3, on aura

1 1/2
(49 VO < Y@ + elldl + (v + 9 (1 + z3) Il + Gl
ce qui établit le théoréme 6.

Remarque. — Soit J, la classe des fonctions plurisoushar-
moniques vérifiant (39). Soit L7(z) 'indicatrice radiale régula-
risée d’une telle fonction. On a

(45) L(z) < 7llel]
d’aprés (39) pour tout Ve & Donc la projection p:
V->L;

associe & Ved, une fonction plurisousharmonique positive-
ment homogene vérifiant (45) en tout point z. On désignera
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par %, . I'image de &, par p. Alors si I'on pose

L.(z) = lim sup —:}- V(tz), t— 4+ o
on a I’énoncé :
TutorkME 7. — Si Uindicatrice L. (z) vérifie:
(46) L) < $(a),
ot Y(z) est continue, positive et positivement homogeéne :
Y(ox) = of(x), pour tout s >0,
alors, a tout € > 0 correspond Cy(c) tel qu’on ait

Li(z) < Y(@) + ellal| + Cy(e)llyll,

et la constante Cy(c) ne dépend que de vy, de < et de la fonction {.
Ce résultat précise le théoréme précédent.

Démonstration. — On applique la méthode précédente a
L} en remarquant que (46) entraine

(47) Li(z) < Y(x) sur les réels

tandis qu'on a

L (z) < vl
sur C*. On considére alors la fonction:
W(z) = sup Li(x), Lied,,
et sa régularisée supérieure
W*(z) = reg sup W(z).
On a évidemment
W) <qllll, W) < vllll,

et sur les réels W(z) <{¢(x) qui entraine W*(z) < {(z),
d’apres la Proposition 21.

On applique alors la démonstration précédente a W*(z),
ce qui donne (42), soit:

W(z) < $(z) + ellal]
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pour |lz|| > &, |yl < 2«||z||, ot « >0 ne dépend que de ¢,
de y et de la fonction {.
Puis on remarque que dans (43) on a W*(z) < v|J4||, de sorte
que 'on obtient au lieu de (44):
" " 1 1/2
Li) < W(a) < 4la) + ol + 1 (14 753
ot a ne dépend que de ¢ et de W*(z), donc de la famille &,

et de ¢, c’est-a-dire de y, de ¢ et de ¢, ce qui achéve la
démonstration.

CoroLrairE. — St V(z) est une fonction plurisousharmonique
de type exponentiel v, vérifiant sur les réels

lim sup —%— V(tz) < () t— 4+ o

ou Y(x) est une fonction vérifiant les hypothéses du théoréme 2,
alors a tout € > 0 correspond o > 0, tel qu’on ait

. 1 1
lim sup — V(t2) < $(a) + eloll + v [1 + 75| Il

la fonction a(c) pouvant étre prise indépendante de Ved,.
Il en résulte pour ¢ > 0, ¢ > 0 donnés, l'existence d’une cons-
tante C(¢') telle qu’on ait:

V) < Ya) + ellll + 1 [+ 48| Il + €l + C&)

C(¢') dépendant de ¢' et de V € J., tandis que o dépend seulement
de ¢ et des données y et § et non de Ve J,.

8. Le cas particulier ot 1’on suppose L.(x) = 0
sur un sous-espace R”,

Nous étudierons maintenant un cas intéressant pour les
applications a4 I’Analyse fonctionnelle, celui ou I'on a L, << 0
sur un sous-espace vectoriel réel M, de dimension n avec I’hypo-
these que son complexifié M, soit C". Par un choix convenable
des coordonnées de C", on peut se ramener au cas ou M est
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I’espace R" des points de C* a «coordonnées réelles» z = (z,),
1<k<n La condition L.<{0 se présente directement

ainsi quand L, est l'indicatrice d’une fonction entiére T(z)
T(a) = T = T [exp (— i(5, 2)]
(& 2) = X8z, & = (& réels)

et T un opérateur linéaire de I'un des types suivants:

a) T est une distribution & support compact dans R*(§);

b) T est une fonctionnelle analytique a support réel.
Les énoncés qui suivent complétent ceux obtenus dans le
premier cas par L. Hérmander (cf. [4]), dans le second par

A. Martineau (cf. [7]).

Prorosrtion 22. — L’hypothése L.(z) <0 sur les réels
entraine L.(z) = Li(z) = 0 sur les réels, L, et L} étant les indi-
catrices radiales d’une fonction plurisousharmonique de type
exponenitel. Méme conclusion st U'on suppose Li(z) <0 sur
les réels.

Démonstration. — D’apres (27), on a pour tout x
L(2) + L(— ) > 0.

L’hypotheése entraine donc L.(x) = L.(— z) = 0 sur les réels;
on en déduit L7(z) = 0 sur les réels, d’apres la Proposition 18.
Par ailleurs I’hypothése Li(z) << O sur les réels entraine
L.(z) < L¥(z) << 0 et les mémes conclusions.

LemMme 1 (cas n =1). — Soit V(z + ty) une fonction sous-
harmonique, de type exponentiel dans le demi-plan

Q=[=z+1w; y>0].
On suppose V(z) << O sur les réels et que V ne demeure pas

négatif dans Q.
Alors si Uon pose

¢ = lim sup ¢ V(ut), t >0, t—> -+ oo,
on a ¢ > 0 et dans le demi-plan Q:

V(z + iy) < cy.
15
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De plus sur tout rayon z =t 0 <0<, on a pour
t— + oo
lim sup ¢ V(&) = ¢ sin 6.

Le résultat est connu; la démonstration peut se faire
sans utiliser la décomposition de Riesz de V dans Q. Soit
en effet ¢’ > ¢. Il existe une majoration

Vi) L 't + d, t >0, d>0.
Considérons V dans le quadrant Q*:
[z=z+wy; y>0, 2>0]:

V est majoré par c'y + d sur la frontiére de Qt a distance
finie, donc aussi dans Q*, d’aprés le théoréme de Phragmen-
Lindel6f. 11 en est de méme dans Q—:

=z+1wy; y>0, 2<0].
Finalement on a dans Q:

(48) M(y) = sup V(z + iy) < dy + d.

Mais V(z) <0 entraine M(0) << 0. On a ¢’ > 0 sinon on
aurait V<C 0 dans Q. D’autre part M(y) est une fonction
sousharmonique dans Q qui ne dépend que de y, donc est une
fonction convexe de y; y* [M(y) — M(0)] est alors une fonec-
tion croissante de y qui, d’apres (48), est bornée par ¢'.

On a donec

Viz + 1) < M(y) < ¢y

pour tout ¢ > c¢. D’out la premiére partie du lemme.

Au lieu de considérer les quadrants Q* et Q—, considérons les
deux angles 0 < arg'z <Chetb Carg' z<C m, pour 0 < O < m.
On peut leur appliquer le raisonnement précédent, ce qui
fournit la majoration indiquée. Elle s’écrit encore:

lim sup ¢ V(iz) = L.(z) = ¢y,
pour y >0, t >0, t— -+ oo.

CororLAIRE (n = 1) (cf. la Proposition 16). — St V(z + 1y)

est sousharmonique dans le plan complexe, de type exponen-
tiel et vérifie V(z) < 0 sur les réels, L,(z) est une fonction h(y)
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qui vaut c|y| pour y > 0 et cly| pour y<<0, avec ¢ + ¢ >0.
On a de plus comme indicatrices radiales :

L.(z + iy) = L (z + iy) = h(y)
de plus

M(y) = sup V(z + iy) < h(y)-

Passons au cas n > 1. Les résultats sont résumés dans
I’énoncé donné plus loin (théoréme 8). Soit C* = R* X R'",
ou R*= R*z) et R'"= R'(y), 2 = z,+ 1wy,. L’hypotheése
V(z) < 0 sur les réels R*(z), entraine, on 1’a vu, l’existence
d’une majorante h(y) ne dépendant que de ye R'", et cette
majorante sera une fonction convexe continue de y égale a
L7(ty). Le théoréme 8 donne une comparaison des indicatrices
avec h(y). Nous désignons par L.((, z) et L7(z) I'indicatrice
radiale et sa régularisée. On a, rappelons-le, L.({, z) << L;(z)
pour tout C.

Tutorime 8. — Soit V(z) une fonction plurisousharmonique
de type exponentiel v > 0, vérifiant V(x) < 0 sur les réels R".
Alors Uindicatrice radiale L.((,z),z = x + 1y, et Uindicatrice
radiale régularisée Ly(z) ont les propriétés suivantes :

a) L.(o,2) = Lr(x) sur les réels x.
b) sup L.((, @ + iy) = sup Li(w -+ iy) = Li(iy) = h(y)

ot h(y) est une fonction convexe dans R'", vérifiant h(cy) = ch(y)
pour tout ¢ > 0.

Soit M(y) = sup V(z + ty): M(ty) est une fonction convexe
de t > 0 et t™* M(ty) tend en croissant vers h(y); on a alors:
Viz + 1) < M(y) < h(y)-

¢) Pour y fixé dans R*, on a L.((, iy) = h(y) sauf éventuelle-
ment pour (e E, ot E, est globalement polaire dans C". En
particulier si { =& + i, on a:

(48') sup L.(%, iy) = h(y)

ou w est ensemble de R", de R*-mesure positive.
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Plus précisément, st (¢ E,, on a pour u, >0, u,—> -4 o0:
lim sup u;* V[{, + (u, + twe)yi] = h(yy),
et, pour 0 <0 <<mw fixbet t—+ oo
lim sup ¢ V((, + t'%,) = h(y,) sin 0, CeE,.
Démonstration. — a) résulte de la Proposition 22; pour

établir b) considérons une variable complexe u = u; + iu,
et la fonction

(49) flur, up) = V(i + uyy).
Appliquons lui le lemme 1 en remarquant qu’on a
f(w, 0) = V(& + wyy,) < O.
Il vient pour u, > 0, u, — + oo, &, réels,
(50)
lim s1ul,p uy ! V(e + wyyy + tupy,) = lim sup ¢ V(E, + ity,)

. - Lr(Ea I‘yk)
V(& 4 wyi + twey) < L (8, 1) < w7 (iyy).

En particulier il vient pour u; = 0, u, = 1, §, = =, réels:
(51) Vi, + 1) << Li(iya)-

Appliquons ceci en particulier a4 la fonction L7(z + ty)
qui est évidemment sa propre indicatrice régularisée a 1’origine.
Il vient:

L:(mk + iyk) < L:(iyk)'

Posons
(52) L¥(iy) = h(y) = sup LY (@ 4 tys)-

Alors h(y) est une fonction plurisousharmonique ne dépen-
dant que de y. Elle est donc une fonction convexe, et vérifie
les propriétés indiquées en b). De méme M(y) est une fonction
convexe de ye R'™. Il en résulte que

o(t,y) =t [M(ty) — M(0)],  ¢>0,

est fonction croissante de ¢ Dans ces conditions M(0) << 0
entraine la croissance de ¢! M(ty); de plus (51) et (52) ont
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pour conséquence M(y) << h(y). Mais, ¢ > 0 étant donné,
il existe une suite t, > -+ o, t, > 0, et des z,, y, tels que 'on
ait :

t7 V(tx, + ity) > Lf(iyk) — e =h(yy) — ¢

ce qui entraine
lim ¢t M(ty) = h(y).

t=o0

Pour établir ¢), considérons la régularisée intermédiaire
G.(C;z) comme au §3, et utilisons la Remarque qui fait suite
au théoreme 2. Elle énonce que

g2) = Gi(C; 7) = reg sup L7, 2

est indépendant de {. Donnons alors 4 z une valeur iy. On a
alors la propriété suivante:

LemME 2. — Pour tout y € R'", on a sous Uhypothése V(z) <0 :
&iy) = h(y) = L(iy).
Démonstration. — D’aprés la Proposition 10, §3, on a:
L.(&, 1) < &(ty) < Li(iy) = h(y).

Pour obtenir une inégalité de sens contraire, considérons
la fonction f(u;, u,) définie par (49). On a, en appliquant le
Lemme 1:

VE 4wy + iuay) < a8 (y).
Pour u, =1, et & + u, y, = z,, on obtient:
Vi@ + ) < &)
qui donne M(iy) < g.(y) et, pour ¢t > 0,
h(y) = lim 2 M(ty) < &:(ty)

qui établit le Lemme 2.

La premiére partie ¢) du théoréme 8 en découle immédia-
tement, car, pour y fixé I'ensemble [{; L.(, 1y) << g.(y)] est
un ensemble E,, globalement polaire dans C*{) d’apres la
Proposition 7. Un tel ensemble est de mesure nulle sur les réels
(cf. [6, c]), ce qui établit (48"). D’autre part si (¢ E,, on a,
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en posant {, = §, + in,:
LG, iy) = g(iy) = Li(iy) = h(y)-
On considére alors la fonction
fi(ur, u) = V[& + ine + (w1 + iwa)ys] — M(n)
pour laquelle on a fi(u;, 0) <O et
limtsup t71£1(0, t) = limtsup V(& 4 i+ ttys) = R(y).

L’application du lemme 1 donne alors les deux égalités
énoncées a la fin du ¢).



ANNEXE

Note sur une classe de fonctions plurisousharmoniques
de croissance minimale.

1. L’existence d’une classe de fonctions plurisousharmo-
niques de croissance minimale découle de la Proposition 1
du § 1; si Pon pose

M(r) = sup V(3)
llz]j=r

la majoration

M(r) = 0 (log r)

entraine que V(z) soit constante dans C". On va préciser
ce résultat en introduisant la moyenne de V sur la spheére
l|lz]| = r de C", soit

(53) A(r) = oz2y(1) [ V(ra) dog,(a);

a désigne un vecteur unitaire de C*, et wy,; (1), 72, (1) sont
les mesures de la sphére et de la boule unité dans C".

DeriniTion 9. — On appellera classe (de croissance) mini-
male dans C* la classe des fonctions V, plurisousharmoniques
dans C", non constantes, pour lesquelles on a

(54) av = lim sup (log ||7|])™* V(z) << o0.

On désignera cette classe par (S,).
A toute fonction V e (S;) correspond d’aprés (49) un nombre
ay < ©. On a donné plus haut deux exemples:

a) 51 P,(z) est un polynéme de degré total m, 711— log |P.(z)|

appartient a (Sy) et le coefficient ay vaut 'unité.
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b) S1 V; est I'indicatrice cerclée régularisée d’une fonction
de type exponentiel vy, V = log V; appartient a (S,) et

ay = log y.

Les propriétés de la classe (S,) sont précisées par ’énoncé
suivant :

TutortMe 9. — Si V(z) est plurisousharmonique dans C*
on a les propriétés suivantes:

10 Les lLimates

a = lim M(r) : b = lim Ar)

r logr
existent quand r — -+ oo, finies ou infinies;onaa >0, b >0,
a < b

20 Les seules possibilités sont les suivantes :

(1) a=0, b =0 et V(z) est une constante;

(1) 0<a<< o, quit entraine b = a;

(i1) a = + . Dans ce cas, ou bien b = + o, ou bien b

. .. M(r .
est fint et Uon a alors lim inf M) _ a' >0, la croitssance de
r
V étant au moins de type exponentiel non nul.

Démonstration. — Les propriétés 1° sont des conséquences
du fait que M(r) et A(r) sont des fonctions convexes croissantes
de logr. On a A(r) < M(r) ce qui entraine a <{b. La dérivée

| (55) | V) = d l?))\g r

est positive et croissante et 'on a
(56) b = lim v(r) pour r— -4 o.

Remarquons de plus que, si a est fim (log )~ [M(r) — M(0)]
étant croissant, on a M(r) < alogr + V(0).

La propriété (ii) se trouve déja dans la theése [1] de
V. Avanissian. Nous utiliserons ici une méthode générale
qui établit 4 la fois (i1) et (ii1). Formons le potentiel cano-
nique de la mesure ¢ associée au courant positif fermé 0,
défini comme dans [6, g]:

(57) b =in1d,d; V
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0 est défim dans C"; v(t) en est 'indicatrice de croissance; on a
d’aprés (56), /" dv(t) = b.

Dans ces conditions le courant positif fermé défini par (57)
d’indicatrice de croissance v(t), est d’aprés (56) de genre
q =0, au sens de [6, g]. Il existe alors une fonction pluri-
sousharmomque I(z) vérifiant in d,d;1 = 0.

Elle est donnée par

(58) I(z) — "2;_3 f do(a)e.(a, z, 0)

o est la mesure positive

1

(59) g = e/\Bn—l = ﬂ

AV B o) = f do

lzl<t

AV désigne la distribution laplacien de V, B, 'élément de
volume de C*, et 'on a (cf. [6, g]):

ex(a, 7,0) = — [la — 2|P=" - [|a][*".

Nous supposerons d’abord que le support de AV ne contient
pas une boule |[z]] << ro. L’indicatrice v(t) est liée a o(t) par la
relation :

o(t) = v(t)t3" 2% 15,5 (1).

L’étude générale faite dans [6, g] donne la majoration
2n — Dt 4 (2n — 2
0 gm0 2= =3 4]

En négligeant des termes qui demeurent bornés quand
r—> -+ oo, on a:
dt
60 e dt
(60) 1&)<Cln 0 [~ 705
La partie de l'intégrale correspondant a ¢ > r fournit une
contribution bornée quand r - 4+ . On peut donc ne consi-
dérer que les valeurs de t inférieures a r. Dans ce cas, le coeffi-
cient C(n, q) [cf. (6, g, p. 378] peut étre remplacé par un
coefficient C, (n, q) qui pour ¢ = 0 se réduit a 'unité, et I'on a:

(61) I(z) < blogr 4 0(1).

< C(n, 0)b log ﬁ’ri—’
0
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D’aprés la remarque qui suit (56), on a plus précisément
I(0) = 0, I(z) < blogr.
Dans la suite, posons z+ =sup (z, 0); A(f, 0, r) désignera la

moyenne de f sur la sphére ||z|| = r. En utilisant la propriété
de la moyenne d’étre croissante, on aura,

I0) = 0 <A1, 0, 7) — A(I7, 0, 7).
A(I5, 0, r)<7\(I 0,r) < blogr.

Démontrons (i1), (1) étant une conséquence de la Proposi-
tion 1. On a:

(62) V(z) = 1(z) + H(3)

510 < a < o, H(z) est une constante car on a, en procédant
comme plus haut

A(H=, 0,7) ?\(H+0r)+IH(0)I

<
A(HI, 0, r) = A(HY, 0, r) + A(H™, 0, r) << 20(HH, 0,7) + 0(1).
Alors (62) donne

<

H*(z) < V¥(z) + 17(2)
A(HI, 0, r) < 2M(VH 0, r) 4+ 2A(17, 0, r) —|— 0(1)
2 (a + b)logr+ 0(1)
qui entraine une majoration de |H| sur la sphere ||z|| =r

par une quantité O (log r). Dans ces conditions H(z) se réduit
a une constante (cf. [6, g, p. 385]. On a donc

V(z) = I(z) + V(0), et a<b.
D’ou a = b.
Pour établir (ii1), supposons a = o, b < . Alors (62)
montre que H(z) n’est pas une constante, donc (cf. [6, g]),

lim inf r* A(H*, 0, r) > a’ > 0. Or on a, d’aprés (62):

H*(z) < V¥(z) + I(z)
AH* 0, r) < M(r)+ A(I,0,r) < M(r) 4 blogr.

qui établit lim inf = M(r) > o’ > 0 et achéve la démonstra-
tion de I’énoncé.

Si Porigine appartient au support de AV, on considére une
suite de nombres k, décroissants, de maniére que lim A, = V(0),
cette derniére valeur étant finie ou — oo. Alors l'origine
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n’appartient pas au support de AV, ou I'on pose
V,(z) = sup [V(z), k]

et V, tend vers V(z) sur tout compact en norme L. Donc
d,d;V, - d.d;V au sens de la convergence faible des mesures
et des courants et les mesures positives o,, et v, tendent vers o
et v. Ainsi les propriétés énoncées au théoreme 10, sont encore
valables pour V méme si I’origine appartient au support de AV.

2. Croissance radicale et cerclée des fonctions de classe (S,).
Définissons
. V(i
a(z) = lim sup lo(?zt), t—> 4+ oo, t>t>1.
Prorosition 23. — La régularisée supérieure a*(z) de a(z)
est constante; on a
a*(z) = a = lim (log r)7*M(r)

et l’ensemble
(63) E = [ a(s) < a]

est globalement C" polatre.

En effet on a évidemment a*(z) << a, donc la fonction
plurisousharmonique a*(z) est une constante a’ < a. Si 'on
avait a’ << a, on aurait

Vi(z) = (log 1) V(tz) <@’ +e<a

pour t> ¢, et []7] <1, donc V(z) < (a' + ¢)log|lz|| pour

[lz]] > t;, en contradiction avec la définition de a'. Donc

a*(z) = a. De plus, si W(z) = lim sup V,(z), on a W¥z) =a
t=o0

et I'ensemble [z; W(z) << W*(z)] est globalement C"-polaire
d’aprés la Proposition 7.

Mais un ensemble globalement C" polaire est de R2-capacité
nulle sur une droite complexe, ou la contient. Dans le cas
présent, si E contient un point z° 5= 0, il contient les points
du rayon 2% t> 0. Donc E contient la droite complexe
z = uz’, u paramétre complexe. Finalement on a:

ProrositioN 24. — L’ensemble défini par (63) coincide avec
Pensemble E = [z, d'(z) < a], ou

a'(z) = lim sup (log |u|)"*V(uz),
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u complexe, et E est un ensemble globalement C* polaire formé
de droites complexes issues de Uorigine.

3. Parmi les fonctions de classe (S,), nous avons déja remar-
qué celles qui vérifient une identité

(64) V(uz) = V(z) + log |u|, u complexe

Le procédé qui consiste a passer d’un polynéme P(z, ..., z,)
a un polyndéme homogeéne Q(z, z, ..., z,) de n 4+ 1 variables
en posant

Q= z{,"P<%, . ~,%‘->, - m = degré P.

établit une correspondance log |P| — log |Q]|. Elle se généralise

en une correspondance qui associe 4 une fonction de la classe

(S) de C* une fonction de la classe (S,) de C*** vérifiant (64).
Auparavant nous démontrerons :

Prorosition 25. — St V est de classe (S,), avec
. M(r)
(65) lim sup logr — av,
alors

a(r) = M(r) — avlogr

est une fonction décroissante et ay = lim a(r) existe, fini, ou
valant — oo pour r = co.
En effet M(r) étant fonction convexe de log r la dérivée

d(r) = aM(r) existe comme dérivée a droite, et tend en crois-

dlogr
sant vers ay. On a alors
da(r) .
dlogr_d(r) av <0

qui montre que «(r) est décroissant.

CororrairRE. — Si V est de la classe (S,), et st ay est défini
par (65), il existe une constante C finie, telle qu’on ait quel que
soit z:

V(z) < avlog|l4| + C
et Uon peut prendre C = M(1).
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Remarque. — S1 V(z) = —r%log|P,,,(z)], ou P, désigne un

polynéme, m = degré P,, on a Ve(S)), et ay=1; alors ay
a toujours une valeur finie. Mais, par exemple, la fonction
V(z) définie par

Ve =0 s [dl<e

V(z) =1 4 log|lal] — VL 4 4log|ld] st [laf| > ¢
est plurisousharmonique dans C* et 'on a ay = — <.

Prorosition 26. — Soit V(z, ..., z,) une fonction de classe

(So). La fonction
(66) V’(zo’ Zyy oo - zn) = ay log IZOl + V<_z1_, ceey _ZL>’
0

définie par (66) pour z, 5= 0, se prolonge par continuité en une
fonction V' plunsousharmomque dans C(zy, ..., z,); V'
vérifie Uidentité (64); V' sera dit « homogénéisé » de V.

En effet d’apres (66), V' est plurisousharmonique sauf peut-
étre pour z, = 0. Dans le cylindre

G = [z2= (20, - - -5 %a); 2 lafE < r?]

on a d’aprés la Proposition 25 et son Corollaire :

Vi(zo, ..., 2,) < av log || + av log I—zr—l — ay.
0

Vi(zgy «v.y2,) < avlogr — ay

Il en résulte

qui montre que V' est borné supérieurement dans le cylindre
G,, donc borné supérieurement dans C**! au voisinage de tout
point de I'ensemble analytique A défini par z, = 0. D’apres
un énoncé classique (cf. [6, b]), V' se prolonge en une fonction
V' plurisousharmonique aussi sur z, = 0 (on définit en tout
point me A: V'(m) = lim. sup. V'(p), p—>m, peA).

D’autre part V' vérifie (64) d’aprés la définition (66).

La Proposition 26 est ainsi établie. Elle entraine comme
corollaire : toute fonction V appartenant a la classe de crois-
sance minimale (S;), de C* a son « homogénéisée » V' (au sens
de la Proposition 26) de la forme log U, ou U est I'indicatrice
cerclée régularisée d’une fonction entiére de type exponentiel
dans C™. Réciproquement si U est une telle indicatrice dans
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G+, la restriction de log U & z, = 0 est bien de la classe mini-
male (S,) de C". ‘

Il existe ainsi une correspondance bijective entre les fonc-
tions plurisousharmoniques de la classe (S,) de croissance
minimale et les indicatrices cerclées régularisées des fonctions
entiéres de C"*! de type exponentiel.
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