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Introduction.

Considérons trois espaces de Banach complexes B;
(j =1, 2, 3) et une application bilinéaire continue

B, X B, > B,
(by, by) — by X b,.

Considérons sur le groupe G = R" et deux espaces de dis-
tributions vectorielles D; (j = 2, 3) & valeurs dans B;, ayant
certaines propriétés (permettant de définir simplement la
convolution et la transformation de Fourier (ceci sera précisé
au § 1). On peut se poser le probleme de trouver I’espace
C, des distributions tempérées a valeurs dans B, qui envoient
par convolution D, dans D;: C; est ’ensemble des « convolu-
teurs » de D, 4 D; et I’ensemble des transformés de Fourier
FC, est appelé I’ensemble des multiplicateurs de D, a FD,.

Ce probléme est trop général et dans les cas concrets (D,
et D; donnés) on cherche seulement a trouver des sous-espaces
(aussi vastes que possibles) de C,.

On étudie ici surtout le cas ou les espaces D; sont des espaces
de Lebesgue L? de classes de fonctions vectorielles G — B;
de puissance p® sommable. La théorie a débuté dans le cas
scalan'e (B, = B, = By = C) ot G est remplacé par le tore T,

a l'aide de méthodes complexes. C’est Riesz qui a inauguré

. . 1
les méthodes réelles en montrant que ¢yp — est un opérateur
x

de convolution dans L? pour G = R. Calderon-Zygmund ont
étendu la théorie aux intégrales singulieres sur R* ([H]).
La théorie a été étendue dans diverses directions par
Hirschmann, Krabbe, Marcinkiewicz, Mihlin, Plancherel-Polya,
Stein, Steckin...
En 1960, Hormander a fait ([7]) une revue assez compléte
2
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de la question, en donnant d’ailleurs une version améliorée
du théoréme de Mihlin (et une nouvelle preuve). J. Schwartz
([27]) a remarqué en 1961 que la théorie se transposait au
cas vectoriel, la transposition étant plus compléte:

— s1 B; = G, B, et B; étant des espaces de Lebesgue
— ou si B, et B; sont des espaces de Hilbert H, et Hj.

Comme application, il étend le théoréme d’isomorphisme
de Littlewood-Paley pour LP(R, H) (démontré dans [18]
pour G =T et si H= CG). De nouvelles applications de la
théorie sont signalées par Benedek-Calderon-Panzone dans [3].

Il a été ensuite remarqué ([19], [32] et [14]) que les raison-
nements de J. Schwartz se transposaient pour G = R* T"
ou Z"

Dans le cas scalaire (B; = C) les inégalités de Calderon-
Zygmund ont été généralisées par Jones [11] (et Arnése [1])
pour démontrer qu’une famille (k). de distributions obtenues
par troncature d’une certaine distribution k liée a ’équation
de la chaleur, forme un ensemble borné d’opérateurs de convo-
lution dans L*.

L’idée était de refaire les raisonnements de Calderon-
Zygmund en remplacant la suite des partitions de R* qui
intervient dans le lemme de Riesz (et qui est symétrique par
rapport & tous les axes) par une autre suite de partitions ou
le n® axe joue un role privilégié.

Dans ce travail, la suite des partitions qui interviendra dans
I’énoncé du lemme de Riesz fait intervenir de fagon distincte
chaque direction d’axe (voir théoréme 3). Puis adaptant les
méthodes inaugurées par J. Schwartz ([27]) on énonce des
théorémes type Littlewood-Paley, Marcinkiewicz, Mihlin (on
généralise également la version du théoréme de Mihlin donnée
par Hormander). D’ou résulte I'application annoncée aux
équations quasi-elliptiques.

On montre ensuite comment ces résultats s’adaptent a
G = T" ou R" puis 'on donne quelques applications de la
théorie de l'interpolation.

On étudiera dans [15] le cas des espaces L? avec certains
poids (et la transposition de certains raisonnements de

Krabbe [13]).
Nous utilisons ici le langage et quelques résultats de la
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théorie des distributions vectorielles (voir [29]), ceci par
exemple :

1. Pour pouvoir parler avec précision d’opérateurs de convo-
lution (entre espaces de Lebesgue de classes de fonctions défi-
nies sur R* & valeurs dans un espace de Banach) qui ne sont
pas définis par des fonctions. C’est le cas des opérateurs Fi
et K, du § 3 qu’on peut considérer comme des généralisations
vectorielles des intégrales singuliéres de Calderon-Zygmund.

2. Pour pouvoir parler des transformées de Fourier de ces
opérateurs. ‘

Signalons que le § 2 n’utilise pas la théorie des distributions
a valeurs vectorielles.

C’est M. Jean-Pierre Kahane qui a suggéré et dirigé ces
travaux, ce qui nous donne une raison supplémentaire pour
lui témoigner notre reconnaissance.

1. GENERALITES (G = R*, T* ou Z").

Nous fixons ici les notations générales qui seront utilisées
dans les paragraphes suivants et nous rappelons les propriétés
générales des opérateurs de convolution et des multiplicateurs.

Notons d’abord ceci.

Etant donnée une fonction localement sommable K : R* — C,
deux nombres p et ¢ =1, vu que 'espace 9 (fonctions C®
a support compact : R* — C) est dense dans L?(R*, C) = I’es-
pace des fonctions de puissance p® sommables: R* — C, il

est facile de dire quand K définit un opérateur de convolution
de L?(R*, C) a LY(R" C):

(A) 3C>0, Vged |Kag|,<Clgl,
avec
(B) (K*)(-) = [ wK(— y) X oly) dy.

Les situations considérées ci-aprés se déduisent de la précé-
dente de la facon suivante:

On se donne trois espaces de Banach B; avec une applica-
tion bilinéaire continue notée X : B; X B, — B; (alors qu’avant,
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on avait B; = C, Papplication X étant le produit ordinaire).
Les espaces L?(R", B,) et LIR" B;) se définissent naturelle-
ment. On sait que l'espace (noté savamment D@ B,!) des

. o o« 4. . > . .
combinaisons linéaires finies ¢ & coefficients dans B, de fonctions

de D est dense dans LP(R", B,). Pour de telles fonctions ;,
K étant une fonction localement sommable a valeurs dans B,,
la relation (B) garde un sens. Donc la relation (A) permet de
dire quand K définit un opérateur de convolution de L?(R", B,)
a LYR*, By).

Il est clair que I'on peut remplacer dans ce qui précéde K
par une distribution a valeurs dans B, : nous supposerons
toujours K tempérée de facon & pouvoir parler de sa trans-
formée de Fourier.

On congoit que beaucoup de propriétés bien connues pour
des distributions scalaires (voir [28]) et en particulier pour
des fonctions de LP(R*, C) (voir [7]) se généralisent au cas
vectoriel : nous rappelons ci-aprés comment s’effectue cette
généralisation pour des propriétés utilisables dans le cas de
fonctions vectorielles appartenant a des espaces L.

Nous considérons d’abord, au lieu des espaces LP(R" B,)
et LIR" B;) des espaces plus généraux de distributions
(espaces notés D, et D;), par exemple, pour ne pas devoir
recopier ces généralités lorsqu’on introduira des poids sur
R" (voir [15]). Et nous avons supposé que les espaces D;(j = 2
et 3) vérifient les hypothéses (H) plutét que d’autres, parce
que ces hypothéses (H) sont vérifiées dans les cas que nous
considérerons.

1.A. Notations générales.

Espaces vectoriels topologiques et espaces de Banach.

Ces espaces sont indifféremment réels ou complexes s’
n’intervient pas de transformation de Fourier, obligatoire-
ment complexes sinon. La lettre H est réservée pour désigner
un espace de Hilbert, et la lettre B pour désigner un espace
de Banach. Comme tout ce travail est relatif a la catégorie
des espaces vectoriels topologiques localement convexes sépa-
rés ou les «fleches » sont les applications linéaires continues,
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il nous arrivera d’écrire si A, B, D sont de tels espaces:
(1) Acl,B_%D

ce qui signifie que f et g sont des applications linéaires conti-
nues et que f est une injection a image dense. L’ensemble
des fleches B — D est noté 4(B, D) ou ¥B) si B = D. Le dual
(ou I’antidual si le corps est C) fort de A est noté A’, la dualité
étant donnée par la forme bilinéaire

(2) AXA"—R ou C
(5, E,> | <2l), E')A,A,

Les groupes.

Dans ce qui suit, on cherche a traiter simultanément les
cas relatifs aux groupes G=R", T" ou Z". Le point courant
de G est noté:

= (2 ... Z,).

Le groupe dual de G est noté G’ (c’est R*, Z" ou T" suivant
les cas) de point courant & = (& ... &,).
Les caractéres sont donnés par e**{ avec

(3) z.t= él xk;

n 2
On définit |z| = <E x?) et de méme |&|.
i=1

La mesure invariante sur G (resp. G') est notée dz (resp. df).
Les distributions sur G et G'.

Nous employons les notations et les résultats de [28] et
[29], 'emplo1 des lettres D et I se prolongeant naturellement
de R* a T" et Z":

D(T") = J(T") désigne l’espace des fonctions C* sur le
tore.

Y(Z") désigne I'espace des suites & décroissance rapide.

B étant un espace de Banach, rappelons que les espaces
de fonctions différentiables ou de distributions définies sur G
a valeurs dans B se définissent par produit tensoriel :

(4) 9B = 98B = 98B = (9, B).
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On se bornera & la considération d’espaces D de distributions
tempérées : G — B vérifiant les conditions (H):

DeriniTion 1. — B; étant un espace de Banach (j = 2 ou 3)
on dit qu'un sous-espace vectoriel D; de 9'(G)®B; vérifie les
conditions (H) su:

— D est un espace de Banach réflexif

H) |~ ona (5) 9(G)®B; - D, ¥'(G)®B;
— Uinjection de D(G)®B; dans D; a une itmage dense
— D(G) ® B; est dense dans Dj.

Nous verrons en effet (relation (20)) que Dg peut étre iden-
tifié & un sous-espace de $'(G)®B,; et ceci donne un sens a la
derniére condition.

Convolution de distributions & valeurs vectorielles.

On suppose donnés trois espaces de Banach B; (j =1, 2, 3)
et une application bilinéaire continue notée X :

(6) B, X B, — B,
(bl, bz) — bl X b2 — b3

qui est telle que:
(7) si by X by = 0 pour tout b, de B,, alors b, = 0.

On considérera ainsi:

Ezxemple 1.
A étant un sous-espace vectoriel fermé de ¥(B)
(8) AXB—B
(K, b) — Kb
Ezxemple 2.

H étant un espace de Hilbert

9) 2 x H— 12(H)
(@) B) = (a,h).

Exemple 3.

[*(B,) désignant ’espace des suites d’éléments de l’espace
de Banach B, dont les normes sont uniformément bornées;
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on suppose donnée une application bilinéaire

(10) B, x H—H
(b, h) —> by

qui vérifie la condition (7).
Et I'on considére

(11) 1*(B,) X (H) — I2(H)
((@n)ns (Ba)n) F—> (@nbp)n-

On trouvera par ailleurs beaucoup d’autres exemples (opéra-
teurs de convolution définis par la résolvante d’un opérateur
non borné d’un espace de Banach, opérateurs de [3]...).

Opérateurs de convolution (ou « convoluteurs ») de Dy a Ds.

On se donne G = R", les 3 espaces de Banach B; et (6),
vérifiant (7), ainsi que 2 espaces de distributions tempérées

(12) D, §'(G)®B; i=2,3.

11 est clair que la convolution de toute K de ¥'(G)®B, par

toute ; de 9(G) ® B, se définit directement (c’est une régula-
risation). N

Nous remarquons que si ’on prend toutes les ¢ de H(G) ® B,
de la forme

(13) g=Dbw avec byeB, et g dansD(G)

. P >
et que si 'on a pour toutes ces ¢, K9 =0,
soit

(Kxo)by =10, Vg, Vb,

alors d’apres (7), cela entraine K+¢ = 0, V¢; donc K = 0.
Nous posons alors la

DériniTion 2 (espace C des convoluteurs de D, a D;). —
L’espace C des convoluteurs a valeurs dans B, envoyant D,
dans D, est Uespace des distributions tempérées K a valeurs dans
B, qui par convolution envoient D®B, muni de la topologie
induite par D,, dans Dy. Grdce a la remarque précédente on peut
munir cet espace de la norme d’opérateurs :

(14) |IK|le = sup||K » g
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> . . .
lorsque ¢ décrit les fonctions de d ® B, qui sont dans la boule
unité de D,. Faisant subir a cette situation la transformation
de Fourier %, on obtient la

Derinition 3 (espace M des multiplicateurs de FD, & D).

. FD(j = 2,3) désigne Despace (naturellement munt d’une
structure d’espace de Banach) des transformées de Fourier des
éléments de D;.

. On définit de méme

(15) FE = M.

. L’espace MW (naturellement normé) est appelé Uespace des
multiplicateurs d valeurs dans By, de FD, a FD,.

(Par produit multiplicatif associé a (6) les éléments de M
définissent des opérations linéaires continues de FD, a FD,.)

1.B. Propriétés générales des convoluteurs.
Transposition (voir [27] et [3] pour le cas vectoriel; et
[28] dans le cas scalaire).

a) L’opération suivante correspond a la transposition dans
le cas ou B, = 4(B,B;).

Dirinition 4. — Etant donnée Uapplication X définie par
(6) et vérifiant (7), nous lui associons X -ainsi définie
(16) B; X Bs—B,
t
(by, bs) +—> by X by
avec

t
Vb, € By: (b, by X by)p,cn, = (by X by, bg)s, x5,

(cette application est bilinéaire, continue et vérifie (7)).
Ainsi a (8), (9), (11) 1l correspond respectivement :

(17) A X B —B’
(K, ') — Ke'
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ou ‘K est le transposé de 'opérateur K
(18) P xPkH —H
(@) (b)) — 3 a,.B,

alors que l'application (11) se correspond a elle-méme.

b) 9(G) et B étant des espaces de Fréchet, 9(G) étant
nucléaire, le dual de $(G)®B est ¥'(G) ®B’ la dualité étant
donnée par

(19) <Z b ® ¢;, § b}®Tf> = 2, (b:bj) Ty(e).
Par transposition de (5) il vient:
(20) §'(G)®B"<——D'.

Ceci permet d’identifier D’ 4 un sous-espace de ¥'(G) ® B’.

c) Les notations étant celles de la définition 2, cherchons
la transposée de I'application

K*: D2_>D3.

Vues les hypothéses de densité (voir (H)), il suffit de cal-
culer (K=, 1)

(21) pour ¢ = 2 big,, bi e B,, ¢: € D(G)

(22) ¥ =3B, bieB, ¥,e9(G).

D’ou j

(Keg, W= [, dx<§ (K *g;)(x) X b, ; by’ \Fj(x)>33><1s;
= [do (30 3 (Ko g)fa) W) X B

. Eo,
= (30 Jyea 50K L)) X b7 dy
= o (3 U KT,
= (g, K« ¥)

(23) ot ’'on a posé K(z) = K(— z). Nous énoncerons

ProrosiTion 1. — Les B; sont des espaces de Banach tels
que Uon a (6) et (7). Les D;e 9'(G)®B; (j = 2,3) vérifiant les
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hypothéses (H); alors Uespace C des convoluteurs K D, D,
d valeurs dans B, est isométrique a Uespace des convoluteurs
Dy — D, a valeurs dans B, pour Uapplication (16) ('isométrie
est définie par K — K donnée par (23)).

Fermeture de la boule unité de C dans ¥'(G)®B,.

Prorosition 2. — Les notations étant celles de la définition 2,
la boule unité (fermée) de C est fermée dans 9'(G)®B,; (et méme
dans cet espace muni de la topologie induite par 4(9(G), B,)).
(Ceci correspond & un théoréme de [7].)

En effet, si les K;e ¥ (G)®B, décrivent une boule de €
il existe une constante C telle que

Vied(G)®B,, VgeD(G)eB;
K(Ki*f, @)l = [(Ks, f* 2)] < Clf o, glo;

Comme K; - K dans $'(G)®B, on a
Lim [(K;+f, &)l = KK+f, &)l < Clflv,lglv,

d’ou la conclusion.

Intégration par rapport & une mesure bornée sur Q d’une
fonction : Q — M.

Examinons d’abord le cas scalaire :

Ce qui suit correspond & un théoréme de Steckin ([30]),
voir aussi J. Schwartz ([27]).

Prorosition 3. — Considérons deux espaces D;(j = 2,3)
vérifiant (H) et appelons M Uespace des multiplicateurs scalaires
FDy — FD4 correspondant a Uapplication bilinéaire

(24) CxB—B
(e, b) — ab

(donc By = By = B).

Q étant un espace localement compact, notons M Pespace des
mesures (complexes) bornées sur Q. Soit u.e M. Pour tout w e (Q,
on se donne un multiplicateur Y, (.) de M tel que:

(25) Ulapplication Q X G'—C
(0, §) —= Y, (&)

soit mesurable pour la mesure dw, df.
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(26) lorsque © varie, les normes des multiplicateurs Y,(.)
sont (uniformément) bornées par une constante C.

(27) La fonction

OE) = [,eq Yolf) dp(o)

est localement sommable et & croissance lente. Alors c’est un
élément de N de norme < Cl|y||.

En effet, f et g étant des éléments de D(G)® B et
D(G)®B’, posons
(28) _
= 3(2(.))
?:37’ l{f.zgg f=F*f-

L’identité de Parseval donne

(Fof, 8y = [ @) 2),  W(E))de
= [ 70 Half) dwfw),  TEY .

Les hypothéses du théoréeme de Fubini étant satisfaites
(d’apres (25), (27), (28)) on a:

= [ du(w) f; () Ya(), TE))dz
Donc d’apres (26)

(29) IKF «f, &)l < Cllxlllf 1o, 8-

D’ou P’assertion.
Les exemples seront donnés plus tard.
Nous aurons besoin de la remarque simple suivante:

ProrosiTioN 4.

Soit B un espace de Banach.

Sotent D; (j = 2 et 3) deux sous-espaces de 9'(G) ® B, vérifiant
(H).

Soit By un espace de Banach et . une application bilinéaire
continue :

(30) B, x B—>B
(bo, b) —> by b.
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Alors pour tout by e By, et tout multiplicateur scalaire K de
FD, a FDg pour Vapplication bilinéaire naturelle :

C X B—B

(A, b)—=2b

la distribution b,K, & valeurs dans B, est un multiplicateur de
FD, a FDy, pour Papplication bilinéaire (30), et de norme majorée
par_[bol K, - _

Nous allons & présent nous restreindre au seul cas auquel
nous nous intéresserons dés lors ici (voir un autre cas dansle tra-

vail [15]).

1.C. Cas ol les D; sont des espaces L.

Introduisons d’abord quelques notations générales concer-
nant les espaces de Lorentz voir ([9]).

On se donne un espace localement compact ’ muni d’une
mesure de Radon @ > 0. B étant un espace de Banach, par
« fonction» f: Q' — B nous entendons une classe d’équi-
valence (relativement a () de fonctions mesurables au sens
de Lusin.

DérintTion 5 (voir [9] par exemple).
1. A la fonction f on associe
— la distribution fx de f définie par:
(31) R+ — R*
o> fx (o) = [|f| > o]
f* (o) est la wp-mesure de Uensemble des points «' de ('

o |f(e)] > g
— la fonction f* équimesurable a f.

(32) f*(t) = inf{te R+, fx(y) <t}

f*: Rt — Rt est continue a droite et a méme distribution que f.

2. Pour tout qe 10, + o[ et tout se]0, + o], Pespace
de Lorentz L¥(B) est (33) défini comme Uespace des f: Q' — B

telles que
% 1 " S du\s
If'qx = (f‘; (uq f (u)> T.:/—l’> < .
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On sait:
— que ces espaces sont quasinormables (voir Kothe [12])
en ce sens que l'application
L#(B) — R*
f—If las

a les propriétés d’une norme, sauf la propriété concernant
I'inégalité triangulaire, qui est remplacée par ceci:

3C(gs), Vf et geL¥(B), |f + gl < Clgs)(|f o + 18les)-
(Cette « quasi norme » définit naturellement une structure
d’evts sur L#(B).)

— que pour ¢q et s > 1, les espaces vectoriels topologiques
L#(B) sont en fait normables et complets (ils sont isomorphes
a des espaces de Banach);

— que st 'on fait s = g, L*(B) est isomorphe a l'espace
de Lebesgue L¢(B) des classes de fonctions f: (' — B telles
que:

1
(34) Fle = (foseq (@) (o)) * < a0
— que L% est « une fonction croissante de s »; en ce sens que
8 < s=> L#(. | B) - L#(Q, B)

— que L intervient trés naturellement dans les applica-
tions de type faible (telles qu’elles sont définies par exemple
dans [33]).

Adoptant les notations du § 1 B, et faisant dans les défini-
tions ci-dessus ' = G muni de la mesure de Haar dz:

(35) — nous faisons dorénavant I’hypothése : By réflexif
(36) — nous poserons toujours

D, = L#(G, B,), D, = LG, B;)
avec 1<p<oo, 1 <qg< oo.
(37) Alors, on sait qu’alors Dy est réflexif et que son dual
est L7(G, By) avec —(1]— -+ —qiT = 1.

<De méme on pose 1 + —1,- = '1.)
p p
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Nous appellerons cellule de G tout ensemble de points z
de G dont les coordonnées z' sont telles que

(38) C<|t—ai| <C* i=1,...,n

ou les 3n constantes Ci, C'Y) zj dépendent de la cellule.

La théorie de Uinterpolation des applications linéaires (voir
par exemple [4], [17]) a d’importantes applications concer-
nant la théorie des multiplicateurs. On utilise surtout les deux
théorémes suivants:

TatorimeE 1 (Version de Hunt du théoréme de Marcin-
kiewicz: voir [9]). — Soient (Q'w') et (Q"w") deux espaces
localement compacts munis chacun d’une mesure de Radon
positive (' ou W"). Notons L#(Q B) Pespace des fonctions
étagées ()' — B muni de la topologie induite par L¥(Q', B).
Alors si pj, q;, r; (j = 0, 1) sont des nombres tels que:

Po 7 P1s 9o 7 G,
p; et ¢;e]0, + oof, r;e]0, + oo]

et st T est une application linéaire continue :
Leri(Qy, By) — Lu=(Q", By);
alors Vs € |0, 4+ o], posant pour tout 6 € ]0, 1]
1 1 — 6 ) 1 1 — 6 )
—_— —-I— —_ —_— = + —
Po Po 141 90 90 31

on a une application linéaire continue:

Las(Q', B,) — Las(Q”, B,).

L’énoncé précédent est encore vrai si on supprime les tilda.

Dans le cas ou Q' = G, le théoréme est encore vrai si LA
représente seulement les fonctions combinaisons linéaires
finies de fonctions caractéristiques de cellules, ou méme d’un
certain type de cellule (voir § 2, lemme 1). L’intérét de rempla-
cer Lrr par TP est que dans I’énoncé du lemme de Riesz
(§2) on n’a que des sommes finies qui interviennent (on
compensera par la suite cette restriction par prolongement
continu).
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Une classe importante de convoluteurs est donnée par le
théoréme de Young, ou mieux le

Tatorime 2. (O. Neil, voir [23]). — On se donne (7).
P, q, r étant des nombres tels que

(39) i+i=i+1,
T
2, 2e[0,1], —elo,1[,
IR S

alors on a une application bilinéaire continue
(40) L™(B,) * Lr(B,) — L(B,)
(41) donc a fortiori st ¢ > p on a:
(42) L™(B,) «L?(B,) — L?(Bs).

Dans le cas scalaire ceci entraine le lemme de Sobolev:

. 1 . .
La convolution par W envole I? dans L7 si
x

(43) —i——l—%=1—|——;— (a, p et ¢ > 1 avec g > p).

En plus de ces 2 théorémes importants nous utiliserons les

Remarques.

10 Dans une premiére étape (inégalités de Calderon-
Zygmund) on va considérer des distributions Ke9'(G)®B,
définies par des fonctions localement sommables (a croissance
lente). On voit (par régularisation) que pour de telles K:

(44) la définition 2 est équivalente & la définition corres-
pondante obtenue en remplacant 9(G)® B, par les fonctions
(étagées) sur G qui sont combinaisons linéaires finies (a coef-
ficients dans B,) de fonctions caractéristiques de cellules.

Ensuite, dans les applications, en utilisant les inégalités de
Calderon-Zygmund et la fermeture de la boule de € dans
¥'(G)®B,, on en déduira I’existence de convoluteurs qui ne
sont plus des fonctions.
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20 Pour tout %, € R*, I'application
Lo(B,) — L(By)
f(.) — &7 f(.)

est une isométrie.
Donc, la translation de &, opérant dans FLr:

fl)—fGE+.)

est une isométrie. Donc si K est un multiplicateur (de L?(G, B,)
a LYG, Bj;)) alors K(Eo + .) est encore un multiplicateur
(de méme norme et de méme type que K).

3° Mieux, dans le cas ou B, = }(H) = B; et B, = [~, si:

A,

R)(E) = (K1<E))zez

est un multiplicateur dans FLP(G, [?>(H)) pour I'application
bilinéaire (11) ou B; = G; alors, quelle que soit la suite &
de points de G, la fonction:

G—1I

E— K&+ %)
est un multiplicateur dans FL*(G, 2(H)).

40 Se donnant (6), on suppose qu’une distribution K;:
G — B; ‘est un convoluteur du type:

Lr(R,,, B;) — L?(R,,, Bs).

Notons = = (%, ..., z,) = (%,Z) le point courant de Rj.
S1 ¢ est une fonction quelconque de D(G)®B,, on a:

o o] [ Kaler — 3, %) 9y, 7)| "y < C [ lg(a@)P da.
En intégrant par rapport & Z chaque membre 1l vient que
I(K®&)*g| < Clel,

ou J; représente la distribution de Dirac concentrée a 1’origine
de R21. Donc K; ®¢; est un convoluteur du type:

L#(R", B,;) — L*(R", B,).
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2. INEGALITES DE CALDERON-ZYGMUND.

Ces 1inégalités jouent un rdle essentiel dans la théorie.
Suivant Jones ([10]) nous introduisons certaines
(fonctions numeériques t — Q,(t) j =1, ..., n) défi-
nies sur R*. Chacune d’elles est supposée continue,
(45) croissante (strictement) de 0 & + oo lorsque ¢ croit
de 0 & + oo, et telles qu’il existe une constante

C; telle que

(46) Vj=1,...n,  VieRH D,(21)

0,(2)
On considére dans ce paragraphe, la convolution des dis-

tributions vectorielles (définies sur R* = G, a valeurs dans
B,, B; ou B; qui est associée a I'application (6).

< C;.

TutoriME 3. — On se donne des nombres r, p;, q; (j =0
ou 1) tels que
\ 7 P, 7 % F @
(47) o<t o Lr, Ly
i "
0L — et — < 1.
= po 90
\
14
e B
/um1 (% ’—;T)
1y
,/. Mo (1p0 ’ 90
o| .~ 7 >1/p
1 e A

-—-l
1 -1

(48) K est une fonction localement sommable G — B, et
& crotssance lente qui est telle que

10 3C, > 0 et A e N tels que pour tout ye Q,_, on a VlieZ
(49) Jacorg, [K(z — 9) — K@) dz < G,



50 PAUL KREE
ou Q, désigne VleZ, U'ensemble des points x de G tels que
(50) |z < Di(2Y pour v=1...n

20 L’opérateur Ksx envoie Uespace des fonctions étagées
R" — B, munt de la norme de L™(G, B,) dans L**(G, B,) et sa
norme est inférieure a C,.

Alors, posant pour tout 6 e 0, 1]

1 _1-—6 1—9

] 1
(1) = T
Ps Po D1 9o 9o 0

K« définit pour tout s<[0, + oo] une application continue
de L7 (G, B,) dans Le¥(G, By).
(52) De plus, il existe une majoration de la norme de cette

application en fonction de n, p;, q;, 6 ... ¥, G, C; ... mais
ne faisant pas intervenir K.

Commentaires.

— Pour ¢,(t) = ... =P,(t) =, le théoréme 1 est équi-
valent a la version vectorielle donnée par J. Schwartz (voir
[27]) du théoréme de Calderon-Zygmund.

— Pour ®,(t) = --- ®,(t) = t, le théoréme 1 est équiva-
lent & une version vectorielle du théoréme de Arnése ([1]).

Preuve du théoréme 3.

Elle s’effectue en 4 étapes.
— Dans une premiére étape préliminaire on établit I’exis-
tence d’une suite doublement infinie P, de partitions de

G+ = la partie positive de G = R*"
= les points z = (2, ... z,) de R" de coordonnées >0

en cellules ayant certaines propriétés.

(Ceci correspond au § 4 de [11].)

— Dans une deuxiéme étape préliminaire on établit une
certaines écriture et certaines inégalités relatives & certaines
fonctions de L(G, B,).

Ceci correspond au lemme de Riesz tel qu’il est énoncé par
Stein dans [31].

— L’étape essentielle est la 3¢ qui consiste a établir que
K« définit un opérateur continu d’'un sous-espace vectoriel
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dense dans L!'(G, B,), munmi de la topologie induite, dans
L=(G, Bs).

— L’étape terminale consiste a appliquer ’extension donnée
par Hunt du théoréme de Marcinkiewicz (voir [9] en général
ou [33] tome 2 et [4] dans des cas particuliers).

2.A. Premiére étape.
Construction d’une suite de partition P, de G™.

La méthode de Jones (§ 4 de [10]) permet de démontrer le
LemmMe 1. — On se donne n fonctions ®;: Rt — R+ telles
que (46).

Alors il existe une suite doublement infinie (P,)yez de parti-
tions de G+ en cellules telles que :

1. Les cellules (égales) de la partition P, sont délimitées par n
séries d hyperplans équidistants d’équation

(53) — pourv =20

z; = 1P;(1) avec leN, 1=1,...,n
(54) — pourv <O
=k—'l(g(—1)l_c: avec leN, 1=1,...,n
A

(55) — pourv >0
z, =10, (VK ... K avec leN, 1=1,...,n
les nombres ki étant entiers et tels que
(56) 1<K < [2Cq).

2. Quel que soit Uentier i e {1 ... n} la longueur d des arétes
paralléles au 1® axe de coordonnées de cellules, de la partition P,
est compris entre

%(D,-(ZV) et B2,

Donc les partitions P, de G* sont de plus en plus fines
(resp. grossiéres) lorsque v — — oo (resp. + o); les cellules
de la partition P, sont toutes égales et « sensiblement » sem-
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blables a la cellule Q, d’arétes ®;(2'); et P,; se déduit de
P, en divisant chaque cellule de P en au plus [2C;5]* cellules
égales.

2
h ¢
2/ 4o
([ \|
a3

2Hm
! B

|
1
! cellule de P4

(1)
/ dT-c_ellule de Ry
i

0 ol 29| %,
Figure pour G = R?

Démonstration.

a) Le lemme est évident pour &,(t)=--- §,(t) =¢. On
part de P, définie par les hyperplans #; = n puis 'on définit
P_,P_, ... en divisant successivement chaque aréte par 2
puis PP, ... en doublant successivement chaque aréte.

De plus quels que soient v et v' les cellules de P, et P, sont
semblables puisque ce sont des cubes d’aréte 2. Pour passer
de P, a P,_; (resp. P, a P,,;) le rapport de dissection (resp.
de multiplication) de chaque aréte est toujours égal a 2.
Il n’en sera plus de méme pour des ®; quelconques.

b) La démonstration ci-aprés transpose la démonstration
de Jones (relative a v<C 0 et Qp(¢t) = --- ®,(t) = t). La parti-
tion P, est définie par les hyperplans d’équations z; = I®;(1)
avec le N.

¢) Pour définir Py, P,, ... il suffit d’aprés (57) de définir
par récurrence la suite des nombres k; ... k, .... Pour tout
v>0,d} ... d} désignant les dimensions des arétes de chaque
cellule de la partition P,.

P, est définie par les hyperplans a2 = Q,(1)ki ... ki;
i=1...n
avec

(57) bl

(ot le symbole [z] signifie: partie entiére de z)
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et
i — | (giy= i -1 2u(2)
(58) ki = [(kl) 1 (K <1>,.(1)]'
On a ki > 1 car si on suppose ki, ... ki > 1, il vient:
ha s B2
(59) (ki) ... (k) o,(1)
— ()1 (i) iy 2u(2) ) Bi(274)
- (kV) lg(kV) ... (kv—l) 1 1(1 i (I)l(z)
> (k) |
_ 21 o i
= ) >1 d’ou Ky > 1.
On a pour tout v >0 et tout : =1 ... n, kyyy << (2C) car:
; o 22) _ iy iy-1 24(2")
(60) ()™ ... ()™ Gy § - () w0
< (ks)-l[ ] + 1< (K (4 1) <
D’ou &2+
L ; ; V41
(61) kv = [(ki) e ) ®,(1) ] ¢, (211
<[2%%)] <wel
De plus (60) prouve encore que
(62) 1 <2 <o
car '
(63) dy =k ...k ®(1) (ethki>1).

Ceci entraine le 2¢ du lemme.
De méme (61) entraine le 3¢ du lemme.

d) On définit de méme P_;, P_,, ... a I'aide des nombres
Ky ...k, ... tels que

ki, = [(ki—l)_l <o (R g(—é_—i—);)]
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2.B. Deuxiéme étape.
Lemme de recouvrement de Riesz.

Notons L#(G*, B,) l’ensemble des fonctions étagées :
G* — B, qui sont combinaisons linéaires finies de fonctions
caractéristiques de cellules de I'une quelconque des partitions
P, (associées par le lemme 1 & la donnée de fonctions &,

telles que (45) et (46)). On a le

Lemme 2. — Pour tout s > 0, toute ueil(G““, B;) peut
s’écrire:

jetk=1

(cette somme double étant finie d’atlleurs).
Cette décomposition étant telle que:

(65) - [l + 2 l“’ﬂcll <3 |uly

(66) -« Pour tout xe G*, on a |v(x)] < [2C5]"s.
« Les wj, ont des supports contenus dans les cellules disjointes
I, de Uune des partitions P,, et ont une intégrale nulle. Soit:

(67) [ () dz =0
(68) wi(xz) =0 sl zel,
(69) - S |1 < 1.

Preuve du lemme.

Comme les cellules de P, deviennent arbitrairement grandes
lorsque v — o0, il existe un v tel qu’une cellule Q de P, donne
lieu a: :

u nulle en dehors de Q,

‘ O
et 1l JweQ lu(z)| de < s

— Appelons I, ... L;; les cellules de P,_; contenues dans Q
qui donnent lieu a

(70) o f (@)l da >



SUR LES MULTIPLICATEURS DANS FLP 55

Alors

(1) 8|y < o, 1@ dz < [ 1ul(2) do
< s]Q| < [2G,]" S'IUI-

Je définis alors la restriction de ¢ a I, par

(72) o(z)= 1 u(y) dy (= constante donc) pour z € I,

o l [Utl J x€ly,

et je définis wy, 4 support dans I, par:

— I
1) ole) = | P
—> Considérons les cellules de P, ; contenues dans Q, diffé-
rentes des cellules I, ... I;; ci-dessus. Appelons
Ly Tog oo Iyt

les cellules de P,_, contenues dans 'une d’elles.qui donnent
lieu a

1

I I2.l'| J z€lyj

|u(z)| dz > s.

Alors...
— ...

— Aprés un nombre fini j, de telles opérations la fonction u
est constante dans chacune des cellules I, et des inégalités
analogues a (71) prouvent que cette constante C’ est telle que

C < [2C,]s.

(74) On pose alors ¢(z) = C' si « appartient a la réunion
des I, (k seul, varie) et ¢(z) = 0 si z n’appartient pas a la
réunion de tous les Ij;.

— Nous pouvons alors vérifier les inégalités du lemme :

(72) et (74) prouvent que

()] < [2C]"s
(72) prouve que

Jear, W@ 2 < [ Tula)] da
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Donc avec (73) 1l vient

Joar, [wn@) do = [, |u(@) — o(a)] da
< Jeer, (W(@)] + [0(2)]) dz

D’ou en rapprochant ces 2 derniéres lignes

e, 9(@)] do + |wala)l do < 3 [, |u(a)]| da.

La relation (69) résulte de (71) par addition terme a terme.

2.C. Troisiéme étape.
Montrons que K* est telle que:
(75) L *(By) > L(By)

(f désignant une fonction étagée: G — B,, nous noterons en
général f sa convolution par K).
On utilise alors le fait que, quelles que soient les fonctions

g: G—>B;
(76) t=1...k), quel que soit c>0

k k
> > ko Z
i=1 g

lg] = ol

(voir notation précisée par (31); cela résulte du fait que si la
somme de k vecteurs a une longueur > ko, I'un au moins de
ces vecteurs a une longueur > ¢).

(77) Quelle que soit la fonction ueL(G, B,;) de norme
< 1, désignant par u; (i ==1...2" la restriction de u &
chaque portion de G (analogue a G*) limitée par des hyper-
plans 2/ =0 (j=1... n)

Il s’agit de vérifier que

an C
S u|>0 <?‘

i=1

G, Vo > 0, Vu vérifiant (77),

Vues (76) et la symétrie de la figure, il suffit de montrer

3C, Vo > 0, Vu a support dans Gt vérifiant (77) Cr :

4] > o] <—

A une telle u, nous appliquons le lemme 2.
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Posant w = 3 wj, et appliquant la remarque (76) a
g &=+ %
on est amené a vérifier deux choses
10 A-t-on [|§| > o| < ;C,-?
Or d’apres les hypothéses (20 du théoréme 2)
[P > s < Cloly, = C ( f, o(a)| da) ™
d’ou avec (66)

— 1 1
< C2[Cs]%s) P [P < Cs &
Donc
1 1—1 1_1
<78) ”6| > C"Iq0 < CS Pog—1l — C,g" Qo g1,

Avant de répondre a la question 19, étudions le
mA+mum>q<;%?

w; ayant une intégrale nulle et étant a support dans I,
on a

D) = [rar, (K@ — 9))wlyl dy
z;, désignant le centre de la cellule I, et utilisant la notation
(50), on a
L=z + Qu.n
donc
(./;ﬁxjHQm l&f"(x)lr dx)
S(Semsnoaisel frmapea/Kle = ) = Ki@ljwily)] dyr)

Posons Ij, = z;;, + Qua.
On a donc en faisant dans la derniére intégrale les change-
ments de variables

1r

T—Zp=2, Y—Yp=y

et en appliquant l'inégalité de Minkowsky
r Ir
(foers Il da)"
i 1
< ‘/y,EQ' ijk(yl)l dy, (;/;IGQNH IK(.%’ - y,) - K(x’)lr dx,) ’ .
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Donc il vient en utilisant (49)
<C ﬁeljk lw(y)| dy = Clw ;.

Posons O = U I}, on a puisque CO; U C T
The Tk
(Joo 1@l do)™ < ( fo, Bala)l* do)™ < C 3l
d’ou

< 3C avec (65) et (67).
Donc la mesure! de la partie de {:O ou |[w| > o est telle que
le*¥ < (3C)"
1 BC)y | 1 s
d’ou ||| > o] < ! 4 0] <=+ + st d’apres (69).

(e}
D’aprés cette relation et (78) on réalise

Pl>ol et 9>l <
si 'on prend s = o".
Applications de ce théoréme.
1°© On sait que le cas ¢, =P, = ... = @, permet de

montrer (voir [7]) que les intégrales singuliéres définissent
des opérateurs de convolution dans L?: K étant une fonction
R: — G, homogéne de degré — n, d’intégrale nulle sur la
sphére unité, continue dans le complémentaire de 1’origine,
Pintégrale singuliére définie par K est la limite dans 9'(R2)
des distributions (¢ variant):

K, = restriction de K au complémentaire de la boule de
rayon &, qui est centrée a 'origine de RZ.

20 Utilisant le 19, et en appliquant les propositions 1, 2
et le théoréme 3 (lorsque @,(t) = ¢, V,), J. Schwartz a démon-
tré ([27]) que pour tout espace de Lebesgue L7 (1 < ¢ < o),
toute intégrale singuliére K définit un opérateur de convolu-
tion dans L?(G, L?) avec 1 << p << o0, I’application (6) étant 1c1:

G x Lt — Lt
(A, f) = Af.
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3% Jones et Arnése ont donné ([1] et [10]) des applications
du cas ¢, = --- = @, a I’équation de la chaleur.

40 Nous allons a présent utiliser le cas ou
(1) = t pour i=1,...n

(ou @y, ..., a, est une collection quelconque de n nombres > 0)
pour démontrer, quel que soit I’espace de Hilbert H, un théo-
réme d’isomorphisme relatif & Lr(G, H), correspondant a4 un
théoréme de Littlewood Paley (relatif & G = T : voir [18]).
Puis au § 4, nous déduirons de cet énoncé de nouvelles classes
de multiplicateurs dans JL* (G, H).

. . , 1
Nota. — Par erreur, nous avions omis ’hypothése P 1
en énongant le théoréeme 3 dans la note [16]. 1

3. THEOREME D’ISOMORPHISME
DE LITTLEWOOD-PALEY.

Il a déja été remarqué (voir [14] et [19]) que la démonstra-
tion de J. Schwartz a donné pour G = R, de ce théoréeme
(voir [27]) s’étend naturellement de la facon suivante a R":
la collection des intervalles {%e Q, e2¥ << £ < e2¢+1} ._., étant
remplacée par la collection des couronnes kez

(79) E,- = QJ\QJ‘—I
ou Q; est I'’hypercube :
80) Q,= {teR" vi=1...n |5 <2/}.

A présent, utilisant la version du théoréme de Calderon-
Zygmund énoncée au § 2, nous allons pouvoir remplacer les
cubes Q; par les cellules Q; du type suivant

81) Q= fEeR", vi=1...n |5 <2%{
ou les nombres a; sont quelconques:

(82) 0<a; < oo.
Les couronnes F; deviennent alors

(83) E;j=Q — Q.
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Nous verrons au § 4 que cette extension a des applications
intéressantes a la théorie des multiplicateurs.

TutorkMe 4 (type Littlewood-Paley: voir [18] et [27]).
— Soit G =R", H un espace de Hilbert, 1 < p < o, et E;
les couronnes (de G’ définies ci-avant). Alors Uespace de Banach
L*(G, H) est isomorphe de la fagon suivante au sous-espace X de
L?(G, #(H)), munt de la topologie induite, formé par les fonc-
tions ;;) = (gx)xez dont les transformées de Fourier (E) = (8i)kez
sont telles que pour tout k, g,: G' — H soit une distribution a
support dans E,. L'isomorphisme associe & toute fe LP(G, H)
la fonction de L#(G, I2(H)) dont la j¢ composante est la transformée
de Fourier inverse de la restriction f; de f a E,.

Autrement dit, y; étant la fonction caractéristique de E;
et K; sa transformée de Fourier inverse:

fi= g(Xj’f) = gX.i*f

on a I’équivalence de normes:

i~ ([ a3 Ifj(w)lz>p/2>%-

Suivant J. Schwartz, on interpréte cet isomorphisme comme
impliqué par la continuité des applications A et B:

(87) LA(G, H) =%~ X e— L¥(G, I*(H))
B

correspondant a la convolution par la distribution K
(88) G—B & (Ka),

pour les applications bilinéaires (9) et (18) respectivement.
Comme ces applications se correspondent par transposition
(voir § 1B), d’aprés la proposition 1, il suffit de montrer que A
et B sont continues si 1 < p < 2.
Il est naturel, puisque le théoréme est évident pour p = 2
(Plancherel), d’essayer d’utiliser les inégalités de Calderon-
1 1 1

1
Zygmund avec — = — =1, — = — = —. Comme c¢a ne
ve P S " Po % 2
marche pas, on va écrire différemment les opérateurs A et B.
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On introduit alors une fonction @, e D(G’).

— valant 1 dans E,
) |~ a support dans Q,\Q_,

— telle que pour N’ entier suffisamment grand

(voir (103)) on ait:
Jrew [E120(E)] dE < co.
Puis 'on pose pour tout entier relatif [:
90) Q) = By ... &) = Dy(2—E, ... 2= E,).
(91) Remarquons

VieZ 8 = DE)y(8).

(92) Si I'on pose F =30, F,= 50, alors (91) prouve:

10 que lapplication A est la composée de deux autres I
et II;

20 et vue la définition de X, que B est continue si III I’est :
les applications I, II et III sont définies par le tableau ci-apres :

(elles correspondent a des convolutions, I’application bili-
néaire correspondante étant indiquée sous la fléche).

les
espaces —
les LG, H) == L¥(G, I*(H)) - L¥G, I*(H))
applications
I
(99) L f g (Fep
I1
I (80 1] avee B =€ (Ke* 8
g 111
1 2 Fk*fk*(ﬁ)_' (fic)x

(Papplication B est la restriction de III a X).
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La continuité de I et III d’une part (qui correspondent au
méme noyau de convolution F)) et de Il d’autre part,
se démontre de facons différentes:

— pour I et III on utilise le théoréme 3

— pour II on utilise la proposition et les remarques termi-
nant le § 1.

Preuve de la continuité de 1 et 111 pour 1 < p << 2.
Pour tout entier N > 0, introduisons le noyau tronqué

(94) F)N = (Fn)|n|.gN et ZﬁN = gﬁ\'
On remarque que les fonctions
(95) G —C

Er—DE)

sont uniformément bornées en module lorsque leZ; et qu’en
un point £e G, il existe au plus 3 fonctions @' non nulles.
D’aprés le théoréme de Plancherel, la convolution par les

B~ (pour les applications (9) et (18)) définit deux séries d’appli-
cation L*(G, H) = L?(G, I*(H)), uniformément bornées (N
variant) lorsque p = 2.

I1 suffit alors de montrer que :

aC>0 et A >0, VielZ, VN, VyeQ

(96) Srcong [FN@ — y) — FY(2)| do < C.

En effet:

— le théoréme 1 prouvera que les normes des opérateurs
F™ sont uniformément bornées dans Lr.

— Or 3% - & dans 9" (G)®(H), lorsque N — + oo.

— Donc (F est un isomorphisme) FY>F dans 9 (G),
lorsque N — + oo.

— Et comme (d’aprés la proposition 2) la boule unité des
convoluteurs d’un type donné, est fermée dans 4'(G)BE,

il en résulte que F est un convoluteur du type voulu.
Effectuons le calcul prouvant (96).

Partant de (90) un changement de variable linéaire dans



SUR LES MULTIPLICATEURS DANS ng

I'intégrale exprimant F, = @, prouve que

®7) Fia) = 2' 3 & Fo(2%ay, ..., 2%a,)
i=1
Donc
oF, — (aj+;§1a‘> oF, al
SS) 07:;(37)—2 bwj(...z z,)
T
® Py -Fo-§ou [ Fe-wa

On aura prouvé (96) si I'on prouve que:

(100) [

2€GN\Q; l oz;

27—,

(¥

(101) On évalue cette intégrale en écrivant

G\Q, = CJ E,.
r=j+1

Tout point ' de E, a des coordonnées
1Y k

(2%, ... 2%kg,) avec z= (2, ... z,) dans E,.

1
b_P‘l apk 2
(.2 x)D
d’ou avec (98)

oo 2faj+aj\1
( » 2 (J J J) zE‘Q( 2ehtaly, )r) .

l=—o bxl

Pour un tel point x nous avons

Yo

ox;

(2%, ... kg, <( +§

l=—w

0O =

Je fais dans la sommation le changement
(102) I = partie entiére de | 4+ k = [l + k]

soit
U!=1+k—90 avec 0Lkt
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d’ou L
) T
(103) |S‘. (20, | .)|

i
1
2

+o 2 (aj+ > aj) (I'—k+0)
< 2 2 J=1

I'=—o0

Oy (.. guetig, )F)

bx,-

Comme @, e D(G') et a suffisamment de moments nuls par
rapport & l'origine (voir (89)), cela entraine que F, = 30,

oF, ,
9 est borné

est & décroissance rapide a I'infini et que |z|*¥
aussi grand que soit N'.
Il existe donc une constante universelle C tels que

i

n

_)N —ka.—k 2 a.:
VkeZ, Vo' e E,, %—(x’) <c2 AT
D’ou l
TN —ka;—k § a;
04 | ‘i;— @)|de <C2 " FE < €2,
JEg

D’ou (100) vu (101).
Preuve de la continuité de Uapplication 11 de (93).

Au lieu de montrer que K: G — [ est un convoluteur

dans L*(G, 1#(H)), nous allons montrer que y = FK est un
multiplicateur dans FLP(G, [*(H)) relativement au produit
multiplicatif des distributions associé a (II) avec B, = C.
Pour tout i =1, ... n, et tout v;eR, notons Z,, la fonc-
tion caractéristique du demi-espace lieu des points &e G’
tels que § >,
—> Vue l'application 2 du théoréme 3 (voir § 2) et vue la
4€ remarque terminant le § 1, Z,, est un multiplicateur scalaire
dans FL*(G, I?(H)) pour lapplication bilinéaire naturelle :

G x I(H) - (H).

— La proposition 3 prouve alors que Va = (a,), dans [~

la distribution aZ,(.): G’ — [ est un multiplicateur dans
FL* (G, I*(H)) relativement a (II) avec B, = C.
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— En prenant le vecteur @ dont toutes les composantes
valent 1, puis en appliquant la 3¢ remarque terminant le § 1,
on voit que Vi =1, ... n, V suite de nombres réels (v¥),z,
il en est de méme pour la fonction G’ — [* dont la ke compo-
sante est Z; (VkeZ).

— En prenant des nf convenables, et en composant 2n
multiplicateurs du type précédent, on voit que la fonction
G’ — I” dont la ke composante est (Vk) la fonction caractéris-
tique de Q,(G') ou de Q,_;(G') est encore un multiplicateur
du méme type.

— D’ou par différence I’assertion voulue: la fonction

G/ . luo

dont la k® composante est:

v, = fonction caractéristique de Q,(G') — fonction carac-
téristique de Q,_;(G') est (relativement a (II) avec B, = Q)
un multiplicateur dans FL*(G, [*(H)).

Notons :

Le théoréme 4 reste vrai si 'on remplace (Vk) E (G') par

B(G) = Qu(G) — Quaa(G)

le polyedre Q,(G') étant déduit de Qy(G') = polyedre de G
étoilé par rapport a O (intérieur a ce polyédre) par une trans-
formation affine du type:
G/ —_— G/
T—x avec x; = 2%z,

4. APPLICATIONS DU THEOREME
DE LITTLEWOOD PALEY AUX MULTIPLICATEURS (G = R").

Nous considérons a présent les applications bilinéaires :

(106) CxH—H
(A, h) —= Ak
(107) I x I2(H) — I(H)

((@a)a)y (Ba)a) —> (@abn)a

On sait que les multiplicateurs G’ — C (resp. G' — [*) dans
3
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FL (G, H) (resp FL»(G, I?(H)) relativement a (106) (resp. (107)) :

— sont aussi des multiplicateurs dans
FLP(G, H) (resp. FLF (G, 12(H)))

d’aprés la proposition 1.

— donc aussi (d’aprés le théoréme de Riesz-Thorin) dans
FL3(G, H) (resp. FL/(G, I*(H)))

— ce sont donc (d’aprés Plancherel) des fonctions bornées
G' — G (resp G' —I).

Si 'on cherche des multiplicateurs dans FLP(G, H) relative-
ment a (106), le théoréme d’isomorphisme de Littlewood-
Paley nous améne donc a nous intéresser aux fonctions

$ = (®,), bornées G’ — I qui sont des multiplicateurs dans
FLP(G, I*(H)) relativement a (107) et qui sont telles que
vleZ, ®, a son support dans ’adhérence de la couronne
E,(G'). Car alors la fonction ®: G’ — G dont la restriction
a E, est (V) @, est un multiplicateur dans FLP(G, H) relati-
vement a (106). La remarque précédente est due & Marcinkie-
wicz (voir [21]) dans le cas ou G = T" et H = C.
Or, nous avons déja obtenu des multiplicateurs dans
FLr(G, 1*(H))

relativement a (107): voir § 2 preuve de la continuité de II.

Il s’agissait par exemple:

10 des fonctions L = (Ly);: G =1 ou (L;); est une suite
bornée (de nombres complexes).

20 des fonctions G' — [ dont la j® composante est (V; e Z)
la fonction caractéristique d’un demi-espace quelconque. En
composant n multiplicateur de ce type, on en déduit que,
V¥ = (v/); = une suite d’éléments v/ de G, Y,; désignant la
fonction caractéristique des points £ de G’ qui suivent v/

(c’est-a-dire que Vi=1, ... n & >1))

alors, la fonction —Y>:,: G' -1 dont la j® composante est
Y., (Vj €Z) est un multiplicateur dans FL*(G, 2(H)).

Par addition et intégrations (par rapport a %) de multipli-
cateurs de type L ou Y., nous obtiendrons de nouveaux multi-

plicateurs $ dans FL*(G, I?(H)) (voir lemme 3).
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Puis, avec la remarque de Marcinkiewicz, nous en déduirons
de nouveaux multiplicateurs dans FL?(G, H): d’ou le théo-
réme 5.

Ensuite, en considérant des cas plus particuliers, et en résol-
vant une équation intégrale, nous obtiendrons une généralisa-
tion du théoréme de Mihlin (théoréme 6). Ce dernier énoncé
s’applique en particulier a des fonctions ®: G’ — G vérifiant
certaines conditions d’homogénéité : d’ou I'application annon-
cée aux opérateurs quasi-elliptiques.

4.A. Théoréme de multiplicateurs type Marcinkiewicz.

Nous utilisons le lemme suivant d&i & J. Schwartz si

G =R ([27]).

Lemme 3. — H étant un espace de Hilbert, notons pour tout &
dans G', Y la fonction caractéristique des points v de G' situés
aprés &, c’est-d-dire tels que Vi=1 ... nn;, > &,

(110) Sout L= (Lj); une suite bornée (donc fel”).

(111)  Soit (w,); une suite infinie de mesures bornées G' — G
dont les masses sont uniformément bornées.

Alors la distribution ©: G’ — I de composantes D, avec:
(112) ) =Ly + freo Yil-) dus®)
est un multiplicateur dans FL*(G, 1*(H)) relativement a (107)
et st 1 <p<<oo.
Preuve. — D’aprés (108) on peut supposer L=0.
Comme toute mesure complexe est combinaison linéaire de
4 mesures positives, on peut supposer que x; =0, V;.
Comme il existe une suite bornée b = (b;); telle que:
Vi py = by
V;, ; est une mesure de masse 1

>
et comme la fonction constante, égale & b: G’ —1” est un
multiplicateur dans FL#(G, I?(H)) on peut se borner & démon-
trer le lemme si1

V;, i; est une mesure positive de masse 1.
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Nous cherchons a4 montrer 'existence d’une constante C
telle que I’on ait
Vfed(G)ol(H) si ¢=9f={
(113) 9. 2lgrr < Clelgur.
I1 suffit en fait de le prouver pour un sous-ensemble de telles
f, qui soit encore dense dans L*(G, {#(H)) par exemple, pour les

7——— (1:); telles que f; =10 s1 t> N ou N est un entier fini
(mais arbitrairement grand). N
Pour |j] <N, la j¢ composante de 5.3& est

./gjeG’ YE;< -) dP‘j(Ej);j( -

Notons Y, . le multiplicateur a valeurs dans [* de

FL? (G, I2(H)) pour Iapplication bilinéaire (107) dont la je
composante vaut
O si |j|>N
ist si |j] =N

On a vu (fin § 3 et 1) que:

1C, Vf dans 9(G)el(H), VE v ...E&n~ dans G
(114)  |Yr, ... g 9lgr << Clolgr avec ¢ = Ff.

De plus Papplication (G')*™! — FLA(G, I*(H))
(v e ) = Y, 69

est continue. .
Vu ceci, nous pouvons donc écrire &3? sous la forme:

(115)

j;E_N, . By e (YE—lhnE'H! ?) d!"‘—N(E-N) cee dl"'+N(E+N)

c’est-a-dire comme I'intégrale de la fonction vectorielle
continue bornée

(116) G LG, 1(H)
(E_y ce E+.\‘) - YE_N...EH ¢

par rapport au produit des (2N 4 1) mesures dy_x ... dpys
définies sur G. D’ou (113) d’apres (114) et (115).
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Le théoréme de Littlewood-Paley (th. 4) et le lemme 3
entrainent le

TrEoriME b (type Marcinkiewicz : voir [27], [21], [14]. —
H étant un espace de Hilbert, on se donne un systéme quelconque
de nombres a, . .. a, > 0 et on leur associe la partition de G’ = R*
en couronnes E; définies par (81) et (83). Alors toute fonction @
mesurable bornée: G' — C dont les restrictions ®; a chaque
couronne E; sont données par (112) (L;, Y, dw; sont définis
dans Uénoncé du lemme 3) est un multiplicateur dans FL*(G, H).

4.B. Théoréme de Mihlin.

De méme que le théoreme de Mihlin (voir [22]) peut se
déduire du théoréme de Marcinkiewicz « ordinaire » (¢’est-a-dire
du cas particulier du théoréme 5 lorsque a; = ... = a, = 1)
nous allons déduire de la version donnée ci-dessus de ce théo-
réme, une généralisation du théoréme de Mihlin relative au
cas ou les coordonnées &; ... &, jouent des roles dissymé-
triques.

TatorimMeE 6 (type Mihlin: voir [22], [19], [27], [14]). —
On considére Dapplication bilinéaire (106) et une collection
(a1 ... a,) de n nombres quelconques > 0. Notons pour tout

kel Ek Q\Qi—1; ot Q, est la cellule:
{EeRgz '; pour 1=1...n lgzl <2aik§.

Soit ®: G' — C une distribution représentée dans le complé-
mentaire de l'origine par une fonction ® bornée telle que
— toutes les dérivées de @ sécrivant:

(117) DI®  avec 1= ( ...1) L;e{0,1}

sotent continues dans le complémentaire de Uorigine.
— toutes ces dérivées sont telles que:

(118) 3C et VkeZ, onaflb, ®l<c

. =g,
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ol Uintégrale est étendue aux sous-variétés a |l = 3 |l dimen-
i=1
stons de la cellule Q,, quv sont définies par les n relations
t=1...n)
(119) Ei = = 2% st li
& << 2% st L

I

0
1

Alors ® est relativement (106) un multiplicateur dans FL*(G, H),
st 1 <p<<oo.

(120) Dans le cas out a; = ay = -+ = a, = 1, I"énoncé de
Mihlin résulte du précédent car

— le nombre des sous-variétés intervenant dans I’énoncé
du théoréme 6 est uniformément borné (lorsque n étant fixé,
k décrit Z, et | les multi indices tels que (117))

— Yaire de chacune de ces sous variétés-varie comme

-y
9 i=1' — oM

(121) — la distance |§| & P’origine de tout point & de I'une
de ces sous-variétés varie comme 2*.
Donc, les inégalités (118) résultent des inégalités

&[1D'@(E)] < C.

Mais dans le cas ou 'on n’a plus (120), un énoncé du méme
type n’est plus valable car on n’a plus (121).

Preuve de ce théoréme.

Soit @, la restriction de ® & la couronne E; et cherchons &
appliquer le théoréme de Marcinkiewicz. Vue (III) et posant:

Y(.) = Y,(.) =la fonction caractéristique des points v
de G' situés « aprés » 'origine (soit v; > 0) on cherche une
mesure (;: G' — C a support dans E;, telle que: ¢, = Y » ;.

Or on voit en faisant une transformation de Fourier que Y
est la solution élémentaire de I'opérateur différentiel

v
o8 ... 0k,

d’ot DP, =D+ Y xu; = 0*p; =, Cest I'expression expli-
cite de p; et l'on voit par un calcul de distribution que

D=
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;= D®; est la somme:

— d’une mesure portée par l'intérieur de E; et de densité
DO,

— de mesures portées par les faces de E; d’équations
1

£, = Cte et de densité =
o8 ... 0% ... &,

Or les conditions (118) signifient justement que ces mesures
ont des masses uniformément bornées. @ satisfaisant aux condi-
tions du théoréme 5 est un multiplicateur.

4.C. Application 8 des fonctions ®
satisfaisant certaines conditions d’homogénéité.

Nous allons expliciter un cas particulier du théoréme 6.

Tutorime 7. — H étant un espace de Hilbert, a, ... a,
des constantes > 0 quelconques, soit ® une fonction G' — G,
C* dans le complémentaire de Uorigine, telle que

(122) VA > 0; EeG'; BOE ... A%E) = B(E, ... &)

Alors © est un multiplicateur, dans FL*(G, H) st 1 < p < o0.
Pour a; = a, ... = a,, ce théoréme résulte du théoréme de
Mihlin habituel (® est homogéne de degré 0).
Preuye.

Tout point & de G’ est dans une couronne E,, donc le point

de coordonnées (27%¥E,, ...) est dans la couronne E,.
Or (122) entraine:

DE, ... E) = D@-*E, ... 2=+,

D’ou il résulte que pour tout multi indice [ avec [;« {0, 1} on a

DD(E) = (D'D)(2-E, ...)2 =2 .
D’ou il résulte (118) car:
— d’apres (119), la mesure des variétés sur lesquelles portent

n
kX a
les intégrales (118) varie comme 2 =?
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— comme P est continue sur Ey, la quantité
(D'D)(2—ukE, .. .)
est bornée en module par une constante.

Applications du théoréme 7 aux opérateurs différentiels
quast elliptiques.

Suivant [8] partie II chapitre 111 ou [2], on se donne une

fois pour toute un systéme d’entiers m; ... m, > 0. Alors
Va = (o ... a,) ou les a; sont entiers > 0, on pose
n
o
Ia; ml e —k,
k=1 my

Quel que soit le systéme de nombres complexes (a,), on peut
considérer I'opérateur différentiel suivant sur R}

D(Ry) ~2L D(RY)
pr—PDp= 2 aD%

A P(D) on peut associer:
P,D)= 3 a,D*

la:m|j=1
(st tous les m, valent m, P(D) est d’ordre m et Py(D) est sa

partie  principale). L\I&l padoton
Suivant L. Schwartz on écrit D¢ = (-~} ——M
21’!,’ bx:" PR b:vf"

la transformée de Fourier de Py(D) est & — Py(E). Si cette
fonction ne s’annule qu’a 'origine de G, P(D) est quasi ellip-
tique.
S1 on considére par exemple
B(E) = S
O =r

C’est la transformée de Fourier d’une dérivée m par rapport
a z; d’une solution fondamentale de Py(D)).
C’est évident « formellement ».

C’est évident (strictement!) si est localement

1
Py(%)

sommable sinon, on peut appliquer la version de
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Malgrange (voir [20]) du théoréme de division des
distributions en résolvant le systéme:

Po(D)E = ¢
D*E =T, pour acA

ou A est I'ensemble des multi indices tels que a:
m=1 et T, est la distribution de transformée de

Fouriler:
_ &
9T, = NG
On a
1/my ymg \ — L8]
Q(erim E, ... 0 En)—ﬁ)—o’(—z)—‘b(i)

® est donc multiplicateur dans FLr.
Plus particuliérement si I'on considére dans le plan Popé-
rateur différentiel

1 »\2 1 »\¢
<ﬁia>+<§aa>

son symbole est £ -+ 3.
Il est quasi elliptique (avec m; = 2, m, = 4) et

B BB E
G+E BrE BB

sont des multiplicateurs dans FL? (on pourra s’assurer par
exemple que la version donnée par Hormander dans [7]
du théoreme de Mihlin n’entraine pas ces résultats).

Nota :

1. Les énoncés des théorémes 3 et 4 de la note [16] doivent
étre rectifiés de facon a remplacer 4(H) par C (ou supposer H
de dimension finie) car la transposition des raisonnements
ci-dessus pour des multiplicateurs & valeurs dans $(H) (avec
dim H = o0) ne nous semble pas évidente (voir [27]).

2. Lizorkin ([19]) a donné une version du théoréme de
Mihlin relative a des multiplicateurs de FL*(R", CG) a FLI(R", Q)
et a démontré cette version pour n = 1.

La preuve pour n > 1 (méme si p = ¢) ne nous semble pas
évidente.
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5. VERSION DE HORMANDER DU THEOREME
DE MIHLIN.

L’avantage de cette version (voir [7]) sur le théoréme de
Mihlin (voir [22]) est qu’elle nécessite des hypothéses de
dérivabilité « homogénes » par rapport 4 toutes les variables
(ce qui peut étre intéressant dans certaines applications :
voir § 8 par exemple).

En utilisant I'extension donnée au § 2 des inégalités de
Calderon-Zygmund et des majorations que nous a signalées
G. C. Barozzi (que je remercie vivement), nous allons suivre
pas a pas la démonstration de Hormander de sa version du
théoréme de Mihlin pour donner un énoncé plus général.

TatoriME 8 (voir [7] st my=my= ... =m,=1). —
On se donne n nombres entiers my ... m, > 0 et 'on pose pour
tout ke Z

L .
(123) Q —jteG =Ry [ <omi=t.. n}
E. = Q\Qia, lgl z
Pour tout multy indice &« = (& ... @,), on pose
T = o )
my m,

B et de laforme—Bl——|— +_§"—
) s -y

(les B; entiers > 0). Et 'on suppose que:

On se donne un nombre » >

1C, Va avec la:m| <<x Vkel
on a

(124) S Do g <

ot f est une fonction bornée: R — G. Alors pour tout
pell, + o],
f est un multiplicateur dans FL?(G, H).



SUR LES MULTIPLICATEURS DANs FLP 75

Preuge. — On prend une fonction ® dans H(G') valant 1
dans E,, a support dans Q;\Q_; et posant

~ o[ L -l
. QJ(E)=@<2 m‘El-'-2mnEu>
puis .
0, = -AEL
3 e,
j=—w

on en déduit I'existence de la suite @; telle que:

®; a son support dans Q;,;

et
S oH=1 s E#O.
Posons 3 o
fj =f(1)j9 8j =9f,=5if*9’@j
Fv= I'EN fo Gv= U|2<N &

Les multiplicateurs Fy définissent un ensemble borné d’appli-
cations linéaires continues de FL2(G, H) d’aprés le théoréme
de Plancherel. Ils tendent vers f dans $'(G’, C) lorsque

N — 4 oo.

Donc, d’aprés la proposition 2 et le théoréme 1 il suffit de
montrer :

(125)

3C, VA fiooulGx(@ —y) — Gx(@)| de < C si yeQ,.

A cet effet nous utiliserons deux lemmes.

Lemme 4 (G. C. Barozzi). — L’intégrale

dx
126 I= e
( ) z€RM 2 xza

Jarm|<Y

o =~
g

converge st y, > = —;;
J=1 7%
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Et dans ce cas on a la majoration :

(127) f _dz < C 22,
zgQ, Z x%*
la:m|<AL
Preuve. — Posant m = min m; on introduit sur R} la dis-
tance /

m;
lem = mjax lle ".

il
m

Posons si p > 0 B(p) =3x;xeG;lxj| <pe;7=1...nf.
!

On a par exemple B (2;') = Q.
Notons que B(p) est 'ensemble des z e G tels que |z, < p

et que le volume de B(p) est Cp®m.
D’ou

dx dx = ™ ldp
--f;eQz > e < fa;eQ L <¢ aim 1 4 Co™™%
o mi< . 1+ jI_Il z

C.Q.F.D.

Lemme 5 (variante du théoréme de Bernstein). — On se
donne n entiers my ... m, > 0 et l'on pose ¥VjeZ

Q={5EeRi=0G, |G <2 i=1...n}

Alors il existe une constante C telle que pour tout jeZ tout
k=1 ...n, et toute fonction g: R*— C dont la transformée
de Fourier f a son support dans Q; on a:
1
(128) 5| <comign

Ty,

1

On prend une fonction ¥ de H(G’) valant 1 sur Q, et 'on pose

i i
wE = w2y . amy)
g =%f) =3(fY,) = g=5Y,
d’ou

%8,

< lgjh-

o

jl -
1N

J

2T,
0x,

2 gy
0T,

L
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e , . d = .
Utilisant ’expression de - FY; en fonction de V' et quelques
Ty,
changements de variables, on obtient l'inégalité cherchée.

Preuve du théoréme 8.
La formule de Leibnitz donne:

Def, = D(fa(2 ™5 ...)) j
=, 3 ooy ))(5)

B+r=a
D’ou avec les relations de ’hypotheése
42

I_.__.f 2j|a:m|Da |2 =
E€Q1NQj1 |a:§|sxl fi 2 .
PR - \, dE
<C D lzj(la.ml—lB-ml)(DYf)(g)DB(p(g mE )2—,‘
o i< 2

+Y=a

(Zew) < (3 ) (2 00)

<C 3 el (Df) (B) = < C.

x
[Y:ml<’ /E€Qj+1\Qj-1 2

Mais avec

il vient

On a donc (avec Parseval):

129) [ 3 aweeegp i<
z€G |a:m|< A 2”“
En utilisant l'inégalité de Schwarz, nous allons déduire
de cette inégalité deux majorations:

d’abord

. 1 dx
[l = (.3 Peresga: 3

z€G z€G \|a:m|< Y, ( E 2zj[a:m[x2a)2
L fam| <YL
dx 2
J
< <2 H\Le(} 2 22}Ia:m|x2a>
Ja:m|<A

%

la:m|<Y,

g 2
(130) < (f ——@——I;> < C d’aprés le lemme 4
T €G x'2®
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Ensuite (méme méthode, en utilisant le lemme 4)

1

/ ’ ~2_ +j (e
1) [ lg,-|<< | i—) <26,
rgQ, o' ¢Qu+j > @

Jarm|<A

Nous pouvons déduire de ces 2 majorations des estimations de
I= Jogq., 188 —9) — gla)lde si yeQu.
Une majoration facile se déduit de (131)

. - l+j(2—%
1 < f.og l8@ dz+ [ lefe) de< C2"/ G0,

Une autre s’obtient en partant de (te [0, 1])

ld d
f; (ﬁgj(a: — ty)\ t

n o1
< X |yl

k=1 0

lgi(z — y) — gi(=)] =

08i (0
b%@ th
d’ou
~ n Og.
J<f LJ —twm.
\NL?MEWM%@ y)| dt dz
e

Appliquons alors le lemme 5 et (130) en supposant j < — L.
S1 m' = sup my, il vient
k

~

R j+l I+l
TS 2m L<n2m

k=1

Ces 2 majorations de J prouvent que

>/-;¢Qz |Gx(x — y) — Gn(2)| dx
<C j:g‘_ J;EQ, lgi(z — y) — g;(=)| da
<

! ixl 2 i j(E—x
czn2m+c22“2><a
J=—w j+1
Nota : I’énoncé et la démonstration du théoréme 8 se trans-
posent & des fonctions ¢ : G’ — ¥ (H, K), K étant un espace
vectoriel de dimension finie.



SUR LES MULTIPLICATEURS DANs JLpP 79

6. TRANSPOSITION DES RESULTATS PRECEDENTS
SI G=T"

Dans ce paragraphe, nous cherchons a voir ce que deviennent
les §§ 2, 3 et 4 si la lettre G ne désigne plus R" mais T".
Evidemment G' désigne a présent Z".

Inégalités de Calderon-Zygmund.
Donnons-nous un systéme de n fonctions

(9))j=1...: R* = R*
telles que

(132) 9,(2-1) = 21

et vérifiant (45) et (46).
On pose toujours pour tout leZ

Q=fz=(...20eR" |zg|< () i=1...n}.

Tout point § € T* a des coordonnées 6, ... 6, et ’'on va suppo-
ser toujours ;e ] — 271, 4 271].
Considérant l'injection

Tnc-___)Rn
0 —> (6, ...9,

on peut considérer T muni de sa mesure de Haar df comme
une partie de R": les partitions P, et R" (ou v décrit Z) associées
par le lemme 1 & la donnée des (®;),= , induisent sur T"
des partitions P, de plus en plus fines lorsque v — — oo.

v décrit & présent I'ensemble §— 1, — 2, ...} que nous
notons Z(G).

La transposition du théoréme 3 s’effectue ainsi:
— on se donne n fonctions ¢ vérifiant non seulement

(45) et (46) mais aussi (132).
— au lieu de la famille (Q)),e; de cellules sur R* on considére
la famille (Q) avec

1eZ(G)={—1,—2,...}.
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La transposition du lemme 1 s’effectue comme suit:

— G* est remplacé par T"

— Les fonctions @/ vérifient (45), (46) mais aussi (132).
— L’ensemble que décrit I'indice v n’est plus Z mais Z(G).
— Les 3 séries de relations (53), (54) et (55) sont remplacées

par les 2 séries suivantes :
pourv=—1 6= —2714lavecle (0,1} eti=1...n

pour vl — 10, = — 271 4+ ———— avec
PR 1

lef0,1 ... kiy ... K} et i=1...n

Dans le lemme 2, 1l suffit de changer ainsi la premiére phrase

de son énoncé. Pour toute uell(G, B,) et tout s> |uj,
on a...
(En effet, le procédé de récurrence donné pour rechercher
les cellule's.Ijk ne peut pas démarrer si l’pn n’a pas |u| <s.)
La troisitme étape de la démonstration du théoréme 3

se transpose donc et aboutit a: |[§| > o] et || > o] <
mais avec la restriction o > 1.

Mais ces relations sont encore vraies, méme si ¢ < 1 puisque
bien sir

O.l'

Bl>c et |@]>q <|Gl=1L
Dans la transposition du théoréme 4, on supposera
(133) Pit)=-.. =P%(t) =t
Sur G’ = 7", on considére les cellules
Q= {teZ, vi=1...n, [&]<<2Y.
Q_; se réduit a 'origine. On considére seulement les couronnes

E. = Qj\Qj—l pour jE {0, 1, .. ;
/ Q. = {0} pour j=—1.

La démonstration du théoréme 4 ainsi transposé pour
G = T" nécessite un calcul car il faut trouver 'analogue des
fonctions régulieres @, de la démonstration du théoréeme 4:

Suivant Igari (cas n = 1) introduisons des noyaux de Féjer.
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Pour tout entier [ > 0 et tout point 6, du tore T, posons:

fi(8;) = noyau de Féjer d’ordre [

s1 =0
134 = { sin® =lb;
e ;lsrlln:nﬁ pour b0

(f. a un graphe triangulaire qui est linéaire entre (— I, 0)

et (0, 1)). Posons
__ sin® 24176, — sin® 2'x0,

(135)  Ry(6:) = 2fpn(h;) — far(b) = 20 sin® w0,

(iz, a un graphe en trapéze et a son support dans
5& eZ, &< 2’“;)-

Pour tout entier [ >0, introduisons la fonction suivante
sur T":

(136) Gy(06) = || h(8) pour 0=(0,...0,)eT"
Jj=1
(G, a un graphe en tas de sable et vaut 1 sur Q).
Le noyau de convolution cherché F= (F,) est défini par
_ [ Gu(8) — Gis(0) s1 >0

(137) F(9) Go(H) si I=0 ou —1

(F, vaut 1 sur E, et a son support dans Q,;;\Q,_,).
Introduisant comme dans la démonstration du théoréme 4,
= .
les noyaux tronqués F¥ de composantes F, st — 1 <IN
et 0sil > N; et effectuant les mémes raisonnements, il faudrait
vérifier (96). Ou méme, d’apres (137), il faudrait vérifier (96)
ou I'on a remplacé F¥ par G".
En commencant le calcul comme précédemment tout point
6 de G =T" venant dans une certaine couronne E, de T"
on écrit

(138) 0" = 2% avec beE,
il suffit de vérifier que

OGN
20,

(139) (e/)l < C 24,
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Pour prouver (139) nous allons utiliser les 4 majorations sui-
vantes
21 dh(9;) 22
130) [0 <Clglyy T <l
(Les majorations par C 2' et C 2% s’obtiennent en considérant
h, comme somme de son développement de Fourier; les
2 autres majorations s’obtiennent & partir de I’expression
explicite (135).
Or (136) donne

2Gy(0) % |
bei o <I'I¢[1 hl(ei')) del (e;).
Donc
2GN(6) = | dh,(0,)?
I 26, r< ,=Z_1 dh, ill;[ﬁ |h(6;)]2
—k o

=

1 I=—(k+1)

d’ou avec (140)

< C —Zk 92(rn—1)i+4! 4+ C i 9ai—(n—1)(2144k) < C 2-2(+1k

I=—1 I=—(k+1)
Le lemme 3 se transpose naturellement.

Le théoréme 5 correspond a ceci.
H étant un espace de Hilbert, considérant G = T"; on
considére sur G’ = Z" les couronnes

Q=1fteZ" Vi=1...n |5 <2} pour I=—1,0,1...

On a d’ailleurs Q_; = {0{. On a sur G’ la partition G’ = UE,
avec
E — la couronne Q,\Q,_, pour l1=0,1, ...
| — .
Q4 si l=—1.

Alors toute fonction @ bornée: G' — G, dont les restrictions
®, & chaque couronne E; sont données par (112) est un multi-
plicateur dans FL*(G, H).

C’est une formulation différente (st H = C) du théoreme
déja donné en 1939 par Marcinkiewicz (voir [24]).

On ne peut pas transposer les théorémes 6 et 7.
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7. TRANSPOSITION A G=1Z".

Il est commode de se représenter G = Z" comme une partie
de R": celle formée par les points de coordonnées entiéres.
G* représente ’ensemble des points &= (§ ... &%) de Z»
dont toutes les coordonnées & sont positives.

Nous nous donnons n fonctions @' ... ®" vérifiant (45),
(46) et telles que
(141) Q(21) = ... Pr(21) = 21,

Le lemme 1 se transpose de la fagon suivante
L’indice v décrit au lieu de Z :

f—1,—2,...{ =1(G).
Les relations (b4) sont supprimées.

Le lemme 2 ne nécessite aucune modification (noter que
lorsque la cellule Q se réduit & un point z,

lQI feq 2) de < s’écrit lu(z)] < s).

Le théoréme 3 est vrai a ceci prés : il faut seulement considérer

les cellules Q, avec leZ = {0, 1...}.

Idem pour le théoréme 4 (on suppose toujours (141)).
Les couronnes E; sur G’ = T" (considéré comme une partie
de R": voir § 5) sont de la forme Q\Qj_l
— pour j =0, — 1, — 2,
et
Q=1{0eTr, (0)<<P2); i=1...n}.

Transpositions évidentes pour les théorémes 5 et 6.

Le théoréme 7 s’énoncant ainsi:

Soit H un espace de Hilbert; a, ... a, des constantes > 0
quelconques. Soit une fonction T* — C continue dans le complé-
mentaire de l'origine telle que

Vi e ]0, 1], Vb e E,, OA% 0, ... A%0,) = D6, ... 0,).
Alors @ est un multiplicateur a4 valeur dans 4(H), dans

FL*(G, H), s1 1<p< oo,
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8. APPLICATIONS DE L’INTERPOLATION.

Nous utilisons les résultats concernant l'interpolation des
applications linéaires ou bilinéaires par la méthode des espaces
de moyenne (voir [4], [17], [24], [25]) (A;); avec je {0, 1}
désignant un couple d’interpolation d’espaces de Banach,
0e]0, 1], et p;e[1, 4+ o], conformément & [24], I'espace
noté S(py, Ay, — 0; p*, A;, 1 — 0) dans [17] est noté ic1

(A‘O’ Al)epo = (AO, Al)epopl
1 _ 1 —6 + 0

Po Po D1
Nous nous limitons a la considération du cas scalaire

(Bl == B2 == B3= C).

avec

10 Notons Jb(G) I'espace des mesures complexes bornées
sur le groupe G(= R", T" ou Z"): c’est I’espace des convolu-
teurs L1(G) - L,(G).

Nous avons donc deux applications bilinéaires continues
(naturelles)

L*(G') x L*G) — L*(G)
F(M(G)) x LYG) - LYG)

définies de la fagon suivante : au couple formé par une distri-
bution T dans L*(G’) (resp. FAb(G)) et a une fonction ¢ de
L2(G) (resp. L1(G)), on fait correspondre (FT)+¢ = F(T.§).
Un théoréme de [17] nous apprend que 'existence de ces
2 relations bilinéaires continues entraine ’existence de celle-ci,

(Fdb(G), L=(G')ga X (LH(G), LE(G))o,, > (LH(G), LE(G))s .

Et ceci pour tout pe[1, + o].
. 1—6, 6 1-—-6_ 1
Or s1 p est tel que 1 —|—7 =5 =3 un autre

théoréeme de [17] et le résultat de [24] nous apprennent que:
(LH(G), LG, = (LHG), 12(G))o1,2 = LH(G).

Nous allons déterminer un sous-espace de (FMb(G), L*(G'))y ,
dans le cas ou G’ = T" de la facon suivante:
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Notant C*(T") avec a > 0 les fonctions ® : T* — C qui sont
holdériennes d’ordre «, on a les injections:

CHT" —> FM(Z")  si a> _g_
Co(T™) — L=(T").

(Cette deuxiéme relation est évidente, la 17€ s’obtient en trans-
posant pour n > 1 un résultat de Serge Bernstein relatif
au cas n=1, voir [33].) D’ou par interpolation entre les
2 relations précédentes il vient

(C*(T"), CoT"))g1 — (FMo(Z,), L=(T"))e,s-

Les fonctions du premier espace <o: = [%] + 1> sont donc
des multiplicateurs dans FL(Z") si 0 << 6 <1 et — —g— _ 41

On peut expliciter la partie P de cet espace formé par les fonc-
tions ¢ a4 support dans

1

S= OET", ,0,‘<—2—7 l

I
[N

. N

Identifions T" (comme dans le § 5) aux points § = (&, ... &)
de R" tels que — % <& K —;— (D’ailleurs d’aprés [26],
les éléments de P sont aussi des multiplicateurs dans FL*(R".)

Avec les résultats du chapitre vir de [17] et ce qui précéde,
on a la

ProrosiTion 5. — a) Les fonctions ®: R* — G & support

dans S = ;E_, 1% <—%~Vi sont des multiplicateurs dans

FLP(R") st elles satisfont a Pune des conditions suivantes :

0 1
<0 e [0,1] est tel que 1 — 5 = —;>

10 Si (1 — ) <[—g~] 4 1) =] + v avec | entier et

y]e]O, 1[Vk == (kl cee kn)
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avec |k| <j, D*® est une fonction continue bornée et
Vk = (ky ... k,)
avec é k, = |k| = j, D*¥® oérifie
= Ve, = (0,...0,1,0...0),
f " -9 DH(. + te) — DHD(.); d?t < ».
0

20 Si (1 — §) <[—g—] + 1> — i+ 1 avec j entier

vk avec |kl < 7,
D*® est une fonction continue bornée et

vk avec k| = 7,
D*®, vérifie

Vi, [T 20D |DRR(. + 2t e) — 2DHR(. + te) )
+ DHR()h G < w0

b) Avec la proposition 2, on voit que ce qui précéde est encore
prat st Uon supprime la condition de support.

(J. Peetre a obtenu indépendamment et d’une facon diffé-
rente un résultat analogue annoncé dans [25]. Hirschman
dans [6] obtient des résultats dans le méme sens.)

20 Voici une autre application fondée toujours sur le méme
principe :

Cherchons des multiplicateurs radiaux de FLP(R") c’est-
a-dire des multiplicateurs @ tels que

0 (%) = d(8))

(ot ® est une fonction R+ — C).
De la version donnée par Hormander (voir [7]) du théoréme
de Mihlin, il résulte que ¢ est un multiplicateur dans

FLI+H(R")
si

Gy, VE, |k|<[-—g—]+1; || |DD(E)| < Co

(la norme de multiplicateur étant majorée par C X G).
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Posons alors pour tout ¢ > 0 ¢(t) = (e,

Notons pour tout entier >0, X(I) I'espace (naturellement
normé) des fonctions radiales ¢ : R — C telles que la fonction
¢ associée soit telle que ¢, ¢', ... ¢® soient des fonctions
bornées continues.

Nous avons donc 2 applications bilinéaires naturelles

X <[—2”—] + 1) 5 Li+(R) — L+(R")
X(0) x LA(R") - LA(R").

D’ou I’on déduit par interpolation que les fonctions § radiales
sur R} telles que la fonction § associée soit dans

(x[gj-+1) X(0))13

sont des multiplicateurs dans FLP(R") avec

0e0A 14— o=

p

On peut expliciter des fonctions (comme dans la proposition 5
en utilisant [17]).
Considérons une fonction ®: R* — C telle que

P(E) = ¢(log |&])

est une fonction R — G telle que

0 1
{ —— = —, 610,47 )
< 2 Po ] [>

10 St (1 — 6) <[—g—] + 1) =] 4+ n avec j entier et v e ]0,1][.
vk < j, D*o est une fonction continue bornée, Dip vérifie

une condition de Holder intégrale

[ gl + o — Do)y 4 < wo.

0

208 (1 —0) <[—'22—] + 1> =7+ 1 avec j entier.
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Vk < j, D*¢ est une fonction continue bornée et Diy vérifie
la condition :

f‘“’ t20-0|Dig(. 4 2t) — 2D/D(. + t) + DD(.)), % < .
0

Alors ® est un multiplicateur dans FLP pour p, < p << pe.

30 Utilisant par exemple le théoréme 1, on voit que l'on
peut remplacer dans les conclusions les théorémes 3 a 7 les
espaces L? par des espaces de Lorentz L# avec

gell, + ]
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Notes ajoutées a la correction des épreuves.

(*) Dans I’énoncé du théoréme 3, on peut remplacer (49) par la condition plus
faible (voir [3]): quels que soient b,e B, et b;eB;:

Jocong,Kle —9) — K@) bl do < cifby]
et

S cony | MKl — 4) — (o)) by da < b

(3) A. P. Calderon nous a signalé que I’énoncé du théoréme 8 est encore vrai
pour des multiplicateurs a valeurs dans L(H). Il suffit de reprendre la démonstration
en utilisant la note précédente.

(®) Voir dans un travail & paraitre de Shamir une démonstration de 1’énoncé
de Lizorkin.



