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DEUXIEME PARTIE

PROPAGATION DES ONDES EN THEORIE UNITAIRE
D’EINSTEIN-SCHRODINGER

CHAPITRE PREMIER

CARACTERISTIQUES ET EQUATIONS AUX DISCONTINUITES

1. Variété fondamentale, grandeurs de champ et discontinuités.

a) On considére une variété différentiable V, de dimension 4,
de classe C,, Cs par morceaux. Sur cette variété nous supposons
définis un champ de tenseurs g,3 (non symétriques en général),
de classe C;, C; par morceaux, satisfaisant aux hypotheéses
habituelles de la théorie unitaire, une connexion linéaire Lig
de classe Cq, C3 par morceaux, et un champ de vecteurs cova-
riants S, de classe Cy, C3 par morceaux (cf. [9]).

Soit une surface de discontinuité définie localement par
Iéquation: f(2*) =2a° = 0; on posera: l, = d,f.

Les premiéres discontinuités apparaissant dans les dérivées
des grandeurs de champ satisferont aux équations, (cf. [7]
et 1re partie chap. 1, § 7):

[Oru8ap] = aaplily; [ Lig] = hLulg; [0Sa] = hya;
soit aussi:
[d00gap] = aap;  [2oLig] = uag;  [08a] = Ya.
Les discontinuités d’ordre supérieur se calculeront a partir
des précédentes et de:
[90008a8] = bag; [booL.a{zp] == VZLB; [9005a] = 2a;
(900008481 [boooLIB] = WIB; [90005a],
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Les discontinuités ay, uk;, ul, et y, ne peuvent étre annulées
par aucun changement de coordonnées admissible; on dira
qu’elles sont significatives. Par contre on peut, par un change-
ment de coordonnées admissible, annuler ’'une ou 'autre des
discontinuités agq, aqo et ud, on dira qu’elles ne sont pas signi-
ficatives. On ne peut pas toutefois, en général, annuler toutes
les discontinuités non significatives a la fois; il faut pour cela
qu’elles vérifient initialement les conditions :

(1) agon — "% WOthy — ago phThy; = 0

(2) uho — % S0 — Kagp = 0.

conditions que nous retrouverons dans la suite.
On remarquera de méme que les VJ; et les VI, sont signi-
ficatives, tandis que les V§, ne sont pas significatives.
00

b) On désignera par P%. les composantes du tenseur de
courbure de la connexion et par Py, celles du tenseur de Ricci.
On a pour les discontinuités :

[Piare] = huf — L.
On en déduit facilement les relations tensorielles :
(3) Supmy lv[Pﬁlp] =0

ol S, signifie qu’on somme en permutant circulairement

A, 1, v, et

(4) la[PEap] = W[Ppu] — L[Pp].
Il sera utile de remarquer que:
(5) [PTS,U] =0, [Paé,oi] = u%i

les discontinuités non significatives n’interviennent pas, ce
qui est naturel.
On aura aussi:

(6) [Pyl= ud; [Poo] = — ubs: [Poi] = ubi;
[Py] = — u!).
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2. Equations de champ; caractéristiques et conditions
sur les discontinuités.

a) On rappellera les équations de champ sous la forme

(cf. [9]):

2
(1) PN’- = —3— (b)\SP_ — DP,S)\)
(2) L;‘;P = Lféc.
(3) 08y — L{pgcpt - Lguglc = 0.

On pourra leur ad]omdre des conditions du type indiqué par
M. Lichnérowicz [9]; suivant les cas on utilisera:

(4) %(y#SsVIg) =0  ou  2,(h*BSzV]g]) =0

ou 2,133V [g]) = 0;
on a défini y*f par: (cf. [10])
2h
af = pab — [P
T 4

Compte tenu de I’équation (1), la formule (1-4) peut s’écrire
plus simplement :

(5) La[Pgau] = 1[Pay]

b) Des équations de champ, on déduit les équations reliant
les discontinuités a.p, ulg, Ya.

A partir de I’équation (1) et de I’équation (2) ou l'on a
dérivé en 2° on obtient:

(A1) u; =0, (Az) ug; = u{,, ] (As) ub= uft
(Ay) et (As) ubhi = uly = 0.

En dérivant 'équation de liaison (3) par rapport & z° on
obtient :

(As) ulignj + Uijgn =0,

(Ay) Ugkghy + Uok&o; + Ukjgon = 0,

(As) ubogin + ulogio + ubegno = 0,

(Ay) oo (Yor + Uke) + Utkgno + Ukogon = 0.
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On obtient aussi a4 partir de (3) les équations déterminant
les a, en fonction des u:

(Aso) a;; = ulpgo; + UQ;8io T+ Ulgh; + Uoigin
(A1) ago = 2ugohys

(As2) Qi = UQeZoi + Uoo&ni + Ugigon + Uigoo-
(Ays) Ao = UgoZio + Ugo&in + Ulogho + Uhgoo

L’équation (1) permet aussi d’obtenir les y; en fonction des u :
‘ 3
(Agq) Y=+ ugi-

Enfin une condition de Lichnérowicz, par exemple la premiére,
donnera une condition du type:

(Ass) % + Yy =0

ou 'on a posé y*=+v*lg; cette condition déterminera, si
Y 5 0, y, en fonction de y;. On remarque que les équations
contenant des discontinuités non significatives sont séparées
des autres.

¢) Supposons que la surface de discontinuité satisfasse
a4 g®=~0. On démontre alors que les équations (A,), (Aj)
et (A,) sont vérifiées pour tout systéme de u satisfaisant aux
équations (A,), (Ap), (As), (As), (A;), (As).

Cette propriété est liée au fait que les équations du champ
sont en involution au sens indiqué par M. Lichnérowicz.

d) Cherchons a déterminer les discontinuités dans le cas
général. Le systéme (Ag) n’admet comme solution que la solu-
tion nulle [10] sauf si on est dans un des 3 cas suivants:

I) g»® =0, soit g%yl =0
I1) R = 0, soit APl lg =0
I11) Y =0, soit y*llg=0.

Une hypersurface qui satisfait en tous ses points a 1'une
de ces conditions sera une hypersurface caractéristique; dans
le cas (I) nous dirons qu’on a une caractéristique de
Lichnérowicz; dans les cas (II) et (III) nous dirons qu’on a une
caractéristique de M™e Maurer-Tison.

Supposons maintenant que g%, h® et y* ne soient pas nuls



CARACTERISTIQUES MULTIPLES ET BICARACTERISTIQUES 7

dans le voisinage d’hypersurface considérée. On peut utiliser
le ¢) et supprimer les équations (A,), (As), (Ag). D’aprés (Ay),
on a donc, quelles que soient les valeurs des indices :

ul; = 0.
De (A;) et (Ag), on déduit que:
uy = udy =
De (A;) et (Ag), on déduit que:
ug = ul, = 0.
En reportant dans (A;g), (Ay4), (Ass), on a:
a; =0, Yo = 0.

Toutes les discontinuités significatives sont donc nulles.
Les équations (Ay), (Ays), (Ays) s’écrivent aussi bien:

(6) Qgo = 2ulc;okoa
(7) Gy = ugohic
(8) Ao = u:ohci

et ces équations entrainent que les conditions (1-1) et (1-2)
sont réalisées. Par suite on peut faire disparaitre toutes les
discontinuités non significatives a la fois par un changement
de coordonnées admissible sur I’hypersurface considérée.

Dans le cas analytique au moins, le probléeme de Cauchy
admet une solution et une seule, (cf. [9]), pour une telle hyper-
surface.

L’étude des hypersurfaces caractéristiques et la résolution
du systéme précédent dans les divers cas seront faites dans
le 2¢ chapitre.

e) Auparavant nous écrirons les équations reliant les dis-
continuités b,g, le, z, et les discontinuités précédentes.
En dérivant par rapport a 29, I’équation (1), on obtient:

[BoPag] = = ([00xS5] — [o0gS])

En dérivant par rapport a 2°, I’équation (2), on obtient:
VE, = V..
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On utilisera maintenant une notation de congruence modulo
les combinaisons linéaires des ug, et des d;ug,, termes non signi-
ficatifs; compte tenu des résultats du 2b), on a ainsi les équa-
tions en V:

(A,) VY ~ —duufy + duly + duf; — ui L — ulLis
+ ugjLPic + uoi-png
(K,) VO: ~ Vi —dug — duly — uﬁG(L';o + L&) ) .
pc(um + uzo) + LOsuP: + LO’Outp + Liiuon + L’Epuho
(As) V;o ~ Vh — duf; — duly — ups(Lhy + L)
Pc(um + uzo) + Loaupz + Lcoutp + Lgiugh + L’;puio
(K4) (Ks) Vi = Vo ~ uis L — uioLis — uonLéo.

En dérivant deux fois I’équation de liaison par rapport a 22,
on obtient:

/ zkghj + V;'I,gu.
|~ gl - gadiuty - goy(dnutle — d;ugy)

+ gio(bhukj bjuko)
+ goj(u?mL’i'k — u'i'kL?co + leu'i'k — ugkL?o — uﬁkL?h
- u;LkL?l — u?z”uk)
-+ gio(u‘r’.oL';:; - uﬁngh ~+ Lllhu'l:j - ugo ng - u'l:oL?q
- umef'j i u?jLsch)
+ gy(— 2ulLhy — Luby + uLb, + ulLhy)
+ gil(— 2uﬁij)h — Lﬁju‘m + UgjL'ko + u:)‘lekh)
- 2(ghou?kng + go;.uk,-L‘a’o) — 2gm(u€'kL6j + uf‘j ?o)

OkgOJ + Vo;:gh] + VngOh
~ Zoo(OpUlk; — djuly) + BondilUs;
+ goo(uchﬁj + Lﬁcu’k,- — u?,-Lﬁq — ugpng)
+ Bk8ooUd; - UoQkGon — 2Ugk -V 8s) — 2uk % 8on
Okac_/ ijaoc‘

(As)

Vkogzo + Vkog;h + Vmgho
~ goo(bhuzk bzu0k> + ghobku?o
+ guo(us L + Ligub, — ug,LE — ugLe,)
+ bkgoou(i)o + u?oakgho — 2ujky 9 8ic — 2ul -008&ho
— Loz — Likacy.
(Ko) goof ox + Vi) + Viegro + Viogon
~ — 2ug -9 8s0 — 2uio 098 + Lgk'aho + Lioaon.
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On obtient aussi les équations déterminant les b en fonction
des V et des u; nous aurons besoin seulement de :

(Klo) bij ~ V;)gcj + nggic + 2u?o-boz‘é'cxj + 2u3;.bog;c
+ Lgoa'cj + ngaico

On aura aussi une équation (A,,), (analogue & (Ay,)); nous
P’écrirons, en étendant la congruence aux combinaisons liné-
aires des u et y, sous la forme:

(Ay) z; ~ dYo + —g* (Vo + daug;).

A T’aide de la condition de Lichnérowicz, avec la méme exten-
sion de la notation de congruence, on aura une condition du

type:
(Ass) Tz + ¥z + yFoys ~ 0.

f) Supposons que la surface de discontinuité satisfasse a
g”® =~ 0; on démontre alors que les équations (A,), (A;),
(A,) sont vérifiées pour tout systéme de V satisfaisant aux
équations (A;), (A,), (Aq), (As), (A7), (Ay).

g) On aura ensuite, de méme, des équations liant les discon-
tinuités d’ordre supérieur. On aura besoin seulement de celles
que 'on va écrire.

— Une des équations (A;), soit : [950P1;] = 0; cette équation
sera du type:

W, ~ ...

le second membre ne contenant que des V, et certaines de leurs
dérivées dans le cas qui nous intéressera.

— Une des équations (X,)

Wg:gcj + Wiigis ~ z’kbij — 3V§k-°ogcj — 3ViRo8is
— 3[0 Lk - 990851 — 3[0 Ly %08is] — Lik. bs; — Lijbis

soit celle qui correspond aux indices: {1, j, k} = {1, 1, 1}.

L’étude des équations aux V ou aux W, faite dans l'esprit
de la 1re partie, nous donnera la propagation des u sur une
hypersurface caractéristique; elle sera faite au 3¢ chapitre.



CHAPITRE II

REPERES ADAPTES AUX DIFFERENTES CARACTERISTIQUES

1. Etude du tenseur g,g.

a) On considére donc un espace vectoriel & 4 dimensions
et un tenseur réel covariant d’ordre 2, g.p, satisfaisant aux
hypothéses habituelles de la théorie unitaire [9].

Une forme linéaire I, définit un 3-plan P.

Des égalités g,.8%° = gougf* = 88, définissant le tenseur associé
g*¢, [10], on déduit la formule:

8& = haclap + kacmap-

De cette formule, on déduit, [10], que I’ensemble des vecteurs
propres de l,g par rapport a h,g est identique a Pensemble des
vecteurs propres de m,g par rapport a fg.

Si k = 0, on remplacera m,g par % Eafpam, (€ = £ 1, €4pps
indicateur de Kronecker), (cf. [10]), et k** par —% ePeokey,

et on pourra ainsi adapter les résultats suivants a ce cas
particulier.

L’équation aux valeurs propres de m,3 par rapport a kg
admet en général, [si on n’a pas a la fois g = h, k = 0, cas que
nous laisserons de c6té pour simplifier], deux racines doubles
distinctes. Il leur correspond deux 2-plans de vecteurs propres

définis respectivement par les vecteurs @ et b et les vecteurs
Zetd (nous les choisirons plus particuliérement tout a ’heure).

b) On désigne par (I) et (k) les cones d’équations : l,pz%zf = 0
et hopz®af = 0. Ils définissent un faisceau ponctuel qui admet

pour cdnes décomposés deux couples de 3-plans: P'un des
couples est formé de deux 3-plans se coupant suivant le 2-plan

(@, 3), Pautre de deux 3-plans se coupant suivant le 2-plan

(, d).
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Les cones (l) et (h) définissent donc aussi un faisceau tan-
gentiel qui admet pour enveloppes dégénérées les couples de

> > > >

vecteurs &, b, et ¢ et d; on prendra pour @ et b, par exemple
. . >

les intersections des 3-plans passant par le 2-plan (2, d) et

définissant 'un des cones dénégérés du faisceau ponctuel
avec le 2-plan aréte de l'autre cone dégénéré du faisceau

ponctuel; on définira de méme ¢ et d.

Tout cOne non dégénéré du faisceau ponctuel définit une
enveloppe du faisceau tangentiel et de méme toute enveloppe
non dégénérée du faisceau tangentiel définit un céne du faisceau
ponctuel.

Ainsi I'enveloppe :

Y*Biatg = <%f‘ h*f — l“‘3>tatp =0,

appartient au faisceau tangentiel et définit un cone du faisceau
ponctuel, sauf si g — 2k — 2h = 0, cas que nous laisserons
de coté dans la suite.

¢) Les droites conjuguées du 3-plan P par rapport aux enve-
loppes du faisceau tangentiel forment un 2-plan, [sauf si P

est un plan singulier, c’est-a-dire contient le 2-plan (@, —I;)
ou le 2-plan (¢, d); nous laisserons de c6té ces cas].

On désignera par [, h, ; les vecteurs conjugués du 3-plan
P par rapport aux cénes (I), (h), (y) définis par:

Tilo=tofly, hihe=hefly, 3:y=2R%_1.

8

Le 3-plan P coupe le 2-plan (a, Z) le long d’une droite définie
par 7 : la droite conjuguée de P par rapport a ’enveloppe dégé-
nérée (a, Z) est aussi la droite conjuguée de la droite définie
par 7, par rapport aux droites définies par @ et 3; nous dési-
gnerons par 1’ un vecteur porté par cette droite conjuguée
de P. De méme le 3-plan P coupe le 2-plan (2, 2) le long d’une
droite définie par 7 et la droite conjuguée de P par rapport
a ’enveloppe (¢, ZZ)) est aussi la droite conjuguée de 7, par rap-
port aux droites ¢ et ZJ); elle sera définie par le vecteur 7’. On
en déduit que les droites conjuguées de P par rapport aux
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différentes enveloppes du faisceau sont dans le 2-plan (7', 7');
ainsi Z, 1 et? sont dans ce 2-plan.

>
Les plans conjugués de h, par exemple, par rapport aux
cones du faisceau considéré comme ponctuel, forment un
faisceau que 'on peut déterminer en cherchant les plans

conjugués de A par rapport aux cones décomposés du faisceau
ponctuel de cones. L’un de ces cones décomposés est formé du
couple de 3-plans (@, ¢, E) et (Z, 3, d);le 3-plan conjugué de [
par rapport a ce couple de plans est le 3-plan (2, E, 7). L’autre
c6ne décomposé est formé du couple de 3-plans (a, -I;, ) et
@, B, d) le plan conjugué de T estle plan (a, _I;, 7). Les 3-plans
(¢, d 1) et (a, —I;, 7) se coupent selon le 2- plan(z, 7) quiest donc
P« aréte » du faisceau des plans conjugués de k. On remarque
que cette aréte ne dépend pas du choix de %, donc les vecteurs

tels que 1 et; ont leurs plans conjugués par rapport a tous les
cones qui passent par le 2-plan (7, 7). On remarque, d’autre
part, que, d’aprés sa définition, le 2 plan (7, 7) est contenu
dans le 3-plan P.

En résumé, les droites conjuguées de P par rapport aux
enveloppes du faisceau tangentiel forment un 2-plan (7’ 5 ] ",
les plans conjugués d’une droite quelconque, issue de I'origine,
de ce 2-plan forment un faisceau dont P fait partie et qui admet

pour aréte le 2-plan (7, 7). Ainsi le 2-plan (7, 7) est conjugué
du 2-plan (7', 7') par rapport & n’importe quel cone.

d) Les tenseurs antisymétriques k,p et m,g, définissent chacun
un complexe linéaire. On peut dire que I’ensemble des tenseurs
de la forme: Ak,g 4 pm,p définit un faisceau ponctuel de
complexes linéaires. Dans ce faisceau, il y a deux complexes
dégénérés ou spéciaux.

L’un d’eux est défini par le 2-plan (&, b) Pautre parle 2-plan
(&, d).

A Paide des tenseurs associés k% et m*#, on définit de méme
un « faisceau tangentiel » de complexes linéaires : \'k* + p'm*,
qui admet des complexes dégénérés définis par les 2-plans

@&, b) et (3, d).
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Tout complexe non dégénéré du faisceau ponctuel définit
un complexe du faisceau tangentiel et réciproquement.
On aura a considérer le complexe défini par:

X = 2kh*® — gm*B,

e) Les droites conjuguées du 3-plan P par rapport aux
complexes du faisceau tangentiel forment un 2-plan.

La droite conjuguée de P par rapport au complexe dégénéré
de ce faisceau défini par le 2-plan (&, _I;) est 'intersection de
ce 2-plan avec le plan P, c’est-a-dire la droite définie par 7.
De méme la droite conjuguée de P par rapport 4 l'autre
complexe dégénéré du faisceau tangentiel est la droite définie

par 7. On en déduit que les droites conjuguées de P par
rapport aux différents complexes du faisceau sont dans le
2-plan (7, 7). N _

On désignera par k, m et X les vecteurs conjugués du 3-plan
P par rapport aux complexes (k), (m), (X), définis par:

Foke =keflg,  Time = mobly, X = 2kk — gm

> — >

Les vecteurs k, m, X sont donc dans le 2-plan 3, 7.
f) Nous tirerons de cette étude la conclusion pratique sui-
vante. Le 2-plan (I, Z) est totalement orthogonal au 2-plan

(_I;, m) au sens de la métrique hog ou bien au sens dela métrique
lag, ou de la métrique vy, (on rappelle que

— g i —
Yaﬁ - 2h + 2’(‘ . g(zhaﬁ laB)3
si g— 2h— 2k =~ 0).

On pourra faire une figure dans l'espace projectif P®
défini par les directions de l’espace vectoriel considéré.

g) Les résultats précédents nous servirons a former des
repéres commodes. Nous leur adjoindrons les remarques
suivantes :

— Avec la métrique h,g, on a la relation:

(1) (kp = £ 1, —% (B



14 JEAN VAILLANT

— Dans un repére ou1 le 3-plan P est représenté par la forme :

1
Lo 8 (2° = 0 est I’équation du 3-plan),
0
le vecteur Z a pour composantes :
«— qao $H°=0
ke =k 41 1

On voit que kk/ = 0 et par suite k* est le vecteur unique tel
que:

- 0, kukj = 0.

2. Repéres adaptés i une caractéristique satisfaisant a y*8, f o0f = 0.

Le plan P considéré est ici le plan tangent a la caractéris-

tique en chaque point. Il est tangent au céne (y) le long de ?
et n’est pas tangent au cone (h). Nous construirons en chaque
point un repére commode.

En effet, on vérifie que les vecteurs k et X sont orthogonaux

au sens de la métrique hqg et distincts. On sait que le vecteur y
> — o 4 .
est orthogonal a k et X et que ces 3 vecteurs sont linéairement
>
indépendants dans P. Enfin le vecteur & est orthogonal au

—

3-plan P et par suite a ;, Z X et n’appartient pas au plan P.

On peut donc former un repere orthogonal au sens de hap
> > >
avec les vecteurs h Y’ k X. Nous de31gnerons par ey, €1, €3, €3

—

un repére orthonormé construit a partir de h, 'Y, X, k dans
Pordre indiqué.
Cherchons les composantes de g,3 dans un tel repére. Du fait
que:
Ii‘ijkj = 0,
on déduit : ks = 0.

Puisque le repére est orthonormé, la matrice des h,g est
diagonale; 3 des coeflicients de la diagonale vaudront — 1,
Pautre vaudra 1; remarquons que d’aprés la formule (1-1),
on a:

k(k) = h(h)
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c’est-a-dire que (h)? et (k)? sont de signe contraire et par suite
que:

ho =—¢, hu=—1,  hpy=—1 hy=c¢,

avec ¢ = + 1.
Pour 'instant on peut donc écrire :

—¢& ko koo ko3

| —ka —1 Kk O
BB =\ kg —kw —1 O
— kys 0 0 €

ey . . > )
Utilisons maintenant le fait que le vecteur e; du repeére
>

est colinéaire & y; on a:
Y=yv=y=0
De v = 0, on déduit:

gl poe o g
. g
soit :
2 dét(h;;) — dét(gy) =0
d’our: ko = = 1.

On prendra k;; = + 1; P'autre solution correspond a un
ga.p transposé de celui choisi. De y® = 0, on déduit: I = 0,
d’ott ky; = 0. Dans ces conditions on vérifie que y* = 0. Fina-
lement :

—¢£ 0 kos  kos
0o —1 1 0

Eab=\ _ky —1 —1 0 [
— ko3 0 0 ¢
—¢ 0 00
e — 0 —1 0 0
ap 0 0 —1 0/
0 0 0 ¢
0 0 ke hos
ke — 0 0 1 0
ap —ky —1 0 O
— ks O 0 0
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koz
g

Remarquons que (Y)? est négatif et que par suite le cdne ()
est toujours a 'extérieur du coéne (k). On a aussi

e(koa)? = 2k + 2h — g;

ko; ne peut donc étre nul, le cas 2k 4+ 2h — g étant celul ol
le cone (y) serait dégénéré, cas que 'on a déja éliminé. Le signe
de ¢ est celui de 2k + 2h — g et aussi de — (Z)2 On en déduit
que selon le signe de (2k 4 2h — g), (h) est a I’extérieur ou
a l'intérieur de (y); la disposition relative de ces cdnes avait
déja été trouvée dans [10].

"t=—0"=

3. Repéres adaptés a une caractéristique satisfaisant a
h*Bd fopf = 0.

En chaque point de la caractéristique le plan tangent P

est tangent au cone (k) le long de la droite qui porte le vecteur h.
Nous construirons en chaque point un repére adapté aux
calculs qui suivront.

On remarque d’abord que les vecteurs k etk ne peuvent étre
confondus; ils appartiennent tous deux au plan P.

Le 3- plan conjugué de k par rapport a (h) coupe le 3-plan
P et ne passe pas par k. Le 3-plan conjugué de h par rapport
au complexe (k) passe par Fethet coupe aussi le 3-plan P.
Le 3-plan conjugué de k par rapport a (k) et le 3-plan conjugué
de b par rapport a (k) se coupent donc selon un 2-plan passant
par h et non contenu dans P. Ce 2-plan recoupe le cone (h)
selon une droite passant par ’origine et définie parle vecteur ¢o.

Le 3-plan tangent a (k) le long de eo coupe le 3-plan conjugué
de k par rapport a (k) selon un 2-plan. Ce 2-plan coupe le
2-plan intersection du 3-plan P et du plan conjugué de k par
rapport a (h) le long d’une droite définie par le vecteur es.

Nous prendrons en chaque point un repére eo, €1, €3, €5 formé
par les vecteurs Zo, k e;.
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Le vecteur % satisfait a:
h =0, bW =0
on a donc: h; = 0 pour tout 1.

> . R
Le vecteur e, appartient au cone (k), on a donc: hy, =0.

> . , > >
Le vecteur e; est conjugué du vecteur k et du vecteur ¢,
par rapport au cone (h); on a donc: hyy = hgg = 0.
->

> . , .
Le vecteur ¢, est conjugué du vecteur k par rapport a (h),
on a donc: hy, = 0.

D’autre part k satisfait a:
kiz =0

> . , 3
ket e, sont conjugués par rapport au complexe (k), d’ou:
kos = 0. On a donc finalement :

0 hor Koz Kos
0

d’ou:

— hOl O k13
uf =\ — ks 0 hy O )
— Rog —‘km O h33
0 hy 0 O
[ hy O 0 0
hag=1"0" 0 1, 0 )
0 0 0 hy
0 0 kyy ko
B 0 0 0 ky
kag=\ _, 0 0 0

— ks —Fks 0 O
h=— (hm)zhzzhaa # 0 k= (koz)"x (kla)z-

4. Repéres adaptés 3 une caractéristique satisfaisant a
l“ﬂbafb§f= 0.

En chaque point de la caractéristique, le plan tangent P

est tangent au cone (I) le long de la droite qui porte le vecteur .
On construira un repére adapté a cette caractéristique, en
chaque point.
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En effet, on vérifie que les vecteurs k et 7 sont orthogonaux
au sens de la metrlque hag et distincts. On sait que 1 est ortho-
gonal a ket et que ces 3 vecteurs sont linéairement indépen-
dants dans P. Enﬁn le vecteur h est orthogonal au 3-plan P
et par suite a l k ot m et n’appartient pas au plan P. On dési-
gnera par eo, el, e2, es un repeI_')e _())rthq)norme au sens de la
métrique h&p construit a partir de_)h, l,m, k dans 'ordre indiqué.

Comme k est proportionnel a eg, on aura:

kis = 0.
Du fait que le repére est orthonormé, tenant compte de
(1-1), on a:
h1)0=—1’ h11=57 h'22=_€, hay = —1
avec ¢ = 1.
Puisque Zl est colinéaire a 7, on a:
P=pr=PF=0.

On en déduit:
klz = i 1, ko]_ = 0.

On prendra k;; = 1; 'autre solution correspond a un g,g
transposé de celui choisi.
On a finalement :

—1 0 kos s
0 € 1 0

Bap=| _ 02 — 1 —¢ 0 ’
—k03 O 0—1
—1 0 0 0 0 0 koy kos
of 00 —e 0 "f —kpy —1 0 0
00 0 —1 — ks 0 0 O
g = — (k) £ 0
h=—1 k= (ko3)?
On a aussi: llz%.

Le signe de ¢ dépend de la position relative des cones (I)

et (h).



CHAPITRE III

PROPRIETES ALGEBRIQUES
ET PROPAGATION DES DISCONTINUITES DU TENSEUR
DE COURBURE SUR CHAQUE CARACTERISTIQUE

1. Propriétés algébriques des discontinuités sur une caractéristique
satisfaisant & y*f[,Jg = 0.

En chaque point de la caractéristique, on prendra un repére
adapté et dans ces conditions on écrira les équations (I-2-A).

Pour déterminer les u significatifs, compte tenu de la
remarque du § 2 ¢) du chapitre 1, on aura besoin des équations
(I-2-A;), (I-2-A,), (I-2-Ag), (I-2-Aq), (I-2-A;), (I-2-A,).

On considérera d’abord les équations de la forme :
(1'2'As) u'i‘kghj + uﬁ;gu. = 0.

L’équation ci-dessus sera notée (Ag);j.

Ce systéme se sépare. Les 12 équations (Ag)ws, (Ag)ass,
(Ag)sap, OU @ et b ne prennent que les valeurs 1 et 2, ne con-
tiennent comme inconnues que les 12 inconnues: ud,, uls,
ui,. Ce systéme est de rang 10 ou de « corang » 2; on peut
choisir deux des w arbitrairement et exprimer les autres en
fonction de ceux-la. Les 15 autres équations (Ag) et les 15 autres
inconnues forment un systéme craménien; les 15 derniers u
sont nuls.

Les ul;, ul, udn, uly sont ensuite déterminés de fagon unique
en fonction des u précédents a I’aide des équations non encore
utilisées.



20 JEAN VAILLANT

Nous donnerons les expressions des w non nuls en fonction
des 2 paramétres A et B.

uh = —u, = — 2B

ud = ud; = 2eA.
uls = A —B, uy, = —B—A
u%3:A+B’ y§1=A—B
uys = A + B, ui, = A—B
uzs = B — A, up = A+ B
ug, = — chog(A + B), uo = €(B — A)kog
up = ehos(A — B), ulp = —e(B + A)kos
upy = — (B + A)kys, ulo = (A — B)kye
uge = (A — B)kys, uzo = —e(A + B)kys
uds = e(A + B)kys, ujy = e(A — B)kos
uge = (A — B)hkys, udy = e(A + B)k,
ugs = — Bleg, uzp = — Bho,
ugs = Akqs, ugo = Akos.

On en déduit des relations algébriques sur les discontinuités
du tenseur de courbure et du tenseur de Ricci. Compte tenu

de (I-1-6), on a d’abord :
[P)\p] = 0.

Le tenseur de Ricci est continu a la traversée d’une telle
caractéristique. Avec (I-2-5), on a alors:

la[Pg 2] = 0.
On rappelle que (I-1-3) est toujours valable :
S, [P ] = 0.

L’équation (I-2-A,,) montre que y; = 0. La condition de
Lichnérowicz relative 4 y exprimée en (I-2-A;;) ne détermine
Pas Yo, qui reste arbitraire pour l'instant.

Enfin les équations (I-2-A,)) déterminent les a significatifs
en fonction des paramétres A et B et les équations (I-2-Ay,),
(I-2-A4,), (I-2-A,;5) déterminent les a non significatifs en fonc-
tion des w non significatifs et des parameétres précédents.

On vérifie alors que les a,p satisfont a la relation :

" 2k, , R
Y <a(a(3) + g k PYGa“[pﬁ]) = '2—lf3'
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avec:

R = I*Pagg, - <2h — g— 2k > + 2me® ataB]<h ; k)'

Les a,g ne sont pas des tenseurs, mais cette relation est inva-
riante dans les changements de coordonnées admissibles.

2. Propagation des discontinuités sur une caractéristique satisfaisant
a y“ﬁlalg = 0.

Les équations (I-2-A) permettent de déterminer les V pourvu
que les seconds membres vérifient des relations de compatibilité.
Ce sont ces relations sur les u qui exprimeront en général
la propagation des w.

Dans le cas considéré, nous écrirons les équations auz V sous
forme simplifiée en etendant la notation de congruence aux
combinaisons linéaires des u significatifs. On tiendra compte
aussi de la remarque du § 2 f) du chapitre 1. Les équations
aux V s’écriront alors:

(Kl) VY~ — bhu'z!j + bju?o + duf;

(As) Vo ~ Vi — dug; — dpulfy

(As) Vi ~ Vi — dug; — d,uly

(Ks)ijk Viegn + Viigin ~ 80kl + ginditth; + 8o;(0null — :udy)

+ gio(dnul; — djuly)
(K'z) Vogo; + Vergns + VEi8on ~ 8ondits; + Boo(dnUl; —0,uly)
(As) Viogio + Viegin + V8o ~ Znodxtly + Zoo(Ontul — 0;uds).

La matrice des coefficients des V est la mé&me que celle des
coefficients des u. Le systéme des 12 équations (Ag)ass, (Ag)ass,
(Ag)sas se sépare. Ce systéme d’équations en Vi, VI, V3, est
de corang 2 et les seconds membres doivent vérifier 2 condi-
tions de possibilité. Une fois les u remplacés par les valeurs
trouvées au paragraphe précédent, on a donc 2 conditions
de possibilité sur les dérivées A et 3;B.

On obtient en fait ces conditions en effectuant les combinai-
sons :

(Ks)ns + (K6)312 + (KG)SZI - <K6)231 - (K6)223 - (K6)132
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d’une part et:
(K6)213 + (K6)123 + (X8)131 - (K6)311 - (K6)232 + (KG )822'

On trouve simplement :

%A ~ 0, 3B~ 0;
c’est-a-dire :
TP, A ~ 0, ¥%.B ~ 0;
soit :
YPpug ~ 03 pour tous a, {3, k

On peut encore écrire, sous forme tensorielle, en utilisant,
par exemple, la dérivation covariante définie par la connexion
linéaire envisagée :

YP VP[PE,XH] -~ O,

modulo une combinaison linéaire a coeflicients continus de
composantes de [Pp ] et de termes non significatifs.

Les autres équations en V ne donnent aucune autre condition
de possibilité. On aura besoin cependant de déterminer V%,
Pour cela on considérera seulement les équations (A4) qui n’ont
pas été utilisées.

Tous calculs faits, on trouve:

Vin ~ duul,.
On peut alors déterminer la propagation des y,. En compa-
rant (I-2-A,,) et (I-2-A,;), on trouve d’abord :
. 3 .
2¥0yo + 5 7'(Voi + onugi) ~ 0.

En utilisant (A,), on a encore :

Prougte + g’_ P(Vh — dptdly) ~ 0.

En remplacant V}, par la valeur trouvée ci-dessus :

Y0yo ~ 0.
On a donec:

Y9, [0.Sg] ~ 0, pour tout a et .
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Et sous forme tensorielle :
YPV [vas@] ~ 0,

modulo une combinaison linéaire des composantes de [Pf ],
de [V,Sg] et les termes non significatifs.

Il en résulte que les discontinuités se propagent le long des
trajectoires, sur ’hypersurface caractéristique, du champ de

vecteurs Yy, c’est-a-dire, sur cette hypersurface, le long des
géodésiques 1sotropes de la métrique définie par le tenseur Yap
ou par un tenseur proportionnel. Cette propagation est régie
par des équations différentielles du 1¢T ordre; on a les circons-
tances usuelles de la propagatlon par ondes En partlcuher
si [Pg),] est nul en un point de la variété caractéristique, il
est nul tout le long de la geodes1que 1sotr0pe 1ssue de ce pomt
et situé sur ’hypersurface caractéristique. En général, connais-
sant les données de Cauchy sur l’hypersurface [PBXH] est
déterminé en tous les points du rayon 1ssu d’un point, si on
connait sa « valeur initiale » en ce point. Il en est de méme
pour [V,Sg].

En définissant, & I'inverse de la 1T® partie, (cf. 1T® partie,
chap 1, § 7 b), les corangs et les multiplicités a 'aide des équa-
tions dlﬂ'erentlelles de la propagation, on peut dire que les
caractéristiques (y) ont un corang principal égal & 2, de multi-
plicité 1 et un second corang nul; leur multlphclte totale est
alors 2.

3. Propriétés algébriques des discontinuités sur une caractéristique
satisfaisant 3 A*P/,lg = 0.

En chaque point de la caractéristique nous prendrons un
repére adapté et dans ces conditions on écrira les équations
(I-2-A).

Pour déterminer les w significatifs, compte tenu de la
remarque du § 2 ¢) du chapitre 1, on aura besoin des équations
(I-2-A,), (I-2-A,), (I-2-A), (I-2-A,), (I-2-A;), (I-2-A,).

On considérera d’abord les équations:
(I-2-Aq) Wikgy + Ulign = 0.

L’équation écrite ci-dessus sera notée (Ag)y.
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Ce systéme se sépare. Les équations (Ag)ias, (Ag)arzs (As)az1,
(Ag)sas, (Ae)asz, (As)szz ne contiennent comme inconnues que
les 6 inconnues : uly, u3,, uj,, uss, uls, uds. Ces équations forment
un systéme de corang 1; I’équation (Ag)ye; est une combinaison
linéaire des équations (Ag)izs €t (Ag)ere- On choisira u}, arbi-
trairement et on exprimera les autres u de ce systéme partiel
en fonction de ul,.

L’équation (Ag);y; est identiquement vérifiée. D’autre part
I'inconnue uj; n’apparait dans aucune équation et peut étre
choisie arbitrairement.

Les 20 autres équations (Ag) contiennent les 20 autres
inconnues et forment un systéme cramérien; les 20 derniers u
sont nuls.

Les u;, u%, udn, ul, sont ensuite déterminés de fagon unique
en fonction des u précédents a ’aide des équations non encore
utilisées.

Nous donnerons les expressions des u non nuls en fonction
des 2 paramétres A et B.

u%3=_u§2=A9 ué2=—‘h2_2_ ) u%s':B
k13
o= —M2A, = lema
k13 13
=G0 A = —2A
Fas
dy— I s g Bk
s (ko) ™

—_ hOlB k03 A h01h33A
o = B Tl A T T

k k,

2 02 2 02
u03—2h22A u80—2h A
u83=——£9lA 1"'30'__',}.;1

13 ks
udy = — uy = A.

On en déduit des relations algébriques sur les discontinuités
du tenseur de courbure. On a d’abord :

h*[Pg] =0 et he[P§ ] = 0.
Posons : [Pggy,] = gPa[Pg.KP]’ on a aussi:
h*[Pagye] = 0.
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Enfin on rappelle qu'on a toujours: (I-1-3) et (I-2-5):

Sk,p,vlv [Pg,lp] = O;
la[Pg,)»p] = ZB[P)\p-]'

Les équations (I-2-A,;) donnent:

3
y1=y2=0, ys=—“‘2—A-

La condition de Lichnérowicz relative & h exprimée en
(I-2-A,5) ne détermine pas y, qui reste arbitraire pour I'instant.
Enfin les équations (I-2-A,,) déterminent les a significatifs
en fonction des parameétres A et B et les équations (I-2-A,,),
(I-2-A;5) et (I-2-A,5) déterminent les a non significatifs en
fonction des u non significatifs et des parametres précédents.
On vérifie alors que les a,g satisfont a la relation :

A
Rap = E2e) g,

Les a,g ne sont pas des tenseurs, mais cette relation estinva-
riante dans les changements de coordonnées admissibles.

4. Propagation des discontinuités sur une caractéristique satisfaisant
a h“plalp = 0.

Les équations (I-2-A) permettent de déterminer les V pourvu
que les seconds membres vérifient des relations de compa-
tibilité. D’aprés I’étude faite au paragraphe précédent, on
obtiendra ces relations en écrivant que les équations (Ag)ss1,
(Ag)122, (Ag)212, sont compatibles d’une part, et d’autre part
que le second membre de (Ag)y;; est nul. On trouve en fait que
(Ag)h11 est identiquement vérifiée et que le systéme (Ay)y,,
(Ag)122, (Ag)as2 donne la condition :

(1) 3A + pA ~ 0

¢ est un terme continu s’exprimant en fonction des g,g et de
leurs dérivées; la congruence concerne seulement les termes non
significatifs.

Les équations (A,,) et (A;;) doivent &tre compatibles et
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déterminent alors les z. On trouve la condition:
(2) Yo ~ 0:

modulo une combinaison linéaire @ coefficients continus de A, B,
Yo et des termes non significatifs.

Les conditions de compatibilité relatives aux équations
(A) ne donnent aucune relation concernant le paramétre B.

On est donc amené a considérer les équations (A) ayant pour
inconnues les W. D’aprés ce qui précéde, seule 1’équation
(Ag);1 peut nous donner une condition sur B.

Cette équation s’écrit 1ci:

(3) 2Whihe + 3V11(%8e1 + %815) + Lii(bar + byo)
— 0,53, ~ 0,
modulo des termes non significatifs.
D’autre part WY, s’exprime en fonction des V et de certaines

de leurs dérivées a I'aide des équations (A,), on a (cf. chapitrer,
§2¢):

(4) W 4V —o,Vy + Vchil + V§1Lgc
- VglL‘;c - Vio‘ 31 ~ O’

modulo des termes non significatifs.

On remplace alors dans la formule (3), W, a I’aide de I’équa-
tion (4). On obtient alors une équation qui ne contient que des
V, des b et certaines de leurs dérivées. On remplace ces termes
en fonction des u et de leurs dérivées & 'aide des équations (A).
Utilisant aussi les formules du paragraphe précédent, apres des
calculs faciles mais assez longs, on trouve une équation du
type:

(5) 01:B + a0,B ~ 0,

modulo une combinaison linéaire de A, B et des termes non signi-
ficatifs.

On déduira des équations (1), (2) et (5) des formules inva-
riantes en utilisant la dérivation covariante définie par la
connexion linéaire envisagée.

A partir de (1), on obtient une formule définissant la propa-
gation des discontinuités du tenseur de Ricei:

(6): B[V Pry] ~ 0,
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modulo une combinaison linéaire de composantes de [Py,]
et de termes non significatifs.
A partir de (2), on obtient la relation:

(7) ke ,[V ,Sg] ~ 0,

modulo une combinaison linéaire de composantes de [Pf;,]
et de [V,Sg] et de termes non significatifs.

Cette formule définit la propagation des discontinuités des
dérivées du vecteur S,.

Enfin a partir de (5), on obtient:

(8) ARV Vo [PEi] + ARV [PEy]) + M([P§y.]) ~ 0,

modulo des termes non significatifs; A et M sont des combinai-
sons linéaires des composantes des termes entre parenthéses.
Cette formule indique comment se propagent les discontinuités
du tenseur de courbure.

Il résulte de ce qui précéde que les discontinuités se
propagent le long des trajectoires, sur ’hypersurface carac-

téristique, du champ de vecteurs i, c’est-a-dire, sur cette
hypersurface, le long des géodésiques isotropes de la métrique
définie par le tenseur h,g ou par un tenseur proportionnel.

La propagation des discontinuités du tenseur de Ricei
est simple; elle est définie par une équation différentielle du
1€r ordre; on remarquera, en tenant compte des résultats du der-
nier paragraphe de ce chapitre, que les caractéristiques satis-
faisant & h*fl,ly = 0 sont les seules oit peuvent se produire des
discontinuités du tenseur de Ricci [Pj,]. On remarque aussi
que si [Pj,] est nul en un point de ’hypersurface caractéris-
tique, il est nul tout le long de la géodésique isotrope issue de
ce point et situé sur I’hypersurface.

La propagation des discontinuités du tenseur de courbure
[Pgu] est définie par une équation différentielle du second
ordre. En particulier, si [P§,.] et AV [Pg,,] s’annulent en un
point de 'hypersurface caractéristique, [Pgy.] est nul tout le
long de la géodésique isotrope, au sens de h,g, issue de ce point
et située sur I’hypersurface.

On peut dire que les caractéristiques (k) ont un corang prin-
cipal égal a 2, de multiplicité 1, un second corang égal a 1,
de multiplicité 1; leur multiplicité totale est alors égale a 3.
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5. Propriété des discontinuités sur une caractéristique satisfaisant
a l“ﬁlalp = 0.

En chaque point de la caractéristique, on prendra un repere
adapté et dans ces conditions on écrira les équations (I-2-A).

Pour déterminer les w significatifs, on aura besoin, cette
fois, des équations (I-2-A,), (I-2-A,), (I-2-A;), (I-2-A,), (I-2-A)s,
(I-2-Ag), (I-2-A;), (I-2-Ag), (I-2-A,). Le systéme ainsi formé
comporte 56 équations a4 51 inconnues; son rang est 50 et par
suite les inconnues s’expriment comme des fonctions linéaires
d’un seul paramétre. En fait, tous les u significatifs sont nuls,
sauf :

Ugs = — Ugp = Uz = U3

que P'on peut donc, pour l'instant, choisir arbitrairement.
Posons encore :

[Pag,ru] = 8eu [Pg,lu]-

Les seules composantes de [P,g3,] non nulles sont :

[Poo,0s] = — [Poo,s0]-
On en déduit que [P,g),] est de la forme:

[Papau] = Klalg(lahey — k)

K est un scalaire arbitraire, pour I'instant, sur S; on a posé:
by = hyukt.

De cette expression on déduit facilement les propriétés
algébriques de [Py ], (cf. [11] et [12]).

On a aussi: [Py,] = 0.

On détermine ensuite les a,3; on vérifie qu’ils satisfont a la
relation :

tg o — 0
Faep = 35 b
avec :
2k
R = l“pa(ap) + E‘ (kaﬁa[a?t] - gaﬁaaﬁ)'

Les équations (I-2-A) permettent alors de déterminer les V
pourvu que les seconds membres des équations aux V vérifient
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six relations de compatibilité. On constate, aprés des calculs
assez longs, que ces six relations sont identiquement véri fiées
sans qu’on impose aucune condition a K.
La condition supplémentaire de Lichnérowicz (I-2-Aj;)
entraine la relation:
l“bayp ~ 0,

modulo une combinaison linéaire de y,, du paramétre K et
des termes non significatifs; on peut aussi écrire :

lPVP [VaSﬁ] ~ 0,

modulo une combinaison linéaire de K et des composantes
de [V,Sg]. _

On est amené ensuite a considérer le systéme (A) aux incon-
nues les W.

Pour que ce systéme soit compatible, 1l faut que les seconds
membres des équations aux W vérifient six relations de compa-
tibilité. Ces conditions nécessitent des calculs longs. Nous en
avons écrites quatre; elles étaient identiquement vérifiées
modulo les termes en K, compte tenu de ce qui précéde. Il
semble que celles que nous n’avons pas entiérement calculées
solent aussi identiquement vérifiées. Dans le cas, ou tous les
termes disparaitraient, il faudrait donc considérer les équations
aux discontinuités d’ordre encore supérieur et les calculs
deviendraient trés pénibles. En tout cas, la propagation des
discontinuités sur les caractéristiques n’est pas simple.
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