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DEUXIÈME PARTIE

PROPAGATION DES ONDES EN THÉORIE UNITAIRE
D'EINSTEIN-SCHRODINGER

CHAPITRE PREMIER

CARACTÉRISTIQUES ET ÉQUATIONS AUX DISCONTINUITÉS

1. Variété fondamentale, grandeurs de champ et discontinuités.

a) On considère une variété différentiable V4 de dimension 4,
de classe Cg, €5 par morceaux. Sur cette variété nous supposons
définis un champ de tenseurs gap (non symétriques en général),
de classe Ci, £4 par morceaux, satisfaisant aux hypothèses
habituelles de la théorie unitaire, une connexion linéaire L^p
de classe Co, Cg par morceaux, et un champ de vecteurs cova-
riants Sa de classe Co, €3 par morceaux (cf. [9]).

Soit une surface de discontinuité définie localement par
l'équation : f{x9'} '=. x° == 0; on posera : ly, == ôa/1.

Les premières discontinuités apparaissant dans les dérivées
des grandeurs de champ satisferont aux équations, (cf. [7]
et l^ partie chap. i, § 7) :

[^gap] == ^ap^; [^Lïp] == ̂ ïp; [>xSa] == ^2/a;

soit aussi :

[Wap] == »a(3; [^Lïp] == ^[3; !>)Sa] = y<x.

Les discontinuités d'ordre supérieur se calculeront à partir
des précédentes et de :

E^OOO^ap] = &ap; [ôooUp] = Vïpî [^oSa] == Za;

^OOOogap]; [ôoooLïp] == W([p; [ôoooSa]?



4 JEAN VAILLANT

Les discontinuités ay, uï», u?a et i/a ne peuvent être annulées
par aucun changement de coordonnées admissible; on dira
qu'elles sont significatives. Par contre on peut, par un change-
ment de coordonnées admissible, annuler l'une ou l'autre des
discontinuités Ooa? ^ao et u^ on dira qu'elles ne sont pas signi-
ficatives. On ne peut pas toutefois, en général, annuler toutes
les discontinuités non significatives à la fois; il faut pour cela
qu'elles vérifient initialement les conditions :

(1) ^[oi] — ̂  ̂  — a^h^ = 0

(2) u^—h0^— ̂ 00=0.

conditions que nous retrouverons dans la suite.
On remarquera de même que les V^i et les V^a sont signi-

ficatives, tandis que les V^o ne sont pas significatives.
b) On désignera par P|,X{A 1̂  composantes du tenseur de

courbure de la connexion et par P\^ celles du tenseur de Ricci.
On a pour les discontinuités :

[P|.̂ ] == hu^ — ^ujx.

On en déduit facilement les relations tensorielles :

(3) S .̂v ;v[P^] = 0

où S ^ n y signifie qu'on somme en permutant circulairement
X, (x, v, et:

(4) ^[P|^]=^[P^]-^[Ppx].

Il sera utile de remarquer que :

(5) [P|,,] = 0, [P|.o,] = u|,

les discontinuités non significatives n'interviennent pas, ce
qui est naturel.

On aura aussi :

(6) [Py] == U", ; [Poo] = - < -, [PoJ = < ;

[Pio]--^.
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2. Équations de champ; caractéristiques et conditions
sur les discontinuités.

a) On rappellera les équations de champ sous la forme
(cf. [9]) :

(1) P^=|-(^—ô^)

(2) Lirp = LpG-
(3) ^ë^ —— HpgapL —— L^g^ = 0.

On pourra leur adjoindre des conditions du type indiqué par
M. Lichnérowicz [9] ; suivant les cas on utilisera :

(4) ^(y^s^ii) = o ou_ î>a(^Sp\/îgî)=o
OU ^SpV/lgQ^O;

on a défini y"? par : (cf. [10])

y^^2^—^.
g

Compte tenu de l'équation (1), la formule (1-4) peut s'écrire
plus simplement :

(5) WW = W(.]
b) Des équations de champ, on déduit les équations reliant

les discontinuités Oap, uïp, î/a.
A partir de l'équation (1) et de l'équation (2) où l'on a

dérivé en x° on obtient :

(Ai) u°,=0, (Aa) <==<, (Aa) u°o==i^
(A4) et (Ag) i4 == uto = 0.

En dérivant l'équation de liaison (3) par rapport à a?0, on
obtient :

(Ag) u^gkj + </gth == 0,
(Ay) u^ghj + u^goj + ^goh === 0,
(Ag) <)gih + U^ogio + ^kghO == 0,

(Ag) goo(2/S/c + Uîo) + ̂ g^ + ^O^O/* = 0.
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On obtient aussi à partir de (3) les équations déterminant
les a, en fonction des u :

(Aïo) % == U°QgQj + U^gio + Ufogh, + </g^

(An) aoo = 2uSo^
(Aig) Ooi = Ujiogof + ^Sogh» + <-goh + <-go0.

(Aïs) a,o = ugog,o + ^og;h + ^Sogho + ^°ogoo

L'équation (1) permet aussi d'obtenir les y^ en fonction des u :

3
(Ai4) Vi = y <••

Enfin une condition de Lichnérowicz, par exemple la première,
donnera une condition du type :

(Aïs) T°°î/o + iVi = 0

où l'on a posé Y a==y a^p; cette condition déterminera, si
y00 =^= 0, i/o en fonction de y^ On remarque que les équations
contenant des discontinuités non significatives sont séparées
des autres.

c) Supposons que la surface de discontinuité satisfasse
à g00 -=f=- 0. On démontre alors que les équations (A4), (A^)
et (Ae) sont vérifiées pour tout système de u satisfaisant aux
équations (A^ (Ag), (^3), (Ag),^ (Ay), (Ag).

Cette propriété est liée au fait que les équations du champ
sont en involution au sens indiqué par M. Lichnérowicz.

d) Cherchons à déterminer les discontinuités dans le cas
général. Le système (Ag) n'admet comme solution que la solu-
tion nulle [10] sauf si on est dans un des 3 cas suivants :

I) g°°=0, soit g^H=0
II) /i°°=0, soit h^l^=0
III) yoo ̂  o, soit y^Up = 0.

Une hypersurface qui satisfait en tous ses points à l'une
de ces conditions sera une hypersurface caractéristique; dans
le cas (I) nous dirons qu'on a une caractéristique de
Lichnérowicz; dans les cas (II) et (III) nous dirons qu'on a une
caractéristique de M.me Maurer-Tison.

Supposons maintenant que g00, A00 et y00 ne soient pas nuls
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dans le voisinage d'hypersurface considérée. On peut utiliser
le c) et supprimer les équations (A4), (A.s), (Ao). D'après (Aç),
on a donc, quelles que soient les valeurs des indices :

u?, = 0.

De (A^) et (As), on déduit que:
,,o — ,,o _ o
UQÎ ——— U^Q ——— U,,

De (Ay) et (Ag), on déduit que :

uïo = u^ = 0.

En reportant dans (Aïo), (A^), (A^), on a :

^ij == 0, î/œ = 0.

Toutes les discontinuités significatives sont donc nulles.
Les équations (An), (A^g), (A^) s'écrivent aussi bien :

(6) Ooo == 2^So^o<T
(7) a(oo == uSo^o
(8) a^] = u^hai

et ces équations entraînent que les conditions (1-1) et (1-2)
sont réalisées. Par suite on peut faire disparaître toutes les
discontinuités non significatives à la fois par un changement
de coordonnées admissible sur Phypersurface considérée.

Dans le cas analytique au moins, le problème de Cauchy
admet une solution et une seule, (cf. [9]), pour une telle hyper-
surface.

L'étude des hypersurfaces caractéristiques et la résolution
du système précédent dans les divers cas seront faites dans
le 2e chapitre.

é) Auparavant nous écrirons les équations reliant les dis-
continuités &ap, V^p, Zy. et les discontinuités précédentes.

En dérivant par rapport à ac°, l'équation (1), on obtient :

[ôoPap]=-|-([ôoaSp]——[ôopSa]).

En dérivant par rapport à x°, l'équation (2), on obtient :
V? _ V^Vffp — Vp(j.
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On utilisera maintenant une notation de congruence modulo
les combinaisons linéaires des u^o et des ôguîo, ternies non signi-
ficatifs; compte tenu des résultats du 25), on a ainsi les équa-
tions en V :

(Si) V»^ ~ —— ôftU?, + î»yU% + 0.4, —— UW, —— U?,L̂

+ MpyL^ + u^pL^
/T ^ ( V§, — V^ — ÔA< — ô^o — U (̂Uo + Ht)
[ îl (- Lp,« + i4) + Lg,up. + Uo^p + Lptug, + Lipi4
(Sa) V% ~ V£i — ôhuS. — ÔAU^O — u (̂Uo + H.)

— 4,(ug. + u )̂ + Lg,û  + Lgoulp + Lp\i4 + L^u£o
(£4) (Î5) Vo\ = Vo\ ~ uLLSo —— U^U, —— uSftUo.

En dérivant deux fois l'équation de liaison par rapport à x°,
on obtient :

Vli.̂  + V ĝ..,
•— ghJi>kU^ + gAu{y + go/î»hU?k —— Ô.Mgft)

+ gio^hUÏj — ô^ugo)
+ go/(l4U, —— U?fcUo + U<U?fc —— l4U, —— M^L0/.

—— Uhk'-'il —— î<i(L/iA)
+ g;o«L^ — ui;/Lg, + L^u^ — uîio Lgy — u!;oL̂

— uWj — u?/Uh)
+ gy(—— 2î4Uo —— UkUko + "PoUk + U?oUJ

+ g.((—— 2M^L^ —— L^M'fto + "SjUo + UyL1^

— 2{gwuWj + gohM^-LS)) — 2gu(i4Lo, + <-L?o)

(^)

(Î7)

(ïs)

(îe)

Vg»go/ + V^g,, + V^go,
~ goo(^"^- — ô/4o) + gohî>k^

+ goo("LH/ + LtoU^- — Up .̂L^ — î pLê,)
+ ^kgoo^ + îiA&»h — 2uSfc.î»og^ — 2u .̂ôogoh

—— '-'Ok^'sj —— i-'tyûtos-

^ V2og,o + V^g.h + V?kg,o
~' goo(^"lhk——î>."Sk) + ghO^O

+ goo(^U + L^u^ — uW — uMu}
+ ^kgwU°fo + <î>kgho — 2u^o .ôog;, — 2i4 .ôogho

—— LkO01!'! —— LSt^sO'

goo(Vo°k + Vg,) + V$,g,, + V^goh

-^ —— 2u^k.ôogoo —— 2u^o.ôogoT + U*.<ïh0 + Uo^Oft-
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On obtient aussi les équations déterminant les b en fonction
des V et des u; nous aurons besoin seulement de:

(Sio) h ~ V^ + V^ + 2u?o.ôogcry + 2uSy.ôog,<j

+ Uo^o/ + L^aiçy.

On aura aussi une équation (Si4), (analogue à (A^)); nous
l'écrirons, en étendant la congruence aux combinaisons liné-
aires des u et y, sous la forme :

(Si4) Zi - ô,yo + -I (Vo°, + ô,uo,).

A l'aide de la condition de Lichnérowicz, avec la même exten-
sion de la notation de congruence, on aura une condition du
type:

(ïis) ï^o+A'+r^p-o.
f) Supposons que la surface de discontinuité satisfasse à

g°°=^=0; on démontre alors que les équations (^4), (Sô),.
(Ky) sont vérifiées pour tout système de V satisfaisant aux
équations (Si), (Sa), (Sa), (Se), (î?)? (Ss).

g) On aura ensuite, de même, des équations liant les discon-
tinuités d'ordre supérieur. On aura besoin seulement de celles
que l'on va écrire.

— Une des équations (Ai), soit : [ôooPn] === 0; cette équation
sera du type :

Wi°i~...

le second membre ne contenant que des V, et certaines de leurs
dérivées dans le cas qui nous intéressera.

— Une des équations (Ae) :

Wg,, + W^, - ô,6,, — 3V?,.ôo^ — 3V^og<o
( — 3 [ôoL?k. ̂ oogaj] — 3 [ôoUy. ôoog,<j] — LSc. byj — Lîjbiff.
soit celle qui correspond aux indices: |i, /, k^ •==• 11, 1, \.\.

L'étude des équations aux V ou aux W, faite dans l'esprit
de la l16 partie, nous donnera la propagation des u sur une
hypersurface caractéristique; elle sera faite au 3e chapitre.



CHAPITRE II

REPÈRES ADAPTÉS AUX DIFFÉRENTES CARACTÉRISTIQUES

1. Étude du tenseur gap.

a) On considère donc un espace vectoriel à 4 dimensions
et un tenseur réel covariant d'ordre 2, gap? satisfaisant aux
hypothèses habituelles de la théorie unitaire [9].

Une forme linéaire ly, définit un 3-plan P.
Des égalités g^yg^ = g^g^ = S§, définissant le tenseur associé

g^P, [10], on déduit la formule:

8ê = h^ + A-aa^.
De cette formule, on déduit, [10], que l'ensemble des vecteurs

propres de l^ par rapport à A^B est identique à l'ensemble des
vecteurs propres de m^p par rapport à /Cap.

Si k = 0, on remplacera m^ par -̂ - • Sappa^, (e = ± 1, £app<j

indicateur de Kronecker), (cf. [10]), et k^ par —•ç— s^/Cpcr
.Z

et on pourra ainsi adapter les résultats suivants à ce cas
particulier.

L'équation aux valeurs propres de m^ par rapport à /fap
admet en général, [si on n'a pas à la fois g = A, k = 0, cas que
nous laisserons de côté pour simplifier], deux racines doubles
distinctes. Il leur correspond deux 2-plans de vecteurs propres
définis respectivement par les vecteurs ~a et b et les vecteurs
î etd (nous les choisirons plus particulièrement tout à l'heure).

b) On désigne par (() et (A) les cônes d'équations : l^x^x^ = 0
et h^x^-x^ = 0. Ils définissent un faisceau ponctuel qui admet
pour cônes décomposés deux couples de 3-plans : l'un des
couples est formé de deux 3-plans se coupant suivant le 2-plan
(a, & ) ; l'autre de deux 3-plans se coupant suivant le 2-plan
{ï, d).
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Les cônes (Z) et (A) définissent donc aussi un faisceau tan-
gentiel qui admet pour enveloppes dégénérées les couples de
vecteurs S, fc, et î et d; on prendra pour ~a et &, par exemple
les intersections des 3-plans passant par le 2-plan (?, rf) et
définissant l'un des cônes dénégérés du faisceau ponctuel
avec le 2-plan arête de l'autre cône dégénéré du faisceau
ponctuel; on définira de même î et d.

Tout cône non dégénéré du faisceau ponctuel définit une
enveloppe du faisceau tangentiel et de même toute enveloppe
non dégénérée du faisceau tangentiel définit un cône du faisceau
ponctuel.

Ainsi l'enveloppe :

^h^ ̂ (^h^ —l^\^ = 0,
\ 6 /

appartient au faisceau tangentiel et définit un cône du faisceau
ponctuel, sauf si g — 2k — 2h == 0, cas que nous laisserons
de côté dans la suite.

c) Les droites conjuguées du 3-plan P par rapport aux enve-
loppes du faisceau tangentiel forment un 2-plan, [sauf si P
est un plan singulier, c'est-à-dire contient le 2-plan (a, b)
ou le 2-plan {î, d); nous laisserons de côté ces cas].- * • - > - >

On désignera par l, h, y les vecteurs conjugués du 3-plan
P par rapport aux cônes (^), (A), (y) définis par:

î : l- = l^ h : h- == h-H^ ? : î ̂ h —T.
ô

Le 3-plan P coupe le 2-plan (a, b) le long d'une droite définie
par ? : la droite conjuguée de P par rapport à l'enveloppe dégé-
nérée (a, b) est aussi la droite conjuguée de la droite définie
par î, par rapport aux droites définies par ~a et b ; nous dési-
gnerons par î' un vecteur porté par cette droite conjuguée
de P. De même le 3-plan P coupe le 2-plan f?, d) le long d'une
droite définie par J et la droite conjuguée de P par rapport
à l'enveloppe (?, d) est aussi la droite conjuguée dej, par rap-
port aux droites î et d ; elle sera définie par le vecteur ~f\ On
en déduit que les droites conjuguées de P par rapport aux
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différentes enveloppes du faisceau sont dans le 2-plan (î', 7');
ainsi A, l et y sont dans ce 2-plan.

Les plans conjugués de A, par exemple, par rapport aux
cônes du faisceau considéré comme ponctuel, forment un
faisceau que l'on peut déterminer en cherchant les plans
conjugués de h par rapport aux cônes décomposés du faisceau
ponctuel de cônes. L'un de ces cônes décomposés est formé du
couple de 3-plans (S, t, d) et (î, î, S); le 3-plan conjugué de h
par rapport à ce couple de plans est le 3-plan (?, d, t). L'autre
cône décomposé est formé du couple de 3-plans (^, &, î) et
(^, &, r f ) ; le plan conjugué de h est le plan (S, 6, 7)- Les 3-plans
(S, d, î) et (iï, 6, J ) se coupent selon le 2-plan (î, J ) qui est donc
l'« arête » du faisceau des plans conjugués de h. On remarque
que cette arête ne dépend pas du choix de À, donc les vecteurs
tels que l et y ont leurs plans conjugués par rapport à tous les
cônes qui passent par le 2-plan (t, ~f). On remarque, d'autre
part, que, d'après sa définition, le 2 plan (î, J ) est contenu
dans le 3-plan P.

En résumé, les droites conjuguées de P par rapport aux
enveloppes du faisceau tangentiel forment un 2-plan (î', 7'),
les plans conjugués d'une droite quelconque, issue de l'origine,
de ce 2-plan forment un faisceau dont P fait partie et qui admet
pour arête le 2-plan (î, J). Ainsi le 2-plan (î, J ) est conjugué
du 2-plan (f, J ' ) par rapport à n'importe quel cône.

d) Les tenseurs antisymétriques /Cap et m^ définissent chacun
un complexe linéaire. On peut dire que l'ensemble des tenseurs
de la forme : X/Cap + p-^ap définit un faisceau ponctuel de
complexes linéaires. Dans ce faisceau, il y a deux complexes
dégénérés ou spéciaux.

L'un d'eux est défini par le 2-plan (a, 6), l'autre parle 2-plan
(t, d). ^

A l'aide des tenseurs associés k^ et m"?, on définit de même
un « faisceau tangentiel » de complexes linéaires : Vk^ + ^m^,
qui admet des complexes dégénérés définis par les 2-plans
(a, î) et (^ d).
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Tout complexe non dégénéré du faisceau ponctuel définit
un complexe du faisceau tangentiel et réciproquement.

On aura à considérer le complexe défini par :

X^ = îkh^ — gm .̂

e) Les droites conjuguées du 3-plan P par rapport aux
complexes du faisceau tangentiel forment un 2-plan.

La droite conjuguée de P par rapport au complexe dégénéré
de ce faisceau défini par le 2-plan (^, 6) est l'intersection de
ce 2-plan avec le plan P, c'est-à-dire la droite définie par t.
De même la droite conjuguée de P par rapport à l'autre
complexe dégénéré du faisceau tangentiel est la droite définie
par 7- On en déduit que les droites conjuguées de P par
rapport aux différents complexes du faisceau sont dans le
2-plan (1,7). ^ ^ ^

On désignera par /c, ~m et X les vecteurs conjugués du 3-plan
P par rapport aux complexes (/c), (m), (X), définis par:

k : k^ = k^, m : m^ = m^p, X = îkk — gm

Les vecteurs /c, m, X sont donc dans le 2-plan î, J .
f) Nous tirerons de cette étude la conclusion pratique sui-- > • - > •

vante. Le 2-plan ( î , h) est totalement orthogonal au 2-plan
(A*, ~m) au sens de la métrique h^ ou bien au sens de la métrique
fap? ou de la métrique yap (on rappelle que

yJ_
2h+ 2 k — g '^ = 97, J- 9^.——^ (2Aa? — l^^

si g—2/ i—2/c^0) .
On pourra faire une figure dans l'espace projectif P3

défini par les directions de l'espace vectoriel considéré.
g) Les résultats précédents nous servirons à former des

repères commodes. Nous leur adjoindrons les remarques
suivantes :

— Avec la métrique Aap, on a la relation :

(î) (k^=^in,-^(h)\
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— Dans un repère où le 3-plan P est représenté par la forme :
1

^<x o {xo = ̂  esj^ l'équation du 3-plan),
0

le vecteur k a pour composantes :

La_Lao °̂ = 0k -k [y=^
On voit que k^V === 0 et par suite /c® est le vecteur unique tel
que :

/co = 0, k^V = 0.

2. Repères adaptés à une caractéristique satisfaisant à y^a/ôa/ = 0.

Le plan P considéré est ici le plan tangent à la caractéris-
tique en chaque point. Il est tangent au cône (y) le long de y
et n'est pas tangent au cône (A). Nous construirons en chaque
point un repère commode.

En effet, on vérifie que les vecteurs k et X sont orthogonaux
au sens de la métrique h^ et distincts. On sait que le vecteur y
est orthogonal à k et X et que ces 3 vecteurs sont linéairement
indépendants dans P. Enfin le vecteur X est orthogonal au
3-plan P et par suite à y, k, X et n'appartient pas au plan P.
On peut donc former un repère orthogonal au sens de h^
avec les vecteurs A, y, k, X. Nous désignerons parîo, ~e^ ~e^ ^3
un repère orthonormé construit à partir de A, Ç, X, ~k dans
l'ordre indiqué.

Cherchons les composantes de gafi dans un tel repère. Du fait
que :

/c^=0,
on déduit : k^ = 0.

Puisque le repère est orthonormé, la matrice des Aag est
diagonale; 3 des coefficients de la diagonale vaudront —1,
l'autre vaudra 1$ remarquons que d'après la formule (1-1),
on a :

k(k)2 =h(h)2
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c'est-à-dire que (A)2 et (A*)2 sont de signe contraire et par suite
que :

hoo == — £? 1̂1 == — l? ^22 == — l? ^33 == £?
avec s == + 1.

Pour l'instant on peut donc écrire :

g^=

—— £ "'01 n02 "'03
—k^ —1 k^ 0
—— '^02 —— "'12 —— -L ^

À-03 0 0 £

Utilisons maintenant le fait que le vecteur ôi du repère
est colinéaire à y ; on a :

yo = y2 = ̂  ̂  o.

De y00 = 0, on déduit :

2 h- h00 — Ie0 = 0
g

soit :
2 dét(/i,,) — dét(^) == 0

d'où : k^ = ± 1.
On prendra /Cig == + 1 ; l'autre solution correspond à un

gap transposé de celui choisi. De y02 == 0, on déduit : î02 == 0,
d'où A-oi == 0. Dans ces conditions on vérifie que y3 == 0. Fina-
lement :

£ ^ "*02 "*03
0 — 1 1 0

é'ap=
——À-02 — — 1 — — 1 0

^03 0 0 £

-s 0 0 0\
0 — 1 0 0
0 0 — 1 0
0 0 0 ï . }
0 n le je '

k•«P

u \j f\Q^ nçg

0 0 1 0
•̂«P

-/foa — — 1 0 0

.——^03 0 0 0

g = 2(/Coa)2 — 2 — £(/fo2)2, A = — 1,
A- = (/fo3)2.
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On a:
y1 = — l01 = £ k92.

g

Remarquons que (y)2 est négatif et que par suite le cône (y)
est toujours à l'extérieur du cône (A). On a aussi

£ ( /Co2 ) 2 =2 /C+2 / l——g;

/Co2 ne peut donc être nul, le cas 2/c + îh — g étant celui où
le cône (y) serait dégénéré, cas que l'on a déjà éliminé. Le signe
de £ est celui de 2/c + îh — g et aussi de — (A)2. On en déduit
que selon le signe de (2/c + îh — g), (À) est à l'extérieur ou
à l'intérieur de (y) ; la disposition relative de ces cônes avait
déjà été trouvée dans [10].

3. Repères adaptés à une caractéristique satisfaisant à
^00/0^7= o.

En chaque point de la caractéristique le plan tangent P
est tangent au cône (K) le long de la droite qui porte le vecteur h.
Nous construirons en chaque point un repère adapté aux
calculs qui suivront. ^ ^

On remarque d'abord que les vecteurs k et h ne peuvent être
confondus; ils appartiennent tous deux au plan P.

Le 3-plan conjugué de k par rapport à (H) coupe le 3-plan
P et ne passe pas par A*. Le 3-plan conjugué de h par rapport
au complexe (k) passe par k et h et coupe aussi le 3-plan P.
Le 3-plan conjugué de k par rapport à (A) et le 3-plan conjugué
de h par rapport à (A-) se coupent donc selon un 2-plan passant
par h et non contenu dans P. Ce 2-plan recoupe le cône (A)
selon une droite passant par l'origine et définie parle vecteur eo.

Le 3-plan tangent à (A) le long de CQ coupe le 3-plan conjugué
de k par rapport à (A) selon un 2-plan. Ce 2-plan coupe le
2-plan intersection du 3-plan P et du plan conjugué de k par
rapport à (K) le long d'une droite définie par le vecteur 63.

Nous prendrons en chaque point un repère ^o, ^i, e^ e^ formé
par les vecteurs e^ A, /c, ^3.
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Le vecteur h satisfait à :

h9 = 0, h^Y = 0

on a donc : h^ = 0 pour tout i.
Le vecteur <?o appartient au cône (A), on a donc : Aoo = 0.
Le vecteur ^3 est conjugué du vecteur le et du vecteur ^o

par rapport au cône (A) ; on a donc : h^ == ^3 = 0.
Le vecteur e^ est conjugué du vecteur H par rapport à (A),

on a donc : /^ == 0.
D'autre part A* satisfait à :

k^V = 0
d'où : J

^ = 0
A et <?o sont conjugués par rapport au complexe (/c), d'où :
^01 = Oo. On a donc finalement :

0 AOI À'02 ^03

_ ^oi 0 0 /c^
5ap 1 — — ^ 0 2 0 ^ 0

\——^03 ——^3 O /l33,

/ 0 Aoi 0 0
k,- h^ 0 ° 0
^ " 1 0 0 A,, O

\ 0 0 0 À33

/ 0 0 /Co2 ^

/ C . - f ° ° ° ^13
^~'[ -^02 0 0 0 ;

V——^03 ——^13 0 0 /

^ = — (^1)^22^3 ^=0 /c = (/Coa)2 (/Ci3)2.

4. Repères adaptés à une caractéristique satisfaisant à
/^a/ôp./^O»

En chaque point de la caractéristique, le plan tangent P
est tangent au cône (l) le long de la droite qui porte le vecteur î.
On construira un repère adapté à cette caractéristique, en
chaque point.
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En effet, on vérifie que les vecteurs k et m sont orthogonaux
au sens de la métrique Aap et distincts. On sait que l est ortho-
gonal à k et ~m et que ces 3 vecteurs sont linéairement indépen-
dants dans P. Enfin le vecteur h est orthogonal au 3-plan P
et par suite à l, 7c, et m et n'appartient pas au plan P. On dési-
gnera par CQ, ^i, e^ e^ un repère orthonormé au sens de la
métrique hy.^ construit à partir de h, l, m, k dans l'ordre indiqué.

Comme k est proportionnel à 63, on aura :

•̂3 = 0.

Du fait que le repère est orthonormé, tenant compte de
(1-1), on a :

AOO = — 1, An = £, ^22 == — £? ^33= — 1

avec s = d= 1.
Puisque e^ est colinéaire à î, on a:

P = V = P = 0.
On en déduit :

k^ = ± 1, /coi == 0.

On prendra /Cig = 1; l'autre solution correspond à un gap
transposé de celui choisi.

On a finalement :

—— 1 U n*o2 A'Q3

0 6 1 0
g^= — / f o a — l — e 0

,——/C03 0 0 — — 1

'—1 0 0 0\ / 0 0 ^ V
», f O e O O ^ , f O 0 1 0
h^=[ O O - E 0 ' ^t -/c,, -1 0 0

0 0 0 —i/ \—^o3 0 0 0
g=-e(/c,^^0

h = — 1 /c = (^)2

On a aussi : l1 = /fo2.
g

Le signe de e dépend de la position relative des cônes {l)
et (A).



CHAPITRE III

PROPMÉTÉS ALGÉBRIQUES
ET PROPAGATION DES DISCONTINUITÉS DU TENSEUR

DE COURBURE SUR CHAQUE CARACTÉRISTIQUE

1. Propriétés algébriques des discontinuités sur une caractéristique
satisfaisant à y^a^ = 0.

En chaque point de la caractéristique, on prendra un repère
adapté et dans ces conditions on écrira les équations (I-2-A).

Pour déterminer les u significatifs, compte tenu de la
remarque du § 2 c) du chapitre i, on aura besoin des équations
(I-2-Ai), (I-2-A,), (I-2-Â3), (1^2-A,), (I-2-A,), (I-2-Ag).

On considérera d'abord les équations de la forme :

(I-2-Ae) u^ghj + u^gif, = 0.

L'équation ci-dessus sera notée (Aç)^.
Ce système se sépare. Les 12 équations (Ag)^, (Ag)^,

(Ag)3a5, où a et & ne prennent que les valeurs 1 et 2, ne con-
tiennent comme inconnues que les 12 inconnues : u^, 1̂ 3,
uja. Ce système est de rang 10 ou de « corang » 2$ on peut
choisir deux des u arbitrairement et exprimer les autres en
fonction de ceux-là. Les 15 autres équations (Ag) et les 15 autres
inconnues forment un système craménien; les 15 derniers u
sont nuls.

Les ujji, u?o, u^ U^Q sont ensuite déterminés de façon unique
en fonction des u précédents à l'aide des équations non encore
utilisées.
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Nous donnerons les expressions des u non nuls en fonction
des 2 paramètres A et B.

i4i = — u|a = — 2eB
u^ = uji == 2eA.

uy = A — B, uii = — B — A
i4=A+B, t / j i=A—B
u|3 == A + B, ui2 = A — B
UJ3 = B — A, uja = A + B
u;i == — eA-o3(A + B), uio = e(B — A)A-o3
14 == £À-o3(A —— B), MÎO = —— S(B + A)/Co3

14 = — e(B + A)A-oa, i4o = e(A — B)k^
u;2 = e(A — B)A-o3, u|o = — e(A + B)A-o3
u3^ = s(A + B)Ao3, "lo == e(A — B)/Co3
u^ = s(A — B)^, ujo - e(A + B)^2
^03 == —— i:>n>02? ^80 == —— l:>n02

Ugg === A/Co2, U3o == AA'o2.

On en déduit des relations algébriques sur les discontinuités
du tenseur de courbure et du tenseur de Ricci. Compte tenu
de (1-1-6), on a d'abord :

[P^l == 0.
Le tenseur de Ricci est continu à la traversée d^une telle

caractéristique. Avec (1-2-5), on a alors :

WW = o.
On rappelle que (1-1-3) est toujours valable :

Sx,^v^[PJ.X{x] = 0.

L'équation (I-2-Ai4) montre que y^ = 0. La condition de
Lichnérowicz relative à y exprimée en (I-2-Ai5) ne détermine
pas î/o, qui reste arbitraire pour l'instant.

Enfin les équations (I-2-Aio) déterminent les a significatifs
en fonction des paramètres A et B et les équations (I-2-An),
(I-2-Ai2), (I-2-Ai3) déterminent les a non significatifs en fonc-
tion des u non significatifs et des paramètres précédents.

On vérifie alors que les Oap satisfont à la relation :

Y^^ap) + ^-^ïoa^pp]) =-^h'
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avec :
R = ;.̂ , . (îh-^-îk}^ ̂  ̂ .^^

Les Oap ne sont pas des tenseurs, mais cette relation est inva-
riante dans les changements de coordonnées admissibles.

2. Propagation des discontinuités sur une caractéristique satisfaisant
à ï^/Jp == 0.

Les équations (I-2-Ï) permettent de déterminer les V pourvu
que les seconds membres vérifient des relations de compatibilité.
Ce sont ces relations sur les u qui exprimeront en général
la propagation des u.

Dans le cas considérée nous écrirons les équations aux V sous
forme simplifiée en étendant la notation de congruence aux
combinaisons linéaires des u significatifs. On tiendra compte
aussi de la remarque du § 2 f) du chapitre i. Les équations
aux V s'écriront alors :

(îi) v°, ~ — 0,4 + ̂ u°o + ̂
(Î2) vs. ~ v?, — ô,<- — ô^â)
(^3) V°o~V^——ô,<.——ô,U?o

(Se)^ Vifcg/v + ̂ jgih — ghj^o + gi^k<j + goj'Wk —ôA)
+ giQ^h^kj —— ^jUÎo)

(K,) Vgfcgoy + ̂ kghj + Vj?,goh — goA<- + g^hUÏj —ô,u%)

(Ss) V£og,o + V£og,h + V^g^o ~ gh^k< + goo(ôh< — W).

La matrice des coefficients des V est la même que celle des
coefficients des u. Le système des 12 équations (ïe)a&3î (^6)a3&?
(Se)3a& se sépare. Ce système d'équations en V^, V^a, V^ est
de corang 2 et les seconds membres doivent vérifier 2 condi-
tions de possibilité. Une fois les u remplacés par les valeurs
trouvées au paragraphe précédent, on a donc 2 conditions
de possibilité sur les dérivées ô,A et ô^B.

On obtient en fait ces conditions en effectuant les combinai-
sons :

(A-6)ii3 4" (^0)312 4" (Ae)32i — (A-e)23i — (-"-6)223— (Ae)i32
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d'une part et :

(îe)213 + (ïe)l23 + (Î6)l31 —— (Ï6)311 —— (îe)232 + (îe)322.

On trouve simplement :

c'est-à-dire :

soit :

ô,A~0, ô,B~0;

^ôpA~0, yPôpB—0;

T00?^ ~ 0; pour tous a, (3, /c.

On peut encore écrire, sous forme tensorielle, en utilisant,
par exemple, la dérivation covariante définie par la connexion
linéaire envisagée :

T^pEPM-o,
module une combinaison linéaire à coefficients continus de
composantes de [Pj,X{i] et de termes non significatifs.

Les autres équations en V ne donnent aucune autre condition
de possibilité. On aura besoin cependant de déterminer V^.
Pour cela on considérera seulement les équations (Kç) qui n'ont
pas été utilisées.

Tous calculs faits, on trouve :

Vî/. ~ ÔA

On peut alors déterminer la propagation des i/o. En compa-
rant (1-2-^14) et (I-2-îis), on trouve d'abord:

2A-2/0 + i- -m + ̂ <-) ~ o.
En utilisant (5^)? on a encore :

2^2/0 +^-ïTO— ô,0-0.

En remplaçant V^i par la valeur trouvée ci-dessus :

ï^o ~ 0.
On a donc :

yPôp[ôaSp] ~ 0, pour tout a et P.
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Et sous forme tensorielle :

ï^pEVaS^-O,

module une combinaison linéaire des composantes de [PS^u,]?
de [^aSp] e^ 1e8 termes non significatifs.

Il en résulte que les discontinuités se propagent le long des
trajectoires, sur l'hypersurface caractéristique, du champ de
vecteurs y, c'est-à-dire, sur cette hypersurface, le long des
géodésiques isotropes de la métrique définie par le tenseur y^p
ou par un tenseur proportionnel. Cette propagation est régie
par des équations différentielles du 1er ordre; on a les circons-
tances usuelles de la propagation par ondes. En particulier
si [P^,X{x] es^ î111! en un point de la variété caractéristique, il
est nul tout le long de la géodésique isotrope issue de ce point
et situé sur l'hypersurface caractéristique. En général, connais-
sant les données de Cauchy sur l'hypersurface, [PS^u,] es^
déterminé en tous les points du rayon issu d'un point, si on
connaît sa « valeur initiale » en ce point. Il en est de même
pour [V<xSp].

En définissant, à l'inverse de la l^ partie, (cf. l1'® partie,
chap. i, § 7 6), les corangs et les multiplicités à l'aide des équa-
tions différentielles de la propagation, on peut dire que les
caractéristiques (y) ont un corang principal égal à 2, de multi-
plicité 1 et un second corang nul; leur multiplicité totale est
alors 2.

3. Propriétés algébriques des discontinuités sur une caractéristique
satisfaisant à h^lyl^ = 0.

En chaque point de la caractéristique nous prendrons un
repère adapté et dans ces conditions on écrira les équations

(I-2-A)•Pour déterminer les u significatifs, compte tenu de la
remarque du § 2 c) du chapitre i, on aura besoin des équations
(I-2-A,), (I-2-A,), (I-2-À3), (I-2-Ae),^(I-2-A,), (I-2-As).

On considérera d'abord les équations :

(I-2-Ae) u^+uï,g,,=0.
L'équation écrite ci-dessus sera notée (Ag);^.
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Ce système se sépare. Les équations (Ae)^, (Ae)ai2, (Ae)22i,
(Ae)223î (Ae)232? (Ae)322 ne contiennent comme inconnues que
les 6 inconnues : u^, i4i, M^, MJ3, ujg, i4s. Ces équations forment
un système de corang 1 ; l'équation (Ae)22i est une combinaison
linéaire des équations (Ae)^ et (A.e)^. On choisira u^ arbi-
trairement et on exprimera les autres u de ce système partiel
en fonction de u^.

L'équation (Ae)in est identiquement vérifiée. D'autre part
Pinconnue 1̂ 33 n'apparaît dans aucune équation et peut être
choisie arbitrairement.

Les 20 autres équations (Ae) contiennent les 20 autres
inconnues et forment un système cramérien; les 20 derniers u
sont nuls.

Les ugi, u%, u^, Uj(o sont ensuite déterminés de façon unique
en fonction des u précédents à l'aide des équations non encore
utilisées.

Nous donnerons les expressions des u non nuls en fonction
des 2 paramètres A et B.

,,2 _ ,.2 _ A ,,1 _ ll22 A 1 tî
^23 — —— ^32 — A, ^22 — — — i — A, 1^33 == D

l̂̂

,,1 _ "^ A ,,1 _ 1 ^^ A
^^ — —— i A? ^20 — ~T 7—— A

^13 "'13

,.2 _ ^Ol A ,.2 _ ^01 A
^02 — T ~ ^î ^20 — —— T—— A

"'13 ^13

„! _ ^01 D l_ 'C03 A J_ ^1^33 A
03 """ k. ' ^ ' TF"̂  ?

'113 "• \/ll3/

„! _ ^01 D n>03 A ^01^33 A
^30 — 7 D ——~j—— A —— 7,——To A

^13 /Cl3 (À-13)2

,.2 __ 0 "'02 A ,,2 _ Q "'02 A
^03 — ^ T— A Û30 == L -—— A

AÎ22 ll22

,.3 _ ^Ol A ,.3 _ ^01 A
^03 — —— i— A ^30 — —— 7—— A

^ A'i3

^§3 = —— A U^ == A.

On en déduit des relations algébriques sur les discontinuités
du tenseur de courbure. On a d'abord :

^[PW=° et AP[P^]==O.
Posons: [Pap.X{x] = gpa[P^], on a aussi:

^[PafU(x] == 0.



CARACTÉRISTIQUES MULTIPLES ET BICARACTÉRISTIQUES 25

Enfin on rappelle qu'on a toujours: (1-1-3) et (1-2-5) :

Wv[P^]==0;
ww = w,i.

Les équations (1-2^34) donnent:
3

2/1 = 2/2 == 0, î/3 = —— y A.

La condition de Lichnérowicz relative à h exprimée en
(I-2-Aig) ne détermine pas î/o qui reste arbitraire pour l'instant.

Enfin les équations (I-2-Aio) déterminent les a significatifs
en fonction des paramètres A et B et les équations (I-2-An),
(I-2-Ai2) et (I"2-Ai3) déterminent les a non significatifs en
fonction des u non significatifs et des paramètres précédents.

On vérifie alors que les a<xp satisfont à la relation :

^n , — (g^^j y^ ^(ap) — ——o^- ̂ .

Les Oap ne sont pas des tenseurs, mais cette relation est inva-
riante dans les changements de coordonnées admissibles.

4. Propagation des discontinuités sur une caractéristique satisfaisant
à ^P/Jp == 0.

Les équations (I-2-S) permettent de déterminer les V pourvu
que les seconds membres vérifient des relations de compa-
tibilité. D'après l'étude faite au paragraphe précédent, on
obtiendra ces relations en écrivant que les équations (S^i?
(ïe)i22? (^6)212? ^î1^ compatibles d'une part, et d'autre part
que le second membre de (Se^n est nul. On trouve en fait que
(̂ 6)111 est identiquement vérifiée et que le système (Ko)^,
(^6)122? (îe)2i2 donne la condition :

(1) ôiA + pA ~ 0

p est un terme continu s'exprimant en fonction des ga6 et de
leurs dérivées; la congruence concerne seulement les termes non
significatifs.

Les équations (K^) et (K^) doivent être compatibles et
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déterminent alors les z,. On trouve la condition :

(2) ô.2/o ~ 0,
modulo une combinaison linéaire à coefficients continus de A, B,
VQ et des termes non significatifs.

Les conditions de compatibilité relatives aux équations
(S) ne donnent aucune relation concernant le paramètre B.
On est donc amené à considérer les équations (A) ayant pour
inconnues les W. D'après ce qui précède, seule Inéquation
(̂ 6)111 peut nous donner une condition sur B.

Cette équation s'écrit ici :

(3) 2WÎAi + 3V^(ôogoi + ôog^) + LÎ,(^ + b^
—ôi&n~0,

module des termes non significatifs.
D'autre part W^i s'exprime en fonction des V et de certaines

de leurs dérivées à l'aide des équations (Ai), on a (cf. chapitre i,
§ 2 g) :

(4) Wîi + ôhVi\ - ôi V^ + \Wi + ̂ W.
-V^-VÎJ^-O,

modulo des termes non significatifs.
On remplace alors dans la formule (3), W?i à l'aide de l'équa-

tion (4). On obtient alors une équation qui ne contient que des
V, des b et certaines de leurs dérivées. On remplace ces termes
en fonction des u et de leurs dérivées à l'aide des équations (ï).
Utilisant aussi les formules du paragraphe précédent, après des
calculs faciles mais assez longs, on trouve une équation du
type:

(5) ônB + ŒôiB — 0,

modulo une combinaison linéaire de A, B et des termes non signi-
ficatifs.

On déduira des équations (1), (2) et (5) des formules inva-
riantes en utilisant la dérivation covariante définie par la
connexion linéaire envisagée.

A partir de (1), on obtient une formule définissant la propa-
gation des discontinuités du tenseur de Ricci :

(6)- ^[VpP^]~0,
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modulo une combinaison linéaire de composantes de [P^a]
et de termes non significatifs.

A partir de (2), on obtient la relation :

(7) ^Vp[VaSp]-0,

module une combinaison linéaire de composantes de [P?xm]
et de [^aSp] et de termes non significatifs.

Cette formule définit la propagation des discontinuités des
dérivées du vecteur Sa.

Enfin à partir de (5), on obtient :

(8) /WVpV,[P^] + A(APVp[P^]) + M([P^]) ~ 0,

module des termes non significatifs; A et M sont des combinai-
sons linéaires des composantes des termes entre parenthèses.
Cette formule indique comment se propagent les discontinuités
du tenseur de courbure.

Il résulte de ce qui précède que les discontinuités se
propagent le long des trajectoires, sur Phypersurface carac-
téristique, du champ de vecteurs h, c'est-à-dire, sur cette
hypersurface, le long des géodésiques isotropes de la métrique
définie par le tenseur hy,^ ou par un tenseur proportionnel.

La propagation des discontinuités du tenseur de Ricci
est simple; elle est définie par une équation différentielle du
1er ordre; on remarquera, en tenant compte des résultats du der-
nier paragraphe de ce chapitre, que les caractéristiques satis-
faisant à h^-Hyl^ == 0 sont les seules où peuvent se produire des
discontinuités du tenseur de Ricci [P^u.]. On remarque aussi
que si [P^u.] est nul en un point de Phypersurface caractéris-
tique, il est nul tout le long de la géodésique isotrope issue de
ce point et situé sur Phypersurface.

La propagation des discontinuités du tenseur de courbure
[P|,Xu.] est définie par une équation différentielle du second
ordre. En particulier, si [P?^] et A»°V p[P?X(i] s'annulent en un
point de Phypersurface caractéristique, [P?^] est nul tout le
long de la géodésique isotrope, au sens de hy,^ issue de ce point
et située sur Phypersurface.

On peut dire que les caractéristiques (A) ont un corang prin-
cipal égal à 2, de multiplicité 1, un second corang égal à 1,
de multiplicité 1; leur multiplicité totale est alors égale à 3.
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5. Propriété des discontinuités sur une caractéristique satisfaisant
à rP^/p == 0.

En chaque point de la caractéristique, on prendra un repère
adapté et dans ces conditions on écrira les équations (I-2-A).

Pour déterminer les u significatifs, on aura besoin, cette
fois, des équations (I-2-Ai), (1-2^), (I^-As), (1-2^), (I-2-A)5,
(I-2-A^), (I-2-Â7), (I-2-Ag), (I-2-Ag). Le système ainsi formé
comporte 56 équations à 51 inconnues; son rang est 50 et par
suite les inconnues s'expriment comme des fonctions linéaires
d'un seul paramètre. En fait, tous les u significatifs sont nuls,
sauf :

^03 == —— ^0 == ^3 === ^30

que l'on peut donc, pour l'instant, choisir arbitrairement.
Posons encore :

[Pap.^] = gpa[PM.

Les seules composantes de [Pap.x^] n011 nulles sont :

[r 00,03 J == —— L1 00,30 J*

On en déduit que [Pap.^] est de la forme :

[P^] = KUp(l̂  — l^h)
K est un scalaire arbitraire, pour l'instant, sur S ; on a posé :
^ = /^.

De cette expression on déduit facilement les propriétés
algébriques de [Pap,^], (cf. [11] et [12]).

On a aussi : [P^p.] == 0.
On détermine ensuite les Oap; on vérifie qu'ils satisfont à la

relation :

^ap) = -^ H

avec :
OL

R = l-^ + - (^S,p] - g^}.
6

Les équations (I-2-Ï) permettent alors de déterminer les V
pourvu que les seconds membres des équations aux V vérifient
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six relations de compatibilité. On constate, après des calculs
assez longs, que ces six relations sont identiquement vérifiées
sans qu'on impose aucune condition à K.

La condition supplémentaire de Lichnérowicz (I-2-ïig)
entraîne la relation :

^yp ~ 0,

module une combinaison linéaire de yo, du paramètre K et
des termes non significatifs $ on peut aussi écrire :

^7p[VaSp]-o,
module une combinaison linéaire de K et des composantes
de [V,Sp]. . , . , , ^

On est amené ensuite à considérer le système (A) aux incon-
nues les W.

Pour que ce système soit compatible, il faut que les seconds
membres des équations aux W vérifient six relations de compa-
tibilité. Ces conditions nécessitent des calculs longs. Nous en
avons écrites quatre; elles étaient identiquement vérifiées
module les termes en K, compte tenu de ce qui précède. Il
semble que celles que nous n'avons pas entièrement calculées
soient aussi identiquement vérifiées.. Dans le cas, où tous les
termes disparaîtraient, il faudrait donc considérer les équations
aux discontinuités d'ordre encore supérieur et les calculs
deviendraient très pénibles. En tout cas, la propagation des
discontinuités sur les caractéristiques n'est pas simple.
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