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280 JAAK PEETRE

0. Introduction .

Dans [21], [22], [23], [24], [25] nous avons étudié certains espaces
d’interpolation nouveaux. Cet article appartient a une série d’articles ol
Pon donnera des applications concretes de ces espaces dans I’Analyse
classique; voir [26], [27] pour les autres articles de cette sériec. Comme
le titre I'indique il s’y agit des applications plus ou moins liées au théoréme
de plongement de Soboleff [32]. Outre les espaces d’interpolation nous
utilisons maintenant d’une fagon essentielle une idée empruntée a Cotlar
[4], [5], [6], [7] dans la théorie de la transformation de Hilbert n-dimen-
sionnelle (transformation de Calderén-Zygmund): c’est de faire une
certaine décomposition du noyau de convolution en question (« décom-
position de Cotlar »). Nos méthodes sont aussi proches a celles de Gris-
vard [9] mais en général d’une nature plus élémentaire. La plupart des
résultats ne sont pas originaux, bien que maintenant ils s’obtiennent d’un
point de vue unifié nouveau. Surtout nous voudrions mentionner la contri-
bution de Pécole soviétique (aprés Soboleff) : Nikolskii, Becov, Slobo-
deckii, etc.; voir, par exemple, l’article d’ensemble de Nikolskii [18];
mentionnons également Taibleson [34], [39], [40]; nous ne faisons pas
une comparaison détaillée ici. D’autre part, nous n’avons considéré que
les cas les plus simples; dans des autres cas plus compliqués, soulignons-le,
l'utilisation des espaces d’interpolation est encore plus avantageuse. Par
exemple mentionnons l’extension au cas des espaces de type Soboleff
non-symétriques par rapport aux variables.

Le plan est le suivant. Aprés un rappel de quelques préliminaires sur
les espaces d’interpolation (n° 1) on commence (n° 2) par démontrer le
théoréme classique selon lequel la transformation de Hilbert applique
I'espace des fonctions Lipschitziennes d’exposant donné dans lui-méme.
Ce qui est intéressant la est naturellement la méthode, ol les espaces
d’interpolation interviennent d’une fagon essentielle. Au n° 3 on étend
ensuite cette méthode au cas d'une classe de transformations envisagée
d’abord par Cotlar [4], [5], [6]. Au n° 4 on I’étend au cas de la trans-
formation de potentiel d’ordre « et l'on retrouve le théoréme classique,
dd a Hardy, Littlewood, Soboleff, Thorin, qui dit que la transformation

. . 1 1 1
de potentiel applique L? dans L,, ; = ———_. On en donne aussi

P n
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(n° 5 et 6), toujours dans le cas de la transformation de potentiel, des
démonstrations alternatives. En particulier le n° 6 contient ’essentiel d’un
article d’O’Neil [20]. Au n° 7, suivant I'idée originale de Soboleff [32]
nous démontrons le théoréme de plongement de Soboleff pour le cas des
espaces de Soboleff « usuels ». Ensuite au n° 8, en utilisant une méthode
semblable a celle du n® 5, nous donnons une démonstration de ce théo-
reme pour le cas des espaces de Soboleff « fractionnaires ». Au n° 9
nous considérons un cas limite. Nous montrons aussi (n° 10) que le
théoréme de Soboleff « usuel » est une conséquence du théoréme de
Soboleff « fractionnaire ». Nous donnons ensuite (n° 11) quelques résul-
tats sur l'interpolation des espaces de Soboleff, liés a ceux de Grisvard [9].
Comme application nous obtenons (n° 12) une variante d’un théoréme
d’interpolation di & Stampacchia [33]. Finalement, nous donnons
(n°® 13 et 14) encore quelques variantes de nos méthodes ol la nouveauté
essenticlle est maintenant I'utilisation plus systématique de la transfor-
mation de Fourier.

En conclusion nous voudrions encore souligner qu’il s’agit propre-
ment d’un « mixtum compositum » : on a appliqué des méthodes voisines
a un grand nombre de questions liées entre elles, mais de nature parfois
assez différente. C’est surtout pour faire connaitre au public mathéma-
tique ces méthodes qu’on a écrit cet article. Probablement pourrait-on
encore beaucoup améliorer et systématiser la présentation (par exemple,
comme I’a remarqué M. Lions, il sera peut étre plus naturel de se placer
dans le cadre plus général des semi-groupes; voir [12], [14], [9]). Cest
surtout par crainte de perdre la simplicité et 1’élégance présente qu’on
s’est arrété ici...

1. Rappel sur les espaces d’interpolation .

Nous donnons un bref résumé de la partie de la théorie des espaces
d’interpolation qu’on va employer dans ce qui suit; pour les détails et des
indications bibliographiques voir [29], [25]; voir également [14].

Soit {Ay, A;} un couple d’espaces de Banach, tous les deux étant
continiment plongés dans le méme espace vectoriel topologique (séparé)
a:

AO’ Al C a.

21



282 JAAK PEETRE

(Nous utilisons le signe C pour indiquer la continuité du plongement d’un
espace vectoriel topologique dans un autre).

Alors on peut former la somme A, + A, et lintersection Ay N Ay
de A et A;.

Pour 0 <t < o, a € Ay + A,, nous posons
K@#ta =Kt a;A0,A)= inf (||ao]|ay T+ [|a1][ap):

a=a°+ e,

et pour 0 <t < w0, a€ AjNA,,
T(t,0) =T (¢, a5 A, Ay) = max (||do||ags ?||1]|ay)-

Nous définissons maintenant (deux définitions équivalentes !) I'espace
suivant :

- dt \>
(AO,AI)D,p:ja’(f t—9K (¢, a)® - ) <ooE =
0

1
= {al 3 "(t):a=/;wu(x)i?,(‘/;n(t‘”(t,u(t)))”?>7< ooi

o 0<8<1,1<p< «, pour p= o, avec l'interprétation habituelle.
On peut en faire un espace de Banach en prenant n’importe quelle norme
équivalente 3 l'une des deux normes « naturelles » suggérées par ces
deux définitions (également équivalente 1’'une a I'autre!) :

»

19l (aq, ADe, ~ (] .
1

. * o~ _ dt 7
~ mf(j (t 'J(t,u(t)))”—;—) .

0
© dt
a:f u@—.
0 t

(Nous utilisons le signe ~ pour indiquer I’équivalence de deux normes.)
Nous convenons d’appeler le théoréme d’équivalence cette possibilité de
définir ’espace (Ao, A1)s,, de ces deux manieres.

T K, D) -‘éf) ~

Rappelons maintenant quelques autres propriétés des espaces
(AOs Al)ﬂ, D

D’abord la propriété d’interpolation. Soit {Boy, B;} un deuxiéme cou-
ple d’espaces de Banach, tous les deux continiiment plongés dans @3.
Soit T une application linéaire de @A dans (3 telle que
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T: Ay—> By
T: Al—)'Bl

(Nous utilisons la flicche — pour indiquer la continuité d’une application
linéaire d’un espace vectoriel topologique dans un autre). Alors on a,
quels que soient 0, p,

T : (Ao, Ao, p— (Bo, B1)e,p .

Pour les normes d’opérateur en question My, M;, Ms , on a l'inégalité
de convexité :

Mo,, < Cop, M3~ M{.
On a aussi les propriétés d’inclusion suivante :
(Ao, A1)e,p C (Ao, Ar)e,q sip<g
(Ao, Aoy C (Agy Aorpr 5i 8 < 87 et AgC A,
Soit maintenant X un espace quelconque tel que
AoNA; CXCAoLA,.
Disons que X est de classe JC (0) = IK (0; Ay, A;)) o 0 < 8 < 15sil'ona:
K a) < Ct° Ha”x pour tout a € X
ou bien (c’est une condition équivalente) si
X C(As Ao .
Disons que X est de classe J (0) = J (8; Ap, A;)) o0 0 <8< 1silona:
”a”x L Ct=%J(t,a) pour tout a € AcN A,
ou bien (c’est une condition équivalente), si
(Ao, Ay)s,1 CX.

Alors on a le théoréme de stabilité (ou de réitération) : Soit X; de classe
KOINF@®G) (=0,1) ot 0 <08, <06 <1. Alors on a quels que
soient 0, avec 8, < 0 < 0, et p:

(Ao Ar)o,p = (Xo, X1)n,p avec 8=(1—1)8 + 76,.

Tournons-nous maintenant vers les exemples concrets d’espaces

(Ao, Ay)%2.

On se place toujours sur 'espace numérique R” muni de ses structures
habituelles (mesure de Haar, etc.).
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Exemple 1.1. — On a:
12
K a, L, Le) = f a* (s) ds
0

ol a* (f) désigne le « réarrangement » de a. A l'aide de ceci et du théoréme
de stabilité, on montre facilement :

1 1—e 0

@y Ly,)e,, =L, pour — = + —.
p0> -91/6,p p PO ) o o
Plus généralement, on a
1 1—e ]
(Lp(p Lpl)a,q =L, , pour — = + —.
p Po 41

ou encore

1 1—o0 ]
(I"O' a0’ L’l' ql)o,q = Lp, q poul‘ _—— + —_—
p Po 141

ol l'on entend par L, , les espaces de Lorentz (-Calderén): a € L, ,

si, et seulement si
» 1 dr ="
(f @ a* o1 )< o
(1]

donc en tout cas L, , = L,. Il en résulte le théor¢me d’interpolation sui-
vant (Marcinkiewicz-(-Calderén)) : Si

T: L, — L,
T: L, —»L,

ou encore si
T : Lpo. 40 - LPo, d0

T: Ly, .= Ly 0y

alors on a:
T : Lp,q - Lp"q'
pour
1 1—o0 ] 1 1—9 ]
—= — —=——+— 4<¢
p Po n 7 Po p1

et donc en particulier

pour
1 1—o0 0 1 1—o8 0

p Po | 2R 4 ps pi
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(Remarquons explicitement que, bien que cela ne résulte pas directement
de ce que nous venons de dire, ce résultat vaut encore pour p, =1,
P1= .)

Exemple 1.2. — Si N est un entier 2> 0 nous désignons par DY q
I’ensemble des dérivées d’'ordre N de a.

02 02
(Donc D°a=a,D1a=‘ a,..., a;
| ox, 7" Ox,
2a 9%a »#a

D2g=

E , etc.)

Oxt’ Oxy0xo " Ox2
Nous posons (espace de Soboleff)
Wy = {a]DMa €L, 0O<M<KN}

ot 1 < p< w. Cestun espace de Banach pour la norme

N
lallyy = Z [ID%al,

(Nous écrivons toujours W, = W} .) Nous posons aussi (espace de So-
boleff fractionnaire (ou de Becov, etc.) )

W;‘ I= (Lp: W: )a/N, q
ol

0<s<N, 1<g< o, 1<p< .
On démontre facilement que W,' est de classe
M M
5% (ﬁ; L, w:f) ng (ﬁ—; L, WE) pour 0 <M<N.

Donc cette définition est en effet indépendante de N. De plus on démon-
tre que

K, a; L,, WY ) ~ vy, (/% a) + ¢ ”a”“v pour (<1
K, a; L, W;‘):Ha”% pour t>=1

ol
N
wn, (% @) = sup ||a(x + Nh)—( )a(x + N—Dh) + .. ”L,
|n|<t 1

est le module de continuité d’ordre N dans L,. Il en résulte que

1 dr \1/¢
W= 1a|a€ L,,(f (t-'mn,,(t,a))"T) < oo; :
0
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Le cas g = o est particulicrement intéressant: on obtient alors des
conditions de type Lipschitz. Nous convenons d’écrire :

W= = Lip, ,, W5* = Lip,.

Exemple 1.3. — Dans des applications il est souvent plus commode

d’utiliser au lieu de
N

Iallwy = 2 _[ID*all,,

de tout a I’heure l’expression homogene (en D) ||DNa|| L,. Mais ce
n’est qu'une semi-norme. Donc la théorie n’est pas directement appli-
cable. On peut surmonter aisément cette difficulté en faisant le calcul
modulo des polynomes d’ordre <N, ou N, est un entier convenable
>N fixé pendent la discussion. (Cette idée a été utilisée systématique-
ment avant nous par Shamir [30], [31].) Alors ’espace

WY = {a|D¥a € Ly}

ol 1< p<< oo, NN, est effectivement un espace de Banach pour
la norme homogene

lallgy =ID¥al| .
Nous écrivons toujours W, = W},. Nous pouvons maintenant définir

W;'q= Ly, Wzlj )a/N, ¢
ol
0<s< NN, 1<g< », 1< p< .

Comme tout 3 'heure on montre que W,' est de classe
M . M ‘ n

Donc la définition est encore indépendante de N  (bien que maintenant
il faut toujours s < Ny). On montre également que

K(t, a; L, W;°) ~ wg,p (7%, a).
Donc on a

. o dt\ /e
Wy = a|</; (t"wNo,p(t,a)‘“t—) <°°(-

Pour ¢ = « nous écrivons

W,f' — Lip,, 2 We = = Lip,.
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Dans ce qui suit nous allons employer en général les espaces W plutot
que les espaces W. (Voir pourtant n° 9, 11, 12.)

Exemple 1.4. — On se demande ce qui se passe si 'on interpole
entre deux espaces de la famille W ou W. Nous distinguons deux cas
simples particuliers : 1° p fixé, s varie, 2° p varie, s fixé. (Au n° 11 on
donne aussi un résultat dans cette direction lorsque p, s (et g) varient en
qléme temps; voir également Grisvard [9].) Nous nous bornons au cas de
w.

Cas 1°. — Ce cas est banal. Il résulte aussitdt du théoréme de sta-
bilité (joint aux propriétés d’inclusion) que

Wi Wity = Wi pour 5= (1—8)s + 05s

Cas 2°. — Nous disons que

. . . 1 1—e 0
(w;fp W}Da,p =W, pour —_—= + —1 < po,p1 < ©
p Po 141

(Probablement on a un énoncé analogue pour W, ¢ mais nous n’en aurons
pas besoin dans ce qui suit.) En effet, considérons I'application

T: a-»D¥a.

On a par définition
T: W¥ > LM (produit fini d’espaces L,).
D’ol par interpolation (exemple 1.1.)

T: (W},f), W,f’l)a,,, - LY,
D'ou : . .
(W3, W s, C WY
Pour démontrer I'inclusion opposée il faut évidemment construire un relé-
vement de T (c’est-a-dire : une application linéaire S telle que SoT =
identité). Nous le faisons par

b

- |E|2N

Sb=a, 4 (avec une convention de sommation)
ol ~ indique la transformation de Fourier. Vu le théoréme de Michlin sur
les multipliqateurs de Fourier [15], [16] (Voir aussi Hormander [11])
ona: .

S: L) -> W,
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D’ou par interpolation (exemple 1.1)
S: L, =Wy, Wp,)s,5.

D’ot linclusion opposée. Nous ignorons si le résultat vaut encore pour
1< pupi< »)

*
*x *

Nous espérons qu’en premicre lecture ce qui précéde soit ce qu’il
faut connaitre de la théorie des espaces d’interpolation, pour bien com-
prendre ce qui suit; en seconde lecture, il faut certainement revenir a
[24], [25], [14] pour étudier les démonstrations.

2. La transformation de Hilbert.

On se place d’abord sur 'axe réel R = R!. La transformation de
Hilbert est alors définie par

e f(x—Y) dy

g() = ¢ 1(x) =/ -

ou l'on interpréte d’habitude I'intégrale comme une « valeur principale »

selon Cauchy; cela veut dire : comme la limite d’intégrales usuelles [ ,
y[>t

pour ¢— 0. Nous allons ici, suivant une idée de Cotlar [4], [5], [6] en

L

faire une modification et travailler avec une série infinie I .
—w 2k |y| <2k
Donc on va prendre 'intégrale de (2.1) dans le sens suivant :

/- "ﬁ’f:—y)— z 2:(0); 2.2)
f(
sw= [ =2 n=p <)y <2,
NOUS pouvons ecnfe .
f(x =N — 1@
() = f -

dy
(cec1 grice au fait que — =0
y



ESPACES D’INTERPOLATION ET THEOREME DE SOBOLEFF 289

—_— ___2.4»1 __2k
ng(x)z__f J‘(xy2 y) dy — f(x2k+1 ) + f(xzk )

fx +27)  f(x +2%) Df(x—1y) dv.
2k+1 - 2%k - 1, y Y.

+

On en déduit aussitdt que
||D8k|j, <C27*||f|lr, oubien < C|Dfs,.
<

Il <Cflly  ombiem  <C2*Df|,
D’ou . .

J (2%, 813 Ly, Wy) < CK(2% f; Ly, W) 2.4)
car, si f=1fo + fi, on a en vertu de (2.3)
tp 2 [[ D) < € ol + 2|y

et, en faisant varier f, et f;, (2.4) s’ensuit. Posons maintenant

J (2% gx) = max (|| &|

g(®) = (log2)~ g pour 2k Kt < 2K+,
Alors (2.4) devient No = 1)

J@t,8(); Ly, W) SCK (1, f; Ly, Wy). @2.5)

__f" (t)dt
&= . g —t-

il en résulte en vertu du théoréme d’équivalence que f € V.V;'“ entraine
g € W;'%, En d’autres mots, nous venons de démontrer que (No = 1)

g: WrisWre, 0<s<l, (2.6)

Comme de plus

et en spécialisant les parametres (@ = )
ge: Lip, ,~Lip,,, O0<s<l. Q.7

Surtout pour p = o« c’est un résultat classique.

L’avantage de la présente méthode est manifestement qu’elle s’ap-
plique aussi dans plusieurs situations beaucoup plus compliquées. Par
exemple, on peut traiter le cas de la transformation de Hilbert n-dimen-
sionelle, n quelconque (transformation de Calderén-Zygmund) :
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g =FHf@XD=@*xHNx)=Ja®) f(x—y)dy =

= I a@in®=[ a0 fe—ndy L= ]2< [y <2

ol a=a(y) est une fonction homogeéne de degré — n, une fois conti-
niiment différentiable pour y 5% 0 et satisfaisant de plus & I’hypothése
supplémentaire suivante qui est manifestement indispensable :

f a(x)dx=0
Il

pour au moins un k (et alors pour tous k); voir [1]. Evidemment, si
1
n=1, a(y) =— satisfait 3 ces conditions. La méthode précédente

s’applique encore dans le cas présent conduisant donc au méme résultat
(2.6) et en particulier aussi a (2.9). Nous n’en donnons pas les détails
parce que au paragraphe suivant nous allons étendre le résultat & un cas
encore plus général, envisagé par Cotlar [4], [5], [6].

3. Extension de la méthode précédente aux transformations

de type Cotlar.

Nous allons considérer, dans R", des transformations de la forme
~ e dt
g0 =Cf(x) =@*H @) =[a0) fx—) dy =j 8,0 =
0

g, x) =w® *f) (x) =Ju(,y f(x—y)ady.

Donc on va travailler avec des représentations « continues » plutdt que
avec des représentations « discrétes » (voir (2.2), (2.8)). Ceci essentiel-
lement par des raisons formelles. Mais, comme en pratique on peut tou-
jours utiliser des représentations discrétes, on ne va pas discuter les dif-
ficultés de mesurabilité qui pourraient intervenir.

Nos hypotheses sont les suivantes :
Ju(, x)dx =0, 3.2)
” ]xl u(t)”r,1 < Cy, 3.)
|| Pu@||r, < Ce (3.4
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Si I'on désigne par L, , I'espace L, pour la mesure pdx (au lieu de
seulement dx, mesure de Haar), cet espace muni de la norme naturelle,
(3.3) devient

”u (’)be,m <Ce
Donc on peut reformuler (3.3) et (3.4) comme suit
J @ u(®); Lya, W) SO
On peut aller un peu plus loin : Rappelons que

bt dt
a—=— u()—.
0 t
Donc on a en tout cas :

a € (Lo, Wiz, w-
Nous avons le résultat suivant :

TufoREME 3.1, — On suppose que (3.2), (3.3), (3.4) ont lieu. Alors
ona No=1):
C:WiHWr, 0<s<1 (3.5)
et en spécialisant les paramétres (@ = «) '
C: Lip.,,,-—> Lip.,,, 0<s<1. 3.6)
Démonstration. — 11 suffit évidemment de démontrer (voir 2.5) que
J(t,g(®; L, W) SCK @, f; Ly, W,). (3.7
On notera que
[P8@ |z, < [P |y [|f[[z, ou ben < [[4@ ||y, |[DF |,
18Dt < ||#O[r [|f]ls, 0w bien < [[u@ ||z, [ DSz,
d’otr (3.7) si l'on utilise (3.3) et (3.4) et de plus si 'on sait que
|« <C.
Or ceci est une conséquence de (3.3) et (3.4), comme il résulte du lemme
suivant :
LEMME 3.1. — On a:

[aflx < © VTl oo Tl - 3.8)
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Une formulation équivalente est évidemment :

1
L, est de classe J (—2—, L a5 W1> . 3.9

Démonstration. — Nous allons démontrer un peu plus :

a(x)!dx \/fx,, Ia (x)ldx

et pour cela on peut se ramener au cas n = 1. Nous écrivons

(3.10)

2t
a(x):a(x+2t)—f Da (x + s) ds.
V]

D’ou

f la (x)ldx gf la(x + 2t)ldx +f”(f lDa x+ s)Ia’x)ds
lzl <t lol <t lol <t

‘/:|>t|a(x)|dx+thlDa(x)ldx

[ 'a(x)'dx<2<fl>tla(x)|dx + tlea(x)[dx).

1
f Ia (x)[dx < —flxl Ia (x)ldx.
lol >t t
Donc on trouve

[la (x)|dx<2 (—];—flxl |a (x)ldx + tlea (x)ldx)

ce qui est équivalent a (3.10), n=1.

ou bien

Mais

Exemple 3.1. — Inutile de dire que le théoréme 3.1 s’applique no-
tamment au cas C = J€ — la transformation de Hilbert; voir n° 2. En
effet on prend

u, x) = u(x) pour 2k K 2k,
U (x) = pr(x) a(x),
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oll ¢, est une « partition de I'unité » telle que

2 e(x) =1,

¢or(x) =0 sauf pour 2*-1< |x| <L 2k+1
lDMcpk(x)I CcC2-»™ M=0,1.

On peut encore généraliser le théoréme 3.1.

THEOREME 3.2. — On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que les hypo-
théses suivantes ont lieu :

f xLu(t,x) dx =0 pour tout L entier < g (3.11)
”u(t)”;,1 |w|,<Ct (3.12)
”u(t) ||v’v;.= <Cr L (3.13)

Alors on a (Ny = le plus petit entier = o)
C:WHiHWee, 0<s<o (3.14)
et en spécialisant les paramétres (q = o).

C: Lip,,,, - L'ip.,,,, 0<s<o. (3.15)

Démonstration. — Maintenant on trouve
18 [w5= < |||z | ]}, 0u bien < [l@ ][ |5
18O ||y < [|#@|[ey [[£[]z, ou bien < ||w® ley [of [[F][w5

et I’énoncé s’ensuit comme ci-dessus cette fois a ’aide du lemme suivant :

LEMME 3.2. — On a:

[ETPR A o oy o (316)

Démonstration. — Tout 2 fait analogue a celle du lemme 3.1.

Remarque 3.1. — Sous les mémes hypothéses que dans ce numéro
on peut aussi démontrer que (voir Cotlar [5], [6])

C:L,»>L, 1<p< >
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et donc en particulier que (voir M. Riesz [28] (cas n = 1), Calderén-
Zygmund [1], H6rmander [11] (cas n > 1); voir également [26])

g :L,-»>L, 1<p< .

Un probléme intéressant qui se pose maintenant est le suivant : Etant
donnée n’importe quelle application linéaire T ayant la propriété :

T: Wyl Wy, 0<s<o 1<p<», 1<g<®
peut-on affirmer que
T:L,-»L, 1<p<>?

(Evidemment on ne peut admettre p =1 parce que ceci est déja faux
dans le cas de la transformation de Hilbert & une dimension.) Une réponse
affirmative a cette question conduira 3 une simplification conceptuelle de
la théorie de la transformation de Hilbert.

Pour tout ce numéro voir également Taibleson [39], [40], Peetre [36].

4. La transformation de potentiel :
le théoréme de Hardy-Littlewood-Soboleff-Thorin .

La transformation de potentiel d’ordre a, 0 < & < n, est définie
par

g8(x) =Kaf(x) = -{—(;x—;—yldyz Z & (%) ;
“4.1)

8k (x)=f f(x‘_—y) dy, I = { y[2* < |y| < 2*+1}.
L lyln [

(Dans ce cas lintégrale existe déja au sens usuel bien que la « décom-
position de Cotlar » soit néanmoins trés utile dans ce qui suit; voir aussi
Cotlar et Panzone [7].) '

On ale
n

THEOREME 4.1. — Soit o« < —,p > 1. Alors on a
p

1 1 «
€ : L,oL, —=———. 4.2
q p n
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Plus généralement on a :

1 1 o
Ka: Ly>Lgy —=———. 4.3)
q p n

Voir, pour (4.2), Hardy-Littlewood [10] (cas n = 1), Soboleff [32], Tho-
rin [35] (cas n > 1). Le complément (4.3) semble étre plus récent; voir,
par exemple, O’Neil [20].

Démonstration. — On choisit po, qo, P1, g1 tels que

1 a
P0<P<P1,‘Io<q<41spi<41 (i,]'=0,l),——=———(1=0,1)
qi 1 43 n

(Vue I'hypothése p > 1 il existe de tels nombres.) En utilisant I'inéga-
lit¢ de Young
1 1 1
L.L,cL,si—=—+ ——1,
q p r

on trouve que
1 1

(
l&slly, SClifll, 0w <C2° ™ ™ Al

v (Bt
leell, <2 g1, o <cpl,,.

D’ol, comme d’habitude,

1 1)
k\%, "7

1 1
Tt
Je , 85 Loy L) SCK @2 ™ ™, f; Ly, Lyy.

D’ou encore
Ko : (Lpo’ LP1)°,1J - (qu, L(I1)9,P'
Mais d’apres 'exemple 1.1
(Lpo, L91)9,9 = Lm (quv qu)o,p = LG;Q C LI

1 1—ae0 0
pour — —
14

Po P1
D’ou aussitot (4.2) et (4.3).

n
Considérons ensuite le cas & > —. On a le
D
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n
THEOREME 4.2, — Soit o > —, p> 1. Alors on a:
p

] n
K: L>We?, s=a——- (4.4)
p

Comme Wg? C W3 ® = Lip, (d’apres les propriétés d’inclusion) on a en
particulier :

. n
Lo: Ly>Lip,, s=—ma——. 4.5)
p

Voir, pour (4.5) Hardy-Littlewood [10] (cas n = 1), (par exemple)
L. Schwartz [29] (cas n > 1). Le complément (4.4) semble étre plus
récent.

n
Démonstration. — Soit N un entier tel que s = & — — < N. Il faut

. 14
maintenant un peu modifier la définition de g; (voir (4.1)). Soit (¢x)
une « partition de I'unité » telle que

j?k ) =1,

pr(x) =0 sauf pour 2k-1 < lx[ <L 2%+
[D*e@|<C27%,  0<MKN,

et prenons

aw=[ ltl(f) fe—y dy.

On trouve maintenant

¢ (==3)

ez
llgellu. <C2 Ifll, o <C2 " *|fll,

(a—-"--—N) X (a—-;l—n)

k
ID¥ gelle. <C2 ° % “f[f|l, ou <C2 = Al

D’ol, comme d’habitude,

o (L 1
J (2%, g3 Lo, W3 ) < C2 + %o ) K(2k (’° ”‘) s f3 Lags Lpy)-
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(1——9 0
oa—n +——)
Po ) 41

N

D’ou

Lo : (LPO’LPI)va - (Lac, Wg )n.p» n=

et (4.4) s’ensuit facilement.

5. Variante de la méthode précédente, I.

n
Nous nous bornerons au cas o < —.

p
Posons alors

t fx—y fx—y)
go (x) =U/|y|$8 Wa—dy; &1 (x) :._/;ﬂgs ——l-;]::—dy

Soit po < p < p1, ¢ < pi(i = 0,1). En utilisant I'inégalité de Young on
trouve que

11
[l <Cs™ ¥ Ifll,,
1 1
Hgl”Lq<CS rh ”f”Lpl‘
D’ol puisque g =g, + &
nG) )
]l SCs" 7 % 36" P fiLyy, Ly
1 1

Y
ou (avec s " M =

18]jzq < C 1703 (¢, f; Logy Ly); —=

© dt
=] 10l
0 t

et appliquons cette inégalité 2 f(r) pour tout . Il vient

Do 141
Soit maintenant

1—e@ 0

18] | < cf =03t f(@); L,,O,L,,l),—__ - >

22
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D’ou
1 1—eo 0
ﬂ‘al(Lpo,Lpl)o,I—éLq,—:‘ 4+ —,
p Po 21
Mais d’apres I'exemple 1.1
1 1—86 0
(Lpo’ Lzh)@,l =Ly, —= + —.
14 Do D1
Donc on a:
Ko Ly1—> L. $.1)

Nous appliquons maintenant un raisonnement qui sera employé plusieurs
fois dans ce qui suit. Nous utilisons (5.1) deux fois, avec des p différents.
I vient :

Lo : (Lpo, 1y Lp1. 1)9,p - (LGIo’ qu)o.n .

D’o facilement (4.3), encore d’aprés 'exemple 1.1. Donc on a retrouvé
le th. 4.1.

Par une méthode analogue on peut retrouver le th. 4.2.

6. Variante de la méthode précédente, II: le théoréme d’O’Neil.

Considérons 'application bilinéaire (convolution) @ : (a, b)) > a « b.

On a alors le théoréme suivant (di essentiellement & O’Neil [20]).

THEOREME 6.1. — On a:
1 1 1
B:L o XL,oL,,, —=—+ ——1,1<p< 0, l <r< o
r
. . F ©.1)
En particulier on a:
@B:L o XL,>L,. 6.2)
Démonstration. — On part de l'inégalité de Young
B:L. XL,»L,. 6.3)

Nous allons maintenant appliquer plusieurs fois I’artifice employé au
n° S.
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1) Prenons p fixé et appliquons (6.3) deux fois, avec des r et g
différents. Il vient :
B Ly L)oo X Ly—= (Lgy Lo,
d’otl, d’aprés I’exemple 1.1
B:L o XL,>L, . 6.4

2) Prenons r fixé et appliquons (6.4) deux fois, avec des p et g
différents. Il vient :

a : L",u) X (Lﬂoa Lpl)s.p - (L00’ qu)o,D
d’ol, d’aprés I'exemple 1.1, (6.1), et la démonstration est compléte.

Remarque 6.1. — Une autre démonstration du théoréme d’O’Neil,
a l'aide des « espaces de traces » (voir [13], [14]), a été trouvée par Lions
(inédit).

1
Exemple 6.1. — On montre facilement que a (x) = ] | €L«
X n—aoa
1 o
pour — =1 —— . En appliquant maintenant le th. 6.1 on retrouve le
r n
th. 4.1.

- Cette fois évidemment on ne peut plus (aisément) retrouver le th. 4.2;
voir néanmoins n° 13 et n° 14.

7. Démonstration du théoréme de Soboleff (usuel),

1l s’agit du résultat suivant.

TrEOREME 7.1. — On a:

. 1 1 N n
Wy CLgp—=———1<p<—, (7.1)
q p n N
et donc en particulier :
Wy cL,. a.2)

Démonstration (d’aprés l'idée classique de Soboleff [32], v. aussi
L. Schwartz [29]). — On peut écrire

f=a.D"f, (7.3)
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a étant défini par

D’ou
If @] < C|ExDYf (),
En appliquant le th. 4.1, (7.1) s’ensuit.

Remarque 7.1. — Le th. 7.1. vaut encore pour p = 1; voir Ga-
gliardo [8] et Nirenberg [19] ou 'on en donne une démonstration simple
trés élémentaire. Par contre le th. 4.1, sur lequel nous avons basé la
démonstration du th. 7.1 ci-dessus, est manifestement faux pour p = 1.

n
Considérons ensuite le cas p > E On ale

THEOREME 7.2. — On a:

n n

WYcWs, s=N——, p>— (7.4)
4 N
et donc en particulier
W} c Lip, . (1.5)
Démonstration. — On utilise encore la représentation (7.3) et la

démonstration du th. 4.2 (le théoréme 4.2 lui-méme n’étant pas directe-
ment applicable).

Remarque 7.2. — Ce résultat semble étre di & Morrey [17] qui en
donne une démonstration directe élémentaire; voir Gagliardo [8] et Niren-
berg [19].

8. Démonstration du théoréme de Soboleff fractionnaire.

Nous nous occuperons maintenant de l’extension des résultats pré-
cédents au cas des espaces W,? 2 On pourrait obtenir cette extension par
interpolation des résultats précédents mais alors on perdrait quelques
intervalles des parameétres. A cause de cela nous allons donner une
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méthode plus directe; en effet, on verra que c’est une variante de la
méthode du n° 5.

THEOREME 8.1. — On a:
1 1 s

. n
Wp'CLgy —=———, 1<p<—; @8.1)
q9 p n s
et donc en particulier
WirCcLyr<aqg. (8.2)

Démonstration. — Nous partons de I'inégalité la plus banale dans ce
sens :

HWM<CQW%+HWWMLN>§n

En P'appliquant a la fonction f. (x) = f (¢x) au lieu de f (x) et en faisant
un choix convenable de ¢ > 0, nous obtenons :

n n

1 e —

(e < C ]l ™ IR -
Mais

[l < V115 e+ P<a<

Donc on a aussi:

ke < s % =5 (=)

”f”LQSCt—"J ¢ f; Ly, W;)

Comme au n° 5 il en résulte que

. 1 1
WilcL, s=n (——-—-——- .
p q
En appliquant ceci deux fois, avec des s et g différents mais avec p fixé,
on déduit

(Wse ', WirtYe,, C (Lggy Loo.r

d’oll, d’apres I'exemple 1.1 et 'exemple 1.3, facilement (8.1).

n
Reste le cas p > —.
s
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THEOREME 8.2. — On a:

n n
WrcWe, o=s——, p>—; (8.3)
p s
et donc en particulier ) .
Wy C Lips 8.4)
Démonstration. — Raisonnement analogue. Maintenant on utilise :
s <CIHE" i o= N>=

9. Un cas limite.

n
Nous allons étudier le cas limite p —= — . Cette fois, contrairement
s

a notre habitude, il sera un peu plus commode d’utiliser les espaces W
plut6t que les espaces W. (Evidemment les résultats du n°® 8, par exemple,
s’étendent aussitdt a ce cas.)

Nous avons l'inégalité :

1 1
S Crt 1@ Ly W, 0= ().
N\p ¢

Puisque L, D W' on peut représenter f sous la forme
1 dt
f=f f(t)T, J&,fMSCKEN
0

(voir [24], [25]). En appliquant cette inégalité a f (#) pour tout ¢ et ensuite
I'inégalité de Holder, nous obtenons :

1 dt
IW%<th4KmﬂT<
) 0

- 1

! L dt ” 1 gNe
se\J, @7 (t=%K (1. DY —

0 t 0 ;
< 1
<Cagr Memn. <

n n 1 . |
SC—|lf||vz% 8= s=— =8N — 4+ — = 1.
qvr Np > : ;
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Donc on vient de démontrer le
THEOREME 9.1. — On a:
fllz n
fe Wer—  sup MIL < w0, §=—. 9.1)
p<a< o gl/r P
En désignant par Ls I'espace d’Orlicz correspondant & la fonction

convexe @, nous pouvons reformuler ce résultat comme suit : On a :

P n
W;"CL«;, dPPH=2 y S—=—
izp jl p

(voir, par exemple, Stampacchia [33], remarque 1.2).

10. Démonstration que le théoréme de Soboleff fractionnaire
entraine le théoréme de Soboleff.

On va indiquer comment on peut retrouver le th. 7.1 a partir du
th. 8.1.

Nous. avons, d’apres le fait que Wg est de classe

N . N
JC( ;L,WN°)n < ;L,WN“)
No P! b4 g No D 4

(voir Pexemple 1.3),

Wi c Wi
et, d’aprés le th. 8.1,

. 1 1 N
Wy'mCLq,w9 —_—=——
a )4 n
D’ol ,
WYCLgo.

Appliquons ceci deux fois, avec N fixe, mais avec des p et g différents.
11 vient :

(prO, W;vl)eyp C (LQ()a qu)ayp.
Mais, d’aprés I'exemple 1.4,
S . 1 1—0 8
Wi Widep =W3, —= + —
p Do P1
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et d’aprés 'exemple 1.3,

(qu’ Lq1)9,p =Lg,5

D’ou

et on a ainsi retrouvé le th. 8.1.

11. Quelques résultats sur Pinterpolation des espaces de Soboleff.

Dans ce numéro nous donnons deux résultats, duaux ’'un de 'autre,
sur I'interpolation des espaces WY (ou, plus généralement, W;;'“ ) avec
N (ou s) et p variant au méme temps. (Le cas ou I'un des deux para-
metres est fixe est banal; voir I'exemple 1.4). Nous en donnons aussi
I’extension au cas W. Ces résultats, ainsi que les méthodes, sont sembla-
bles aux résultats de Grisvard [9], bien que leur rapport exact ne soit pas
encore clair. Voici le premier de ces deux résultats.

THEOREME 11.1. — On a:

. . 1 1—¢9 0
W;’IC (L,,o, W}fl)e'p, —I—’— = + —, s=({0—0)N,

D
¢ b (11.1)
1<p0’ P1<°°-

et, plus généralement,

. s g 88.q 1 1—6 ]
W;'IC(WPZ; D’Wplll 1)9,97 —_ = +_'s S:(I_G)SO + 651,
p D
? ° ' (11.2)
Démonstration. — Nous prenons d’abord 1 < p,, p; < . L’idée
12 est d'utiliser la « décomposition de Cotlar » (voir surtout n° 2, 3) pour

lidentité. Plus précisément, on va se servir de la représentation suivante
de f:

© dt
{€9) ‘——f f: (%) T, fe(x) = (¢ * ) (x)
0
1 X
ol ¢;(x) =—¢ (-—) et ¢ satisfait 3
" t

fo(x)dx =0, [x¢(x)dx=0,..., [x¥"1d(x)dx =0,
xN¢ €Ly, DY ¢ € L.
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Alors on a:
el <R fumr<ery  um<c.
Admettons pour le moment I’existence d’une telle ¢.
Cas de (11.1). — On trouve
[[e[J, S € [[fl|es, 00 < C 2 [[f]]5,
[[ellw5, < €+ |fljea, 0w < [|f]]w5, - }
D’otl par interpolation, d’aprés I'exemple 1.1 et 'exemple 1.4,

<O [, ou Crit=o% a3

(11.4)

”ft”(l"’o ! ng Yo,p

ou encore
ellcza,. 5, S CEN T @, 1L, W5)

et (11.1) s’ensuit.

6,9

Cas de (11.2). — Raisonnement analogue. Maintenant on utilise
|[fe[%,% < C 7% ||fl|ep, o bien < C o= ||f| |3
3% < C = [, 00 bien < Cov= [,

qu’on déduit aisément de (11.4) par interpolation.

Pour achever la démonstration, il faut encore construire ¢. Nous la
cherchons sous la forme

d 1 x
() =t—@ (), () =—¢ <—) fcp(x) dx = 1.
dt r t
En éliminant ¢ on voit qu’il faut que
¢ () =—=xDo(x) —nep(x) = —D (xp ().

On voit facilement qu’on peut prendre pour ¢ n’importe quelle fonction
indéfiniment différenciable a support compact telle que ¢ (£) = 1 dans
un voisinage de 0.

La démonstration est compléte dans le cas 1 < po, p1 < .

Pour Iétendre au cas 1< po, 1 << © nous allons mélanger la
méthode précédente avec celle employée dans I'exemple 1.4. On définit
I'application Sy, par

. $ ¢DEVE ®
Sug = 17O =
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on a:
S, Tf="fe.

De plus, vu des propriétés simples des multiplicateurs de Fourier (voir
par exemple [26]),

Su, : Log— Lag, |[Su, 8|1, < C 1 ||g]|ugy
Su, : LgP—> W, ||Sw, 8]|wh, < C |[g]|es?
d’oll par interpolation

Suy  LEY = WLy Wiy,
|[Sv: 8] o> w5, 5, , S CEITON g™
Dod (g = Tf) :
|If S CHOON ||y -

qui était une des inégalités critiques dans le cas de (11.1). Le cas de
(11.2) est tout a fait analogue.

.‘N
(Lpo’ W’l )o"

Le th. 11.1 est complétement démontré.

Voici maintenant 1’énoncé dual.

THEOREME 11.2. — On a:

. . 1 1—o 0
Loy Wrdo, C Wy =, — = +—, s=(01—06N
p p p
° ' )
et, plus généralement,
2 8,0 <88, 0. . 1 1—0 (3]
(Wpo 5 Wy Do, CWpr ™, — = + —, s=(1—0)s + 05
p Do 151 11.6)
Démonstration. — Nous utilisons une méthode qui est analogue a

celle du n° 5. On représente maintenant f sous la forme :

F) =10 + f1(®; fo () = 1) — (@r * H (), H1(D) = (@ * N )
117

1 x
ol @:(x)=—¢ <—-) et ¢ satisfaisant a
i t

Je@dx=1, [xox)dx=0,.. [rN"le(x)dx=0,
XN¢€L1, DNCPGLI-
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Alors on a:
[|@]fea o x SC Ll SCE [ S C.

Nous obtenons
follz, S CIf]le,,  [lfolle,, S CE[|f][wx
Ifillex S C™ Ik, > [[Allos S Cl]lwy-
D’oll, par interpolation,

[folley S C ¥ |[f]| r,, w2 ,,,

A% < o [flla wr .
ou encore, puisque f=7fo + fi,

K@ L W) S C0 ]l gy i,

et (11.5) est bien démontré. Par une méthode analogue on trouve ensuite
(11.6). Nous laissons les détails au lecteur.

Indiquons enfin bri¢vement I’extension au cas W.

THEOREME 11.3. — Ona:

. 1 1—9 0
w;' C (Lpos ng )9.9) —_—= + —_, &= (1 - 9) N

P 1%

d ° ! (11.8)
et, plus généralement,
o1 - . 1 1—o0 0
WP C(WD:) oywpi l)a.p’ -_= +— s=(0—0)s, + 051.

p Do ) 41 (11.9)

Démonstration. — Au lieu de (11.3) on utilise maintenant une repré-
sentation de la forme :

1 dt
f&x) = f f1(x) - + 2(x), fi(x) = (¢t *f) (x),
’ 2() = (0 * ) (),

ol w € L;. Le premier terme se traite comme tout a I’heure. A I'aide
de I'exemple 1.3 on montre ensuite que f € L, = (Lpy Ly)e,, D Wi
entraine g € (Lyy, W5 )o, 5
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THEOREME 11.4. — On a:

1 1—9 ]
Loy Wit o, CWpr =, —= +— s=0—08N

p Po 1 41

(11.10)
et, plus généralement
.q .. 1 1—e 0

Wy Wik ™)e , C Wy ®, — = +— s=(0—8)s + 0s:.
p Do D 11.11)
Démonstration. — C’est encore plus simple. On n’a qu’a utiliser la

représentation pour ¢ < 1 seulement.

12. Application au théoréme d’interpolation de Stampacchia.

Nous avons le résultat suivant, variante d’un théoréme, dans une
certaine mesure plus fort, démontré par Stampacchia [33] (voir aussi
Campanato [2], Campanato-Murthy [3], Stampacchia [38], Spanne [37],
Peetre [36]). Une autre démonstration, trés voisine de la nbtre, du théo-
reme de Stampacchia a été trouvée par Grisvard [9].

THEOREME 12.1. — Soit

T: Lgy— Ly,
T: Lg;, = Wi
Alors on a:
( 1 1 s s
L;;, —=——— si 6<—
p p n N
f s
T:L;> { Lo, D=2 - si 9=—
iz» jf N
L . n 6 s
P, S§=8§—— st < —
\ P D N
ol
1 1—90 0 1 1—86 0
—_—= + - —= -
q qo q D Do D1
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Démonstration. — On trouve toute suite
T : (Lgg Layo,p = Wy Wptds, -
Mais, d’apres I'exemple 1.1, on a
(qua qu)o.p =L¢,DL,
et, d’apreés le th. 11.4,
Lo Wodo, CWe =, s=8N.

Donc on a:
T:Lg—»> Wi >,

s
On applique ensuite (pour 0 ;é&—> I'analogue des th. 8.1 et 8.2 et

s
<pour 0= §> le th. 9.1. La démonstration est compléte.

13. Quelques résultats sur les multiplicateurs de Fourier.

Commengcons par un cas simple illustratif.

THEOREME 13.1. — Soit 4 (E) tel que
IDMd‘ (g)[ < C/’EIM, 0 <M N («condition de Michlin ») (13.1)

n
ou N entier > 7 Alors d (E) est un multiplicateur de Fourier sur tout

espaceW;'q ,y §20, 1< g 0, 1 <p<K .

C’est évidemment une variante (assez élémentaire) du théoréme de
Michlin [15], [16] sur les multiplicateurs de Fourier sur L, .

L]
Ici on utilise quelques nouveaux espaces H® qui correspondent aux
espaces W}’ dans le cas non entier. Ce sont les espaces qui correspondent

a la norme
o[ = ( f g [a®)? de)%

D’apres le théoréme de Michlin cité plus haut on a: -

fI;:W{‘, s =N entier, 1 < p < .
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En tous cas on a:
. s . s .
Hj est de classe J (—; L,, W},") Nng (——; L,, W};‘)
N N
pour 0 <s<N, 1<p<K 0.
Dot suit, vu le théoréme de stabilité
Wye =@, Hy)eq, s=(1—8)s5 + 05
1Sg< o, ISpS . (13.2)
Démonstration. — Soit f € I:I,‘, . On va démontrer que
g=axfeWpe.
(Vu le théoréme de stabilité I’énoncé du théoréme résultera de 13.)

Soit gy =a*, () =1 —$UENAEE®), &) =¢@HA® ob
% (£) =1 pour ,E' <1, =0 pour ]EI = 2. 1l suffit de montrer que, pour
o assez petit, on a

llgollag—o < Ce7|fllag 5 |leaflig+e < Co[[f]]iss 3

puisque W;' ® = (W;“’ , W2+9),,5 , (cas particulier de (13.2)). Or pour
cela, d’aprés un théoreme classique de Bernstein (dans notre formulation :
tout 4 (b)) € Wn/2.1 est un multiplicateur de Fourier sur L;; voir [26]),
il suffit de montrer que

” n
[Bollw™” <Crs |BijsF " <Crs

ol by (B) = do (® &7 bh(® =6 |§|° Démontrons par exemple la
premicre de ces inégalités.

Ecrivons
6®=2E4©6®
avec
PEAGESS
& (® =0 sauf pour 21 < [E] < 241,
ID* §; B < C2-™, 0K MKN,
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Grice a I'hypothése (13.1) on voit que
277 ||§s o, < C 27

277 ||IDN §y dof, S C 2.
Mais §); do = O pour 2/ > . D’oit effectivement
2€ Lo, W) | =W
.
ainsi que l'inégalité désirée.
La démonstration est compléte.

Faisons maintenant une analyse de la méthode précédente. Envisa-
geons d’abord 'application bilinéaire

dl\ﬁz(&,f)—-)a*f.
On a:

A (] '"_'1 . []
@B:[E° W X Hp—>H;™°
n
A o o1 . .
&B: g~ WZ X H;— Hto,
D’ol par interpolation
B:U X H > (27, Hi*o)

1
-E-, ©
ou bien, d’aprés (13.2)
B:U X Hy— W=
ol 'on a posé
” ”
. o1 |
U= ("W , |g[-"W )1 (o fixé). (13.3)
2,09

En utilisant ceci deux fois, avec o fixé, mais avec des s différents, on
obtient

B:U X e, Hy Yo o= (Wpo ™, Wi ™)
ou bien .
B:UX Wga —» Wpe

Autrement dit, nous avons le
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THEOREME 13.2. — Tout & € U (défini par (13.3)) est un multipli-
cateur sur tout espace W7, s >0, 1 < g o, 1 <p<K .

Envisageons ensuite I'application bilinéaire

®B:(a,f)—>axf.
On a . ] .

B:Hi°XH;—»H;~°

@B :H{ X H:— H+°
(Pour le moment nous prétendons qu’'on a une théorie H; pour le cas s
signe quelconque). D’olt méme

B:V X Wpe— Wpe
ol l'on a posé . .

V=(Hr? H{)1 (o fixé). (13.4)
PX ©

(On pourrait dire que V = W?' “1). Donc nous avons maintenant le

THEOREME 13.3. — Tout a € V (défini par (13.4)) est un « convo-
luteur » sur tout espace Wy %, s >0, 1 <g< 0, 1<p< .

Exemple 13.1. — On a a € V lorsque a admet une « décomposition
de Cotlar » satisfaisant aux hypothéses envisagées au n° 3. Pour fixer les
idées on prend 0 < ¢ < 1. Donc on suppose que

© dt

azf u (x, t)T (13.5)

avec °
f ux,t)dx =0, (13.6)
f |x|" lu (x, t)[ dx < Ct, 13.7)
f |u (x+ h)—u(x, t)[dxgc [h[” 1, (13.8)

et on va montrer que

”u (t)”f;l—ng Ct (13.9)

”u (t)”f;g L Crt? (13.10)
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(De (13.9) et (13.10) résulte aussitét a € V, en vertu de (13.5)). Mais
(13.10) est identique a (13.7). Reste alors seulement (13.9). On notera

que
~ j" /‘ u(t,y)
- | x_yln—a'
Mais, griace a (13.6),

lf — l_lf< : : ) dl<
x—ypre T Ix—y|"-G—|x|»-o u(t, ) dy | <

|u, y)| dy.

dx.

D'od yl T

o< [(f

Cflyl"lu(t,y)ldy

et, grice a (13.7), découle (13.9). Si on le veut, on a ainsi une nouvelle
démonstration du th. 3.2 (dans le cas particulier 0 < 0 < 1).

T

dx) |u(t, y)| dy.

Pour tout ce numéro voir également Taibleson [39].

14, Encore sur la transformation de potentiel.

On va donner une démonstration alternative du th. 4.1 fondée sur
la technique du numéro précédent.

Nous considérons encore ’application bilinéaire :
B: @950 —>axf.
Alors on a, d’aprés l'inégalité de Young,
A 1 1 1
B:LXL,»L,,, —=———
1 41 p 2

et, d’aprés le théoréme de Bernstein (cité dans la démonstration du th.
13.1),

n
— 1

B: Wi XL,>L,

23



314 JAAK PEETRE

D’ol par interpolation comme d’habitude
0% : Wz" "X L,>L,
avec
n 1 1—8 0 1 1—o0

S:——e, —_——= +——=__

2 q P p p 2
ou, par élimination de 6,

q 4 2 n

D’ol, de nouveau, par interpolation et vu le théoréme de stabilité le
THEOREME 14.1. — On a:

A e 1 1 1 s
B: Wa® XL,»>Lg,, —=——(————->, 1<p< .
o a p \2 n (14.1)
En particulier, on a :

B: W XL,>L, (14.2)
Exemple 14.1. — On a :
) n
AE)=|E|~*eW2”, s=——ua
E ‘EJ 2 )

n
pourvu que 0 < a < —2— D’ou

1 1 o
& :L,-L,, ————

p n

n
avec la méme restriction sur a: 0 < a < —2-, donc on n’a retrouvé que

la moitié du th. 4.1. Mais ce n’est pas grave. En effet d’aprés une remar-

n
—1

que de M. Friberg on peut sauver ce cas si 'on remplace W2  par
n

. =1 .
W2 , 1< p < 2. Nous laissons ces modifications au lecteur.
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