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ETUDE DE QUELQUES PROBLEMES RELATIFS
AUX FONCTIONS APPROCHABLES
PAR DES SOMMES D’EXPONENTIELLES
ET A LA TRANSFORMEE DE
FOURIER-CARLEMAN
D’'UNE FONCTION PRESQUE PERIODIQUE

par AmMEE BAILLETTE

Introduction

La premicére partie de ce travail, parue au Journal d’Analyse Mathé-
matique sous le titre « Fonctions approchables par des sommes d’expo-
nentielles » (vol. X, 1962-1963, p. 91-115) est I’étude du prolongement
dans certains domaines A, de fonctions holomorphes dans un ouvert,
approchables par des sommes d’exponentielles dont les exposants appar-
tiennent A une suite donnée A. La méthode de prolongement utilisée est
due & J. P. Kahane (Ann. Inst. Fourier, V, 1953-1954, p. 39-130). Pour
étudier les domaines A nous avons défini « I'indice de saturation » de la
suite A (coefficient directement lié 4 la forme des domaines A); nous
avons aussi établi et utilisé quelques propriétés des produits canoniques.
Les résultats obtenus pour les fonctions holomorphes nous ont permis
d’obtenir des résultats concernant les fonctions approchables sur un
segment de droite par des sommes d’exponentielles.

Les deux chapitres qui suivent cette introduction sont consacrés a
d’autres problémes. Dans le chapitre I nous avons cherché une caracté-
risation des suites A de nombres réels (suites (P)) qui sont le spectre
d’'une fonction presque périodique indéfiniment dérivable, dont toutes
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les dérivées sont presque périodiques et qui a pour transformée de
Fourier-Carleman l'inverse du produit canonique qui s’annule sur la
suite A. Les fonctions presque périodiques associées aux suites (P) ont
des propriétés remarquables que nous étudions au chapitre I et que nous
utilisons dans les démonstrations du chapitre II. Ce dernier chapitre est
consacré a I'étude de deux problémes distincts. Le premier est relatif a
I’approximation pondérée des fonctions continues sur la droite réelle
par des polyndmes ou des sommes d’exponentielles imaginaires. Cette
étude nous a été inspirée par un travail de P. Koosis (}). Le deuxi¢me
probléme est relatif au prolongement dans tout le plan d’une fonction
de deux variables réelles indéfiniment dérivable dans un demi-plan
fermé.

Je voudrais exprimer ma reconnaissance & M. Kahane qui a accepté
de diriger ce travail; qu’il veuille bien trouver ici le témoignage de ma
gratitude pour I'aide qu’il m’a apportée, ses conseils et ses encouragements
constants.

Je remercie également M. Schwartz qui m’a fait I’honneur d’accepter
de présider le jury et M. Lesieur qui a bien voulu me proposer le sujet
de deuxi¢me these.

(1) Sur I'approximation pondérée par des polyndmes et par des sommes d’ex-
ponentielles imaginaires. Ann. Scien. Ec. Norm. Sup. (1964), 81 (3), 387-408.



CHAPITRE 1

SUR LA TRANSFORMEE DE FOURIER-CARLEMAN
D'UNE FONCTION PRESQUE PERIODIQUE
DE SPECTRE DONNE

Nous nous proposons d’étudier une classe particulicre de suites de
nombres réels, 1a classe des suites (P).

Soit A = (Ax) une suite de nombres réels distincts non nuls, a
laquelle nous supposerons que l'on peut associer un produit canonique

w
Caw)=1lm II <1———) .
Ro>w [n|<R Ax
Nous dirons que A est une suite (P) si la fonction 1/Ca(w) est la
transformée de Fourier-Carleman d’une fonction fa presque périodique
indéfiniment dérivable, dont toutes les dérivées sont presque’ périodiques.

Des exemples de suites (P) ont déja été étudiés dans [6] (p. 65-69)
et [7] (lect. 22) ol l'on montre que pour certaines de ces suites, la
fonction presque périodique associée jouit de propriétés extrémales dans
la classe des fonctions moyennes périodiques dont le spectre est contenu
dans la suite considérée.

Dans ce qui suit, le paragraphe 1 est consacré a I’étude de quelques
propriétés des suites (P) et de la fonction presque périodique associée.
Aux paragraphes 2 et 3 nous indiquons un moyen simple de construire
des suites (P) et nous établissons une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une suite soit une suite (P).

1. Quelques propriétés des suites (P),

Rappelons quelques résultats relatifs aux suites (P) ([6], p. 65).
Si A est une suite (P) on a
) en.,:c

fa@x) =—i kEI m:
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fAM(©0) =0
lim [CAQ) A" |=w @®=0,1,2,..).
k>
Pour
w=u-+iv, v#£0,
—towdy si 0,
CA = f faix) e v>
1
=— x)e—tvdx si v<O0,
Ciom) /; fa(x)
d’ol
wh 1 n
— » = =0,1,2,..).
G| SHP I W=7 @ )
Remarque 1.1. — Soient ); et ) deux termes de la suite A tels

que lintervalle ]Xx Aw[ ne contienne pas de points de la suite A.
La fonction

wr(w — A) (W — Aw)
Ca(w)

est holomorphe a Pintérieur du cercle de diamétre [, Ax] ainsi que sur
ce cercle. Elle est bornée sur ce cercle car

(D(W) =

10| <

I Iw—lk'l =M.. D\k——)\k'!.

®(w) est bornée par le méme nombre & l'intérieur du cercle; d’o, pour
Ak < u < )\k’,

lur | (e — A) Qe — )

M, (e — X&)

Nous utiliserons cette remarque pour démontrer le théoréme suivant :

]CA(u)} =

THEOREME 1.1. — Soient A = (\:) et T' = (yix) deux suites (P)
telles que :

IXk_Yk" = h >0 quels que soient k et k. (1.1)

La réunion Q des suites \ et T est une suite (P).

Démonstration. — 11 suffira de prouver que

klirxi [CAa(y) v ™| = = (1.2)
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klim |ICa Q) Ac" | =« (m=0,1,2,..). (1.3)
On a
Ca (yx) = Ca (y#) Cr (y4).
Soit Ax < yx < Ax», lintervalle ]z, Ax-[ ne contenant pas de point de
la suite A. D’apres la remarque 1.1 et ’hypothése (1.1)
(21 hQwr—de—h) _ [rEl h
/ _—.
M, Qe — Ax) M, 2

ICA (Yk)[ =

T" étant une suite (P),
|CE (Y)| = An Y3 |5
donc
|Cé ()| = B |Yi" n=0,1,2,.),
ce qui prouve (1.2). On démontre de méme (1.3).

Remarquons que la conclusion du théoréme 1.1 subsiste si I'on
remplace I'hypothése (1.1) par

h h
inf [h— yir| > et inf [ —1yi| > —
X |lk|a %

[yl
o et h étant des constantes positives.
THEOREME 1.2. — Si la suite A est une suite (P) elle est mesurable;
sa densité est égale a la densité effective de Beurling et Malliavin.
® 1
Démonstration. — Si A est une suite (P), la série ¥ —————— est
) k=1 CAi O\k)
absolument convergente. Il résulte d’un théor¢me de Krein ([11], p. 258-
259) que
= log *|Ca ()| .
f.—w——-fw——dx< 0 (1.4)

la suite A est donc mesurable ([10] et [11], p. 251); nous désignerons sa
densité par D.

D’aprés un théoréme de Beurling et Malliavin ([3], p. 292, [8] et
[12]) Iinégalité (1.4) entraine que pour chaque ¢ > 0, il existe une fonc-
tion entiecre M (w), de type exponentiel inférieur & ¢, bornée sur I'axe
réel, telle que Cx (W) M (w) soit aussi une fonction entiére de type expo-
nentiel bornée sur I'axe réel. Le type de cette fonction ne dépasse pas
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ntD + ¢. On peut définir la densité effective D, de la suite A de la maniére
suivante (voir [12]) : wD, est la borne inférieure des types des fonctions
entieres de type exponentiel, bornées sur 1’axe réel, nulles sur A. On a
donc D, < =D + ¢. On sait aussi que nD < nD, ([8]); donc D = D,.

THEOREME 1.3. — Si A est une suite (P) de densité D, la fonction
presque périodique associée f est nulle sur Uintervalle [— =D, nD].

Démonstration. — Soit ltl < nD; considérons la fonction

= e (@+1)
fR=hG+)=—i L o

Sa transformée de Fourier-Carleman

® et G (w)

Fw)= I = ,

¥=1 CA Q) W—As) Ca (W)

est bornée hors des cercles de rayon r arbitraire, centrés aux points Ay ;
G (w) est donc une fonction entiére de type exponentiel dont I'indicatrice
hg (0) satisfait I'inégalité

ha(8) < ho, () = =D [sin 8.

La fonction
eitw ttw_G

—F W) = _e_____&vl

Ca(w) Ca (W)

est entiere de type exponentiel nul; en outre

EWw) =

lim [E(v)|=0;

[2]> =
donc, d’aprés [4] (p. 169), E (w) =0 ; d’ol

tw

FWw) = .
™) Ca (W)
On verrait de méme que ' (x) a pour transformée de Fourier-Carleman
iwettw
iwF (W) = ——.
Ca (W)

On a donc pour v >0

0
F(iv):f f(x)e"”dx—-f—-(—)_._f f (x) e dx = ﬂ—)+F()
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On en déduit que f(0) = 0, c’est-a-dire fa (f) =0 pour ltl < =nD; par
continuité on a fa (f) = O pour ltl < nD.

Soit E (A) la classe des fonctions presque périodiques, indéfiniment
dérivables, de spectre contenu dans A, dont toutes les dérivées sont
presque périodiques. La démonstration du théor¢me 1.3 montre que fa
n’est pas la seule fonction de E (A) nulle a lorigine avec toutes ses
dérivées. On a le théoréme suivant :

THEOREME 1.4. — Soit f € E(A), A étant une suite (P). Pour que
fm@0)=0m=0, 1, 2, ..), il faut et il suffit que la transformée de
Fourier-Carleman de f soit égale a G (w)/Ca (w), G (w) étant une fonction
entiére de type exponentiel telle que

2 |G QW AR
x=1 | Ci(\) 1.5)
G (@iv) v*
—— = =0,1,2,... ,
oG | T =0h2), (1.6)
= log *|G ()]
f i vl a7

Démonstration. — On sait que ces conditions sont suffisantes ([S]).
Montrons qu’elles sont aussi nécessaires :

Les inégalités (1.5) résultent du fait que f € E (A). D’autre part
pour w=u +iv, v>0o0n a

G (W) _ f 0 f(x) e—we dx — ! f ° f (n) (X) e—a dy -
Caw) ~ J —w oW J —w ’
d’ou

|»Gw| 1 ()] = B
ICA(W) |\ |v’ Slip If (-x)l—- IVI 5

la méme inégalité vaut pour v < 0, d’ot (1.6). Enfin, on vient de voir que
pour v5<0

]G(u + iv)l < Ao

] ICA (u + iv)l ;

donc pour ]v] <1,vs#0
fw log +|G (v + iv)| < /¢ = log +|Ca (u + iv)|

1
du + K, log ——;

® 1+ u? 1+ u? [v|
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or d’apres [10] et [11] (p. 258-261)

= log +|G (u + iv)| 1
du < Ky log—— + K3 ;
f_m 1+ & US BB T B

on en déduit comme dans [11] (p. 262):

w log +|G ()|
[ . 1+ du< e,
ce qui démontre (1.7).
Remarque 1.2. — La fonction
Gw) G ()

Ca(w) el CA () (W — o)

est bornée hors des cercles de rayon r arbitraire, centrés aux points de
la suite A; donc
. hg (0) < =D Isin Bl,
D étant la densité de la suite A. D’apres [11] (p. 251) hg (B) est de 1a
forme
he (8) = A |sin 6] —asin® (AZ>=0, a réel);
donc
A £ a < wD.

Soit G; (w) = e* G (w), Ioc + B[ < D — nA. D’aprés le théoréme

1.4, G; (Ww)/Ca (w) est la transformée de Fourier-Carleman de la fonction

fi(x) =f(x + ), telle que f, (0) =O0; f est donc nulle sur l'intervalle
[—=xD + tA —a, tD— 1A —al.

2. Suites (P) symétriques .

Soit A = (£ M), k=1, 2, ..., une suite symétrique; nous suppose-
rons la suite (A;) positive, croissante, de densité supérieure finie. A chaque
terme A, associons le point A; de coordonnées (k, Ax). Soit a; I’abscisse du
point d’intersection de la droite Ay Ay, ; avec I'axe réel :

Ak+1 __k+1——ak
Ax o k— ay '
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THEOREME 2.1.

1°) Si lim ay= o, A est une suite (P);

k—>

k-

2°) Si lim aiy < oo, A n'est pas une suite (P).

Ce théoreme montre en particulier que si la ligne polygonale L,
ayant pour sommets les points Ay, est convexe et n’a pas d’asymptote,
A est une suite (P); si L est concave, A ne peut pas étre une suite (P).

Pour que A soit une suite (P) il est nécessaire et suffisant que

im [CAQ) As" = (r1=0,1,2,.);
k>

le théoreme 2.1 est donc une conséquence immédiate du lemme suivant :

LEMME 2.1. — Si la suite A\ est telle que
p+1

— +1
<]_-i_.miak<]-imak<q

’
k-« k- 2

p et q étant deux entiers relatifs, pour k > ko (p,q) on a
K %< IC;’\ (Rk)l <Ko X%,

K, et K, étant deux constantes qui dépendent respectivement de p et q.

Démonstration. — Nous nous bornerons a4 démontrer la deuxiéme
inégalité, la premiere se démontrant de manitre analogue.

Pour k > k,(q) on a

+1
S k+1—2
k+1
Ak < k_Q+1
2
, 2 - 2%
lCA(kk)|=—l—k_J£1 1= PN
[
+1 32
© k—q2
) ==
<A ! I=E'ko . gq+1
s j—
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Pour g impair on a

«©
I
=1
g+1

i
fotk—

et pour g pair

1 2
1—[k-——q+ ] ~L,
2 2

i

+1 32
_ (=2t
0 |1—|— = || T
j=1 . 1 2

q
JEE— > ] 2

q+1
> .

On en déduit
|CA W] S As ™ k1= < Ky A

THEOREME 2.2. — Soient A = (= A\) et T = (% yi) deux suites

symétriques telles que :
Il"_\""l =h >0 quels que soient k et k’,
k+1—by
k— by

Ye+1
© Yk
Si A est une suite (P), la réunion Q des suites A et T est une suite (P).

b, =b > — « avec

E

£
$

Démonstration. — 1°) Ca (1) = Ca (yx) Ct (y4).
On démontre comme dans le théoréme 1.1 'inégalité

¥k

ICA(Yk)[> M2

+1
< b, on a

D’aprés le lemme 2.1, si p est entier relatif tel que

pour k > ko (p)
|C1’~ (Yk)[ =K, yE;

d’ou

Kk
2M,
2°) Ca (Ax) = Ci (\x) Cr (An).

i (m=0,1,2,..).

k

]Cé (Yk)l =

Cherchons une minoration de
A

2

Y7

«©

ICcW|= I

=1

1 —
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Soit ¥z < Ax < Yr+1 €t soit g un entier relatif tel que ¢ + 1 < b.
Pour k > ko (g) et jo (@) < j < K, on a, d’apres I'hypothése,

. K —
ooy Kd
Y1 Y1 ]—q
pour j >k +1
Ax < Yr'+1 < .k’—q :
Yi Yi j—gq—1
enfin
1 A% ’1_ ¥4 S 2h (Yw 41—y —h) S A
1% Yi 41 Y Yr+1 =
On en déduit
2 K —q\2
lCr(lk)]>A27ki’° o 1—(]_:>

j=fg+1
pa

2§,—2

= As Ak k'2a—2,,

A étant une suite (P),

]CA(lk){ =A%
donc

|C;’; () | > K, At (n=0,1,2,..);
ceci achéve de démontrer le théoréme 2.2.

Le théoréme 2.1 permet de construire des suites (P) symétriques

mais ne donne pas une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite
A soit une suite (P). Il existe en effet des suites (P) symétriques telles

que .
lim a, = « et lim g = — .

k- k>
Ainsi la suite symétrique
Aok—1=2% Axp=2¢4+1 (k=1,2,..),
est une suite (P) telle que

lim dgg—1 — — 0, lim Qg = ©0.

k>« k-«

On a le résultat suivant :
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THEOREME 2.3. — La condition nécessaire et suffisante pour que la
suite symétrique A soit une suite (P) est que

Ak
. t+ kk[<D(Rk H—D —t-)]

1
lim f ——dt = o,
k- log Xk 0 1—¢g
D (¢) étant la fonction de densité de la suite A

1
D@)=— I 1.
t o<, <t

Ce théoréme résulte des lemmes suivants :

LEMME 2.2. — Soit r un nombre réel positif n’appartenant pas a
la suite A; ona
r
D(rf) —D (—-)
1 t
log [CA(D)| = Zr/; - dt.

Ce lemme est démontré dans [9] (p. 127).

LeEMME 2.3. — Soit

A=A — (M} — {— A}

. t+ M[D(kk t)—D<£;—)]

log |Ca, 0| =2 f dt.
0

On a

1—¢

Pour démontrer ce lemme il suffit d’appliquer le lemme 2.2 au
produit canonique associé a la suite Aj. La foncticn de densité de cette
suite est en effet

1
D(t —— pour t> Ak

D@® pour 0<t< A

Le théoréme 2.3 découle du lemme 2.3. En effet pour que A soit
une suite (P) il faut et il suffit que

klim |C’A (o)) )\k_”l = ® n=0,1,2,..),
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ou
log [Ca, () |
_— =
k> lOg kk
Remarque 2.1. — 11 est plus facile de démontrer directement les

théoremes 2.1 et 2.2 que de les déduire du théoreme 2.3.

Remarque 2.2. — Si A = (% Xi) est une suite (P) symétrique, la
suite (A;) a un indice de condensation nul. En effet, A étant mesurable,
d’aprés [2] (p. 25-27), son indice de condensation est

— 1
8 = lim —log

>
k->w )\k

Ca (A

comme l'indice de condensation n’est pas négatif et que [CA (A)| reste
supérieur 2 un nombre positif, on a & = 0.

3. Suites (P) non symétriques.

Nous allons établir un théoréme analogue au théoréme 2.3 pour
les suites A non symétriques.

THEOREME 3.1. — Soit A = (A\x) une suite mesurable. Pour que
A soit une suite (P) il faut et il suffit que

1 1 1
lim ————— , 0 + dt =
k> IOg]Rkl j; []Ak!cp(kk 2 l—t] g *

D(rt) + D(—r) .
1—: 1+1¢

1 1 1 1
_1p( +_D<_L> ,
t t 1—1¢ t t 14+t

D (¢) étant la fonction de densité de la suite A
n()
t

avec

o, )=

D(t) =

b

n®= X 1 s t>0, n@d= 2 (—1) si t<O0.

o<, <t <A, <0
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Pour démontrer ce théoréme nous utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 3.1. — Soit A = (\x) une suite mesurable et soit r un
nombre réel n’appartenant pas a A. On a

1
log |Ca(r)| = |r|f o (r, 1) dt.
0

Démonstration. — On a

R
|log Ca(r) | = hmf log
Rowx —R

r
1 ——
t

dn(®) = lim IR).
Row

Soit lr,:p, r=pa, et soit B tel que 0 <B< 1. Pour [ assez
voisin de 1 on a

—o/B 0 o8 R
IR)= f + f + f + f log
—R —pB (] p/8

en posant 5(r) =0 si —r¢ A et 5()=1log2 si —r€ A. En
intégrant par parties on obtient

dn(t) + &(r),

r
1 ——
t

aB

1
I®) = (79 — n(—pPllog 5 + rf 90, 0 dt + O(R),

r/R
6(R) tendant vers zéro lorsque R tend vers linfini puisque A est
mesurable. En faisant tendre § vers 1, on a donc

IR)=r - o(r,t)dt + 8(R);
J r/R

d’ou

lim I(R):rjﬁacp(r,t)dt=|rlfltp(r,t)dt.
0 0

Ro>

LEMME 3.2. — Soit A = (\x) une suite mesurable et soit

Ar=A—{\};

ona

1 1
1og]cAk(x,,)|=/:) [x,,cp(x,,,t)+ l_t]dt.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le lemme 3.1 & la suite Ag.
En effet :



FONCTIONS APPROCHABLES PAR DES SOMMES EXPONENTIELLES 111

1° Si Az > 0 la fonction de densité de Aj est
D@ pour t << A

1
D@O—— pour >

2° Si Az < 0 la fonction de densité de A, est

1
D@ + - pour t < A
D@® pour t 2= s

Revenons a la démonstration du théor¢me 3.1. Pour que la suite
mesurable A soit une suite (P) il faut et il suffit que
lim |[CA Q) A" | = = n=0,1,2.)
k> =

ou
log |Ca, (M%) | _
k- lOg I Ak | -

d’otl le théoréme 3.1 en vertu du lemme 3.2.
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CHAPITRE II

SUR L’APPROXIMATION PONDEREE
PAR DES SOMMES D’EXPONENTIELLES

ET SUR UN PROBLEME DE PROLONGEMENT

Nous nous proposons d’étudier deux problemes tres différents en
utilisant les propriétés des suites (P) et des fonctions presque périodiques
associées, qui ont été établies précédemment ([2]).

Le premier probléme est relatif & ’approximation pondérée d’une
fonction continue sur la droite par des polynémes ou des sommes d’expo-
nentielles imaginaires. Nous généralisons ici un résultat obtenu par
P. Koosis dans [5].

Le deuxiéme probléme est I’étude du prolongement d’une fonction
de deux variables indéfiniment dérivable dans un demi-plan fermé dont
les dérivées successives satisfont certaines inégalités. Nous construisons
ce prolongement par une méthode de [1] et, utilisant les propriétés des
suites (P), nous établissons des inégalités satisfaites par les dérivées suc-
cessives de la fonction prolongée dans tout le plan.

1. Application des suites (P) symétriques
a Papproximation pondérée.

Nous utiliserons dans ce paragraphe, les mémes notations que
P. Koosis dans [5] :

Soit W une fonction (appelée poids) continue, positive, sur la droite
réelle, telle que
xﬁ
lim
o>t W(X)

=0 n=0,1,2,..).
Cw désigne I'espace des fonctions g continues sur la droite réelle, telles
que

g(x)
W(x)

=V,

o>+ o
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espace muni de la norme

lell =sup |2

@ W(x)

Pour chaque A >0, Cw(A) désigne le sous-espace fermé de Cw

engendré par les exponentielles imaginaires €2, ltl < A. Cw(0) désigne

le sous-espace fermé de Cw engendré par les polyndmes. Enfin pour
chaque A >0, on pose

Cw(AH)= N Cw(A).

A'>A
THEOREME 1.1. — Pour chaque nombre D =0 il existe un poids
W (qui dépend de D), tel que

Cw (D) 5= Cw (rD*) 5 Cw .

Le théoréme a été démontré par P. Koosis dans le cas D = 0 ([S]).
Sa démonstration nous a inspiré celle du théoréme 1.1. Nous utiliserons
le lemme suivant :

LeEMME 1.1. — Soit A = (= ) une suite (P) symétrique. Il existe
une fonction paire Wy (x) telle que
Wax) >1 a.n
lim =0 =0,1,2. 1.2
s>+ 0 Wa (x) (n ) ( )
*  log Wa (x)

- = d 1.3
/; 14+ x2 ¥ (13)

0 2 ’
2 k WA (lk) (1 . 4)

k=1 |Ch (Ax)|

Démonstration. — Soit (k,) une suite croissante d’entiers positifs

tendant vers l'infini, telle que A, > max (1, ,). Posons

Wi (x) = max (]CA (x)l, x")  pour A, K X< A,,, n=1(1,2,..)
Wa () = Wa () pour 0 << x <Ay,
Wa (x) = Wa(—x) pour x < O.
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D’apres le choix de %, la condition (1.1) est satisfaite. En outre pour
X = Ak,,.> 0N 2

x" 1

<—,
Wa (x) = x

et la condition (1.2) est satisfaite. Nous allons montrer que si la suite
(k,) est convenablement choisie les conditions (1.3) et (1.4) sont aussi
remplies.

Soit ! un nombre positif arbitraire et soit I; I'intervalle [Ax, Ax1]
tel que &k, <k < kpy1. Pour I <l on a

f log Wa (x) log +|Ca (x)| log *ICa @I . / log x»
Iy

—_—dx,
142 & < 1 T 142 142

la derni¢re intégrale étant majorée par

I log A
oglkgnl og Ak

Re+1— A n ¥ v

)
Pour |Ik| > 1, s0it 0 < By < 7; d’aprés [2], pour

e + B < X< Xepr — I
on a
X by A1 — Ae-— i) S xtl p,
Mini1 Qupr— Ae) = Muyr 2

pourvu que 'on prenne Ay = 2 M, 1,/ Ax, ce qui est possible si k, est
assez grand. D’ou:

log W. 1 C Athy ] "
f _log Wa (x) A(x) r < log +|Ca ()| de + f ogx" ..
n 1+ n l+x N 1t

oy log x*
/ de,
A 1+ x2

k+1— Rk

Ca ()| > >,

la somme des deux derni¢res intégrales étant majorée par
log A% log A«
nl .
PRRMAY
On a donc dans tous les cas

f"k,,,,_l log Wa (x) dr < Mens1 log +|Ca (x)ldx +nl S log A% .
M, 1+ x2 My 1+ x2 K>k, AR

2 nhk
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On choisira &, tel que
log A 1
nly B2

K>k, A3 n?

>
la condition (1.3) sera satisfaite en vertu de la convergence de l'intégrale

f ® log +|Ca ()] dr.
0

1+ x2

© W © n+2 ©
P AWAO) 5oy o1
k=1 |Ch (\s)| n=1 k>k, |Ch (An)| n=1 n?
pourvu que k, soit assez grand, en vertu de la convergence des séries
0 l]’c‘
k=1 |CA (A

la condition (1.4) est donc satisfaite.

< o,

n=012.);

Démonstration du théoréeme 1.1. — Soit A = (= );) une suite (P)
symétrique de densité D. Soit A’ = (= X;) la suite symétrique telle que

A\ = Ax pour k> 1
A’ est une suite (P) de densité D. Soit Wa. la fonction associée a A’ par
le lemme 1.1 et posons
W (x) = 22 Wa (x) pour A, < |x| Sy —en (B=12,.)
W) =W () pour |x| < Ax 3
sur l'intervalle [Ax,,, — €a , Ax,,,] Prenons pour W (x) la fonction linéaire
qui coincide avec x2 Wx. (x) aux extrémités de I'intervalle. W (x) est une

fonction continue qui satisfait les conditions (1.1), (1.2) et (1.3) si g, est
choisi assez petit. En vertu de (1.3) on a d’apres [S]

Cw (nD*) 5~ Cw .

Pour montrer que Cw (D) 5% Cw (rD*), considérons la fonction
F () = z Ca (2). C'est une fonction enti¢re de type exponentiel, d’indi-
catrice D |sin 6] ; en outre
1

x [x{;

F (%)
W (x)
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donc
F (x)
W (x)

et F (x) appartient & Cw (rD+) d’aprés [5]. Il suffit de montrer qu’elle
n’appartient pas & Cw (nD).

’

2>+t

W Q)

Soit ;1 la mesure formée des masses * ————— portées par les
Ci (A
points + A, (k =1,2,...). En vertu de (1.4) p est finie. En outre p est
orthogonale aux polynémes et aux exponentielles imaginaires e'® telles
que |¢t| < =D, car, '

X S A— (2
d =3y = - T —ifM”0)=0
f W (x) e k=1 Ci () (0

et

8

e Ahy — e—ith,
d = ) —_—_—_—_— =0
f =3 S g0

pour ,t[ < nD. Par contre la mesure p n’est pas orthogonale a F (x);
en effet

FQo—F(—X) 2 F (A1)
Cia (Aw) TS

F (x) n’appartient donc pas & Cw (D). Ceci achéve de démontrer le
théoréeme 1.1.

#0;

dp(x) = k£1

2. Application des suites (P)

a un probleme de prolongement.

Soit f une fonction de deux variables réelles x et y, définie, indéfi-
niment dérivable pour y < 0. On se propose de prolonger f en une fonc-
tion indéfiniment dérivable dans tout le plan. Nous emploierons la
méthode suivante qui a déja été utilisée dans [1] :

Supposons d’abord f nulle pour y < @ < 0. Soit (Ax) une suite posi-
tive croissante tendant vers l'infini et (a;) une suite de nombres réels.
Posons pour y > 0
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FEMN= T aflt—y).
k=1

La fonction obtenue prolonge 1a fonction donnée si I'on choisit (Az) et (ax)
de fagon que
o f

0 (9”
(x: 0) Z ay (— Xk)” f (xs 0) ’
k=1 ax"
ou
Y2 oapXp=(—1n n=0,1,2,..).
k=1

Choisissons pour ();) une suite (P) positive; la suite (A){J {— 1} est
une suite (P) de produit canonique associé

Cwy=( +w I (1— id )
k=1 Ak
On a donc
o 4 (—n
Z + = = wee) s
S CTow o p — 0 =% L2

Il suffira de poser

_ cC—1 _
ay = o 00 k=1,2,..).

Remarquons que cette méthode s’applique aussi au cas ol f est
bornée pour y << 0 ainsi que toutes ses dérivées.

Dans le cas général nous appliquerons la méthode précédente a la
fonction F (x,y) = a« () f (x,y), o étant une fonction indéfiniment déri-
vable telle que

(@) =0 pour y<a
a()=1 pour y>=b, avec a < b < 0.
On obtient :

THEOREME 2.1. — Soit (M,) une suite positive croissante et suppo-
sons que

|D"f(x,y)| KM, pour y <O (resp. a<y<<0) »n=0,1,2,..).
On peut prolonger f dans tout le plan de sorte que

|D*f (x,»)| SK'M, pour y >0,
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M; =M, n@te)* (resp. M, = M, n®+e)") pour n = n, (¢), ¢ étant une

constante positive aussi petite que I'on voudra.

Démonstration. — Nous prendrons X = k?+8 § > 0.

1°) Soit |D"f(x,y)| KM, pour y<0 n=0, 1, 2,..). On a,
pour y > 0, d’apres [3] (p. 66)

D" f (x,y)| S KM, él lax 2% | < KKPAi1 Az Ans
d’od
D" f (x, )| S K’ M, n+* pour n = n, (e),
¢ étant une constante positive qui tend vers zéro lorsque { tend vers zéro.
2°) Soit |D"f(x y)| KM, pour a<y<0@®=0,1,2,..). On
construit la fonction a de la mani¢re suivante :

Considérons la suite (P) symétrique I’ = (= k'+F) et la fonction
presque périodique associée fr. La fonction g telle que

g(@®) =0 pour t<La et pour t = b,
g =fr(t—a)fr(t—0>b) pour a<t<b,
est indéfiniment dérivable de support [a, b]. Nous poserons
a=1+Afg@®ads,

la constante A étant choisie de fagon que « (a) = 0. D’aprés [3] (p. 66)
on a pour n = ny (g1)

D" fr ()] < nten;
d’o
n—1

Dra@)|=A| Z C1D?fr (y —a) D*1—? fr (y — b| < Ay n(tedn,
P==0
Pour y <0
n
D*Fx,y)|< Z CD?a(®)|KM,_, <K M, n0+en,
P==0

Pour y >0
|D*f (x, )| = |D"F (x,5)| S K’ M, n®+en;
¢ étant une constante positive qui tend vers zéro lorsque { tend vers zéro.

Nous n’avons pas pu améliorer ce résultat par un autre choix de la
suite (Ax).



120 AIMEE BAILLETTE

BIBLIOGRAPHIE

[1]1 N. AronszaiN, Potentiels besseliens, Colloque intern. de théorie du poten-
tiel (1964).

[2] A. BAILLETTE, Sur la transformée de Fourier-Carleman d’une fonction
presque périodique de spectre donné, C. R. Acad. Sci., Paris, 258
(1964), 6049-6051.

[3]1 J. P. KAHANE, Sur quelques problémes d’unicité et de prolongement rela-
tifs aux fonctions approchables par des sommes d’exponentielles,
Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 5 (1953-1954), 39-130.

[4] J. P. KAHANE, Mean periodic functions, Tata Institute of Fundamental
Research Bombay (1959).

[5] P. Koosis, Sur I'approximation pondérée par des sommes d’exponentielles
imaginaires (@ paraitre).

(Thése, Fac. Sciences, Paris, 1965).

AMEE BAILLETTE,

Service de Mathématiques,
Collége Scientifique Universitaire,
Perpignan, P.-O.



