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ÉTUDE DE QUELQUES PROBLÈMES RELATIFS
AUX FONCTIONS APPROCHABLES

PAR DES SOMMES D'EXPONENTIELLES
ET A LA TRANSFORMÉE DE

FOURIER-CARLEMAN
D'UNE FONCTION PRESQUE PÉRIODIQUE

par AIMÉE BAILLETTE

Introduction

La première partie de ce travail, parue au Journal d'Analyse Mathé-
matique sous le titre « Fonctions approchables par des sommes d'expo-
nentielles » (vol. X, 1962-1963, p. 91-115) est l'étude du prolongement
dans certains domaines A, de fonctions holomorphes dans un ouvert,
approchables par des sommes d'exponentielles dont les exposants appar-
tiennent à une suite donnée A. La méthode de prolongement utilisée est
due à J. P. Kahane (Ann. Inst. Fourier, V, 1953-1954, p. 39-130). Pour
étudier les domaines A nous avons défini « l'indice de saturation » de la
suite A (coefficient directement lié à la forme des domaines A); nous
avons aussi établi et utilisé quelques propriétés des produits canoniques.
Les résultats obtenus pour les fonctions holomorphes nous ont permis
d'obtenir des résultats concernant les fonctions approchables sur un
segment de droite par des sommes d'exponentielles.

Les deux chapitres qui suivent cette introduction sont consacrés à
d'autres problèmes. Dans le chapitre 1 nous avons cherché une caracté-
risation des suites A de nombres réels (suites (P) ) qui sont le spectre
d'une fonction presque périodique indéfiniment dérivable, dont toutes
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les dérivées sont presque périodiques et qui a pour transformée de
Fourier-Carieman l'inverse du produit canonique qui s'annule sur la
suite A. Les fonctions presque périodiques associées aux suites (P) ont
des propriétés remarquables que nous étudions au chapitre 1 et que nous
utilisons dans les démonstrations du chapitre II. Ce dernier chapitre est
consacré à l'étude de deux problèmes distincts. Le premier est relatif à
l'approximation pondérée des fonctions continues sur la droite réelle
par des polynômes ou des sommes d'exponentielles imaginaires. Cette
étude nous a été inspirée par un travail de P. Koosis (1). Le deuxième
problème est relatif au prolongement dans tout le plan d'une fonction
de deux variables réelles indéfiniment dérivable dans un demi-plan
fermé.

Je voudrais exprimer ma reconnaissance à M. Kahane qui a accepté
de diriger ce travail; qu'il veuille bien trouver ici le témoignage de ma
gratitude pour l'aide qu'il m'a apportée, ses conseils et ses encouragements
constants.

Je remercie également M. Schwartz qui m'a fait l'honneur d'accepter
de présider le jury et M. Lesieur qui a bien voulu me proposer le sujet
de deuxième thèse.

(1) Sur rapproximation pondérée par des polynômes et par des sommes d'ex-
ponentielles imaginaires. Ann. Scien. Ec. Norm. Sup. (1964), 81 (3), 387-408.



CHAPITRE 1

SUR LA TRANSFORMÉE DE FOURIER-CARLEMAN
D'UNE FONCTION PRESQUE PÉRIODIQUE

DE SPECTRE DONNÉ

Nous nous proposons d'étudier une classe particulière de suites de
nombres réels, la classe des suites (P).

Soit A == (Xfc) une suite de nombres réels distincts non nuls, à
laquelle nous supposerons que l'on peut associer un produit canonique

CA(W)== lim H (l—^}.
R-»oo |X^] <R \ Àfc/

Nous dirons que A est une suite (P) si la fonction I/CA(W) est la
transformée de Fourier-Carleman d'une fonction /A presque périodique
indéfiniment dérivable, dont toutes les dérivées sont presque^périodiques.

Des exemples de suites (P) ont déjà été étudiés dans [6] (p. 65-69)
et [7] (lect. 22) où l'on montre que pour certaines de ces suites, la
fonction presque périodique associée jouit de propriétés extrémales dans
la classe des fonctions moyennes périodiques dont le spectre est contenu
dans la suite considérée.

Dans ce qui suit, le paragraphe 1 est consacré à l'étude de quelques
propriétés des suites (P) et de la fonction presque périodique associée.
Aux paragraphes 2 et 3 nous indiquons un moyen simple de construire
des suites (P) et nous établissons une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une suite soit une suite (P).

1. Quelques propriétés des suites (P),

Rappelons quelques résultats relatifs aux suites (P) ([6], p. 65).
Si A est une suite (P) on a

^x
h(x)=—i S ————,

fc»i CÂ(Xfc)
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f^W^O

lim | ÇA Ofc) ^-w | == oo (n = 0, 1, 2,...).
A;->eo

Pour

d'où

w == M + iv, v^O,

~c^= fj^^^ si ̂

-C^-=-/^/AWe——^ si v<0,

w" 1 M
ç^^pj^(.)|=—— (n=0,l,2,...).

^warçyel.l. — Soient Xt et ^ deux termes de la suite A tels
que l'intervalle ]X»,^.[ ne contienne pas de points de la suite A
La fonction

.T,^-^-^)^-^)

CA(W)

est holomorphe à l'intérieur du cercle de diamètre [À», X».] ainsi que sur
ce cercle. Elle est bornée sur ce cercle car

H,
Ivl^l^l^f^^l^-^^'^-M-

î»(w) est bornée par le même nombre à l'intérieur du cercle; d'où pour
Xt^M^Xk-,

l^,^ \^(u-^)a.-u)
1 ^ MnO,.——^)

Nous utiliserons cette remarque pour démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 1.1. — Soient A = 0 )̂ et V = (y») d<^ suites (P)
të/fej CMC :

[ X t — Y f c ' | ^ A > 0 quels que soient k et V. (1.1)
La réunion Q des suites A et T est une suite (P).

Démonstration. — II suffira de prouver que

^ICÀ^-^oo (,.2)
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lim |Cn (Xfc) X^ 1 = oo (n = 0,1, 2,...). (1.3)

On a
Cn(Y,)=CA(Yfc)Cr(Yfc).

Soit \k' < VA; < Xfc-, rintervalle ]\v, Xfc4 ne contenant pas de point de
la suite A. D'après la remarque 1.1 et l'hypothèse (1.1)

\^h(^-^-h) \^_H_
1 'ï1t>\^ M»(X».—5^) •" H, 2

r étant une suite (P),
P(Y»)|^A,[YÎ|;

donc
|Cn(Y.)|^B.|Yr| (n=0,l,2,...),

ce qui prouve (1.2). On démontre de même (1.3).

Remarquons que la conclusion du théorème 1.1 subsiste si l'on
remplace l'hypothèse (1.1) par

i^-ï.l^etinf|X.-^^

a et A étant des constantes positives.

THÉORÈME 1.2. — Si la suite A est une suite (P) elle est mesurable;
sa densité est égale à ta densité élective de Beurling et Malliavin.

oo ^
Démonstration. — Si A est une suite (P), la série 2 ————— est

fc=i ÇA (Xfc)
absolument convergente. Il résulte d'un théorème de Krein ([11], p. 258-
259) que

f°° log+|CAW| ^
j^——T^—dx<w- (L4)

la suite A est donc mesurable ([10] et [11], p. 251); nous désignerons sa
densité par D.

D'après un théorème de Beurling et Malliavin ([3], p. 292, [8] et
[12]) l'inégalité (1.4) entraîne que pour chaque s > 0, il existe une fonc-
tion entière M(nQ, de type exponentiel inférieur à s, bornée sur l'axe
réel, telle que ÇA (w) M (w) soit aussi une fonction entière de type expo-
nentiel bornée sur l'axe réel. Le type de cette fonction ne dépasse pas
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TiD 4- e. On peut définir la densité effective De de la suite A de la manière
suivante (voir [12]) : nDç est la borne inférieure des types des fonctions
entières de type exponentiel, bornées sur l'axe réel, nulles sur A. On a
donc TcDc ̂  TiD + s. On sait aussi que nD ̂  71 De ([8]); donc D = Dç.

THÉORÈME 1.3. — Si A est une suite (P) de densité D, la fonction
presque périodique associée /A est nulle sur l'intervalle [— ixD, jcD].

Démonstration. — Soit \t\ < nD; considérons la fonction
ce ^(a»+<)

f(x)==h(x+t)=-i 2 — . »
fc=i ÇA (Xjfc)

Sa transformée de Fourier-Carleman

F^)= Ï = G(HO

î CA(;I,)(W—^) CA(^) '
est bornée hors des cercles de rayon r arbitraire, centrés aux points \jc \
G (w) est donc une fonction entière de type exponentiel dont l'indicatrice
hç (9) satisfait l'inégalité

AG (6) s$ A^ (6) = nD | sin 9 [.
La fonction

^tw Qitw—G(^)
E (w) == —————F(w) = -———'—

CA(^) CA(HO
est entière de type exponentiel nul; en outre

lim [E0'v)[=0;
|l?|-> 00

donc, d'après [4] (p. 169), E (w) = 0 ; d'où

^«o
"^c^r

On verrait de même que f (x) a pour transformée de Fourier-Carleman
i^tw

wF(w)=—————.
CA(W)

On a donc pour v > 0

/<0 f(0) 1 F 0 f(0)F0v)= ^ f^e^dx^———— / f(^^^=J-L-!.4-F(fv).
»/ -QO V V «,/ -QO V
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On en déduit que / (0) == 0, c'est-à-dire /A (t) = 0 pour \t\ < 71 D; par
continuité on a f\ (t) = 0 pour M ̂  TcD.

Soit E (A) la classe des fonctions presque périodiques, indéfiniment
dérivables, de spectre contenu dans A, dont toutes les dérivées sont
presque périodiques. La démonstration du théorème 1.3 montre que f\
n'est pas la seule fonction de E(A) nulle à l'origine avec toutes ses
dérivées. On a le théorème suivant :

THÉORÈME 1.4. — Soit f ç. E(A), A étant une suite (P). Pour que
f^ (0) = 0 (n = 0, 1, 2, ...), il faut et il suffit que la transformée de
Fourier-Carleman de f soit égale à G (HÔ/CA (w), G (w) étant une fonction
entière de type exponentiel telle que

<0 \G(^)\Î
< 00£

jb—i

G Qv) vn

CÂ a»)

ÇA (IV) = °

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(n = 0,1, 2,...),

du < oo

lim

f.00 log+|G(y)|
1 + M2

Démonstration. — On sait que ces conditions sont suffisantes ([5]).
Montrons qu'elles sont aussi nécessaires :

Les inégalités (1.5) résultent du fait que / ç. E(A). D'autre part
pour w == u + iv, v > 0 on a

G(w)
/ <»» (.x) e-^ dx -,

A,

CA(W)
/ (x) e-^' dx :

(iw)»

d'où
w»G(w) < sup |/w (;c)| =
CA(W)

la même inégalité vaut pour v < 0, d'où (1.6). Enfin, on vient de voir que
pour v ̂  0

|G(K+nO|ï$-^-|CA(M+nO|;

donc pour [ v \ ̂  1, v =^ 0

r " log+(G(w + h0|
1 + «2 •du<

- l o g + I C A ^ + n O ] . . „ , 1
' ' du + Ki log •

1 + u2
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or d'après [10] et [11] (p. 258-261)
r- log+[G^+hO| l00 log+\G(u + iv)\ 16 1 ' du^KsIog——+Ks;/ ——————————L-A^Kalog——

J _oo 1 + M2 |V

on en déduit comme dans [11] (p. 262) :
ç - log^GW\

J ^ 14- u2

ce qui démontre (1.7).

- du < oo ,

Remarque 1.2. — La fonction

G(w) yi GO,)-sCA(W) ^J CA(Xfc)(W——Àfc)
fc=l

est bornée hors des cercles de rayon r arbitraire, centrés aux points de
la suite A; donc

Aa (6) ̂  îiD [sin 8|,

D étant la densité de la suite A. D'après [11] (p. 251) Ae(e) est de la
forme

HQ (6) = il A [sin 6[ — a sin 8 (A ̂  0, a réel);
donc

îcA ±: a^îiD.

Soit Gi (w) = e^ G (w), | a + P [ < î c D — -rcA. D'après le théorème
1.4, Gi (W)/CA (w) est la transformée de Fourier-Carieman de la fonction
/i {x) == f(x 4- p), telle que ^i (0) == 0; f est donc nulle sur l'intervalle
[—îiD + îcA—a, TiD—îtA—a] .

2. Suites (P) symétriques.

Soit A == (±: Xfc), À: == 1, 2, ..., une suite symétrique; nous suppose-
rons la suite (Xfc) positive, croissante, de densité supérieure finie. A chaque
terme \k associons le point Ajc de coordonnées (k, Xjk). Soit djc Fabscisse du
point d'intersection de la droite A^ Afc+i avec l'axe réel :

\k+i _k + 1 —ak
Xfc k — ûfc '
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THÉORÈME 2.1.

1°) Si lim a^= oo, A est une suite (P);
fc->00

2°) 5ï lim ûjk < oo, A nW pas une suite (P).
fc-> 00

Ce théorème montre en particulier que si la ligne polygonale L,
ayant pour sommets les points Ajc, est convexe et n'a pas d'asymptote,
A est une suite (P); si L est concave, A ne peut pas être une suite (P).

Pour que A soit une suite (P) il est nécessaire et suffisant que

lim ]CA (Xk) Àr | = oo (n = 0,1, 2,...) ;
k->w

le théorème 2.1 est donc une conséquence immédiate du lemme suivant :

LEMME 2.1. — Si la suite A est telle que

P + 1 ,. — q + 1—-— < hm fffc ̂  lim fffc < —-— ,
Z fc->oo fc-»oo 2

p et q étant deux entiers relatifs, pour k > *o (p, q) on a

Ki ÀÎ ̂  [ÇA Ofc)[ ̂  Ka 5A ,

Ki et K.2 étant deux constantes qui dépendent respectivement de p et q.

Démonstration. — Nous nous bornerons à démontrer la deuxième
inégalité, la première se démontrant de manière analogue.

Pour k > Ao (q) on a

, . , <l + 1* + 1—.
XA?+I

Xfc ^ > <7 + 1
2

- 2 TT
\k i=l

j^Èk

00

^ x ^2^-1 n^ Ai Àfc ° y=i+fco
^

i ^̂

i- ( k q+l 1
2

< ? + !
/ '"""""——^ 2 ^

2
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Pour q impair on a
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n
J=l

^-t+l
k—

q+ 1 Y

et pour g pair

A — < ? + 1 v
q+ 1n i — k—s=i

————^

On en déduit
,2fc,-l

|CA a,)| ̂  Â2 X, ° ^+1-2^ ̂  K2 À^ .

THÉORÈME 2.2. — &A^ A = (± \^) et F = (± Yfc) ^^ suites
symétriques telles que :

\^k — Yfc'j ̂  A > 0 g^eb que soient k et V ,

YA+I ^ + 1 —bfclim bjc = b > — oo ûv^c
YA; A: — bjc

Si A ^^ Mn^ suite (P), la réunion Q Aw suites A et F est une suite (P).

Démonstration. — 1°) Cn (y^) = ÇA (y^) Cr (y^).
On démontre comme dans le théorème 1.1 l'inégalité

î ^H'
D'après le lemme 2.1, si p est entier relatif tel que p-——— < b, on a
pour À; > Ao (?)

d'où
|Cr (y»)) ̂  Ki y! ;

Ki A
ICû^l^^^Yr" (M =0,1,2,...).

2°) Cn (Xfc) = CÂ Ok) Cr (X»).
Cherchons une minoration de

|Cr(x,)|= n i
f=l ^
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Soit YÂ;' < Xfc < Yfc'+i et soit q un entier relatif tel que q + 1 < &.
Pour À: > kQ (q) et ;o (q) < j < k", on a, d'après l'hypothèse,

^ Y^ ^ ^—^
^ YY 7—^

pour / > K + 1

Xfc ^ Y^+i ^ *'—<?
^ ^

7-^-1^ ^

-\ 2
Afc

enfin
2h(^+i—^—h) Ai\ 2Âfc1—

1 Y.2'
On en déduit

Y^+i Yfc' Yfc'+i Xj

ICrO^i^Az^0"2 n i
^^o+l
^fc'

^ Aa X2^0""2 ̂ 2^2^.

^-gV

î—q

A étant une suite (P),

|c.Aa,)(^A,xs ;
donc

|Cn 0.) [ ̂  K^ xr29-2 (n = 0, 1, 2,...);

ceci achève de démontrer le théorème 2.2.

Le théorème 2.1 permet de construire des suites (P) symétriques
mais ne donne pas une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite
A soit une suite (P). Il existe en effet des suites (P) symétriques telles
que

lim djc == oo et lim a^ = — oo.
fc-^OO fc-» 00

Ainsi la suite symétrique

î^-i = 2\ ^ = 2 ^ + 1 (k == 1, 2,...),

est une suite (P) telle que

lim Û2fc—i = — oo,
fc-> 00

lim ûr2fc == QO •
fc->00

On a le résultat suivant :



108 AIMÉE BAILLETTE

THÉORÈME 2.3. — La condition nécessaire et suffisante pour que la
suite symétrique A soit une suite (P) est que

r+xJfD(X,r)—D^y|
,. 1 F 1 L\ / /Jlim -——/ ——————————-———————A==oo,

fc-»oo logXfc J o 1 — t 2

D (t) étant la fonction de densité de la suite A

D(r)=-!- S 1.
t Q<\<t

Ce théorème résulte des lemmes suivants :

LEMME 2.2. — Soit r un nombre réel positif n'appartenant pas à
la suite A; on a

D(rt)—D(^\
r 1 \ ï )

log ]CA(r)[ = 2r / ———-———-———dt.
J o 1 —1~

Ce lemme est démontré dans [9] (p. 127).

LEMME 2.3. — Soit

Afc=A—{^ }—{—Xfc } .
On a

r+X.[D(^)-D(^)]
log |CA, a»)) = 2 \ .——:——————— dt.

J o 1 — r
Pour démontrer ce lemme il suffit d'appliquer le lemme 2.2 au

produit canonique associé à la suite A&. La fonction de densité de cette
suite est en effet

D(0—— pour r > X f c ,

D(r) pour O ^ r ^ X f c .
Le théorème 2.3 découle du lemme 2.3. En effet pour que A soit

une suite (P) il faut et il suffit que

lim [ÇA OJ ÀF"! =00 (n = 0,1, 2,...),
k-^ oo
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OU

,. iog|CA,qfe)|um ———————— = oo.
fc-> 00 lOg \Jc

Remarque 2.1. — II est plus facile de démontrer directement les
théorèmes 2.1 et 2.2 que de les déduire du théorème 2.3.

Remarque 2.2. — Si A = (± Xk) est une suite (P) symétrique, la
suite (XA;) a un indice de condensation nul. En effet, A étant mesurable,
d'après [2] (p. 25-27), son indice de condensation est

8=iim -log ——— ;
Aî-> eo Xfc ] ÇA (\k)

comme l'indice de condensation n'est pas négatif et que | ÇA (À&) [ reste
supérieur à un nombre positif, on a 8=0.

3. Suites (P) non symétriques.

Nous allons établir un théorème analogue au théorème 2.3 pour
les suites A non symétriques.

THÉORÈME 3.1. — Soit A == (Xjk) une suite mesurable. Pour que
A soit une suite (P) il faut et il suffit que

lim -——rf | ^ | ç ( ^ , r ) + - — — — A =00fc^oo iog[xj Jo L1 1 1 — U
avec ^^j^_

——'œT^X-^TTP
D (0 étant la fonction de densité de la suite A

D(,)=^-,

n(r)= 2 1 jr r > 0 , n(t)= 2 (—1) ^ r < 0 .
o<\<t t<\<Q
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Pour démontrer ce théorème nous utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 3.1. — Soit A = (Xfc) une suite mesurable et soit r un
nombre réel n'appartenant pas à A. On a

r 1
:A(r)|=- • /log|CA(r)|=|7-| f (p(r,OA.

Jo

Démonstration. — On a

|logCA(r)[= Um f
R-»oo J _

;A(r)[== lim / log 1—— dn(t)= lim I(R).
R-*00 ,/ —B t R-»oo

Soit [ r [ == p, r == pa, et soit ? tel que 0 < ? < 1. Pour ji assez
voisin de 1 on a

/• —P/0 /• 0 /» pj3 ^ R/• —P/0 /• 0 /» pj3 p

= + + + IJ —R J —P3 »/ 0 »/ p.
I (R)= / + / + / + / log 1—.

-P3 »/ 0 J P/J3
dn(0 + 8(r),

en posant 8(r) ===0 si — r ^ A et 8(r) = log 2 si — /• ç A. En
intégrant par parties on obtient

I(R)=[n(pj3)—n(—pj3)]log—+r Ç 0 1 y(r, t) dt + 9(R),
P J r/R

9(R) tendant vers zéro lorsque R tend vers l'infini puisque A est
mesurable. En faisant tendre P vers 1, on a donc

=rf,
J r/R

I(R) cp(r , r )A+ 6(R);

d'où

l i m I ( R ) = r / <p(r, 0 A = [ r [ f ^(r,t)dt.
R->oo ^ o 1 ' ^o

LEMME 3.2. — Soit A = (Xfc) une suite mesurable et soit

A ^ = A — { X f c } ;
on a

a,) [ = ( Tx, cpa,, r) + ——TA.10g|CA,(

Démonstration. — II suffit d'appliquer le lemme 3.1 à la suite Afc.
En effet :
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1° Si \jc > 0 la fonction de densité de A» est

D(Q pour t^\h,

D(t)—— pour t>\^

2° Si Xfc < 0 la fonction de densité de Ajc est

D(Q + — pour r < Xfc,

D(0 pour r^Xj fc .
Revenons à la démonstration du théorème 3.1. Pour que la suite

mesurable A soit une suite (P) il faut et il suffit que

lim |CA (̂ ) Àr| = oo (n = 0, 1, 2 ...)
k-^ oofc->00

ou

linx ^'^l =00.
fc-^oo 10g]Xfc[

d'où le théorème 3.1 en vertu du lemme 3.2.
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CHAPITRE II

SUR L'APPROXIMATION PONDÉRÉE
PAR DES SOMMES D'EXPONENTIELLES

ET SUR UN PROBLÈME DE PROLONGEMENT

Nous nous proposons d'étudier deux problèmes très différents en
utilisant les propriétés des suites (P) et des fonctions presque périodiques
associées, qui ont été établies précédemment ([2]).

Le premier problème est relatif à l'approximation pondérée d'une
fonction continue sur la droite par des polynômes ou des sommes d'expo-
nentielles imaginaires. Nous généralisons ici un résultat obtenu par
P. Koosis dans [5].

Le deuxième problème est l'étude du prolongement d'une fonction
de deux variables indéfiniment dérivable dans un demi-plan fermé dont
les dérivées successives satisfont certaines inégalités. Nous construisons
ce prolongement par une méthode de [1] et, utilisant les propriétés des
suites (P), nous établissons des inégalités satisfaites par les dérivées suc-
cessives de la fonction prolongée dans tout le plan.

1. Application des suites (P) symétriques
à l'approximation pondérée.

Nous utiliserons dans ce paragraphe, les mêmes notations que
P. Koosis dans [5] :

Soit W une fonction (appelée poids) continue, positive, sur la droite
réelle, telle que

lim ————=0 ^==0,1,2,...).
a?-»±oo W(^)

(?w désigne l'espace des fonctions g continues sur la droite réelle, telles
que

T g(x)
lml ^77^- =0»a^±oo | W(;C)
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espace muni de la norme

|[^[|=sup -^)--
" ^ W(;c)

Pour chaque A > 0, <5w(A) désigne le sous-espace fermé de <3w
engendré par les exponentielles imaginaires <? ,̂ | ^ [ ̂  A. <2w(0) désigne
le sous-espace fermé de <°w engendré par les polynômes. Enfin pour
chaque A ̂  0, on pose

<°w(A+)= H ew(AO.
A'>A

THÉORÈME 1.1. — Pour chaque nombre D ̂  0 il existe un poids
W (qui dépend de D), tel que

<?w (îtD) ̂  <°w (îtD+) ̂  <?w .

Le théorème a été démontré par P. Koosis dans le cas D = 0 ([5]).
Sa démonstration nous a inspiré celle du théorème 1.1. Nous utiliserons
le lemme suivant :

LEMME 1.1. — Soit A = (± Xfc) une suite (P) symétrique. Il existe
une fonction paire WA (x) telle que

W A ^ ^ I (U)

^ÏooW^0 (n=o- l'2•••) d.2)

f 0 0 logWAW _
Jo 14-^ ^<00 <1-3)
; ^WAO,)
. i ^ n ^ < 00< (L4)
fc=s=l [CA(Àfc)|

Démonstration. — Soit (kn) une suite croissante d'entiers positifs
tendant vers l'infini, telle que X^ > max (1, Xi). Posons

WA (x) = max (|CA (x)\, x^ pour \^^x< \^ n == (1, 2,...)
WA (^) = WA (À^) pour 0 ̂  x <\^
WA M = WA (— x) pour x < 0.
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D'après le choix de ki la condition (1.1) est satisfaite. En outre pour
x ̂  ^n+i > on a

^ < 1

WA (;C) ^ X 9

et la condition (1.2) est satisfaite. Nous allons montrer que si la suite
(kn) est convenablement choisie les conditions (1.3) et (1.4) sont aussi
remplies.

Soit l un nombre positif arbitraire et soit I& l'intervalle [X&, \jc+iî
tel que kn 5$ k < ^+1. Pour |Ifc| ̂  l on a

f ^g^W . ̂  F tog^ICA^)!, . /- log^ _
^ -ÎT..-^^^ -TT^^A. -TT^^-

la dernière intégrale étant majorée par

,, , . logX» _ , logXta»+i — x») w —^— ̂  ";—— •
At Àfc

Pour jltj > ^ soit 0 < A» < — ; d'après [2], pour

^k + hje^X ̂  Xk+1 —— h]e ,

on a

ir ^ i^^1^^1—^—^^ J"+l ftk ^^^^ M^(^-X.) ^1^-^-^^'
pourvu que l'on prenne /(» == 2 M«+i / X», ce qui est possible si *„ est
assez grand. D'où :

r logWAO;) r iog+[CA(-c)| , , /'x*+*» log^»^^-r^-^^-TT^-^+^ -rT^^
+ r'1 ïoê^ d.,

J ^+1-^ 1 + xï

la somme des deux dernières intégrales étant majorée par

^ ^ h } o ë ^ c ^ .Jog^2nhk———< ni———.
\î Xg

On a donc dans tous les cas
p..^W^_^ /.̂ ,lo |̂c |̂ j»^

^»>. l+ï' ^J>^, 1 + / 1 ».. u
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On choisira kn tel que

nl^ Jî^J-;
,̂ \î n2 '

la condition (1.3) sera satisfaite en vertu de la convergence de l'intégrale
/-* log+|CAQt)j ^

Jo l+ .c 2

On a enfin
; ^w^q.) , ,. xr2 M i
»-i ICAOOl »-i »>», ICAO»)] »»i n2 oc '

pourvu que À^, soit assez grand, en vertu de la convergence des séries

i^r^-0'1-2-'-
la condition (1.4) est donc satisfaite.

Démonstration du théorème 1.1. — Soit A = (± Xjk) une suite (P)
symétrique de densité D. Soit A' = (±: %k) la suite symétrique telle que

Xi == Àfc pour k > 1

0 < Vi < Xi .

A' est une suite (P) de densité D. Soit WA' la fonction associée à A' par
le lemme 1.1 et posons

W (x) = x2 WA' (x) pour ̂  ̂  |.c| ̂  X^ — sn (n = 1, 2,...)
W(;c)=W(^) pour pc|<5^;

sur l'intervaUe [À^^i — Sn , X^^J prenons pour W (x) la fonction linéaire
qui coïncide avec x2 WA' (x) aux extrémités de l'intervalle. W (x) est une
fonction continue qui satisfait les conditions (1.1), (1.2) et (1.3) si en est
choisi assez petit. En vertu de (1.3) on a d'après [5]

ew(îtD+)^ew.

Pour montrer que (5w (îtD) ̂  ew^D^, considérons la fonction
F (z) == z ÇA' (z). C'est une fonction entière de type exponentiel, d'indi-
catrice 71 D jsin 9| ; en outre

F(;c) 1
W W ^ |;c| ;
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donc
r 1 ̂  1 n1™ L... J = 0 »^±00 l W(;c) |

et F(^) appartient à (5w(TcD+) d'après [5]. Il suffit de montrer qu'elle
n'appartient pas à <?w (îtD).

Soit a la mesure formée des masses ± ————— portées par les
€~^f f^ \^A Ufc)

points ± Xfc (A: = 1, 2,...). En vertu de (1.4) (JL est finie. En outre [A est
orthogonale aux polynômes et aux exponentielles imaginaires ^ telles
que \t\ ̂  TcD, car,

/w^-i."^^-^»
et

/ ^ta oo ^\^ __ e^^r
————dv.(x)= S ———————=//A(O=O
W(^) * fc==i C^0fc)ww

pour j r j ̂  îiD. Par contre la mesure p. n'est pas orthogonale à F (;c);
en effet

/ - F O O ; Fa,)—F(—X,) , FOi) .
J-woo-^^À——cro^——^-aa^0-

F (j:) n'appartient donc pas à <°w (îtD). Ceci achève de démontrer le
théorème 1.1.

2. Application des suites (P)
à un problème de prolongement.

Soit / une fonction de deux variables réelles x et y, définie, indéfi-
niment dérivable pour y ^ 0. On se propose de prolonger / en une fonc-
tion indéfiniment dérivable dans tout le plan. Nous emploierons la
méthode suivante qui a déjà été utilisée dans [1] :

Supposons d'abord / nulle pour y ^ a < 0. Soit (Xifc) une suite posi-
tive croissante tendant vers l'infini et (ûjO une suite de nombres réels.
Posons pour y > 0
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f(x,y)=: 2 a^i(x,—\^y).
fc==i

La fonction obtenue prolonge la fonction donnée si l'on choisit (X^) et (a^)
de façon que

f)nf oo gnf
-———0:,0)= S ^ ( - ^ n ^ ^ O ) ,o^ fc=i ô^

ou

2 ^^(—l)»1 (n == 0,1, 2,...).
k-»l

Choisissons pour (Xfc) une suite (P) positive; la suite (Xk)U {—1} est
une suite (P) de produit canonique associé

C(HO=(I +no n ( i — ^ } .fc-i \ \k /
On a donc

i,^-+^)î =o <"=».^.-).
Il suffira de poser

a (— i)
'"=—c^r ?=l•2••-)•

Remarquons que cette méthode s'applique aussi au cas où / est
bornée pour y ^ 0 ainsi que toutes ses dérivées.

Dans le cas général nous appliquerons la méthode précédente à la
fonction F (x, y) == a (y) f (.x, y), a étant une fonction indéfiniment déri-
vable telle que

a (y) = 0 pour y ^ a
a (y) = 1 pour y ^ &, avec a < é < 0.

On obtient :

THÉORÈME 2.1. — 5<A (Mn) MW^ suite positive croissante et suppo-
sons que

JD" / (^ y)\ ̂  KMn pour y ̂  0 (resp. a < y < 0) (n = 0,1, 2,...).

On ^e^ prolonger f dans tout le plan de sorte que

|D^(;c,y)|^K'Mn poury>0 ,
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Mn^Mn^2^ (resp. Mn = Mnn^^) p<wr n^no(£), s étant une
constante positive aussi petite que Von voudra.

Démonstration. — Nous prendrons X^ = A24"0 (î > 0.
1°) Soit (D^O^I^KMn pour y ^0 (n == 0, 1, 2,...). On a,

pour y > 0, d'après [3] (p. 66)

ID^O^I^KM,» 2 | ^ X î | < K K î X i X 2 . . . À n ;fc=i
d'où

1̂  / (;c, y)[ ̂  K' Mn n^^ pour n ̂  no (e),
s étant une constante positive qui tend vers zéro lorsque ? tend vers zéro.

2°) Soit JD" / Oc, y)| ̂  K Mn pour a ̂  y < 0 (n = 0, 1, 2,...). On
construit la fonction a de la manière suivante :

Considérons la suite (P) symétrique r = (± k1^) et la fonction
presque périodique associée fr. La fonction g telle que

^ (r) == 0 pour t ̂  a et pour r ̂  &,
g(t)=zfr(t—a)fr(t—b) pour a < t < b,

est indéfiniment dérivable de support [a, &]. Nous poserons

a(y)=l + AfSgWdt,
la constante A étant choisie de façon que a (a) = 0. D'après [3] (p. 66)
on a pour n^no (si)

Pro/^(0|^n(l+^n;
d'où

n—l
ID^ÙO^AI 2 Cn^iD^rCy—ayD^-i-^rCy—frI^Ain^x)»».

p—o 1

Pour y ^ 0

jD^F^y)!^ ^ C^|D^a(y)|KM^p<K /M„n(l+^.
p-o

Pour y > 0
ID» / (x, y)| == JD»* F (x, y)\ ̂  K' Mn n^^ ;

e étant une constante positive qui tend vers zéro lorsque (î tend vers zéro.

Nous n'avons pas pu améliorer ce résultat par un autre choix de la
suite (Xfc).
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