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VARIÉTÉS COMPLEXES ET TENSEUR DE BEROMANN
par André LICHNEROWICZ

Introduction.

Dans une série de travaux classiques, S. Bergmann [2], [3]
a introduit, sur les domaines bornés de C", un noyau invariant
par les transformations holomorphes et une métrique corres-
pondante. Dans un mémoire récent, S. Kobayashi [7], suivant
une suggestion d'E. Calabi, a défini sur une variété complexe W^
(de tenseur 3 de structure complexe) une 2yi-forme K qui
généralise le noyau classique de Bergmann. Il utilise à cet
effet l'espace F des n-formes holomorphes de carrés intégrables
sur W^ et il étudie les cas où de la forme K, on peut déduire
une « métrique de Bergmann » définie positive.

Une variété complexe W^ est dite ici normale si la forme K
ne s'annule en aucun point de W^. Il est alors possible de
déduire de K un tenseur ( de type (1, 1), invariant comme K
par les transformations holomorphes de W^, et auquel nous
donnons le nom de tenseur de Bergmann. Si ( est défini positif,
on retrouve le cas étudié par Kobayashi. Le but du présent
article est au contraire d'étudier certaines des circonstances
qui se présentent dans le cas où t n'est pas supposé défini.

Cet article est divisé en quatre chapitres. Le chapitre i
rappelle la définition du noyau de Bergmann selon Kobayashi.
Il ne comporte pas de résultats nouveaux, mais contient,
dans un souci de clarté, des démonstrations détaillées ne figu-
rant pas en général dans la littérature. Le chapitre n porte
sur le tenseur ( de Bergmann d'une variété complexe normale
W^ et sur la 2-forme associée T. Le résultat principal est le
suivant : si X est une transformation infinitésimale holomorphe
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346 ANDRÉ LICHNEROWICZ

complète de Wn et si 3X est aussi complète, X annule T et
laisse invariante toute n-forme holomorphe de carré intégrable.
Si T" n'est pas identiquement nulle, il ne peut donc exister
de telle transformation infinitésimale X non nulle. Ce théorème
répond à une question posée par Kobayashi [7] et constitue
une généralisation d'un théorème classique d'Henri Cartan
concernant les domaines bornés de C71.

Le chapitre ni est relatif à l'étude de l'application canonique
/ d'une variété complexe normale W^ dans l'espace projectif
complexe P(F*), en général dé dimension infinie. Cette appli-
cation / a été étudiée par plusieurs auteurs dont Kobayashi
et le tenseur de Bergmann n'est autre que l'image réciproque
par / du tenseur métrique canonique de P(F*). Par suite pour
que t == 0, il faut et il suffit qu'il existe une n-forme holomorphe
normée, unique à un facteur près, forme qui soit non nulle
en tout point de W^. Les transformations holomorphes pi
de Wn induisent naturellement des isométries holomorphes
p. de P(F*) et toute transformation infinitésimale holo-
morphe complète de Wn est projetable par / sur /(W^).

Pour qu'une transformation holomorphe de W^ induise
l'identité sur /(WJ (et par suite sur P(F*)), il faut et il suffit
qu'elle multiplie tout élément de F par un facteur constant
complexe de module 1. Ce résultat explique le théorème du
chapitre n.

Le chapitre iv étudie le cas où la variété complexe normale
W^ admet un groupe discontinu uniforme D de transformations
holomorphes; l'espace WJD est alors une variété complexe
compacte admettant W^ pour revêtement. Des extensions de
théorèmes de Kobayashi sont obtenues. En particulier, si
Ci(WJD) •=/= 0 (Ci première classe de Chern), il n'existe pas
sur W^ de transformations infinitésimales holomorphes non
nulles invariantes par D. On étudie le cas où Wn/D admet une
métrique kàhlérienne; s'il en est ainsi, on établit à l'aide du
théorème d'E. Hopf que pour WJD et pour toute métrique
kàhlérienne, le groupe d'isotropie H des isométries est néces-
sairement fini et le plus grand groupe connexe Go d'isométries
est abélien. Si ^(Wn/D) -=f=^ 0, Go est réduit à l'identité.

Certains des résultats de cet article ont été annoncés dans
une note aux Compte Rendus (C. R. Acad. Se., 259, 2737,
1964).
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I. NOYAU DE BERGMANN.

1. L'élément de volume naturel de C\

Considérons l'espace vectoriel complexe C" rapporté à ses
coordonnées canoniques ^a^ (a, tout indice grec == 1, 2, ..., n).
Nous poserons dans la suite :

z* = y (a . . ., tout indice grec == n + 1, . . ., 2n)

et introduisons les parties réelles et imaginaires de z" sous la
forme :

(1, 1) z01 == — {x- + iy-)

où ^a, y" es R. L'espace C" est ainsi appliqué sur R271. On a :

dz9- A d^ = 1 {dx^ + i dy^) {dx9- — i dy"-)
2t

soit
d^ A dz^ =—idx<l/\ dy^.

On déduit que l'élément de volume naturel de C" :

(1.2) Y) =dxl^dyl^'" ^dxn^dyn

peut s'écrire :

y; = hiA^^iA^A • • • A^Arfz".

Par transpositions, on aboutit ainsi à la formule :

(1.3) Y] =£^ l A(fe 2 A•• •A^ n A^ Î A^ 2 A•• •A<fa n

où
n(n4-l)

s -(-1) 2

'•- l'-

on vérifie immédiatement que £„ == 1 pour n pair, e, == i
pour n impair.
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2. Le cas (Tun domainee borné de C\

Considérons dans C71 un domaine V, c'est-à-dire un ouvert
connexe de C\ Nous allons résumer brièvement les résultats
obtenus pour un tel domaine par S. Bergmann. Soit F l'ensemble
des fonctions holomorphes y sur V telles que :

F |9 | 2 ( fa l A•••Ar fz n Ar i^ î A. . .A^ n = f jçl2^
i/ v ) »/ v

< <x>.

On sait que F admet une structure naturelle d'espace de
Hilbert complexe. Soit J Ç A J (A == 0, 1, . . . ) une base ortho-
normée de F. Si l'on forme :

K(^)= 1 îA(z)y^) (z,^V)
A=0

on démontre que K(z, Ç) est une fonction holomorphe de z
et Ç indépendante du choix de la base orthonormée envisagée.
Il est clair que K(z, z) est toujours positive ou nulle.

Supposons que V soit un domaine borné de C"; K(z, z) est
alors toujours strictement positif et nous pouvons définir
un tenseur ( par :

^ = ~4~p == ̂  K^ ^) = M ̂ ë K(z^ z)

z k=^ ^-\\\ ôz01 ' ôzP/

On montre que ce tenseur ( définit sur V une métrique
kàhlerienne définie positive, invariante par toute transfor-
mation holomorphe de V. Au tenseur ( canoniquement associé
au domaine borné V on donne le nom de tenseur de Bergmann
du domaine V (Bergmann [2], [3]).

Cette notion de tenseur de Bergmann a été généralisée par
E. Calabi et S. Kobayashi [7] à une large classe de variétés
analytiques complexes; le but du présent article est l'étude
de certains aspects de cette généralisation.

Notons dès à présent que le domaine V envisagé admet
une n-forme canonique holomorphe dz1 A • • • A dz11 et qu'il est
possible de traduire la définition que nous venons de donner
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du tenseur de Bergmann de V en termes de n-formes holo-
morphes 9 dz1 A • • • A dz". Dans le cas d'une variété analy-
tique complexe générale, il n'existe pas de coordonnées
canoniques globales ni de M-forme holomorphe canonique
et c'est pourquoi nous serons amenés à substituer aux fonctions
holomorphes envisagées des n-formes holomorphes.

3. Variétés analytiques complexes.

a) Soit W^ une variété différentiable connexe paracompacte
de dimension topologique 2n. Nous appelons système de
coordonnées locales complexes — ou carte locale complexe —
pour Wn une représentation topologique ^u d'un domaine U
de W^ dans C"

^ u : ^ e s U - > l^ j eC".

U est dit le domaine du système de coordonnées; les n
complexes ^°^ sont appelés les coordonnées complexes du
point z de W^ dans la carte considérée.

La variété W^ admet une structure analytique complexe s'il
existe un ensemble A de cartes complexes — ou atlas — satis-
faisant aux conditions suivantes :

1) la réunion des domaines des cartes de A est identique à W^i.
2) Si U et V sont deux domaines de cartes de A et si z e U n V,

les coordonnées complexes l^ j de z dans U sont des fonctions
holomorphes, à jacobien J^ non nul, des coordonnées complexes
^'j du même point z dans l'autre carte.

La structure analytique complexe de W^ est définie par un
atlas maximal relativement aux conditions 1 et 2. Nous décri-
rons brièvement cette situation en disant que W^ est une
variété analytique complexe de dimension complexe n.

Si ~K est l'atlas correspondant aux

^ u : ^ e = U - > |̂  eC"

X définit sur la variété une structure analytique complexe
dite conjuguée de la précédente. Nous noterons W^ la variété
munie de cette structure complexe.

b) Si |z°^ désigne des coordonnées locales complexes, les
2n nombres réels ^x^y y^^ qui s'en déduisent par (1-1) sont dits
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les coordonnées locales réelles associées aux coordonnées
complexes l^j. Si z e U n V, les coordonnées réelles du point z
associées à l'une des cartes complexes sont des fonctions
analytiques réelles, à jacobien non nul, des coordonnées réelles
de z associées à l'autre carte. Il en résulte qu'une structure
analytique complexe portée par Wn induit sur cette variété
une structure analytique réelle ou de classe 0°. La structure
analytique complexe est dite subordonnée à cette structure
analytique réelle, ou plus généralement, à la structure diffé-
rentiable C°° correspondante.

c) Soit T^ et T^ les espaces vectoriels tangents en z à W^,
T^ et (Ty leurs complexifiés. Si, pour z appartenant au domaine
U d'un système de coordonnées locales complexes, nous substi-
tuons aux 2n coordonnées réelles associées l.r", y^, les 2n
nombres complexes j^, z0^ — ou plus brièvement
^j (/c == 1, . . . 2n) — les formes {dz^, dz9'^ définissent en
z e U un repère de (T^)* et, par dualité, on obtient un repère
|ea, £<x| de T^. Nous dirons que ^ S a î ^ j e^ {dz^ydz^^ sont respec-
tivement le repère et le corepère naturels au point z du système
de coordonnées locales envisagé.

Si z appartient à l'intersection U n V des domaines de deux
cartes complexes, les repères et corepères naturels correspon-
dants sont reliés par les formules :

(3,1) dz^ = Aj, dz^\ ^ = Aj^

où A == (Aï.) est la matrice régulière n X n à éléments
complexes définie par :

.a _ ^a

Ag» — ——-r;
p ÔZ?

II résulte de (3,1) que le système des n vecteurs £<x engendre
un sous-espace SS; de Te ne dépendant que de la structure
analytique complexe donnée sur W^. Ainsi la donnée d'une
structure analytique complexe sur W^ définit en chaque point
z de la variété une structure complexe de V espace tangent.

Cette structure peut aussi être définie en z par l'opérateur 3^,
de carré U, sur T^ défini de la manière suivante : si ^ de compo-
santes ^a, (/a appartient à T^, on a :

(S^Y = ̂  ^y ^ _ ̂^==i^ (3^=—^.
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Nous désignons par 3 le champ des opérateurs 3^, champ qui
ne dépend que de la structure analytique complexe. Inverse-
ment le champ 3 caractérise en un certain sens la structure
analytique complexe envisagée sur W^. On établit en effet
aisément le résultat suivant : si deux structures analytiques
complexes subordonnées à la même structure différentiable
définissent sur Wn le même champ 3 elles coïncident.

d) Sur les domaines U et V de deux cartes complexes,
considérons les 2n-formes locales Y]u et Y]v définies à partir
des coordonnées réelles associées aux cartes par (1,2). Si
z e U n V, il résulte de la formule (1,3) que :

^ == JWï]v = IJ^ïjv

où jç = dét. A. Le jacobien |J^|2 de passage d'un système de
coordonnées réelles associées à un autre est donc strictement
positif.

Il en résulte que la variété analytique complexe W^ admet
une orientation naturelle définie en prenant comme positifs
les repères naturels correspondants aux coordonnées réelles
associées et c'est cette orientation que nous adoptons.

4. L'espace de HUbert F.

a) Une n-forme holomorphe a sur W/i est une n-forme
complexe qui peut s'écrire localement sur le domaine U d'un
système de coordonnées complexes :

au == au(z) dz1 A • - • A dz71

où les au(z) sont des fonctions holomorphes des coordonnées
complexes ^"j dans U. Si ze. U n V, on a :

av(z) = J^ayÇz).

Soit F l'ensemble des n-formes holomorphes telles que :

(4,1) ( aAa < oo
Jw^
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où a désigne la forme complexe conjuguée de a, et introduisons
le produit scalaire:

(4.2) (a,(î)^J^ a A? (a, ? e F).

Supposons W^ munie d'un recouvrement localement fini
par des domaines U, de coordonnées locales tels que les U,
soient compacts. Il existe alors une partition ^ ç , j de l'unité
subordonnée au recouvrement |U^ : chaque fonction (pi ̂  0
a un support compact contenu dans U, et ^ pi === 1- Avec des

i
notations pour ? semblables à celles utilisées pour a, on a :

(4.3) <a, P> = S f au.(z)M^î^)W^)
i J U(

(a, a) est manifestement défini positif et un raisonnement
standard montre que F est, pour (4,2), un espace de Hilbert
complexe (Kobayashi [7]).

b) Une transformation holomorphe pi de la variété complexe
W^ est une transformation de W^ qui laisse invariante sa
structure: si z admet les coordonnées complexes [z^ et
^ === pi(js) les coordonnées complexes l^, les Ç01 sont des fonc-
tions holomorphes locales, à jacobien J(^) non nul, des z? :
^ - a^P).

Si (3 est une n-forme holomorphe, on a pour ^ e LJ( :

^ pu/^&u^WA.-.AJC1 (^U).

L'image réciproque pt.*? de la forme ? par m vérifie :

(4.4) CT^ = 6uJ^)p^)^lA . • • ^dzn

(^^uo.
Les jp^Uil définissent encore un recouvrement localement

fini de Wyi tel que les pi.^Ui soient compacts et les fonctions
l y ^ o p i j constituent une partition de l'unité subordonnée à
ce recouvrement. On a d'après (4,3) :

(4.5) (a, j3> = S f au,(OM^COWO
i J Ui
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et aussi d'après la remarque précédente :

<t^,^p> ___ _
= S f ^,^(z)^u,^(z)p(^)J(^[î. o ^(z)^-,u,(z).

l J pl̂ Ui

En effectuant dans les intégrales du second membre de
(4,5) le changement de variables ^ === ^{z^) il vient :

(a, P> = S F ^ 1 î ) j 6u, | ^(z) | [y, ° (̂ ) J(t^)W^-u^).» J y-*Vi

II en résulte :

(4,6) <^a, t^> = (a, ?).

THÉORÈME. — Le produit scalaire (4,2) e$( invariant par
Faction des transformations holomorphes ^ de W^.

5. Décomposition de l'espace F relativement à un point z.

Choisissons dans la variété W^ un point z et désignons
par F'(js) le sous-espace de F défini par les n-formes ye F qui
s^annulent en z. Si V{z) = F tout élément de F s'annule au
point z considéré. Nous allons étudier le cas où F'(js) =7^= F.

S'il en est ainsi, il existe des éléments non nuls de F ortho-
gonaux à F'(z). Soit (X.Q un tel élément; on a ^o{z) =/=0 sinon
OQ appartiendrait à F'(z) et étant orthogonale à elle-même
serait nulle. Nous pouvons supposer oco norme et vérifiant
ainsi les relations :

(5,1) (ao, ao) = 1, (ao, y) = 0 pour tout y e F'(z).

Si [S est un élément arbitraire de F, il existe une constante
complexe c = ̂ (z)l(x.o(z) telle que la forme y = ?—C(X.Q
s'annule en z et par suite appartienneà F'(^). Ainsi tout élément
(3 de F peut s'écrire :

(5,2) p = c a o + ï (ceC,yeF'(z)).

Si D(z) est le sous-espace de dimension complexe 1 engendré
par (X.Q, on a D(z) n F'(z) === 0 et d'après (5,2), l'espace de Hilbert
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F est la somme directe :

(5,3) F = F'(z) © D(z)
D(z) est l'orthocomplément de F'(js) dans F.

Soit ôo e F une n-forme quelconque vérifiant les relations
(5,1); âo appartient à D(z)

âo = cao (c e C)

et âo étant normée, on a [c| == 1, c'est-à-dire c ==== ^((o e R).
Ai/m iîes relations (5,1) définissent la n-forme a? a un facteur
e1^ constant près de module 1.

6. Étude d'une série construite à partir d'une base orthonormée de F.

a) Désignons par ^AJ (A == 0,1, . . .,) une base orthonormée
arbitraire de l'espace de Hilbert F. Nous nous proposons
d'étudier la convergence sur Wn X Wn de la série

(6,1) IW^W (z,^WJ.
A=0

Si U est un domaine d'un système de coordonnées locales
et si z e U, nous posons :

((3^(z) = (b^{z) dz1 A • • • A dz\

Par suite si U et V sont deux domaines de coordonnées
locales, la série (6,1) peut s'écrire pour (z, Ç) e= U X V

(6.2) S S (&A)u(z) (bIW ? dz1 A . • . A dz- A d^ A • • • A d^.
( A=0 )

Pour étudier la convergence de cette série, nous utiliserons
le lemme suivant :

LEMME. — Soit z = {z^} un point de C", B un polycylindre
fermé de C71 lieu du point ^ === ̂ j tel que [^—z^^r"-
(a == 1, 2, ... n). Si y(Ç) est une fonction holomorphe sur B,
on a Vinégalité

(6.3) /jT^h»?^!2^
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Par translation, on peut supposer sans nuire à la généralité
2 = = ^ 0 | . On vérifie immédiatement que:

(6.4) f (z^ . .. (^"(z1)^ . . . (^"Y] = 0
«J B

si la suite (mi, .... mj est distincte de la suite (pi, . . ., pj.
La fonction ç admet un développement de Taylor uniformé-
ment convergent dans B :

yC<)=9(0)+ S MW+---
a=l

En évaluant ipœ et en intégrant sur B, il vient, compte-tenu
de (6,4):

f i?(0h = iî(o)i2 f -/] + i i[o,9](o)i2 f n^ + • • •
J B J B a=l ^ B

et Pinégalité (6,3) en résulte (Bergmann [3]).
b) z appartenant à U, domaine de coordonnées locales de

W^, proposons-nous de majorer :

2 l(&A)u^)r== S <PA, PB)(&A)U(Z)(&B)U^)
A=0 A,B=0

ce qui peut s'écrire, Ç étant la variable d'intégration sur W^ :

(6.5) 1 |(6A)u(z)|2
A=0

= Sn f SI PA^)(&A)u(z)i A S S PBCO(&B)a(z)i.
^ W^ [ A=O 5 V B=0 )

Soit B^ un polycylindre fermé contenu dans U lieu du point
Ç = |^j de U tel que \^—^\ < r^

De (6,5) il résulte :

1 KÔ^Z)!^^ f S S PA(!:)(&A)u(z)?Aii PB(î;)(&B)u(zy
A=0 ^ B ^ A=0 5 { B=0
i KÔ^Z)!^^ f S S PA(!:)(&A)u(z)?Ai S PB(î;)(&B)u(

A=0 ^ B ^ A=0 5 { B=0

soit Ç appartenant à U :

i \{b^(^> f i (^u^T^AW2^).
A=0 ^ B A=O
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D'après le lemme appliqué à la fonction

il vient
9(^) = 2 (&A)u(Ç) (&A)U(Z)

A=0

S K&AWPX^B,) S (^)u(z)"(&A)u(z)
A=0 A=0

où l'on a posé :

(6,6) C2(B,) = ̂  YÎU > 0.
On obtient ainsi :

r P ^2 pc^fs K&A^rl < s \(b^{z)
•-A=0 -I A-n-A=0 -1 A=0

soit l'inégalité de majoration.

1(6,7) S KW^I^^j | \ -A/U\- / -̂  r2/R \
A=0 t "(BJ

c) Si U et V sont deux domaines de coordonnées locales
de W^, on a en vertu de l'inégalité de Schwarz, pour un couple
Z,î:eU X V:

rf \{b^{z) (feAM^I^ fi 1(&A)U(Z)|2] fi |(&A)v(C)|4
LA=0 -1 LA=0 J ^A^ -I

Par suite si B^ et Bç sont deux polycylindres fermés respec-
tivement contenus dans U et dans V et ayant pour origines
respectives z et ç, on a d'après (6,7) :

S \{b^{z)(bM)\^ . .
A=O L(BjL(Bç)

Donnons-nous deux polycylindres fermés fixes arbitraires
B c U et B' c V. Posons :

A(B) = Inf C(B,), h{W) = Inf C(Br).
zeB ÇeB'

On a pour tout {z, ^) e B X B'

<6,8) , , S |(6A)u(^)(6A)vC()|<^ | \ -A/U\~/ \ - A / V \ T / -^ Z,/r>M./''D'\A=O /l(n)/i(b )



VARIÉTÉS COMPLEXES ET TENSEUR DE BERGMANN 357

Considérons la série :

(6,9) S (^)u(z) (&A)v(0.
A=0

On déduit de (6,8)
1° que la série (6,9) converge absolument sur B X B';
2° que cette série de fonctions holomorphes en z et Ç est

bornée dans son ensemble dans B X B'.
D'un théorème classique de Montel-Vitali, il résulte qu'elle

converge uniformément dans B X B'. Ainsi (6,9) définit dans
B X B' une fonction holomorphe de z et Ç et peut être dérivée
terme à terme à l'intérieur de B X B'. Nous pouvons énoncer :

THÉORÈME 1. — Si | ( ÎA^ (A = 0, 1, . . .) est une base ortho-
normée de F, la série

2 PA^AJSA^)
A==0

converge absolument et définit sur Wyi X W^ une forme K(z, Ç)
holomorphe en z et Ç.

d) Soit a un élément de F, ÇA. (A == 0, 1, . . .) les coefficients
de Fourier de a relativement à la base orthonormée | ( ÎAJ
de F:

CA=(a ,PA>.

Les !PAJ formant une base orthonormée de F, on a la rela-
tion de Parseval :

(6,10) S W == (a, a).
A=0

La série

S CAPA
A=0

converge en moyenne quadratique vers a. Étudions sa conver-
gence ordinaire en un point z de W^ ou, si U est un domaine
de coordonnées locales contenant z, la convergence de la série

(6,11) S CA(6.)u(z).
A=0
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II vient d'après l'inégalité de Schwarz :

ri|CA(&A)o(^)|T< i M 1 |(&A)u(^)|2

^-A^Q -1 A=0 A=0

soit d'après (6,10) :

ri|CA(&A)u(z)|T«a,a> i|(&A)u(^)|2

LA=O -J A=0

où la série du second membre est convergente d'après (6,7).
La série (6,11) est ainsi absolument convergente. Soit B c U
un polycylindre fermé fixe. Le même raisonnement donne :

^s|cA(&A)u^)|^2< s w i (^)u(^2
»-A.=P -• A=P A=P

soit avec les notations de (6,8)

[̂ (̂ (zllI'̂ JJC.I'

(6,11) converge uniformément dans B. La série de Fourier
de a définit donc une n-forme holomorphe qui ne peut que
coïncider avec a.

THEOREME 2. — 5i 1(3^1 est une base orthonormée de F, la
série de Fourier correspondant à | ?AJ de tout élément a de F
converge sur W^ et représente la n-forme a :

(6,12) a = 1 C^ (ÇA = <a, ̂ ».
A=P

7. Forme et noyau de Bergmann.

a) Soient | P A J ? KÎB'J (A, B == 0, 1, . . . ) deux bases ortho-
normées de l'espace de Hilbert F. Nous poserons :

CAB = <PA, PB>.
Du théorème 2 du paragraphe 6, on déduit :

(7,1) PA = S CABRE
B=0
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et aussi comme CAB == (PB, RA)

(7,2) PB = S CABÎÎA.
A=0

D'après l'égalité de Parseval, il vient :

S CABCAC= ((SB, PC>
A=0

soit
00

('î0) Zj CABCAC == ^BC*
A=0

Cela posé, considérons la forme K(z, Ç) définie par :

KM)- à (ÎA^)APA(Q.
A=0

D'après (7,1), il vient :

K(^) = à (i cAaiwWi cAcpcce)
A=0 \B=0 / \i==o /

soit : K(Z, ̂  == i ( i CABCAC ) (SB(^ A p^y.
B,C=0 \A=0 /

De (7,3) il résulte:

K(Z,Q= 1 §BCPB(Z)AP^).
B,C=0

On obtient :

(7.4) K(z,Q= i pB(z)Apa(0.
B=0

Ainsi la forme K{z, Ç) 65^ indépendante du choix de la base
orthonormée de ¥ à partir de laquelle on l'a définie.

b) En faisant ^ = z, on définit ainsi une 2n-forme sur la
variété analytique complexe W^

(7.5) K(z,z)= i PA^)APA(Z).
A=0

A cette 2n-forme K(z, z) on donnera le nom de forme de Bergmann
de la variété W^.

Sur le domaine U d'un système de coordonnées locales
posons

(7.6) Ku(^, z) == ku(z, z) dz1 A • • • A d^ A dz1 A • • • A rfz".
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Si z e U n V, il vient immédiatement :

(7,7) /cv(z,z)=W/cu(^).

Il en résulte que les /Cu(z, z) définissent sur W^ une densité
scalaire k de poids 1. A A* on donnera le nom de noyau de Berg-
mann de la variété analytique complexe W^.

Avec les notations du paragraphe 6, il est clair que l'on a :

(7,8) /cu(z,ï)= S |(^)u(^)|2.
A=0

c) Soit p. une transformation holomorphe de W», i^ï une
base orthonormée de l'espace de Hilbert F. On a :

<PA, PB> == SAB.
De l'invariance par p. du produit scalaire, il résulte :

<î , fX-^) = S .̂

Les |P>*PA| forment donc aussi un système orthonormé. Si
a s F, les composantes de a dans ce système sont :

ÇA = <a, ̂ ) = <^-i*a, ^>.

Le système ^ P A ^ étant complet, on a:

1 IC^I2 == <".-i*a, p.-i*a)
A=0

et par suite la relation de Parseval :

S |CA|2 = (a, a).
A=0

Ainsi si ^AJ est une base orthonormée de F, il en est de
même pour ^*PAJ. Le transformé de K(z, z) par [JL, soit

;x*K(z,z)== S ̂ (z)/\^{z)
A=0

ne peut différer de K(z, z) d'après l'indépendance de K par
rapport au choix d'une base orthonormée de F. Nous obtenons :

THÉORÈME. — La forme de Bergmann K et par suite le noyau
de Bergmann k (Kune variété complexe W^ sont invariants par
toute transformation holomorphe p. de la variété W^.
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8. F^z) et la forme de Bergmann.

a) Choisissons un point z de W^ et reprenons les notations
du paragraphe 5. Si F'(z) == F, tout élément de F s'annule
en z et en ce point

K ( z , z ) = = 0 .

Si z e U, domaine de coordonnées locales :
/cu(z, z) = 0.

Si F'(z) =/= F, soit (x.o un élément de F vérifiant les relations :

(8,1) <a, ao> = 1, <ao, y) = 0 pour tout y e F'(z).

Il existe des bases orthonormées de F dont le premier élé-
ment est oco. Les autres éléments ^ff,^ (A = 1, 2, . . .) appar-
tiennent à F'(z). Ainsi

(8,2) ao(z) ̂  0, ai(z) ==...= a^) = ... = 0.

Nous dirons qu'une (e^e base orthonormée de F e5( adaptée
au point z choisi. Pour une telle base orthonormée adaptée
à z, on a en ce point

K(z,z) =ao(z)Aao(z)
et si z e U

/Cu^^Kao^^X)

k est donc nul en z si F'(z) = F, strictement positif en z si F'(z) =/= F.
b) Soit U un domaine de coordonnées locales contenant le

point z choisi, a et ^ deux éléments de l'espace F. On a :

ay(z) == au{z) dz1 A • • • A dz",
pu(;s) == feu(^) dz1^ ' " /\dz\

Supposons qu'en z :

(8,3) l&^l^lau^l2.
Soit V un autre domaine de coordonnées locales contenant

z. De la relation entre les composantes ayÇz) et ay(z) il résulte :

l&v^l'O^)!2 ( z e U n V )

et l'inégalité (8,3) est indépendante du domaine de coordonnées
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locales choisi. Lorsque cette inégalité est satisfaite nous écri-
rons :

!^)A'^z)<a(z)Ao(z).

Cette relation d'ordre introduite relativement au point z,
nous pouvons énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — z étant un point choisi de W^, on a:

(8,4) K(z,z)= Max a(z)Ao(zY.
<a<<x>=i

Pour K(z, z) =^ 0 ce maximum est atteint par les formes ao
vérifiant (8,1) et définies à un facteur constant près de module 1.

En effet si F'(z) = F, on a

a(z) = 0 pour tout a e F, K(z, z) = 0
et la relation (8,4) est triviale.

Si F'(z) =/= F, tout élément a de F peut s'écrire :

a = c a o + ï (yeF'(z)).
Si a est normée :

^^=\c\2+^,f)==l.
11 en resuite :

a(z)Aa(z) = Icpao^Aao^) = |1 — (y, y)|ao(z) Aao(z).
Ainsi

(8,5) a(z)Aa(z)= |1 —(y, y)^ K(z, z).

Le premier membre de (8,5) est maximum pour (y, y) == 0,
ce qui établit (8,4). Le maximum est atteint pour les formes
a == Cao, où |C| = 1, c'est-à-dire pour les formes vérifiant
les relations (8,1).

9. Forme de Bergmann Vm domaine.

Nous allons rappeler quelques applications du théorème
précédent.

Soit D un domaine, c'est-à-dire un ouvert connexe, de la
variété analytique complexe W^ et désignons par K la forme
de Bergmann relative à W^, par Ko celle relative au domaine D.
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Si ze D, supposons K(z, z) =/= 0. Soit [oc.A.\ une base adaptée
à z de l'espace F relatif à W^. Avec les notations antérieures :

(9,1) K(z ,z )=ao(z)Aoo(z) .

D'autre part la restriction à D de la n-forme CX.Q est
une n-forme holomorphe sur D, que nous noterons encore (XQ,
et qui est telle que :

(ao, ao>D < (ao, oco)w, == 1.
Posons :

c2 = (ao, ao)D (avec 0 < c < 1).

On voit que .
/ao, ^) =1.
\ C C /D

II en résulte, en vertu du théorème précédent appliqué
à D,

^ao(z)Ao^z)<Kn(z,z)

soit, d'après (9,1),
K(z, z') < c2!̂ , z).

Il vient ainsi :
(9,2) K(z, z) < Kn(z, z)

où l'inégalité est entendue au sens du paragraphe 8, b.
Si K(z, z) = 0, l'inégalité (9,2) est trivialement satisfaite.

Nous pouvons énoncer :

THÉORÈME. — Soit D un domaine de la variété analytique
complexe W^ et soient K et KD les formes de Bergmann respec-
tives de W^ et D. Pour z es D, on a au sens du paragraphe 8, b

K(z,z)<Kn(z ,z) .

10. Forme de Bergmann d'une variété produit.

Soient W^ et Wp deux variétés analytiques complexes de
dimensions complexes respectives n et p. La variété produit
W^ X Wp est une variété complexe de dimension n + p.
Toute forme de W^ (resp. Wp) s'identifie de manière naturelle
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à une forme de W^ X Wp. Avec cette identification, nous nous
proposons d'établir le théorème suivant.

THÉORÈME. — Si Wn et Wp sont deux variétés complexes
de formes de Bergmann Kw^ et Kwp, la variété W^ X Wp admet
la forme de Bergmann.

(10,1) Kw.xwp = (— l^Kw^A Kwp.
a) Pour établir ce théorème, nous ferons d'abord les

remarques suivantes. Soit Fw^ (resp. Fwp, Fw^xWp) l'espace
des n-formes (resp. p-î ormes, {n 4- p)-formes) holomorphes
de carrés intégrables de W^ (resp. de Wp, W^ X Wp). Si
a G Fw^, a' e Fwp, il est clair que a A a' est une (n + p)-forme
holomorphe sur W^ X Wp. De plus :

Ç a(z)Aa^')Aa(z)Aa'(^)
^w,, x Wp

^ a(.)Aa(.) ^.a'(.')Aa^ < ao

et a A a' appartient à Fw^ x Wp.
Considérons d'autre part une forme ( î e F w ^ x W p . Si

^=(^')eW,X Wp

et si, U, U' sont des domaines de coordonnées locales de Wn
et Wp contenant respectivement z et z', on a :

p(Ç) = (3(z,z')== &uxu ' (^ , z ' ) d z l / \ ' " / \ d z n / \ d z r / \ ' - / \ d z p \

Le point z' étant fixé, considérons la n-forme sur U :

[^.]v(z) == feu x u ,̂ ̂ /)^1 A • • • A dz\

Les [P^']u déterminent une n-forme ?^ holomorphe sur
W^, définie à un facteur près fonction holomorphe de z'
dépendant du choix de U'. En introduisant sur Wp un recou-
vrement |U^ analogue à celui du paragraphe 4 et une parti-
tion correspondante de l'unité |9ij, il vient avec des notations
évidentes :

f ^zf}^(^7}
J Wn X WD

S f^'W2')^ [IWAMz)]. < w.
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II en résulte que (3^ e= Fw^.
b) Cela posé, supposons qu'au point Ço = (^o, ^o) e Wn X Wp,

on ait :

(10,2) Kw,xwp(î:o^o) = 0.
Il en résulte que quels que soient a e Fw^, a' e Fwp, la forme

a A a' s'annule en ^
a(^o)Aa'(zo)-0.

S'il existe a' e Fwp tel que a'(zo) =7^ 0, on en déduit a(zo) = 0
pour tout a e Fw^ et par suite

î^w^^o, Zo) = 0.

Ainsi (10,2) entraîne ou bien Kwn(^o? Zo)==0 01^ fc^n Kwp(^o^o)==0.
Inversement supposons que pour ZQ e W^ :
(10,3) • Kw^o^o)=0.

Choisissons un point arbitraire ZQ de Wp. Si ? e Fw^xWp, la
forme ^ de Fw» est, d'après (10,3) telle que P^^)"^ 0- II
en résulte P(^, ^o) = 0 pour tout ? et (10,2) est satisfaite
pour Ço == (zo, JSo).

La formule (10,1) est donc vérifiée, si l'on suppose que
l'une des trois formes de Bergmann s'annule.

c) Supposons maintenant que pour Ço = (^o? ^o)? aucune des
trois formes de Bergmann ne s'annule. Il existe des formes
V.Q e Fw^, ao^ FW? telles que :

<ao, ao)w^ = 1, <ao, y>w, = 0

pour toute ye Fw^ telle que y(zo) == 0 et

<ao, ao>wp = 1, <ao, y')wp = 0

pour toute y' e Fwp telle que y'(zo) = 0 et il vient :

(10,4) Kw^,?o) = ao(^)Aao(^),
Kwp^^^-ao^Aao.^o).

Cela posé, soit § un élément de FwnxWp tel que S(zo, z'o) = 0
donc que S^(zo) = 0. Considérons la p-forme définie par :

ïW-^^^Aoo^.
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C'est une p-forme holomorphe sur Wp. De l'inégalité de
Schwarz, il résulte :

Sp/Ay' < [s,^ao(z)Aa,(z)] [(- 1)»^ f^, z')AS(^]

soit comme :

(10.5) ^ == (— I)»P
^n^p

il vient :

hY A y' < <ao, ao>w^-n, ̂  o(z, z') A S(z^').

En intégrant sur Wp, on obtient :

(ï'. ï')wp < <ao, ao)w, (S, â)w^Wp < oo.

Ainsi y' appartient à Fwp. Comme S^(zo) == 0, S^ est ortho-
gonale à ao dans Fwp, c'est-à-dire :

/^^^^')Aoo(z)Aao(7)=0.

On obtient ainsi

(10.6) (aoAao, 8 )w^xw,=0
pour tout o e Fw^ x wp tel que S(zo, Zo) == 0.

Étudions d'autre part

(aoAao, aoAa^xWp—Sn+p /' aoAaoAaoAao.
^ W^ x Wp

II vient :

<ao A Oo, ao A ao)w^ x w? = (— l^n+p f ^ A ao A ao A a^
*>'W^ x Wp

c'est-à-dire :

<ao A ao, ao A a^ x w? = (—i)^ (ao, ao)w/0o, Oo>wp.
^n^p

On obtient ainsi d'après (10,5) :

(10,7) <ao A ao, ao A ao>w,xWp = 1.

Les relations (10-6) et (10-7) montrent que:

^ x wp(^o, ^o) = ao(zo) A Oo^o) A ao(^o) A Oô 'o)
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«Oit :

Kw,xwp(î:o, ^o) - (-^ao^Aao^Aao^A^

ce qui, d'après (10,4), fournit la relation énoncée.

H. TENSEUR INVARIANT DE BERGMANN.

11. Variété complexe normale et tenseur de Bergmann.

a) Soit K la 2n-forme de Bergmann de la variété analytique
complexe W^. Sur le domaine U d'un système de coordonnées
locales, nous avons posé :

(11,1) KuQs.z) = /cu(z, z) dzl^ • • • ^dzn^dzl^ . . . ^dz\

Soient U et V deux domaines de coordonnées locales notées
et |z^ ; si z e U n V nous posons :w

A» =-ôza A^ =^v ^ v ^'

La matrice A^ == (A^) admet pour déterminant le jacobien
J^ == dét (A^) qui est localement une fonction holomorphe.
Les ky définissent le noyau k de Bergmann de W^ : pour z e U n V

(11.2) /cv(z, z) = k^z, z)W.

Si ^AJ est une base orthonormée de F, rappelons qu'on a avec
les notations du paragraphe 6 :

(11.3) k^z,z)== 1 K^u^l^O.
A=0

b) Nous ne nous intéressons dans la suite qu'aux variétés
analytiques complexes W^ normales au sens suivant :

DÉFINITION. — Une variété analytique complexe W^ est dite
normale si sa forme de Bergmann K(z, z) est différente de zéro
en tout point z de W^.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit, d'après le para-
graphe 8 a, qu'en tout point z de W^ on ait F'(z) =^ F, c'est-
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à-dire qu'il existe un élément tel que a(z) •=/=. 0. Le noyau k
est alors toujours strictement positif.

La variété W^ étant supposée normale^ étudions les quantités
définies, sur les différents voisinages de coordonnées locales,,
par la formule :

(11,4) (<u)ap = ̂  lûg /Cu.

Si z <= U n V, on a avec les notations précédentes :

(<v)x'p = ̂ ' log A-v.
Or d'après (11,2) :

log /Cy == log ky + log J^ + log J^.

Par dérivation il vient :

ÔX.P log /fv = ̂ ' log ky = A^A^,ôaplog/Cu.

Il en résulte :

(11,5) {t^.y(z) == A^(t^(z) ( z e U n V ) .

On voit que les (11,4) sont les composantes d'un tenseur cova-
riant symétrique t de W^ de type (1,1) par rapport à la structure
complexe. A ce tenseur ty on donne le nom de tenseur de Berg-
mann de la variété complexe normale W^.

Du théorème du paragraphe 10, il résulte que si W^ et Wp
sont deux variétés complexes normales, Wn X Wp est normale
et admet pour tenseur de Bergmann la somme naturelle des
tenseurs de Bergmann des deux variétés facteurs.

c) Soit [̂  une transformation holomorphe de la variété nor*
mâle W^; si ; s<=U admet les coordonnées complexes l^ j ,
^ == pi(jz) e piU les coordonnées complexes { ^ ' } , les i^' sont des
fonctions holomorphes locales, à jacobien J(p.) non nul des z^.

L'invariance par a du noyau k de Bergmann se traduit par
la relation :

(11,6) k^{z), ̂ )]J(^J(^) = k^ z).

Étudions l'image réciproque par pi du tenseur covariant (.
Il vient :

[(^)u]a-^) - ̂ r̂ 10g k^{z), ]HZ)].
ÔZ ÔJZ'
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De (11,6) il résulte :

[Mulap^) = ô^ lûg k^[y-{z), [^)] == ôap log ku{z,z)

c'est-à-dire :

(11,7) [(^t)vW = [tvW.

Nous aboutissons ainsi au théorème suivant :

THÉORÈME. — Le tenseur de Bergmann d9 une variété complexe
normale W^ est invariant par toute transformation holomorphe [A
de la variété W^ :

p*t == (.

12. La 2-forme T.

a) A tout tenseur symétrique de type (1,1) d'une variété
analytique complexe, on peut associer une 2-forme de même
type. Au tenseur ( de Bergmann, nous associons ainsi la 2-forme
T définie localement par

(12.1) Tu = — (27i)-^-((u)ap dz^dz?

où U est un domaine de coordonnées locales. D'après la défini-
tion de (, il est clair que la 2-forme réelle T est fermée

(12.2) . d^=0.

Nous nous proposons d'étudier la classe de cohomologie de
degré 2 définie par T.

b) Supposons W^ munie d'une métrique ds^ hermitienne,
définie positive, auxiliaire. Cette métrique peut s'écrire loca-
lement sur U :

(12.3) ds^ = 2g^ dz^ dz?.

Introduisons la connexion canonique complexe (co§, (o^ = 0)
de Chern définie par cette métrique. Relativement aux coor-
données locales ^j sur U, cette connexion admet les coeffi-
cients r^, F- (/c = 1, . . ., 2n) avec (Lichnerowicz [12], pp. 243-
247)

^=r^dz\ ^==^,^=0
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OÙ:

(12,4) r^ == g^gpp, r^ = o
et

(12,5) Fj, = 0.

Par complexe conjugaison, on a :

et
rj, = g^ç, rj, = o

r?, = o.
La courbure de la connexion est définie sur U par les 2-formes
locales :

(12.6) Q j= r fœ j+œ?A(4

qui s'écrivent

(12.7) Qj= R^dz^/\dzV-

où les Rj^ii sont les composantes du tenseur de courbure. D'après
une formule classique, ces composantes ont pour valeur :

RJ,^ = ̂  — ô^rjx + r^r^ — r^x
soit d'après (12,4) et (12,5)

(12.8) R^ = - 0,1̂  = - ô^^Pô^pp).
De (12,6) on déduit par contraction :

(12.9) '^u = (2^t)-l^Qï = rf^)-^].

Les ^u définissent sur Wn une ï-forme réelle fermée <^. On
sait que '̂  appartient à la première classe de cohomologie de
Chern Ci(W,).

De (12,8) on déduit:

RS,^ == —— ^(g'^^gap) == —— ^y. log Vg

où g est le discriminant de la métrique. On obtient ainsi pour
définir ^ :

(12,10) ^v==— (2^t)-l^ô^ log \/~g dz^ A dzV-.
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c) Nous nous proposons de comparer les classes de cohomo-
logie de T et ^ ; \/g définit sur W^ une densité scalaire de poids 1.
Posons :

/c=/Vg

où f est un scalaire strictement positif. Par dérivation, il vient :

ôap log ku = ôap lûg \/g + ôap log />.

Ainsi sur le domaine U :

(12.11) Tu = ̂ v — (2^)~1^ log fdz^/\ dz?.

Soit M le classique opérateur sur les formes, défini pour les
formes de type (p, q) par :

m^ == (P—?)^-
On en déduit sur U :

Md log f = iôa log f dz" — lôp log f dzï.

Par différentiation extérieure, il vient :

dM d log f = — 2iôap log f dz^ A dzï.

La formule (12,11) peut ainsi s'écrire sur W^ :

(12.12) T == ^ + ^[(4^)-1 Md log /•]

et l'on voit que T et ^ appartiennent à la même classe de coho-
mologie. Nous sommes ainsi conduits au théorème suivant :

THÉORÈME. — Si W^ est une variété complexe normale, la
2-forme T définie par (12,1) à partir du tenseur de Bergmann
appartient à la classe de Chern Ci(WJ de la variété.

13. Expression du tenseur de Bergmann.

Selon Kobayashi [7] proposons-nous d'indiquer une expres-
sion du tenseur de Bergmann en un point z de W^, en termes
d'une base orthonormée de F adaptée à z.

a) Soit d'abord |?AJ une base orthonormée arbitraire de F.
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Sur un domaine U de coordonnées locales \zv•\^ nous avons
posé :

((^)u(z) = (^)u(z) dz1 A . . . A dz71 {z e U)
et

(13.1) k^z,z)= S {b^{z)(b^).
A=0

L'étude du paragraphe 6 nous permet de dériver (13,1) terme
à terme. Il vient ainsi

(13.2) ô^u(^) = S <U^)u(^) (5A)u(î),
A=0

00

ôp/Cu(^)== S (&A)u(^) ôg(5A)u(ï)
A=0

et par suite

(13.3) ôap/Cu(z, Z) = S ôa(&A)u(^)ôp(5A)u(ï).
A=0

Or
. 1 ï / -\ ^U ,̂ ̂ ) .ôpiogM.,z)=-y^-

et ainsi :
aqg/cu(z, z) &qA-u(z, z)ùgfep(z,'z)

Ôag lOg kv[Z, Z) == ———,———— —— —————,„ , _>————•p " ' ' kv{z, z) ^(z, z)

II résulte de (13,2) et (13,3) :

S ô,(&A)u(z)ôp(5A)u(z)

(13.4) (fu)^(z) == A=o——,———————
KV(Z, Z )

i Ô,(5A)U(Z)(ÎA)U(Z) S (&B)u(z)ôj(5B)u(z)
__ A=0___________________B=0_________________

^u(z, z)

b) Soit maintenant { (XA { une base orthonormée de F adaptée
au point z envisagé. Avec les notations du paragraphe 8, on a :

(oo)u(z) ̂  0, (ai)u(z) = . • • = (aA)u(z) = • • • = 0
et

(13.5) kv{z, z) = (oo)u(z) (ao)u(z).
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Écrite dans cette base particulière, la formule (13,4) devient :
A ,

(<u)a?(z) = ^a(«o)u(z)ôg(ao)u(z) + 1

"u^*, z^) "•u(z, z)

( i ^(aA)u(z)ôp(aA)c(z))
^ ^ ^

"^(z^^^^^"0^^^0'^^^^^"0)"^-

D'après (13,5), les premiers et derniers termes du second
membre se détruisent et il vient :

(13,6) (tu),p(z) = ———— ( 5 ̂ (a^MaI)v(z)\
AU^? Z ) \A=I /

Désignons par V == (V^, V&) un vecteur enze W^. Le tenseur t
de Bergmann définit en ce point la forme hermitienne

^ V) = (<u)ai^)VgVJ

qui s'écrit d'après (13,6)(13•7) '^=J^[^a^']•
D'après (13,7) le tenseur ( définit ainsi sur W^ une forme hermi-
tienne positive.

14. Rang du tenseur de Bergmann»

Nous nous proposons d'interpréter le rang en z du tenseur (
de Bergmann ou de la forme hermitienne correspondante.

a) Désignons par Ï(X) l'opérateur de transformation infi-
nitésimale par un champ de vecteurs X arbitraire de la variété
W^. Nous introduisons dans la suite le sous-espace F"(z) de
F'(z) défini par les éléments a <= F'(z) tels que :

(14,1) pf(X)a](z) = 0

pour tout champ X. Si, U étant un domaine de coordonnées
locales contenant z,

au == avdz1 A • • • A d^
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on a, d'après une formule classique concernant les transforma-
tions infinitésimales :

( 14,2) | [Ï(X)a] n,o\v= (XSô,au + ̂ W dz1 A . • . A dz\

Comme au(z) == 0, Ï(X)a a pour composante au point z,
[X^ôa0u](z). Ainsi les éléments de F"(z) senties éléments de F
tels que :

(14,3) au(z) - 0, [^av]{z) =0 (a = 1, 2, ..., n).

6) Désignons par V(z) l'orthocomplément de F^z) dans
F'(z) et soit {^a} (B == 1, . . ., p) un système orthonormé
d'éléments de V(z). Supposons qu'il existe des nombres
complexes JC^B^I, ..., p) tels que:

î CB[ô,(aB)u] (^) = 0.
B=l

On en déduit que l'élément de V(z) :

a = S C^B
P=i

appartient aussi à F"(z), donc est identiquement nul et
C® == 0 (B == 1, . . ., p). Ainsi la matrice p X n d'éléments
\ [ô<x(^B)u] (2) \ est de rang p et nécessairement p est intérieur
ou égal à n. Il en résulte que :

r(z) = dim V(z) < n.

c) Cela posé, prenons pour base orthonormée de F'(z) une
base orthonormée \v-^\ (A == 1, . . ., r(z)) de V(z) complétée
par une base orthonormée de F"(z). La formule (13,6) s'écrit
alors :

(14.4) (<u),p(z) = ———— (^ ôa(^)u(z)ôp(^)u(z))
n.u^, ^ ) \^^ /

et la formule (13,7) :

(14.5) ,̂ V) - ——— rï |VSô,(^)u(z)|2^
M^ z) LA=I -1

où les r(z) carrés mis en évidence sont indépendants. Ainsi (
ou T est au point z de rang r(z). Nous énonçons
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THÉORÈME. — Le rang du tenseur de Bergmann ou de la
forme associée T en un point z de W^ est égal à la dimension
r(z) de Vorthocomplément V(z) de F^z) dans F'(z).

d) Choisissons un point ZQ de W^; T^ étant différent de 0
en ZQ, et cette forme étant analytique réelle, elle ne peut être
identiquement nulle sur aucun ouvert connexe de W^, sinon,
d'après l'analyticité, elle serait identiquement nulle sur W^.
Ainsi le support S^^) de la forme ^r{zo) est toute la variété :

S(T^)) == W,.

Nous appelons rang global du tenseur de Bergmann^ ou de la
forme associée T, le plus grand entier r tel que

II est clair que :
S^) = W,.

r == Max r(z).
^ew,»

15. Transformations infinitésimales holomorphes complètes*

a) Une transformation infinitésimale X de W^ est dite
holomorphe si elle laisse invariant le champ 3 d'opérateurs
attaché à la structure complexe (paragraphe 3), c'est-à-dire si

(15,1) Ï(X)3 = 0.

Dans un domaine U de coordonnées locales complexes, 3
a pour composantes relativement aux coordonnées :

3j = ,gj, 3J = — ,§J, 3j = 3| = 0.

On en déduit que pour tout X :

[Ï(X)3]j=0, ^(X)3]j=0
et

[^(X)3]j = X^j — î»^Xë3j + ôpXé^ (/' = 1, 2, . . . 2n)

soit
[Ï(X)3]; = 2rôpXÊ.

Par suite, pour que X définisse une transformation infinitésimale
holomorphe, il faut et il suffit que, dans tout domaine de coor-
données locales complexes, les composantes |XS| soient loca-
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lement des fonctions holomorphes. Si X est holomorphe et
si a est une n-forme holomorphe, Ï(X)a est aussi une n-forme
holomorphe.

On notera que si X définit une transformation infinitésimale
holomorphe, il en est de même pour le champ de vecteurs 3X.

b) Une transformation infinitésimale X de W^ est dite
complète si elle engendre un groupe à un paramètre exp (uX)
de transformations globales de la variété W^. Pour que ce
groupe laisse invariant un objet géométrique, il faut et il suffit
qu'il en soit de même pour la transformation infinitésimale X.
En particulier, si X est une transformation infinitésimale
holomorphe complète, le groupe, à un paramètre correspondant
laisse 3 invariant et par suite se compose de transformations
holomorphes de W^.

Pour une telle transformation infinitésimale, les transfor-
mations holomorphes exp (uX) laissent invariants la 2-forme
T et le noyau k de Bergmann. On en déduit :

(15.2) Î£(X)T = 0
et

(15.3) Ï(X)/c==0.
Si i(X) est l'opérateur de produit intérieur par X, on sait que
pour une forme T :

Ï(X)T == (di{X) + i(X)d)r.

La forme T étant fermée, (15,2) se traduit par :
rii(X)ï == 0.

Ainsi, si X est une transformation infinitésimale holomorphe
complète, i(X)ï est une l-forme fermée.

Explicitons maintenant (15,3) dans un domaine U de coor-
données locales. Pour la densité scalaire /c, on a :

p£(X)/c]u = X{jô,/cu + ô,X{j/cu

(15,3) peut donc se traduire localement par :

X{jô, log kv + ô,X{j = 0.

Soit en distinguant les deux types d'indices :

(15.4) (XS^ log /eu + ô^XS) + (XSô, log /eu + ô,X£) = 0.
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c) Nous nous proposons d'établir un théorème important
concernant les transformations infinitésimales complètes holo-
morphes X telles que la transformation infinitésimale holo"
morphe 3X soit aussi complète. S'il en est ainsi, la relation (15,4)
appliquée à 3X s'écrit :

l(X^ 10g /Cu + Ô^X£) —— l(X£ôa 10g /Cu + ôaXS) = 0.

Il en résulte que dans ce cas :

(15.5) XSôa log kv + ô^XS = 0.

Compte tenu du caractère holomorphe des XS, il vient par
dérivation en z^ :

(15.6) XS(^)ap = 0
qui traduit localement la relation :

(15.7) i(X)( = 0

équivalente à :
,(X)T = 0.

d) Un point z de W^ étant arbitrairement choisi, soit | (X.A }
une base orthonormée de F adaptée à z.

De (15,7), il résulte
t{z, X{z)) = 0

et d'après l'expression (13,7) de la forme hermitienne définie
par t, on a en z :

[XSô^u]^) == 0 ( A = l , . . . oo)
qui, d'après (14,2), exprime que :

[^(X)a;](z)=0 ( A = l , . . . oo).

Ainsi si y e F'(z), on a :

(15.8) [TOY](Z) == 0.
Explicitons maintenant la formule (15,5) en termes de la base
orthonormée de F adaptée à z choisi. Il vient :

X^)["2 ô,(aA)u(^(aA)u(^1+ôaX£(^ri {a^{z){Wz)}=0.
LA=O -1 LA=O J

19
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Soit, compte tenu des propriétés de la base adaptée :

[X£ô^(ao)u + ôaX£-(ao)u](z)(ao)u(z) = 0

où (ao)u(z) est différent de zéro. Ainsi :

[XSô,(ao)u + ô,X£(ao)u](^) = 0

c'est-à-dire, d'après (14,2),

[Ï(X)ao](z) = 0.

Si (3 est un élément arbitraire de F, on a d'après (5,2) :

j 3 = c a o + y ^eC,YeF ' (^
et par suite :

[Ï(X)?](z) = c[a(X)a,](z) + [^(X)T](Z) == 0.

Ainsi en tout point de la variété W^, Ï(X)[Î = 0. Nous énon-
çons :

THÉORÈME. — Si X e5( une transformation infinitésimale
holomorphe complète de la variété complexe normale W^ et si 3X
e^t aussi complète, on a :

(15,9) i(X)r = 0

e( tou^e n-forme holomorphe (3 Je carré intégrable est invariante
par X :

(15,10) Ï(X)i3=0 (fie F).

e) De ce théorème résultent immédiatement deux corollaires
intéressants. Supposons que T" ne soit pas identiquement nul
sur W^, c'est-à-dire que T admette un rang global égal à n
au sens du paragraphe 14. Soit alors U un domaine de W^
sur lequel T" ne s'annule pas. Si X et 3X définissent deux
transformations infinitésimales holomorphes complètes, il
résulte du théorème précédent que X est nécessairement iden-
tiquement nul sur U et, par analyticité, est identiquement
nul sur W^.

Supposons en particulier que la classe de Chern Ci(W^)
soit telle que C^WJ^^O; la forme ï71 appartient à Ci(WJ"
et par suite ne s'annule pas identiquement sur W^. On se
trouve donc ramené à la situation précédente. Nous énonçons
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COROLLAIRE 1. — 5i T" nest pas identiquement nul, en parti-
culier si Ci(W^)" -=f=. 0, il ne peut exister de transformation
infinitésimale holomorphe complète X non nulle telle que 3X
soit aussi complète.

Ce corollaire répond en particulier à une question de Koba-
yashi ([7], p. 274) et constitue une généralisation du théorème
classique d'Henri Cartan [5] concernant les domaines bornés
de C71. Dans ce cas, en effet, le tenseur ( est partout de rang n.

f) Supposons compacte la variété complexe normale W^.
D'après les propriétés classiques des 2-formes, on a

f ^>0
^w..

l'intégrale n'étant nulle que si T" est identiquement nulle. S'il
n'en est pas ainsi, T" est nécessairement non holomorphe à zéro
sur W^ et Ci(WJ71 =^ 0. Ainsi, pour que Ci(W,)" soit différent
de zéro, il faut et il suffit que T" soit non identiquement nulle.

Sous l'hypothèse de compacité de Wn, le plus grand groupe
connexe de transformations holomorphes de W^ est un groupe
de Lie complexe, d'après un théorème classique de Bochner
et Montgomery. Toute transformation infinitésimale de W^
est ici complète. Si X est une transformation infinitésimale
holomorphe, X et 3X sont toutes deux holomorphes complètes.
On en déduit :

COROLLAIRE 2. — Soit W^ une variété complexe normale
compacte. Si X est une transformation infinitésimale holomorphe
de Wn, on a

(15,11) i(X)r = 0
et

(15,12) i£(X)a = 0

pour toute n-forme holomorphe a. (15,10) et (15,12) tiennent
pour toute variété complexe comme on le voit par un raisonne-
ment analogue à celui du corollaire 1.

Il est d'ailleurs immédiat d'établir (15,12) directement. Si
Ci(W^)71 =^= 0, le plus grand groupe connexe de transformations
holomorphes de W^ est discret d'après (15,11). Il est même
sans doute fini en accord avec un théorème de Kobayashi [8].
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16. Cas (Tun espace homogène complexe.

Supposons que W^ = G/H soit un espace homogène complexe^
G est ainsi un groupe de transformations holomorphes de W^
opérant transitivement sur cette variété. Soit X une transfor-
mation infinitésimale de Wn holomorphe et invariante par G.
Il est aisé de montrer que X est nécessairement complète.

En effet soit ZQ un point choisi de W^ et supposons que
exp (uX)^o soit défini pour \u\ < £. Si z est un point arbitraire
de W^, il existe un élément [x de G tel que z ==== p.(zo). Alors :

exp (uX)z == (Ji[exp (u'X)zo]

est aussi défini pour |u| <; £, puisque X est invariant par G.
Il en résulte que la transformation infinitésimale X est
complète.

La transformation infinitésimale holomorphe 3X est aussi
invariante par G, donc aussi complète.

Du théorème du paragraphe 15, on déduit ainsi :

THÉORÈME. — Soit Wn == G/H espace homogène complexe,
supposé variété complexe normale. Si X est une transformation
infinitésimale holomorphe de Wyi invariante par G, on a

et
i(X)r == 0

Ï(X)a=0 (aeF).

Il en est en particulier ainsi si X est un élément de l9 algèbre
de Lie du centre de G. En particulier si T" n'est pas nulle, le
centre de G est nécessairement discret (Koszul).

m. IMMERSION DTOŒ VAMÉTÉ COMPLEXE NORMALE.

17. Définition de l'immersion j dans P(F*).

a) Désignons par F* l'espace de Hilbert dual de F et rappor-
tons-le à une base orthonormée JX^ (A == 0, 1, . . .). Un élé-
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ment X de F* peut s'écrire :

(17.1) À = 1 c^ ( cAeC)
A=0

avec

(17.2) ilc^oo.
A=0

Introduisons dans F* la relation d'équivalence r définie de la
manière suivante : si X, V e= F*, X' est dit équivalent à \ au
sens de r, s'il existe un nombre complexe c e C tel que X' = cX.
L'espace quotient de F*— |0| par la relation d'équivalence r
est l'espace projectif complexe P(F*), en général de dimension
infinie.

Soit S(F*) la sphère de F* centrée à l'origine et de rayon 1,
lieu des points (17,1) tels que :

S M2 = i.
A=0

L'espace P(F*) peut être considéré comme espace quotient
de S(F*) par la restriction à cette sphère de la relation d'équi-
valence r; chaque classe d'équivalence dans S(F*) est alors
un cercle. Il est bien connu que P(F*) admet une structure
uniforme et une « structure différentiable généralisée » natu-
relles déduites de celles de F par l'intermédiaire du sous-espace
S(F*) de F*.

b) On sait que, dans le cas de dimension finie, l'espace
projectif complexe admet une métrique kâhlerienne canonique,
dite métrique de Fubini. II est aisé d'étendre à la présente
situation les raisonnements concernant cette métrique. Appli-
quons l'inégalité de Schwarz au produit scalaire au sens de F*

. r fX
du

où X e= S(F*) et où — est un vecteur tangent. Il vient :du

^\<w (D^
du\

d!y
du\
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II en résulte que la métrique définie sur S(F*) par :

(17.3) d^ =d^d\— (X d\) (X rfX)

est bien définie positive. Elle peut s'écrire plus explicitement :

(17.4) d^ = S rfcA ricA — f S ^ dc^) ( 1 CB dcA
A=0 \A=0 / \B=0 /

On démontre, comme dans le cas d'un espace projectif de
dimension finie, que rfo-2 passe au quotient sur P(F*), et définit
sur cet espace une « métrique de Fubini » ds2 pour laquelle
P(F*), muni de sa structure uniforme, est un espace métrique
complet. Nous désignons par g le tenseur métrique sur P(F*)
associé à la métrique ds2.

c) Nous notons B(a, X) (a e F, X e F*) la forme bilinéaire
de dualité entre F et F*.

^ Soit U un domaine de coordonnées locales de la variété
complexe normale W^. Considérons l'application /u de U dans
F* construite de la manière suivante : à tout point z e U,
nous faisons correspondre la forme linéaire Xu == J v { z ) sur F,
élément de F*, définie avec les notations antérieures par :

(17.5) B(a, Xu) = au(^).

Dire que W^ est normale revient à dire que Xu = jv{z) ne
coïncide jamais avec l'élément nul de F*. Ainsi Xu e F* — i O Ï .
Si V est un autre domaine de coordonnées locales et si z e Uf|V,
il correspond à ce point, considéré comme appartenant à V,
l'élément Xy = j^{z) de F*— {0} défini par:

B(a,Xv) =av(z) (aeF).

Or nous savons que :

av(z) = 3^{z)av(z).
Il en résulte :

(17.6) ;v(z) = JU(z)Uz).

Considérons maintenant les applications r o yy et r o yy respec-
tivement de U et V dans P(F*). D'après (17,6), il vient:

(17.7) [r o ,\](z) = [r o ,u](z).
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De (17,7) on déduit que les r o /u définissent une application
canonique globale ou immersion canonique (1) /' de la variété
complexe normale W^ dans P(F*) ; / est manifestement continue.

18. Interprétation du tenseur de Bergmann.

a) Supposons l'espace de Hilbert F rapporté à une base
orthonormée \^\ et F* à la base duale \^\. On a

(18.1) B((^, Xe) = SL
Reprenons le domaine U de coordonnées locales. Si z e U,

l'élément de F*

(18.2) ;u(z) = Xu = 1 ca^
B=0

a des composantes CB qu'il est aisé d'évaluer. On a immédia-
tement :

B((^, Xu) = B(^, 1 CBX8) = 1 CBB(^, X")
\ B=0 / B==0

soit d'après (18,1) :
B(PA, Xu) = ÇA.

Or, d'après (17,5) qui définit Xu,

B((3^u) = (&A)u(^).

Nous obtenons ainsi :

(18.3) ÇA = (&A)u(^).
L'espace F* admet une structure analytique complexe

généralisée, en un sens évident, et, par passage au quotient
sur F*— |0j, il en est de même pour P(F*). D'après (18,3)
les composantes de /u(z) sont des fonctions holomorphes locales
des coordonnées ^a^ dans U. Par passage au quotient par r,
on voit que l'immersion canonique j est une application analy-
tique complexe de W^ dans P(F*).

b) Proposons-nous d'évaluer le tenseur /*g de W^, image
réciproque par / du tenseur métrique de P(F*). Comme

^(Z,Z)= i |(&A)U(Z)|2

A=0

(1) Immersion n'est pas pris au sens de Chevalley qui correspondrait à la
situation du paragraphe 19 c.
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il en résulte que /u(^) = ^u est équivalent par r à l'élément
de S(F*) de composantes :

(18,4) c.=^17^.
kï (z, z)

De (17,4) et (18,4), on déduit :

(/W)^ == j ^ d (^)u^-. rf^M2!
A=o /^(z,z) U(z,z)

r ^ (5A)u(z)^(&A)u(z)-i, r^ (&B)u(z) ^(^)u(z)-j

L^/ct^z) kJ(z,z)\ L^A-f^z) /cf(z,z)J
Or

rf^)^ = ̂ _ ̂ b^ _1(^),(,)^^)1
, - 2 / -\ 7 '2 / -\ L 2 "*U(^52)J
A-U (^ 5?) À-u (^ Z) v ? /

II en résulte :

^d^.d^^——— s <^MW)
4=0 /c^(z,z) /c^(z,z) /cu^z^=o

-4-1^1? S [(?A)u(z)<i(&A)u(z) + (&A)u(2)^A)u(z)]•" "u(.z, z) A=O
. 1 rfÂ-&(z, Z) w ,. . , „,- , ,_,
+ -, ,a/', -^ S (&A)u(z)(?A)u(z).•l "'u ,̂ z} ^o

On obtient ainsi :

(18,5) ^d^^-rf^"^-
A=o k^{z,z) kï{z,z)

-T1——^ i ^(&A)u(z)^(5A)u(z) -^f"^,?-kv{z, z) A=o ^ A-ê(z, z)
D'autre part :

V (^A)u(z) , (&A)u(z) _ 1 „ /•r ^ ,-. ,„ ^ / v
2< "i——— d i——— — . /. -^ S (°A)u(z) d(&A)u(z)^ 1 "• 1 — L /. -\ Z< ^A;U^; «^A;
^ 'A- 2^ ^\ îf^lT f\ uv ' / A=o/Cu (,Z, Z^ /Cu \Z, Z )

1 <Z/Cu(z, z)
2 /fu(z, z)
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II en résulte par produit par l'expression complexe conjuguée :

(^)u(z) ^ (fcA)p(z) PS i
^^(2,2) ^(z,z)

-LiT———Ji; (5A)u(WA)u(z)ir;S (&B)u(z)<Wu(z)1
/tu^Z, Z; |_^Q -II-B=O J

, 1 dk^(z, z) 1 dky(z, z) - p,T , - , ,
+ T^Î)~~2J^,~Ï) s, ̂ ^W^)
+ (6A)u(z)^(5A)u(z)]

soit
(^)u(z) (^)u(z)P

1 ~~' I 1fl8,6) S ^-T
^ k ï { z , z ) k^z,z)\

,———-^f i (ÎA)u(zWA)u(z)iri (6B)u(z)rf(5B)u(z)1
KU^Z, Z; LA=O -H-B=o -i
^^ê(z,z)
4 /c&(z,z)'

De (18,5) et (18,6) on déduit :

1 S d{b^{z)d(î^)u{z}(/•W)n == », /- y\ ^J "'\"Ayu\,-/--'\"&/u\*'/
KU(Z, Z; A=O

-l————^ri (ÎA)u(z)rf(&A)u(z)1fi (&B)u(z)rf(ÎB)u(z)1.Kv{Z, z ) LA=O JLa=o J

On obtient ainsi :

(18,7) ((rg)c),p == ——————T i ô«(&A)u(z)ôp(5A)u(z)
KV\Z, Z ) A=O

-^———-xrS (5A)u(z)ÔA(6A)u(z)1fi (6B)u(z)ôp(5B)u(z)1
"•U^Z, Z; LA=Q -l«-B=o -1

c'est-à-dire d'après la formule (13,4)

rg == t.
Nous énoncerons :

THÉORÈME. — Si Wn est une variété complexe normale, son
tenseur de Bergmann t est limage réciproque t = /*g du tenseur
métrique g de P(F*) par l'immersion canonique f de W^ dans
P(F*).
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19. Propriétés de l'immersion canonique j.

à) Proposons-nous d'étudier les couples de points z, z'
de W^ tels que :

(19.1) /(z) = /(z7).
S'il en est ainsi soit y un élément de F'(z). Si U est un domaine

de coordonnées locales contenant z, on a :

B(ï,/u(^))=0.

De l'hypothèse faite, il résulte que si V est un domaine
de coordonnées locales contenant z\ on a :

B^,}^z))=0

et par suite yeF'(z'). Ainsi F'(z) c F'(z') et de même
F'(z') c F'(z). On en déduit que F'(z) = F\z').

Réciproquement supposons seulement que :
(19.2) F'(z) c F'(.').

On sait que si oco est un élément de F norme et orthogonal
à F'(z), tout élément a de F peut s'écrire

a = c a o + y (ceC,YeF ' (z )cF ' (z ' ) ) .

On en déduit, avec les mêmes notations que précédemment,

B(a, /\(z)) == cB(oo, /u(z)), B(a<,, /c(z)) ̂  0

B(a,/v(z'))=cB(ao,/v(z')).
Il en résulte

(19,3) B(a,/v(z')) =/»B(a,/u(z))

où h est le nombre complexe :

^ B(ao, yy(z'))
B(a,, /u(z))

qui est indépendant de l'élément a de F; la relation (19,3)
exprime que :

jV) = /(z).
Nous obtenons :
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THÉORÈME. — Si j est l'immersion canonique de W^ dans
P(F*), pour que, pour z, z' e Wyi :

/(^) - jV)
il faut et il suffit que :

F'(.) c F'(z')

et Von a alors F'(z) = F'(z').
b) On définit, comme dans le cas des espaces de dimension

finie, l'application linéaire /' tangente à /'. En chaque point z
de W^, elle définit un endomorphisme de l'espace vectoriel
tangent à W^ en z dans l'espace tangent à P(F*) en /(z). Des
deux théorèmes précédents, on déduit aisément des propriétés
de / et /'.

Si V^ est un vecteur tangent en z e Wn, on a d'après le théo-
rème du paragraphe 18 :

^ V,) = g(,(z), /'(V,))

où au second membre figure la forme hermitienne définie
positive déterminée par g. D'après cette relation, pour qu'un
champ X de vecteurs de W^ vérifie i{X)t = 0, il faut et il suffit
que /'(X) == 0. Le rang r{z) du tenseur de Bergmann en z
est égal au rang de /' en ce point.

Etudions en particulier à quelle condition le tenseur de
Bergmann est identiquement nul. Pour qu'il en soit ainsi,
il faut et il suffit que /' soit identiquement nul, c'est-à-dire
que / = const. ou que /(WJ soit réduit à un point. Ainsi, pour
que ( soit nul, il faut et il suffit d'après le théorème précédent
que F'(z) soit le même sous-espace F' de F en tout point z
de W^. Mais les éléments y de F' sont alors identiquement
nuls et par suite F' == 0. S'il en est ainsi, l'espace F est de
dimension 1 et admet pour éléments les n-formes holomorphes
de carrés intégrables a = C(X.Q où c e C et où ao est normée et
non nulle en tout point de W^. La forme de Bergmann de W^
s'écrit dans ce cas :

K = aoAao.

Réciproquement s'il en est ainsi, il est clair que le tenseur
de Bergmann est nul. Nous obtenons ainsi le corollaire suivant,
qu'il est aisé d'établir par voie directe.
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COROLLAIRE. — Pour que le tenseur de Bergmann d'une variété
complexe normale W^ soit identiquement nul, il faut et il suffit
que dim P(F*) = 0. On a alors F == |a == cxoi où ce C et
où OQ est une n-forme holomorphe normée, non nulle en tout point
de^N^

c) Pour que le tenseur t soit partout de rang n, il faut et
il suffit qu'il en soit de même pour /', c'est-à-dire que /' soit
toujours régulière: si V, est un vecteur en un point z de W^,
la relation :

j'{z, V,) == 0
implique toujours :

v,=o.
S'il en est ainsi, la forme hermitienne déterminée par (

est définie positive et détermine une métrique kàhlerienne sur
W^ qui est la « métrique canonique de Bergmann ». C'est le
cas étudié principalement par Kobayashi (hypothèse Ag dans
sa terminologie).

d) Étudions à quelle condition l'immersion canonique j est
injective, Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que :

jV) = /(^
implique

7; =Z

ou que F'(z') == F'(z) implique z' === z. Supposons z' =/= z;
d'après le a) de ce paragraphe, on ne peut avoir F'(z') c F'(js),
sinon /(jz') === j(z) et z' == z. Ainsi si / est injective, il existe
au moins un élément a e F'(z') n'appartenant pas à F'(2î) donc
tel que a(z) =^= 0.

Inversement supposons W^ telle que, pour tout couple (z, z ' )
de points de W^ (z =^ ^'), il existe un élément a de F tel que :

a(z) ̂  0, a(z') = 0.

La variété W^ est automatiquement normale et / est injective
puisque F'^') == F'(js) implique z ' == z. Nous énonçons :

THÉORÈME. — Pour que V immersion canonique j soit injective,
il faut et il suffit que la variété complète W^ admette la propriété
suivante : pour tout couple de points (z, z'} de W^ {z ̂  z'), il existe
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une forme oc. de ¥ telle que:

(19,4) a(z) ̂  0, a(z') = 0.

Plaçons-nous dans l'hypothèse où / est injectée. Alors /'
ne peut être singulière sur aucun domaine U de W^. En effet
s'il en était ainsi, il existerait un champ de vecteurs X sur U,
différent de zéro en un point ZQ de U et tel que /'(X) soit nul
sur U. Faisons agir exp (UX) sur le point ZQ. Pour \u\ <i £,
où £ est un nombre positif convenable, on a :

exp [^/'(X)]/^) = J [exp [uX)zo].

Comme /'(X) = 0 sur U, le premier membre, donc le second,
est égal à /(^); l'application / étant supposée injective:

/ [exp (uX)zo] = j(zo) \u\ < £
entraîne

exp (uX)zo = ZQ \u\ < £.

Il résulte que X(^o) est nécessairement nul, ce qui implique
contradiction. Le tenseur de Bergmann est de rang global n
sur W,.

Ainsi si Vimmersion j est injectée, le support de T" coïncide
avec Wy». Dans ce cas, la transformation infinitésimale holomorphe
X et son image <5X ne peuvent être simultanément complètes.
En particulier si W^ est normale compacte et / injective, le
plus grand groupe connexe de transformations holomorphes
de Wy» est réduit à l'identité.

20. Cas d'un espace homogène complexe compact.

Supposons que W^ == G/H (G connexe effectif) soit un espace
homogène complexe compact. Pour une variété W^ compacte,
nous désignons, selon une notation classique, par &n,o(WJ
la dimension (finie) de l'espace F des n-formes holomorphes
sur cette variété.

D'après (15,12) toute n-forme holomorphe a de la variété
compacte Wyi est invariante par le groupe transitif G de trans-
formations holomorphes. Par suite a ne peut s'annuler en aucun
point z de W^ sans être identiquement nulle. Il en résulte
que F'(z) = 0 pour tout z.



390 ANDRÉ LICHNEROWICZ

On voit ainsi que, ou bien la variété W^ n'est pas normale :

&n,o(WJ = 0

et K est identiquement nulle, ou bien la variété est normale :

&n.o(WJ = 1

et dim P(F*) == 0, le tenseur de Bergmann ( est nul. Ainsi :

THÉORÈME. — Si Wn == G/H est un espace homogène complexe
compact, ou bien &n,o(WJ == 0 et le noyau de Bergmann est nul,
ou bien &n,o(Wn) = ^- et le tenseur de Bergmann est nul. Si
Ci(Wn) -=f=- 0, c'est le premier cas qui se produit.

21. Transformations holomorphes et immersion j.

a) Reprenons une variété complexe normale W^ arbitraire
et soit (x une transformation holomorphe de W^. A tout élément
a de F, pi fait correspondre l'élément [x*a de F et opère ainsi
sur F. Il en résulte que la transformation (JL opère aussi natu-
rellement sur l'espace F* dual de F. A tout élément X de F*
correspond ainsi l'élément noté [IX défini de la manière sui-
vante : quel que soit a e F

(21,1) B(a , [ iX)=B(p*a,X) .

Si X e F* — |0^, il en est de même pour (IX.
Si X' == cX, on a :

B(a, p.(cX)) = B((^*a, cX) = cB(pi*a, X) = cB(a, (IX)
soit

B(a, |i(cX)) = B(a, cp.X).
Ainsi :

p,(cX) == cp.X

et par passage au quotient, on voit que pi opère naturellement,
par une transformation notée p., sur l'espace projectif complexe
P(F*); p. est manifestement une isométrie de P(F*).

(JL* respecte la structure analytique de F : si ^^ est une base
orthonormée de F, (Ji*a a les mêmes composantes dans la base
orthonormée IP^PA^ que a dans la base ^ P A ^ . Par suite (X
respecte la structure analytique de F* et il en est de même
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par passage au quotient pour p. et la structure analytique de
P(F*). Ainsi p. est une transformation holomorphe de P(F*).

b) Étudions la relation existant entre pi, / et pL. Soit U un
domaine de coordonnées locales ^j de W^. Si a e F et si
î : eU:

(21,2) au^-au^^A-.-A^.

Si Ç == pi(js) (avec zepL^U), on peut écrire (21,2) sous la
forme :

au^(z)j =av{^{z)} ^ A — A ^

et la forme /u {[^(z)} e F* est définie par :

(21.3) B(a, /u | pL(z)}) = au | ix(z) ^ ^ e p.-iU.

Évaluons d'autre part :

(21.4) B(a, p.|/V-^)0 == B(^*a, /V-.u(^)).

Nous avons vu que, avec les notations du paragraphe 4, b :

[pL*a]^u(^) = au | [^(z) } { J(a) ̂  dzi A . • . A dz71

où les 1^ sont les coordonnées locales de z dans [JL^U. Il en
résulte

B(a,p.^-^,(^)== IWj^u^^)!.
Ainsi pour tout a e F

B(a,EX|7V-,u(z)|) = p(^B(aJu^(z)|)

ce qui exprime que :

P-^-u(^ = P(^)^/u^(z)^.

Par passage au quotient à P(F*) au moyen de la relation r,
il vient :

(21.5) p. o / = j o y..

Si z e W,, (21,5) donne :

iM/(^ = j { ^ z } } .
Par suite la transformation p. holomorphe laisse invariant
/(WJ.
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c) Désignons par X une transformation infinitésimale holo-
morphe complète de W^ qui engendre un groupe à un paramètre
exp (uX) de transformations holomorphes de cette variété.
A ce groupe correspond le groupe à un paramètre [exp (uX)]"
de transformations holomorphes de P(F*). Ce dernier groupe
est engendré par un champ de vecteurs X de P(F*). De (21,5)
on déduit :

exp (uX) o j = j o exp (uX).

Si ZQ est un point de W^, on a :

/[exp {uX)zo] == exp (uX)/(^o).

On en déduit par dérivation en u:

(21.6) , (zo,X(zo))==X|,(zo)I .

D'après (21,6), les images par // des différents vecteurs du
champ X aux différents points de W^ qui se projettent au même
point de /(WJ, coïncident. Ainsi :

THÉORÈME. — Toute transformation infinitésimale X holo-
morphe complète de la variété complexe normale Wy» est projetable
sur /(Wn) par Vimmersion canonique j et la projection /'(X) est
la restriction de X à /(WJ.

d) Soit Y un champ de vecteurs de W^ tel que :

(21.7) I(Y)T = 0
ou — ce qui est équivalent — tel que /'(Y) == 0.

Si RL est une transformation holomorphe de W^, il résulte
de l'invariance de T par p. :

(21,8) i(^Y)T = 0.
Si X est une transformation infinitésimale holomorphe

complète de Wn, on a de même, puisque Ï(X)r === 0 :

i(Ï(X)Y)r == 0
c'est-à-dire

(21,9) I ( [X ,Y] )T==O.
Plus généralement (voir théorème précédent) soit X une

transformation infinitésimale de W^ projetable sur /(WJ par / ,
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Y étant aussi projetable puisque /(Y) = 0, le crochet [X, Y]
est projetable et l'on a :

r([x^])=[J'{x),Jtw]==o.
Ainsi
(21,10) i([X,Y])T=0.

Considérons en particulier une algèbre de Lie L de transfor-
mations infinitésimales de W^ projetable par /. Le sous-espace
de L défini par les transformations infinitésimales Y telles que
i(Y)ï = 0 est un idéal de L. Si G est un groupe de Lie de trans-
formations holomorphes de W^, les transformations infinité-
simales Y de l'algèbre de Lie G de G qui annulent T forment
un idéal 1 de G.

22. Transformations holomorphes induisant l'identité sur y(W^).

a) Etudions les transformations holomorphes v de la variété
complexe normale W^ telles que la restriction de v à /(WJ
se réduise à l'identité. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit
que, pour tout z e W^

(22,1) Wi -/(z).
Soit U un domaine de coordonnées locales de W^. La rela-

tion (22,1) peut se traduire de la manière suivante : il existe
sur chaque U une fonction (pu.v ne s'annulant pas telle que:

V|/u(^ =îu.^)/u(^) (^eU) .

On doit donc avoir pour tout élément a de F :

B(a,v|/u(z)j) =B(a,9u.v(z)/u(z))
soit :

B(v*a, /u(z)) = îu.v(^)B(a, /u(z)).

D'après la définition des /u? si sur U :

au = au dz1 A • • • A d^
on a :

et
B(a, jv{z)) = au(Js)

B(v*a, /u(z)) == avu(^)J(v)z.
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II en résulte :

ayu(v^)J(v)^ dz1 A • • • A dzn = ̂ v,^z)au(z) dz1 A • • • A d^

qui exprime que, sur U :

(v*a)u = yu.yau (?u,v(^) ̂  0 pour z e U).

En introduisant un recouvrement de W^, par des domaines
de coordonnées locales, on voit que les transformations holo-
morphes v étudiées sont telles qu'il existe sur W^ une fonction

' Çv ne s'annulant pas telle que, pour tout a e F,

(22,2) v*a = y^a.

D'après (22,2), (f^ est une fonction holomorphe sur W^.
La transformation holomorphe v de W^ doit laisser invariante

la 2n-forme de Bergmann :

K= S M?A
A=0

où | P A ^ est une base orthonormée de F. Or d'après (22,2):

soit :

v*K = S v*[3AAv*(^ = ç,̂  5 PAA^A
A=0 A=0

v*K = ly.pK.

Il en résulte que la fonction holomorphe ç^ est de module 1
et par suite se réduit à une constante;

y, = exp (i9(v)) (9(v) e R).

Ainsi les transformations v étudiées sont les transformations
holomorphes telles que, pour tout a e F

(22,3) v*a == exp (i9(v))a.

Il est aisé de voir que les transformations holomorphes v
satisfaisant à la condition (22,3) sont telles que v n'est autre
que l'identité sur P(F)* tout entier. En effet si \ e F*, on a
pour tout a :

B(a, ^X) == B(v*a, X) = exp(i6(v))B(a, X) = B(a, exp(iO(v)X).
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On en déduit que pour tout X :

vX == exp (iO(v))X

et par passage à P(F*)
v = Id.

Si p4 et pt.2 soïï^ deux transformations holomorphes de W^
telles que les restrictions de p.i et pla à /(WJ coïncident, la
restriction à /(W^) de p.i^a1 est l'identité et par suite p.ip.g1 = Id.
sur P(F*). Nous obtenons ainsi :

THÉORÈME. — 1° Pour qu'une transformation holomorphe v
de Wn induise Videntité sur /(W»), il faut et il suffit qu^il existe
une constante réelle 9(v) telle que, pour tout a e F :

v*a = exp (i6(v))a.

2° Deux transformations holomorphes p4 et ^ de W^ telles
que les restrictions de uli et pig a /(W») coïncident sont telles que
^ = ̂  sur P(F*).

En particulier, d'après le 1° toute transformation holomorphe
v laissant invariantes les M-formes d'éléments de F induit
l'identité sur P(F*).

b) Soit X une transformation infinitésimale holomorphe
complète telle que le groupe à un paramètre exp (uX) qu'elle
engendre induise l'identité sur /(Wn). Pour qu'il en soit ainsi,
il faut et il suffit que le champ /'(X) de /(WJ soit nul ou que :

(22,4) i(X)r = 0.

S'il en est ainsi exp (uX) = Id. sur P(F*) et par suite
X = = 0 .

D'après (22,3), pour tout a e F

exp (uX)*a == exp [i0(u)]a

où 6(u) est une fonction à valeurs réelles dérivable. Il en résulte :

exp (uX)*a — a _ exp [^O(u)] — 1
u u

a.

En prenant la limite des deux membres pour u = 0, il vient :

(22,5) Ï(X)a=iAa (AeR)
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et inversement :
(22,6) exp (uX)*a = exp (ihu)<x..

Nous obtenons ainsi le corollaire suivant que l'on pourrait
établir par voie directe.

COROLLAIRE. — 1° Pour qu^une transformation infinitésimale
holomorphe complète X de W^ vérifie

^•(X)T = 0

il faut et il suffit qu^il existe une constante réelle h telle que,
pour tout a e F :

Ï(X)a == lAa.

2° Si deux transformations infinitésimales Xi et Xg holo-
morphes complètes de W^ sont telles que:

i(X^ = i(X^

on a Xi = X^ sur ?(?*).
Si h = 0, ^(X)a == 0 implique ^(3X)a == 0 et 3X laisse

invariant le noyau de Bergmann. C'est la situation que nous
avons analysée antérieurement (voir paragraphe 15).

c) Supposons que W^ == G/H (G effectif) soit un espace
homogène complexe, supposé variété complexe normale (F=/=0).
Si p. s G, p. appartient à un groupe G d'isométries holomorphes
de P(F*) homomorphe à G. Si z, z'e W^, il existe p.eG
tel que z' = ̂ (z). De (21,5) on déduit :

(W)!=/W!
soit

v-Wi -/W
Ainsi & opère transitivement sur /(W^) et /(Wn) peut être

identifié à l'espace homogène ô/ÏÎ (2).
Le noyau K de l'homomorphisme G -> G est défini par le

sous-groupe des éléments v de G tels que v == Id. Il existe
alors une constante réelle 0(v) telle que, pour tout ae F :

(22,7) v*(a) = exp(,0(v))a.

On vérifie directement que K est sous-groupe invariant

(2) Nous étudierons ailleurs la fibration correspondante.
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dans G : si pi <= G et si v e K, on a en appliquant (22,7) à l'élé-
ment p*a de F :

[ji-̂ V^a == exp (^(v))^-1*^ = exp (i0(v))a.

On voit de même que K admet en particulier comme sous-
groupe le sous-groupe J invariant dans G, défini par les élé-
ments v de G tels que, pour tout a e F :

v*a == a.

IV. GROUPES DISCONTINUS UNIFORMES.

23. Notion de groupe discontinu uniforme.

a) Étant donné une variété complexe W^, considérons un
groupe discret D de transformations holomorphes de W^.
Ce groupe D définit dans W^ une relation d'équivalence :
z et z' sont congrus module D s'il existe un élément a de D tel
que z' == ^(z). Nous supposons que D satisfait aux deux hypo-
thèses suivantes :

1) Soient z, z9 deux points de W^ non congrus modulo D.
Il existe alors un voisinage U de z et un voisinage U' de z'
tels que, pour tout (x e D

U n (x(U') = ̂ .

2) Si ZQ est un point quelconque de W^, le seul élément de D
qui laisse ZQ fixe est l'identité e et il existe un voisinage V de ZQ
tel que si z e V et y-{z) e V(pi e D), on ait nécessairement (JL == e.

Lorsqu'il en est ainsi, l'espace-quotient WJD admet une
structure naturelle de variété complexe de dimension n (sans
singularité) ; Wy» est un revêtement de W^/D. Si de plus la
variété Wn/D est compacte^ nous dirons que le groupe D est un
groupe discontinu uniforme de transformations holomorphes
de W,.

C'est le cas que nous envisageons ici.
b) A l'hypothèse 2, il est possible de substituer l'hypothèse

plus générale suivante :
2') Si ZQ est un point quelconque de Wn, le sous-groupe d'iso-
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tropie D(zo) de D relatif à ZQ est fini et il existe un voisinage V
de ZQ, stable par D(zo) (p-o(V) c V pour tout ^ e D(jSo)) tel que
si z e V et (J.(z) e V(pi e= D), on ait nécessairement (JL e D(zo).

S'il en est ainsi, l'espace-quotient WJD est ce qu'on nomme
une V-variété (Satako, Baily). Un certain nombre de résultats
établis ici s'étendent au cas des V-variétés compactes.

c) D étant un groupe discontinu uniforme de transformations
holomorphes de W^, désignons par p la projection canonique :

p : w^ -> WJD.

Pour tout élément p. de D, on a :

(23.1) p o [j. == p.

En passant aux applications linéaires tangentes, il vient
pour (x e D

(23.2) p 'o (x '=p ' .

24. Transformations infinitésimales holomorphes invariantes par D.

a) Soit W^ une variété complexe admettant un groupe
discontinu uniforme D.

Supposons que X soit une transformation infinitésimale
de W^ invariante par D. Si z e= W^, on a pour tout pi e D

(24,1) X[^z)]=^X(z) ( (xeD) .

De (23,2) il résulte :

p'x^(z)] = pyx(.) = p'x(.).
On en déduit que le champ de secteurs X est projetable sur

WJD par p. Nous désignons par p'(X) sa projection. Inverse-
ment tout champ Y de WJD se remonte en un champ X
de W^ invariant par D.

De la compacité de WJD, il résulte quune telle transformation
infinitésimale X est toujours complète. En effet sur la variété
compacte W^/D, la transformation infinitésimale p'(X) est
complète. D'autre part supposons que pour ZQ e Wn, exp (uX)zo
est défini pour [u| <; £. Si (JL e D :

exp (uX)[x(zo) = (^.[exp (uX)zo]
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est aussi défini pourju[ << s. En combinant ces deux remarques,
on voit qu'il existe un nombre positif £ tel que exp (uX)z soit
défini pour tout z et pour \u\ < £. Par suite X est complète.

b) Considérons la transformation infinitésimale 3X de W^.
Tout élément y. de D étant holomorphe, on a pour z <= W^ :

3 ^ ) " a ' = = ^ o ^ (^ e D ) -

De (24,1) il résulte:

WEî )] = W^) - E^X(z)

et 3X est aussi invariante par D. Par suite, si X est de plus
holomorphe, les deux transformations infinitésimales X et 3X
sont holomorphes et complètes. Du théorème du paragraphe 15,
il résulte ainsi :

THÉORÈME. — Soit W^ une variété complexe admettant un
groupe discontinu uniforme D de transformations holomorphes.

1° Toute transformation infinitésimale holomorphe X de W^
invariante par D est telle que X et 3X sont toutes deux holomorphes
complètes.

2° 5i W^ est en outre normale, toute transformation infinité-
simale holomorphe X de Wn invariante par D est telle que :

^(X)T = 0

et laisse invariante toute n-forme holomorphe de carré intégrable,
c) Supposons toujours W^ normale; D se composant de

transformations holomorphes, le noyau k de Bergmann et
la 2-forme T de W^ sont invariants par D. Par passage au quo-
tient, T définit une 2-forme fermée T de type (1, 1) sur la variété
W^/D. Aux points correspondants, T et T ont même rang.

Soit g une métrique hermitienne auxiliaire sur WJD ; l'image
réciproque par p de \ g définit sur W^ un noyau invariant par
D. Posons :

(24,2) k = /pVg

f est un scalaire de W^ strictement positif invariant par D,
donc est l'image réciproque f = p*f d'un scalaire f strictement
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positif de W^/D. Un calcul identique à celui du paragraphe
12 donne sur la variété W^/D :

(24,3) T = ^ = d^-W log f]
où ^ est la 2-forme de Chern associée à la métrique de W^/D.
Ainsi T appartient à la classe de Chern Ci(W^/D).

Pour que T" ne soit pas identiquement nul, il faut et il suffit
que ï71 ne le soit pas, c'est-à-dire d'après la compacité de W^/D,
que C^W^/D)" soit différent de zéro (voir paragraphe 15, /*).
Nous obtenons ainsi :

COROLLAIRE. — Si W^ normale admet un groupe discontinu
uniforme D de transformations holomorphes et si (^(W^/D)"^ 0
(ou T" =1=. 0) il n existe pas sur W^ de transformation infinitésimale
holomorphe non nulle invariante par D.

Soit G un groupe de Lie, contenant D, de transformations
holomorphes deW^. L'algèbre de Lie du centre de G se compose
de transformations infinitésimales holomorphes commutant
avec D. Par suite, sous les hypothèses du corollaire précédent,
le centre de tout groupe de Lie contenant D de transformations
holomorphes de W^ est discret.

Ce résultat constitue une extension d'un théorème de Koba-
yashi (théorème 5-5 de [7]).

25. Classe Ci de Chern et courbure dans le cas kàhlerien.

Dans la suite, nous admettons que la variété compacte
W^/D envisagée admet une métrique kàhlerienne g. Nous dési-
gnons par F la 2-forme fondamentale associée. Sur un domaine
U de coordonnées locales \z9'^ de W^/D, on a :

[ds2]^ == îg^d^dz^

et la 2-forme F s'écrit :
Fu = ig^dz^^dz^.

a) A côté de l'opérateur M (voir paragraphe 12) sur les
formes, nous introduisons l'opérateur A = i(F) et rappelons
la formule de commutation (Lichnerowicz, [12], p. 272).

(25,1) JA — Kd = §M — Ma
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où d est l'opérateur de différentiation extérieure et § celui de
codifférentiation. Si [3 est une 1-forme sur WJD, on a mani-
festement :

MS[3 =0, A(3 == 0
et il résulte de (25,1)

(25.2) A ̂  = — §M(3.
Soit Y) la 2n-forme élément de volume définie sur WJD par

la métrique. Par intégration de (25,2) sur WJD, on a :

f (A^ )Y i==—r (âMj3)yi.
J^n^ J^niD v l / '

Soit, d'après la formule de Stokes :

(25.3) f^ (A ^)ï) = 0

pour toute 1-forme [3 de W^/D.
b) Cela posé, partons de la formule (24,3) que nous pouvons

écrire sous la forme :
- = ^ + d^

où (3 est une 1-forme de WJD. On en déduit :

A^ = AT—A^ .
Par intégration sur W»/D et compte tenu de (25,3), il vient :

(25.4) / ^=L, (AT)^
v ^n/D t/ W^/D

Sur un domaine U de coordonnées locales de W^/D, ^ est
donné ici par (voir (12,9))

^ = (27^)-llR^ d^/\ dz^ = (27^)~llR^ dz^dz^

où R^p: désigne le tenseur de Ricci de la connexion kâhlerienne
(voir Lichnerowicz [12]). On en déduit :

[A^]u = (î^-WiR^ = — (2^ig^iR^ = (2^gW^
II vient ainsi :

(25,3) [H] = (4ir)-iR
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où R est la courbure scalaire de la variété kàhlerienne. De
même, l'expression locale de T étant la même que celle de T :

[Ar]u - — (2^-Wit^ == — (2îc)-ig^p,

Il en résulte :

(25,6) A- = — (4^)-lTr (

où Tr ( est la trace du tenseur de Bergmann relativement
à la métrique envisagée. D'après le caractère positif de t,
sa trace est positive ou nulle et n'est nulle que si le tenseur de
Bergmann t est nul. La relation (25,4) s'écrit ainsi :

(25,7) f RT) = f (Tr t)r^ < 0
*AV,/D ' JWJD v / ' ^W^/D ^W^/D

l'égalité n'étant atteinte que si le tenseur de Bergmann de W^
est identiquement nul.

c) Supposons Ci(W^D) == 0. Il existe alors sur la variété
W^/D une 1-forme ? telle que :

T = rf(3.

Il en résulte d'après (25,3) :

r (AT)Y] = o
J W J D ' ' ''W^/D

soit :

f [Tr ^Y] = 0
*/W../D^W^/D

et par suite ( = 0. Nous obtenons ainsi :

THÉORÈME. — 5i la variété complexe normale W^ admet un
groupe discontinu uniforme D de transformations holomorphes
et si WJD est kàhlerienne^ pour que la classe de Chern Ci(WJD)
soit nuïle, il faut et il suffit que le tenseur de Bergmann de W^
soit nul ou que:

( Re = o.
^W«/D/W^/D
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26. Transformations infinitésimales holomorphes et isométrîes infinitésimales
dans le cas kâhlerien.

a) Plaçons-nous dans les mêmes hypothèses : W^ normale
admet un groupe discontinu uniforme D de transformations
holomorphes et la variété WJD est kàhlerienne.

Soit X une transformation infinitésimale holomorphe de Wn
invariante par D. Par abus de langage, nous l'identifierons
avec sa projection et dirons encore que X est une transforma-
tion infinitésimale holomorphe de Wyi/D. Nous avons vu que
X est complète sur Wn ainsi que 3X. Sur un domaine U de
coordonnées locales de Wyi, X vérifie ainsi la relation (15,5),
soit :

(26.1) ô^XS + X£ô^ log /eu = 0

où k est le noyau de Bergmann de W^. Or d'après (24,2) :

^ = fWg]v

où /*> 0 est invariant par D. Sur pU, la projection de X admet
toujours comme composantes les X^ et (26,1) peut s'écrire :

(26.2) ô,XS + X^ log [\/g]u + X£ô, log f = 0.

Or dans la connexion kàhlerienne envisagée :

ôx log IVg]u == (rsx)u
et par suite, si V est l'opération de dérivation covariante dans
la connexion kàhlerienne :

V,XS- = ô,X£ + TOuXè = ô,X£ + Xî;ôx log [v/g]u.

Pour simplifier les notations, nous posons :

logf= ç

où y est un scalaire réel de W^/D. Nous pouvons ainsi mettre
(26,2) sous la forme :

(26.3) V,X£ + XSô.y - 0
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ou sous la forme complexe conjuguée :

(26,4) V,X~S + XSô.y = 0.

Soit Ç Za l-/brme de WJD a^oci^ a p'(X) par la dualité
définie par la métrique. Par abus de langage, nous dirons que
^ définit une transformation infinitésimale holomorphe de WJD
ou une transformation infinitésimale holomorphe de W^
invariante par D. Par décomposition selon les types, on a ï

^ === S(i,o) + ^(0,1)-
La relation (26,4) peut s'écrire :

-V^c^ 0^(^)0
soit, sous forme intrinsèque :

(26-5) ^(i.o)=W^o)

où d' et à" sont les parties respectivement de type (1,0) et
(0,1) de d, §' et S" les parties respectivement de type (—1 0}

, t f\ / 1 \ 1 ^ « / A \ 5 /et (U, — 1) de ô.
b) Sur la variété kàhlerienne compacte WJD, décomposons

la forme ^o) selon la décomposition de G. de Rham. On sait
(Lichnerowicz [13], [14]) que :

(26.6) ^ = rf'p + k^

où p est un scalaire complexe et où h^ est une 1-forme holo-
morphe de WJD qui est la partie harmonique de ^ o) et
vérifie :

(26.7) rf'/^o) = 0, â'^o) = 0.

Si l'on introduit le produit scalaire global de formes de WJD,
il vient :

(^(1,0)? ^(1,0)) == (^'P, A(i^)) + (A(i,o), A(l,o))

soit d'après (26,7)

(^(l.O)î ^(1,0)) = (^(1,0)? ^(1,0))

On obtient ainsi :

(26,8) (/^, A^o)) = ̂  ^)A(I.O)TI.
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Notons que ^(^)A(i,o) est une fonction holomorphe sur la
variété complexe compacte WJD et par suite se réduit à une
constante :

(26,9) ^)/^o) - C
(26,8) s'écrit donc:

(^(l.O)? ^(1,0)) = C \ Y]
^^/D

et pour que A(^o) 5^ ^ul il faut et il suffit que la constante
C == i(^)/i(i^o) soit nulle.

Cela posé, la relation (26,5) s'écrit puisque â'A(i,o) = 0
§' rf'p = i (rfy)^o).

Mais sur une variété kâhlerienne, on a pour le Laplacien

A = 2(rf'â' + S'rf').

Nous obtenons ainsi pour les formes Ç qui définissent une
transformation infinitésimale holomorphe de W^/D :

(26,10) Ap = 2i(Jy) (d'p + A^)).
c) Supposons en particulier que S; définisse une isométrie

infinitésimale de WJD. On sait (voir Lichnerowicz [14]) que
pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que p soit imaginaire
pur. Nous posons p = iu où u est à valeurs réelles.

Si Ç est sans partie harmonique (A(i,o) = 0), (26,10) s'écrit :

Au == 2i(rfy) dfu.

Par passage à la relation complexe conjuguée on a :

Au == 2i(rfy) d"u.

Par addition membre à membre de ces deux relations, il
vient :

(26,11) Au — i(4) du = 0.

Ainsi le scalaire réel u vérifie sur la variété compacte WJD
l'équation à coefficients réels de type elliptique (26,11). Il
atteint sur cette variété son maximum et, d'après le théorème
classique d'E. Hopf, il se réduit nécessairement à une cons-
tante. Il en résulte que, sous les hypothèses faites, S; = 0.
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d) Nous avons supposé au c) que ^ est à partie harmonique
nulle. Il existe un certain nombre de cas où nous sommes assurés
qu'il en est ainsi. Nous désignons par G le groupe des isométries
de la métrique kàhlerienne envisagée sur WJD et par Go la
composante connexe de l'identité de G.

1° Soit H le groupe des isométries de WJD qui laissent
invariant un point pZo de cette variété (groupe d'isotropie).
Si ^ définit, par la dualité définie par la métrique, un élément
de l'algèbre de Lie H de H, S; s'annule en pz^ et, d'après le 6,
est à partie harmonique nulle.

Il en résulte que H = 0 et que le groupe H, discret et
compact, est nécessairement fini.

2° Si G est l'algèbre de Lie de G ou Go, on sait (voir Lichne-
rowicz [14]) que l'idéal dérivé [G, G] de G est défini par des
formes ^ à partie harmonique nulle. Il en résulte :

[G, G] = 0

et le groupe Go est nécessairement abélien.
3° Supposons que la caractéristique d'Euler-Poincaré

^(WJD) de la variété compacte WJD soit différente de zéro.
Tout champ de vecteurs ou toute 1-forme de cette variété
admet alors nécessairement un zéro et, d'après le 6,) la cons-
tante C est nulle pour toute 1-forme ^ définissant un élément
de G. Il en résulte que G === 0 et que par suite le groupe G discret
et compact est nécessairement fini. Il en est de même triviale-
ment si &i(WJD) = 0.

Nous énonçons :

THÉORÈME. — Soit W^ une variété complexe normale admettant
un groupe discontinu uniforme D de transformations holomorphes.
Pour WJD et pour toute métrique kàhlerienne de cette variété,
le groupe d^zsotropie H des isométries est fini et le plus grand
groupe connexe Go d9 isométries est abélien,

Si, de plus, &i(W,/D) == 0 ou îc(WJD) =^= 0, le groupe Go
est réduit à Videntité (3).

(3) Ajouté en épreuves. De ce théorème, il résulte par un raisonnement classique
que, pour WJD, le plus grand groupe connexe de transformations holomorphes est
résoluble.
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