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QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS SURHARMONIQUES
ASSOCIÉES A UNE ÉQUATION

UNIFORMÉMENT ELLIPTIQUE DE LA FORME

Lu^-S^tSa^^O
i ^Xi\ j J^/

par Rosé-Marie HERVÉ

Dans un précédent article [5], dont les notations sont
conservées ici, j'ai montré que les solutions locales d'une équa-
tion uniformément elliptique Lu == 0, dans un domaine
borné Q de R/1, forment un système de fonctions harmoniques
dans Q satisfaisant à Paxiomatique de M. Brelot. Je démontre
ici quelques propriétés des fonctions surharmoniques associées
à ce système (dites L-surharmoniques lorsqu'il y a ambiguïté) :

— La proportionnalité des potentiels de support ponctuel
donné dans Q résulte d'une étude des fonctions harmoniques
> 0 possédant une singularité isolée, inspirée de celle qu'ont
faite Gilbarg et Serrin [3] dans le cas où les coefficients sont
localement lipschitziens.

— La notion d'effilement ne dépend pas de l'opérateur L
considéré, donc coïncide avec la notion d'effilement classique.

— Une fonction surharmonique dans Q, minorée au voisi-
nage de la frontière par une fonction y e Wi'^û) (c'est-à-dire
par une fonction (1) e W^Q) et « nulle à la frontière »), est
^ 0 dans Q : ce principe du minimum pour les fonctions
surharmoniques améliore celui que j'avais démontré dans [5]
(théorème 2), en levant la restriction y s.c.s. dans Q.

(1) /eW^Û) si /eL^Û) ainsi que ses dérivées partielles l'®8.
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— La solution du problème de Dirichlet, au sens de Perron-
Wiener-Brelot, dans un ouvert CD c co c Q, quand la donnée
sur la frontière est la trace sur ôœ d'une fonction V surhar-
monique dans Q et eW^Q), est la solution L^ de Lu === 0
telle que V—L^eW^co): cette propriété étend celle que
j'avais démontrée dans [5] (théorème 3), où la donnée était
la trace sur ôco d'une fonction e C°(co) n W^^co). Elle a pour
conséquence :

— Une fonction V surharmonique dans Q et e W^^û)
a une plus grande minorante harmonique dans Q, qui est L9.

Les hypothèses sur l'opérateur L sont les mêmes que dans [5].

1. Proportionnalité des potentiels de support ponctuel donné dans û.

Soit P(0, R) la boule ouverte de centre 0 et de rayon R.

LEMME. — Pour toute solution locale u ̂  0 dans (î(0, R) — |0 i
•D

et tout nombre r tel que 0 <; r ̂  —9 on a sup u ̂  cint u^
i ô(î(0,r) ôp(0,r)

où c est une constante > 0 ne dépendant que de n (dimension
de Vespace) et X (coefficient d'uniforme ellipticité).

Considérons la fonction v(x) == u{rx) définie sur l'ouvert

( r> \ / r> \
œ 0, — ) == (îrO, — ) — |0^, et montrons qu'elle est solution

( -0 \
locale dans co 0, —) de l'équation

W S^fs^^-o,
, ô^- \ j ^ X j /

où bij{x) = a^rx),

Soit 9 e 3)( co( 0, — ) ); en posant y == rx et ' ^ ( y ) = ̂ (—} :

C S b^^dx= ^ Ç S a,(z/) ̂  (y) 4 (y) dy

J^\ U l' ̂  ô ,̂ J,(O.K) 6 tA!7) ̂  ̂  ôy, { y ) r71

: ===0 puisque ^ e 3)(co(0,R)).

On applique alors à ^, solution locale ̂  0 de (1) dans l'ouvert
fixe (o(0, 2), l'inégalité de Harnack due à Moser [7] : étant donné
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le compact ôp(0, 1), il existe une constante c > 0, ne dépendant
que de n et À, telle que

sup v <^ c inf ^,
ôj3(0,l) 0(3(0.1)

ou encore
sup u ̂  c inf IA.
ô(S(0.r) ôj3(0,r)

THÉORÈME 1. — Les potentiels dans Q, <fc support ponctuel
donné y e û, $on( proportionnels. ;

On considère le cône convexe des potentiels dans û de
support y : soient p et q deux éléments extrémaux de ce cône,
supposés non proportionnels. Rappelons d'abord le principe
du minimum suivant ([4], n° 3, propriété 3) : si v est surhar-
monique dans un ouvert œ c Q, .̂ — un potentiel dans Q,
et satisfait à lim inf v(x) ̂  0 pour tout y e ôco n Q, alors v ;> û

1 XG. tudans œ. a?^y
S'il existait a > 0 tel que p^. onq dans un voisinage de y

diminué de y, ce principe du minimum étendrait l'inégalité
p ̂  Qiq à Q— ^ y | ? puis p—aç serait prolongeable surhar-
moniquement au point y, d'où p = aç + un potentiel dans Q
de support y, ce qui est contraire à p extrémal non propor-
tionnel à ç.

Je dis que inf p = o / sup q\ quand r -> 0 : s'il n'en était
^^ . V^o^) / . .

pas ainsi, il existerait a > ù et une suite r^ strictement décrois-
sante, tendant vers 0, telle que, pour chaque n,

inf p ̂  a sup ç,
ôp(y, »n) ôp(y. »n)

donc p ̂  aç sur ô[î(y, rj$ d'après le principe classique du
minimum appliqué dans chaque couronne (î(y, rj —]5(y, ^4-1)^
on aurait p ̂  aç dans un voisinage de y diminué de y, ce qui
est impossible.

Le lemme prouve alors que l'on a même sup p == o / inf q\
ôp(y.r) \ôjS(7.r)/

quand r —>• 0, en particulier p ̂  q sur ô(3(y, r) pour r assez
petit, d'où la même contradiction.

Cas particulier de la boule.
Pour chaque point y d'une boule ouverte ?, on sait [6]

qu'il existe une fonction de Green dans ? de pôle y, notée gy,
il
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harmonique dans ? — \V\î ayant pour limite + °o au point
y et 0 en tout point e ô[3 ; en outre gy(x) est symétrique en x
et y. Par suite gy est un potentiel dans ? de support y, et tout
potentiel dans (3 admet une représentation intégrale unique
à l'aide de gy et d'une mesure ̂  0 sur ?([4], théorème 18.2).
Autre propriété de la fonction de Green : pour tout compact
K c (3, de diamètre < 1 si n = 2, il existe deux constantes
A et B > 0 telles que x, y e K entraîne

A "̂ / \ -̂ -D • ^

(1) iï=1,P<^'<iî=yP " ">2,

^jï^f^B'^-yl '• "-2.

2. Comparaison du L-effilement et du A-effilement d'un ensemble.

Rappel sur les ensembles effilés [1, 4].
a) Définition : Un ensemble E c Q est effilé en un point

XQ e Q — E si XQ « E ou s'il existe une fonction 9 surharmonique
dans un voisinage de XQ telle que

lim inf v[x) > ^{xo).
a;eE
X->XQ

V) Un critère d'effilement : Pour que E soit effilé en
XQ <= E —E, il faut et il suffit qu'il existe une fonction ^ sur-
harmonique > 0 dans un voisinage de XQ, finie en XQ, telle que
lim v{x) = + oo.
a«eE
a;->a;o

c) Soit E effilé en XQ : si p^ est la mesure harmonique en XQ
d'un ouvert a) s XQ, p^(E n ôco)-> 0 selon l'ordonné filtrant
décroissant des ouverts co s XQ.

THÉORÈME 2. — Étant donné un ensemble E c Q et un point
XQ e Q — E, les conditions E L-effllé en XQ et E ^-effilé en XQ
sont équivalentes.

Cela résulte du critère d'effilement b} et de la double iné-
galité (1) terminant le n° 1 : E L-effilé en XQ équivaut à l'exis-
tence d'un L-potentiel p dans une boule (î de centre XQ ayant,
au point XQ, une valeur finie et une limite sur E égale à + °° ?
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/"t :
sl P = I ëy ^(î/)? et sl t^- est portée par un compact c (S,

' ^ .de diamètre < 1 si n = 2, cela équivaut à dire que la fonction

A-surharmonique ( -——'-^—- si n ̂ > 2,Jpk—î/l71-2

r ̂  T..—^ ̂ ^) si n == 2'^ P (w — 2/1

a au point o;o une valeur finie et une limite sur E égale à + oo.

Conséquence. — Soit E L-effilé en XQ : si cfo est la mesure
superficielle sur une sphère de rayon r, il résulte de la propriété
. a(E n ô6(a;o, r)) n i nc) que v , t v ? / / -> 0 quand r -> 0.

Œ(ôp(^o, r))

3. Un théorème d'approximation pour les fonctions surharmoniques
localement bornées.

Soit pn(^) une suite « régularisante » formée de fonctions
^ 0, indéfiniment différentiables, dépendant seulement de \x\,

1 Cnulles pour \x\ ̂  — et telles que | ^(x) dx == 1.

THÉORÈME 3. — Soit V une fonction surharmonique localement
bornée dans Q : alors V * p^ —> V <m tout point e Q.

Soit .TO e û et s > 0 : on a V(x) >. V(a;o) — £ sur un voisinage
de XQ, donc V * pn(n?o) ̂  V(a;o) — £ pour M assez grand.

Pour majorer V * pn(^o)? on considère l'ensemble

E== ^eQ:V(^ )>V(a ;o )+^ ,

effilé au point XQ, et l'on écrit

V^Pn^o)- f , V(o;o —— ()?,(() ̂  + f V(^——()P^)^:
^/.CO—(^E t/.z-o—E

la première intégrale est <; V(a;o) + £. Pour majorer la seconde,
soit I, on l'écrit, en posant |(| == r et p^(() == /^(r) :

^rTf ^ V(^-^)^)1^(r)dr;«YO LJ(a.Q—E)nôp(0.r) J
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puisque V ̂  M sur un voisinage de XQ, on a, pour n assez grand,

I<MyJl/n<T(Enô^o,r))/,(r)rfr

< sMy^ô^O, r))/,(r) dr = eM

d'après la conséquence du théorème 2.
Ainsi V * pn(rro) <î V(^o) + s(M + 1) pour n assez grand.
Conséquence. — Soient V surharmonique localement bornée

dans Q, co un ouvert tel que co c Q : la solution H^ du problème
de Dirichlet dans co est limite de H^^.

En effet, V * p ^ - > V en tout point eôco et | V * p n [ est
borné sur ôco indépendamment de n.

Remarque. — Si en outre VeW^Q), la solution Ly de
Lu == 0 dans co telle que V — L^ e W^co) est limite, dans
W^(co), de L^.

En effet, V * p^-> V dans W^co) et l'application f->Lj
de W^^co) dans lui-même est continue.

Rappelons aussi que cette application est croissante;
comme d'autre part f == 0 p.p. dans co au voisinage de ôco
entraîne ly === 0 dans co, f^ 0 p.p. dans co au voisinage de
ôco entraîne Ly ^> 0 dans co.

4. Un principe du minimum
pour les fonctions surharmoniques (2).

THÉORÈME 4. — Une fonction surharmonique dans Q, minorée
p.p. au voisinage de ôQ par une fonction e W^Q), est ^ 0
Am^ û.

Soient V surharmonique dans Q, çeW^Q), <p ̂  V p.p.
au voisinage de ôQ : en remplaçant au besoin V et y par
inf (V, 0) et inf (y, 0), on peut supposer V localement bornée
dans Q.

Montrons d'abord que, pour tout ouvert co c co c Q tel que

(2) Les résultats de Littman, Stampacchia et Weinberger [6] permettent de
comparer le théorème 4, comme principe du maximum pour les fonctions sous-
harmoniques, à celui démontré pour les sous-solutions locales dans [5], et de cons-
tater que le théorème 4 est plus général : en effet, la régularisée s.c.s. ess. d'une
sous-solution locale dans û lui est égale p.p., et elle est sous-harmonique dans û.
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V .̂ y p.p. sur un voisinage de ôco, on a H^ ̂  Lq? dans co.
Pour cela, on considère une suite « régularisante » pp : pour
p assez grand, V * ppe C^co), donc ([5], théorème 3)

Uû) _ T (o"v+pp — ^Y*??)

d'autre part V ̂  <p p.p. sur un voisinage de ôco entraîne, pour
p assez grand, V * p p ̂  ç * pp au voisinage de ôco, donc

T tï) '̂  T (o-'v+pp ̂  •"y+pp

dans <o; enfin H^p ~> H^ et il existe une suite partielle p'
telle que L^p , -> L^ p.p. dans (D; d'où H^ ̂  L^ p.p.5 donc
partout, dans co.

Soit alors une suite croissante d'ouverts (o^ c co^ c Q dont
la réunion est Q : pour n assez grand on a H^" ̂  L^" dans (o^;
quand 71 ~> + ^î L^» prolongée par y dans Q—co^ a pour
limite faible 0 dans W^Q) ([5], proposition 5), tandis que
la suite décroissante Hy11 a pour limite h, harmonique dans Q
ou — oo ; pour tout ensemble mesurable E c E c Q, on a
lim f H^" dx ̂  0, d'où h harmonique ̂  0 dans û et V >. h ̂  0
dans Q.

5. Le problème de Dirichlet dans co, pour une donnée sur ôco qui est la trace
d^une fonction surharmonique dans û D co et e W^Q).

THÉORÈME 5. — Soit V surharmonique dans û et e Wfc^Q) ;
^i V ouvert (x) e5< ^eZ çu^ cocu, la solution H^ c?u problème de
Dirichlet dans (o, po^r la donnée V sur ÔOD, est la solution L^
ok Lu == 0 rfans <o telle que V — L^ e W^co).

Soit d'abord V localement bornée dans Q : en reprenant
la suite régularisante pp de la démonstration précédente, on
a H^p^ = L^p^ pour p assez grand, H^p^ -> H^ dans co et,
pour une suite partielle p', L^p . —> L^ p.p. dans œ.

Soit maintenant V quelconque : si V^ == inf (V, n), on a
H^ = L^; la suite V^ étant croissante, H^ ~> H^ dans co.
II suffit alors de montrer que V^ —> V dans W^^ù)), et cela
résulte de grad V^ -> grad V en tout point où V est fini,
c'est-à-dire p.p., joint à jgrad VJ ̂  Jgrad V|.



222 ROSE-MARIE HERVÉ

6. La plus grande minorante harmonique d'une fonction surharmonique
dans ti et e W^2^).

Soient une fonction V surharmonique dans Q et une suite
croissante d'ouverts co^ c o^ c Q dont la réunion est Q : la
suite H^11 est décroissante et sa limite h est harmonique dans Q
ou — oo. Dans la première éventualité, V admet une plus
grande minorante harmonique dans Q qui est h : en effet,
V ;> Hy11 dans o\ pour chaque n entraîne V ̂ /i dans Q et,
si A' est une minorante harmonique de V dans Q, on a A' <^ Hy"
dans ojn pour chaque n, donc h' ̂  h dans Q.

THÉORÈME 6. —- 5i V est surharmonique dans Q et ^ W^Q),
aZors V admet une plus grande minorante harmonique dans Q,
qui est L0.

On reprend la suite co^ ci-dessus : pour chaque n, Hy» = Ly"
dans co^ ; quand n —> + oo, H^» tend en décroissant vers h
et L^" prolongée par V dans Q — OD^ a pour limite faible L0

dans W^^û). Par suite, pour tout ensemble mesurable
E c E c Q , j h dx = j L0 àx\ alors h est harmonique dans
Q et égale à L0.

COROLLAIRE 1. — iSoit V surharmonique dans û et e W^^û) :
alors V est un potentiel dans Q si et seulement si VeW^Q).

COROLLAIRE 2. — Soit V surharmonique dans Q et e W^Q) :
pour tout ouvert co c co c Q, îa pîus grande minorante harmonique
de V rfans co est H .̂

Remarque. — Dans l'axiomatique de M. Brelot, cette dernière
propriété n'est pas vraie pour V et o) quelconques; elle est
vérifiée pour V localement bornée dans Q, moyennant l'axiome
D, qui est d'ailleurs satisfait ici. Il suffit en effet de le vérifier
pour les potentiels dans une boule (de diamètre <^ 1 si n === 2),
en utilisant la double inégalité (1) à la fin du n° 1 et un énoncé
de G. Choquet [2] sur le principe du maximum « X-dilaté ».
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