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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES CORPS ABELIENS ABSOLUS
DE DEGRE PREMIER IMPAIR
par Jean-Jacques PAYAN

Introduction.

J’ai entrepris le travail qu1 suit, aprés avoir lu le mémoire
d’Albert Chéatelet [2] consacré aux corps abéliens de degré 3.
J’en ai d’abord étendu les résultats aux corps abéliens absolus
de degré 5, [10], [11] et ensuite aux corps abéliens absolus
de degré premier impair.

Certains des résultats obtenus étaient déja connus, mais
comme conséquence de la théorie du corps de classe. Les
méthodes que j’ai utilisées ici sont plus élémentaires et per-
mettent une exploitation numérique plus poussée pour les
corps de degré [, tels que le corps des racines l* de l'unité
soit principal.

Dans le premier chapitre, aprés avoir rappele quelques
résultats sur les corps circulaires, je précise la formation
des idéaux essentiels définis par Albert Chatelet [3].

Dans le second chapitre, j’associe a chaque polynéme
abélien de degré premier I/, deux (I — 1)-uples de parameétres
non indépendants (éléments conjugués du corps des racines
== de I'unité), le premier étant attaché au corps algébrique
engendré par les zéros d’un tel polynéme. La détermination
des polynémes abéliens de degré [ impair se raméne au calcul
d’un déterminant d’ordre I, calcul que je méne a son terme
pour [ =3 et I =5.

Le troisitme chapitre traite des entiers des corps abéliens
de degré premier: aprés avoir mis en évidence des bases
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d’entiers privilégiées et avoir étudié le groupe multiplicatif
des matrices unitaires qui permettent de passer des unes aux
autres, on peut calculer le discriminant d’un tel corps et le
nombre de corps abéliens de discriminant donné.

Le quatriéme et le cinquiéme chapitre sont consacrés a
I'étude des idéaux d’un corps abélien de degré premier. Je
précise d’abord, & 'aide de la composition des corps de discri-
minants premiers entre eux, dans quels corps circulaires est
contenu un corps de discriminant donné. J’étudie ensuite la
décomposition des idéaux rationnels dans un corps de degré
premier et je donne enfin une démonstration élémentaire
de la loi de réciprocité.

Dans le dernier chapitre, je me suis intéressé a la construc-
tion des corps abéliens de degré premier sur le complété par
la valeur absolue p-adique du corps des nombres rationnels.
LA encore, on peut obtenir des résultats numériques assez
précis.

Qu’il me soit permis de dire ma gratitude au Professeur
Frangois Chéatelet pour I'attention et la bienveillance avec
lesquelles il a suivi la progression de ce travail et pour les
nombreux conseils et encouragements qu’ill m’a prodigués;
de dire également mes remerciements au Professeur Charles
Pisot : aprés m’avoir communiqué son goiit pour la Théorie
des Nombres, il n’a cessé de m’encourager aux différentes
étapes de cette étude.

Que les Professeurs Paul Dubreil et Jean-Pierre Kahane
qui ont bien voulu faire partie du Jury, et pour ce dernier
choisir mon second sujet, trouvent ici I’expression de ma recon-
naissance.

Je dois aussi remercier les membres du Comité de Rédaction
des Annales de U Institut Fourier d’avoir accepté ce mémoire.
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CHAPITRE PREMIER

CORPS CIRCULAIRES ET IDEAUX ESSENTIELS

On notera dans ce qui suit, C(m) le corps circulaire engendré
par une racine primitive m* de l'unité e. On sait que e
est zéro d’un polyndéme a coefficients entiers, normé, irréduc-
tible sur le corps Q des nombres rationnels. Le degré de ce
polynéme est égal a ¢(m).

Les ¢(m) éléments du groupe de Galois G(m) de C(m) sont
les ¢(m) automorphismes notés [i] et définis par I'égalité
[{)f(s) = f(¢") (i mod m, premier avec m)
~ Si ae C(m), on notera a; son conjugué [¢]a.

1. Propriétés arithmétiques de C(/).

1) Idéaux premiers de C(l). — [ premier, impair.

Les 1déaux premiers apparaissent quand on cherche a décom-
poser les nombres premiers naturels dans le domaine des
entiers de C(l). Nous rappelons les résultats suivants [8] que
nous utiliserons dans la suite de cet exposé:

Si p désigne un nombre premier naturel et f I’exposant
minimum tel que p/ =1 mod !, f divise I — 1. De plus, I'idéal

(p) se décompose en e =

de degré f: f
(P) = PPz ... Y.

S1 F désigne le groupe de décomposition des p; et G un
ensemble de representants des classes du groupe quotient
G())/F, on peut écrire:

1idéaux premiers distincts

=1 ».

i'eG
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L’idéal (1) est totalement ramifié, (I) = [~ avec [ = (1 —¢),
[ est encore un 1déal du premier degré.

Nous savons que les idéaux de C(I) ne sont pas forcément
principaux. Cependant I'indice 2 du sous-groupe des idéaux
principaux dans le groupe multiplicatif des idéaux d’un corps
algébrique est fini [8]. Le nombre de classes A d’un corps
circulaire C(l) se met sous la forme h = hoh, ou hy désigne le
nombre de classes du sous-corps réel maximum de C(l) et
h, un nombre entier naturel. On montre [4] que h; =1 si
3<LI<19 et que by >1 st 23<C1<100. En outre les
majorations classiques du nombre de classes d’un corps de
nombres algébriques [5], [12] entrainent hy =1 s1 3 <1 < 19.
On en déduit que C(I) est principal s1 3 << I1<19 et ne lest
pas si 23 < 1 << 100.

2) Congruences dans C(1).

L’ensemble des entiers de C(I) est réparti en N(m) classes
par la congruence modulo un idéal entier m. En particulier
s1 m est un 1idéal premier du premier degré, nous remarquerons
que tout entier de C(l) est congru modulo m a un entier
rationnel. Plus généralement si n est un entier rationnel et
p un 1déal premier, la congruence

n=0 mod p équivaut a n =0 mod N(p).

Le nombre des classes mod m premiéres avec m est égal a
¢[N(m)].

3) Unutés de C(l).

Les unités de C(!) forment un groupe multiplicatif avec

un nombre fini de générateurs.
Les unités de C(l) s’écrivent de fagon unique sous la forme :

u = (— 1)memEpky ... ke

[ %1, &, ..., 5 unités fondamentales
l—3
= » ny mod 2
ou 1 2 1
n, mod !
\ I'1, 72, - .., Iy entiers rationnels.

Si on note Cy(l) le sous-corps réel maximum de C(l), E le
groupe des unités de C(l), U le sous-groupe des racines [*™ de
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I'unité et E, le groupe des unités de Co(l), I'indice [E: UE,]
est égal a 1 [5]. Ceci revient & dire que ’on peut choisir comme
systeme d’umtés fondamentales des unités fondamentales

de Co(0).
Ezxemples :
— Pour I = 3 les seules unités sont les racines sixiémes

de 1.

— Pour ! = b toute unité est le produit d’une racine dixiéme
de 1 par une puissance entiére de g + &,

— Pour !l = 7 le corps C4(7) est un corps abélien de degré 3
dont les unités s’écrivent comme produit de puissances
entieres de deux des zéros du polyndéme 2* —a2? — 2z 4 1
ou encore de deux des 3 nombres & + ¢, €, + &5, €3 + &4 [2],

[6].

2. Idéaux essentiels de C(J).
1) Définition.
Nous appellerons essentiel [3] un idéal m qui vérifie les
deux conditions :

‘1. Pour tout i le produit mim; est une puissance entiére
d’exposant ! d’un idéal n, ;. :

mi i—l - nll,i'
2. Les idéaux m; et 1, ; sont principaux.

2) Caractérisation des idéaux essentiels de C(l).

Etudions d’abord les conséquences de la premiére condition.
Tout 1déal d’un corps algébrique est produit de puissances
d’idéaux premiers, nous désignerons par facteurs simples les
produits de ceux de ses facteurs qui divisent un méme nombre
premier naturel. Pour qu’un 1déal vérifie la premiére condition,
il faut et il suffit que celle-ci soit vérifiée par chacun de ses
facteurs simples. _

Soit alors p un nombre premier naturel congru & 1 modulo /;
notons P le facteur simple correspondant avec

p—1
P =TT
i

i=1

les p; étant des idéaux premiers du premier degré.
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Pour que P vérifie la condition (1), il faut et il suffit que
th(t) = a mod l. En effet, exprimons que P{P7! est une puis-
sance [#me;

PJP Tl = lI pJ"(')> ([[1 p;"(‘)> — lfll PIRO—G)

\i=1 i=1
la premiére condition équivaut donc a:
Jh(¢) — h(zj™*) = 0 mod ! vi et Vj
cela entraine en prenant j =1i:
th(i) = k(1) mod L

On voit immédiatement que cette condition nécessaire est
suffisante.

Soit maintenant p un nombre premier naturel, différent
de [, et incongru & 1 modulo . Le facteur simple correspondant

s’écrira :
P = I
i'eG

ou G désigne un systéme complet de représentants des classes

de G(})/F, F étant le groupe de décomposition des p;. Dési-

gnons par J, un élément de F autre que 1, il existe certaine-

ment puisque les py sont de degré supérieur a 1.
Appliquons la condition (1) pour I'indice j,

— p{.le — (H M.h(i')) (l];EIG W}},“") — H pg}u—l)h(i')

i'eG i'eG

=n,;, <> (Jo—1h(E')=0mod I v

D’apres le choix de j, cette condition équivaut a ~(t') = 0 mod 1
soit encore P = P..

Si p=1l, P=L=(1—¢)" et L vérifie la condition (1)
si et seulement s1i A=0 mod [

En rassemblant ces résultats et en numérotant convenable-
ment les idéaux premiers du premier degré, nous voyons qu’une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un idéal m de C(J)
vérifie la condition (1) est qu’il se mette sous la forme:

-1
— ol T wimth@) y/imth'@ i)
m=n' ]| pi® O
i=1
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avec h(1), h'(1), ..., A1) =0 mod I. On peut mettre m
sous une forme plus simple en remplacant p* par p&uqy— (ce
qui revient a indexer différemment les p¥)

-1
m=n']]a
i=1
ou a; est un produit d’idéaux premiers du premier degré tel
que N(a;) soit sans facteur carré et premier avec ! et ou *
est défin1 par:
1.0 =1mod!
31 <t p—1L

Etudions maintenant les conséquences de la deuxiéme
condition.

Soit p=1 mod ! un nombre premier naturel et p;, ses
diviseurs premiers dans C(l). On note w une racine primitive
zdelap—1
ind zmod p—1
défini & l'aide d’une classe primitive gmod p par:

p*™ de l'unité et 7 =) m”e"‘”% ou ind z est

&z

z=g"* mod p

v appartient a priori au corps C(p, l) composé de C(p) et C(!),
nous pouvons cependant énoncer [3]:

6 = 7' est un entier de C(l), I'idéal (0) est essentiel et égal
a 'un des conjugués de I'idéal

{—1 "
a =i[=[1pg.

Nous appellerons formellement essentiel un idéal qui vérifie
la condition (1) et facteur banal d’un idéal formellement
-1
essentiel m = '] af" lidéal n'.
i=1
Le théoréme précédent montre que tout idéal formellement
essentiel sans facteur banal est essentiel.
-1
Si m=n']] a est un idéal formellement essentiel nous
i=1 -1
venons de voir que [] ai* est un idéal essentiel, pour que m

i=1
soit essentiel 1l faut et il suffit donc que n' soit essentiel,
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c’est-a-dire que n soit principal. Compte tenu de la propriété
[3]: s1 la puissance l*™ d’un idéal n est un 1déal essentiel,
cet 1déal est principal; nous pouvons caractériser les idéaux
essentiels de C(l).

TutoriME 1. — Pour qu’'un idéal m de C(l) soit essentiel,
il faut et il suffit qu’tl puisse s’écrire sous la forme:

-1
m= ()\l) H af:‘

A étant un élément de C(l) et a; un produit d’idéaux premiers
du premuer degré tel que N(a;) soit sans facteur carré et premier

avec 1. -1
Un idéal essentiel de la forme [[ ai* sera appelé canonique.
i=1
Cas particulier. — L’étude que nous allons poursuivre se

simplifiera notablement dans le cas ou C(l) est 4 idéaux princi-
paux. Les 1déaux @; sont alors principaux et on définira des
(I— 1)-uples canoniques d’entiers conjugués de C(I):

DeériNiTioN. — On appellera (I — 1)-uple canonique de C(l)
un ensemble de | — 1 entiers conjugués premiers entre eux

llotrs @2y .., %pl|| de C(I) tels que N(a;) soit sans facteur
carré et sans facteur commun avec l.

Les résultats obtenus ci-dessus montrent que les bases d’un
idéal essentiel canonique sont les entiers associés &

al*, o2, ..., a¥3V". Tout idéal essentiel s’écrira alors sous
la forme :
-1
m= <)\’H a:.‘>.
i=1
Ezemples. — Les 1déaux essentiels de C(3) sont engendrés

par les nombres de la forme A%a ol [2].

Les idéaux essentiels de C(5) sont engendrés par les nombres
de la forme ASa odalaj.

Ceux de C(7) sont obtenus a partir des nombres Aa; ajagazadag.



CHAPITRE 11

CONSTRUCTION DES CORPS ABELIENS DE DEGRE
PREMIER / IMPAIR '

1. I-Uples d’éléments conjugués irrationnels.

Soit K un corps abélien absolu de degré premier I impair.
Le groupe de Galois de K est isomorphe au groupe des per-
mutations circulaires de [ éléments. Nous supposerons que les
éléments 6, d’un l-uple de conjugués irrationnels de K sont
numérotés modulo ! de facon que les automorphismes de K
notés 1, o, ..., o' satisfassent aux équations:

ch(eu) = eu+h-
Nous utiliserons dans ce qui suit les résolvantes de Lagrange :

6—m,—,—i= 2 etjeu+t'

t mod |

Ces résolvantes appartiennent au corps f composé de K et
de C(l). £ est un corps abélien absolu de degré (I —1), [1]
et si P(0,, ¢) désigne un de ses éléments on pourra noter [j]o"
(7 premier avec ! mod ! et A mod /) ses automorphismes avec

Iégalité :
[]]Gh(P(emE)) = P(eu+h’ E.I')'

Pour qu’un élément A de f appartienne a C(l) (resp K)
il faut et il suffit que o"(A) = Avh (resp [J]A = Avj).
Remarquons enfin que:

[kT0u,; = Bus

rp  — Vot —_ t'—h
g eu,j - 2.1 gj eu-}-t-Hl - E €j eu+t'
¢ mod | t'=t+h
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ce qui entraine:
h — 0 — e—h
c 0u,J - eu’Hl.j =g Ou.]'

Tutortme 2. — Si {0,} est un l-uple de conjugués irra-
tionnels de K, le nombre 6, ;' appartient ¢ C(l), ce n’est pas une

putissance l*™ exacte dans C(l), c’est une base d’un idéal essentiel
m; et il existe A;e C(l) tel que:

6_11_j _6;: = )\j)\l—j PiD2 - - - Pa

les p; étant des entiers premiers deux a deux distincts tels que
pi=1 mod L

Démonstration. — On peut écrire :
" e_u“;l — (G.h 6:’})1 — <sl—h 6;)1 — 6:;1

ce qui montre que 0,,eC(l). Montrons alors que I'idéal
principal (8, ) = m, vérifie la premiére propriété des idéaux
essentiels :

m}mﬁl = (Ou,}“ N ij—l) — (eu,]t Ou,ij.—l)'
mais 0, ; 0, ;2 eC(l) car les automorphismes o* le laissent
invariant, les conditions (1) et (2) sont donec vérifiées.

0, ;) n’est certainement pas une puissance [“™ exacte dans
C(l) sinon 6, ;e C(l)V; <= 0, C(l) et I'intersection de K et
de C(I) ne se réduirait pas & Q ce qui est impossible en raison
des degrés respectifs de K et de C(I).

On peut écrire :

S =1

6o = 04) I o
Supposons que N(a;;) = pp; ... p. et notons P, le facteur
simple de p,, nous avons vu que ce facteur simple est un idéal
ayant pour base une puissance [“*mt}; d’un élément de C(l, p,).
On peut écrire:

r
., = ued’y [1 =i
k=1
ou u désigne une unité réelle de C(I).
On en déduit:

r

O0,s 0n,— )/ = W (NN ) 1T (== po)f

k=1
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mais 0, 0, ,_; appartient a C(l) donc u* est une puissam,e
[®m exacte, ce qui est également vral pour u et on peut écrire :

6, = eJ)‘j]] Thi = EjAjHL

k=1

en remarquant que 0,,0,, ; est un nombre réel positif on
en déduit que:

6:—;6:—1—:1 = 7\1)\1—/1)1}72 v+ Pn-

Dans le cas particulier ou C(l) est a 1déaux prln(npaux iy
s’exprime simplement a l'aide des (I — 1)-uples canoniques :

-1

J— i*
wy =11 af;
i=1
La réciproque s’énonce de la facon suivante:

TutoriME 3. — Si m; est un idéal essentiel de C(l), on peut
en choisir une base X,y., non puzssance li#me exacte dans C(I)
qui vérifie

AL oy = A pipe - - pa)

ou A désigne un élément du sous-corps réel de C(l). A chaque
base de m; satisfaisant a la condition précédente et a chaque
nombre rationnel s correspond un l-uple de conjugués irrationnels

d’un corps abélien K de degré | sur Q, de trace s, tel que

0., = A
Démonstration. — Nous avons vu que tout idéal essentiel m
est de la forme:
(-1

= ) [T ot

i=1

Si C(l) est a idéaux principaux on pourra choisir comme

-1

base: A\ || « ou a; est un entier base de a;, elle répond bien
i=1 -1

a la condition puisque H @ = pypPs ... p,. Dans le cas ou m

est I'1déal unité de C(I ) ou un 1déal essentiel banal on choisira
k=&
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Dans les autres cas on peut écrire :

n -1
m = (A) [T TT pi
k=1i=1
-1 . .
Nous avons vu que [[pi, est un facteur simple dont une
i=1

base est un conjugué de 7, élément défini & partir de C(l, p,).
Par ailleurs t/.[l —1] (1)) = == p4, la base Ae. obtenue en

posant u = [] 7/ satisfait donc 4 la condition
k=1

AN ;= A'pips ... pa

et ce n’est pas une puissance [*™ exacte.

Désignons maintenant par r un élément défini modulo !
qui engendre le groupe multiplicatif modulo I.

(Alw,) étant essentiel, la premiére propriété entraine ﬁf)

est puissance [*™ d’un idéal principal de C(l) ce que 'on peut
écrire :

—P'—,'; = ¢"uA! ol u désigne une unité réelle de C(l). On en déduit :

Prr

i1 , ‘
égalités montre que u est une puissance [*™ exacte dans C(l)
et on peut le faire entrer dans le terme Al

= ¢~PuAl . le produit membre & membre de ces deux
=hy Al 1 duit b bre d d

Montrons que A= 0 mod [, nous pouvons écrire :

B — g
P.r
—pl’- - Ethf.s
P

i e MBL
Popt-2
d’ou 1l résulte:

-1 -3, . 1-3. (-3
Bt = e [BIBE L B!
(J.

. R -1
mais [u-1 = {1 entraine que !

— est une puissance [*™ exacte
’J.T
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dans C(l). On en déduit que:

hr'=%1—1) =0 mod !
donc h=0 mod L
r rn—l rn-! r ' o
L’égalité <—E'-> : (-E'—'—> St ® Galable pour tout
m e B

.
entier n, montre que si ‘— est une puissance [*™ exacte dans

C(l), 1l en est de méme pOl:r—‘:%Vje 1,2, ..., 1—14.

Considérons le corps f obtenu par adjonction a C(I) des
racines [*™ de A'y, d’aprés ce qui vient d’étre dit f contient
également les racines [*™* de Ajw; pour tout j. Notons enfin
W 1, O3 1, - .., Wy 1 les racines [*™ de A'p avec w, ; =0, ;.
®o,; est un élément primitif de f relativement a Q et f est
abélien relativement a C(l). Les automorphismes de f rela-
tivement a Q substituent & wg ; les racines I*™ des 7\,51.1

Notons ¢ l'automorphisme qui substitue w;; & w, ;.

o(A) = o(wg,1) = (¢7'wy,,)' = X' montre que ¢ laisse inva-
riant I’élément primitif A'w de C(I), donc C(l) tout entier. Il
en résulte que ¢".wy, = W, ;.

Soit alors ®; une racine I*™ de Aju; nous savons que »; = Awj} ,
avec AeC(l) donc ow; = g.A.ow}, = ¢Vw; Considérons
maintenant les | automorphismes de f qui substituent a w, ,
une des racines [*® de A/A;, la restriction de ces automorphismes
a C(!) coincide avec [j], notons-les provisoirement ¢;, @, . .., ¢;.
Nous remarquerons que ¢, = a™g,, ..., ¢, = o™, et que
ces automorphismes commutent avec les puissances de o,
leurs puissances (I — 1) sont donc deux & deux distinctes
et font correspondre a w,; des racines l*™* de

)\}-1..1(.1. i1 = llp.,

I'une de ces puissances (I —1)* est donc ’automorphisme
identité, notons [j] le ¢; correspondant et posons w, ; = [j]w, ;-
On voit alors que f est un corps abélien absolu de degré
r—1).

Les nombres 6, = —%— ( S o, + s) appartiennent au sous-corps
J

K réel de degré [ et forment bien un l-uple de conjugués irra-
tionnels de trace s de ce corps.
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CororraIrRE 1. — Pour que deux l-uples |0, ||9|| ordonnés
appartiennent 4 une méme extension abélienne de degré 1

0 !
de Q, il faut et il suffit que le quotient 0—"Ll soit une puissance
l#me ezacte dans C(l). B,

CoroLLAIRE 2. — Pour qu'une base de m soit puissance
¥ d’une résolvante de Lagrange d’un l-uple de conjugués
irrationnels d’un corps abélien de degré 1 il faut et il suffit qu’elle
soit de la forme:

UM ot u désigne une unité réelle et qu'elle ne soit pas
puissance *™ exacte dans C(l).

Cette propriété résulte immédiatement de la condition
nécessaire :

eu’j eu,[_j =5 lel—jplpz Y pn'

2. Ordres compatibles avec les permutations circulaires.

Nous avons choisi au départ une numérotation des 0, telle
que les automorphismes de K correspondent aux permuta-
tions circulaires des u, quelles sont les numérotations qui
conviennent?

‘Soit ¥ 'automorphisme de K représenté par la permutation
o: o(8,) = 0,4, dans la numérotation initiale. Nous voulons
que X soit encore représenté par une permutation circulaire
dans la nouvelle numérotation 0. Ecrivons de deux fagons
différentes I'image de 6, par X dans la nouvelle numérotation :

¥(8,) = 0.0 et supposons que X est représenté par la per-
mutation circulaire ¢" dans la nouvelle numérotation

= °?c<u) = ea";(::) <> ¢o = ao’p.

On peut supposer en multipliant éventuellement par une
permutation circulaire que ¢(0) = 0 nous en déduisons:

7a(0) = 9(1) = *(0) = h
supposons que :
¢(n) = hn mod [

nous en déduisons:

¢o(n) = o"(hn)=hn + n = ¢(n + 1)
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donc :

e(n+ 1) =h(n + 1) mod !

i

cela entraine ¢(n) = hnv¥n. Cette nouvelle numérotation est
évidemment une numérotation telle que X soit représenté
par une permutation circulaire.

Il y a donc I — 1 fagon d’ordonner convenablement 4 une
permutation circulaire prés les l-uples de conjugués d’un

corps abélien K de degré L.

TutorEME 4. — St ¢ est ure permutation des entiers modulo |
correspondant & un ordre compatible avec les permutations
circulaires <=> g(u) = hu mod [ alors:

— = {
9?(u)_j = Ou,h*j .

Nous pouvons écrire :

e‘r(u).l Z ev(u+l)€' = 2 ehu+m€

d’ou on tire:

6 HON B tEt ehﬂ-i't'eh*,l = ehu h*je

On en déduit bien que:

l ! {
0 .. = Ohuney = O ey
En rassemblant les résultats qui précédent nous pouvons
énoncer :

TutortME b. — St K est un corps abélien de degré l et st ses
l-uples d’éléments conjugués irrationnels sont ordonnés a une
permutation circulaire prés il leur correspond un idéal essentiel
canonique, st on change Uordre des l-uples on obtient les idéaux
essentiels canoniques conjugués.

Réciproquement & un idéal essentiel canonique non banal
(cf. Chapitre 1, § II) correspondent ! corps K avec des l-uples
ordonnés i une permutation circulaire prés. A ses conjugués
correspondent les mémes corps K mais des ordres différents
pour les l-uples de conjugués. A I'idéal essentiel canonique
banal : idéal unité ne correspond qu’un corps abélien de degré [
avec les différents ordres possibles.

La correspondance est l'association a I ensemble des

uissances [** des résolvantes de Lagrange 8, ; d’un corps K
P grange Yy, ; P
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-1

du facteur canonique [] af° de I'idéal essentiel contenant les
0, ;. =

Le théoréme résulte alors des corollaires 1 et 2 et du fait
qu’'un idéal essentiel canonique non banal ne posséde que
[ bases a4 une puissance [*™ prés qui satisfont aux conditions
du théoréme 3. Si @ en est une, les autres sont

fepli=1,...,1—1.

Les bases de I'idéal unité qui conviennent sont & un facteur
puissance [*™ prés: g, €, ..., €.

3. Polynémes abéliens de degré premier impair /.

Dans la construction des polyndémes abéliens de degré [
nous devrons distinguer deux cas suivant que les i1déaux de
C(!) sont tous principaux ou non, la premiére éventualité
se prétant a une étude plus précise et a une exploitation
numérique éventuelle.

1) C(l) est & idéauz principauz.
On peut alors définir des (I — 1)-uples canoniques (cf.

=1
Chapitre 1) et les idéaux essentiels sont de la forme (7\‘ 1] e >'
-1 i= /.
la base A']] « satisfait aux conditions du théoréme 3 car
i—1 i=1

-1
Ilei=pips --- pa et & + (I—1i)* = 1. En outre [[efj=¢}?

i=1 i=1
ce qui montre que toutes les bases d’un idéal essentiel qui
satisfont aux conditions du théoréme 3 sont de la forme

-1

l i*
A III az; .

=

Nous désignerons encore dans ce qui suit par r un élément
dont la classe modulo ! est primitive dans le groupe multipli-
catif des classes modulo I.

0, ;90

Lemme 1. — Les éléments 0,0, ,_; et —“Le%“_l‘—‘ ou 1£j
. 0, . u,j
sont des monémes en 0, j,’ et —2i—.
u, rj’

Nous avons déja montré (Chapitre 11, § I) que les éléments



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES.CORPS ABELIENS ABSOLUs 151

b 0, .
—"’—"L sont des mondmes en 0,“ ) Juil 31 suffit de remarquer

u!j u, rj'

Bl pour démontrer le lemme.

i—1
LemmE 2. — Si 6, /) = A} H ali alors
i=1

0 0 w i J_l -1 k‘_+[&$.L_J)J__(luLL VL,]
BT — H %k )
0, ; et 1=~ .
- = 0, " ri-1 nit=(r)
En effet 6, ;) = kj’H ;. entraine %L = ’ e

i=1 ) u, rj "J i=1

e—lr
égalité obtenue en prenant une racine /™ de —%L-.

- On en déduit: 0,,, rj
9 T (-1 =

Zu,j a N l
=[] ay
0u rj )\rj i=1
6;:—1" enr h H r‘_lrr :
—_ = &rij
Ou, ,.lj r J i=1
Buris) N
Jwrtl) o gnrl-e Ar22j H [y ¢
0,,' rl=1; r=1j i=1

En combinant ces égalités on obtient

rrl—l e - 1ty g1 —1 rl‘c_(l,-t‘-)t
e en ) = g )\.I [ ij atr} o ar“’ij)

9,,. i1 =1

r'=1— 1 est un multiple de [, et le membre de droite est néces-
-1

sairement une puissance entiére de A}[]«f on en déduit
B i=1

a,t vu, j—1i

n=0mod 1. Le lemme 1 entraine que est une
u,J
expression rationnelle en 7\1, et af}, ce qui précise laquelle
Bui' -0,

des racines lé™ de —“'—IL— il faut choisir. Notons f3; ; cette
a,j
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racine [*™ et posons m = a,&, ... &, nous pouvons démon-
trer le:

TrtorkME 6. — Le polynéme abélien dont les racines 9,
-1

de trace s vérifient 8, ;) = A\, [] «) s’écrit:
i=1

— (lz —s) 1 1 1 e 1
MA_ym — (lz—3) Br,2 Bl,:! cee B1,1-1
A = )\3)\[._2’" B'g'l -— (lfl: _— S) B‘z’:; PP 52,‘[—1
7\:—1_.7\1”‘ Bl——.l,l 3.1—1,2 Bz;x,s - (l‘”—“ s)
Démonstration. — Nous pouvons écrire :

Wy —s =81+ Ba+ -+ 4+ 0,14
et (10, —3)0u1—9u19u1+9u39u1+ +6ul—leuj
= Br1ts0nrss + BrawsOuasy + - A m
le systéme:
— (0, —s) + 01+ 0+ 0, 1=0
7§17\,_1m— (18, —s) E + Bl,zeu—,z + o+ 31,1—16:,: =0

\ kl—l)‘lm + ﬂl—l,l W,l + R (leu - 3) eu,l—l =

admet la solution non banale 1, 8,4, 0,3, ... 0, ,_; et le déter-
minant associé est nul.

Pour vérifier que le polynéme obtenu en développant le
déterminant est a coefficients rationnels il suffit de montrer
que [r]A = A.

Numérotons les I lignes et colonnes du déterminant de
0 a I—1, les nombres 3;; sont alors situés dans la ligne et
la colonne qui correspondent a leur indice. Posons en outre
Bio = Ahi—impaty ... 0.

[r]A se déduit du déterminant initial en remplagant §; ;
par [r]B; ; mais la définition de §; ; montre que [r]B;; = B, ..

Notons 7#* la permutation des lignes et des colonnes du déter-
minant qui fait correspondre a I’élément B; ; I’élément de la
ligne r*i et de la colonne r*j (mod ).

#*A = A car la signature de cette permutation produit de’
deux permutations de méme parité est égale a -+ 1. Dans
cette transformation I’élément de la ligne ri et de la colonne
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rj (mod l) ira a I'intersection de la t*™ ligne et de la j*™ colonne,
ce qui entraine:

[F]A = #*A = A.

2) Les idéaux de C(l) ne sont pas tous principauz.

Il existe encore des (I — 1)-uples canoniques mais leurs
normes ne parcourent pas I’ensemble des produits, sans facteur
carré, de nombres premiers congrus a 1 modulo I. Si p,p, ... p,
est un tel produit et s’il n’existe pas d’élément de C(l) de
norme p;p; ... p, on ne peut pas déterminer explicitement

la valeur de —Q'i'l: a partir de celle de 6, ;. On pourra cependant

appliquer la méthode précédente qui donnera des polynémes
abéliens de degré ! a partir des (I — 1)-uples canoniques mais
nous n’obtiendrons pas tous les polyndémes abéliens de degré .
I1 sera toujours possible de déterminer les polyndmes abéliens
admettant comme racines des éléments conjugués du sous-
corps de degré I de C(l?), on prendra o; = ¢;.

3) Applications.
a) Les polyndmes abéliens de degré 3 sont de la forme [2]:

s — 3z 1 1
)\2
Xlxzalaz § — 3:17 ‘_1 az

Ay
A2
Mo, 2o s—3z
1
= (S —_— 3:17)3 b 3)\1)\211“2(3 —_— 3.’1:) —I" alag(xgaz + 7\2“1).
b) Les polyndémes abéliens de degré 5 sont de la forme [10] :
(5 — 5)® — bm(A Ay + Agdg) (B —s)?

—5m [i )\?)\3;&2;«4,-] (& — s)?
+ 5m [m(mz 4 A2 — AsAshehs)
— ﬁ ,x,.xg,.a,.ag,.%] (52 —s)
- ;l[i APagog03;
2

+ 5m'§ a0 (A AL — 7\3;'7\2;'7\4;)]- ‘
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CHAPITRE III

ENTIERS D’UN CORPS ABELIEN DE DEGRE PREMIER !/

Nous avons vu au chapitre précédent qu’un corps abélien
pouvait étre caractérisé par une base p; convenable d’un
1déal essentiel canonique.

Nous avons egalement montré que l'on pouvait choisir

B = €T i This - Thnins }es nombres 7; ; désignant des conju-

i—1

L)
gués des éléments 1, ; = Y ©%™ * (ind 2 mod p; — 1). On en
déduit : =

Pi—1 '

= Y 0% ™*modl
T=1

soit encore :

—
;= )Y ©®*modl, mais Y w*¥*=-—1
=1 T=1
entraine :

B == ¢; mod I

La donnée des restes == ¢, des nombres p; modulo / détermine
les restes des p; modulo (1 —¢).

Prorosition. — Si p; = =1 mod l la congruence
p;=E"mod (1 —¢)
est soluble dans c(.
St py==Feumodl, k=0 mod!l la congruence
w, ="t mod (1 —¢)
est insoluble dans C(l).
Si p;==1 mod ! nous pouvons écrire :

w,==1+4+ el mod (1 —¢)
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ou e est un entier rationnel, on en déduit :

w—; =14 el mod (1 —e¢)*
ce qui entraine:

i ;=1 = 2el mod (1 — ¢!
mais nous savons que:

it j = (prpe ... pr)} avec p;=1 mod lvi

mais
pi=1mod =~ pi=1mod I? = p;,_ ;=1 mod 2.

En rapprochant cette congruence de I’expression du reste
de p;i,—; modulo (1 — €)' on en déduit que e = 0 mod ! d’on il
résulte :

;=1 mod (1 —¢)"
Sip;= ==¢; mod [, k== 0 mod [, la congruence p; =¥ mod !

-1
(et & fortiori mod (1 — ¢)) est insoluble, car si § 2 ag;,
-1

a; entler rationnel, & = 2 a'mod ! comme ¢ nest pas

congru a un nombre ratmnnel mod ! on en déduit que la
congruence n’admet pas de solution dans C(l).

Les décompositions de (1 —e) dans f etde (I) dans K suivant
le reste de ¢; mod ! s’en déduisent [7].

TatorEME. — a) St ;=¥ mod (1 —e€)'*? est soluble dans
C{l) alors (1 —e) =1L, ..., dans L.

b) St ;=% mod (1 —¢)' est soluble dans C(l) sans que
la congruence précédente le soit: (1 —¢€) reste premier dans f.

c) Si p;=F% mod (1 —¢)' est insoluble dans C(l) alors
(1—e¢) =1 dans f. '

Les décompositions correspondantes de (I) dans K s’en
déduisent immédiatement :

a) (l> = [112 . e [l'

b) (l) premier.

c) () = (0)"
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1. Corps unitaires.

DeriniTioN. — Nous dirons qu’un corps abélien K de degré
premier | est unitaire si on peut le construire a aide d’un nombre
;=1 mod I

1) TatoriME 7. — Le l-uple de conjugués de K construit
avec ;=1 mod [, la trace s=1 et A\; =1 forme une base
des entiers de K.

Démonstration. — La congruence ;=15 mod (1 —e¢)
est soluble, (1 —¢) se décompose donc dans f de 'une des
deux fagons suivantes :

(1—E)=[1[2 ...[[

(1 —¢) = [ premier.
Les 0, sont déterminés & laide de 0,, = p;. Si (1 —¢)
est premier dans f
 X—1=0mod = X —¢=0mod (1 —¢)
mais comme g; = ¢; mod (1 — ¢), on voit que :
X—1=0mod !l <= X —¢=0mod (1 —e¢).
Si (1—e) =04l ...1

X—1=0modl=> X —¢=0mod [,
= X —¢;=0mod [V, et v,
on peut alors écrire que:

Xtl—1=0modl <> X —g=0mod (1 —¢).
Les entiers 0, ; (de ) vérifient donc 0, , =¢; mod (1 —¢)

on en déduit la congruence dans f:

-1 _
20,.;,+1=0mod (1 —¢)

Jj=1
-1
mais ), 0, ; + 1 = 16, est un nombre de K.
Jj=1
Si (1 —e) premier dans f: () =L = (1 —¢) et
10,=0 mod (1 —¢) =10, =0 mod L = (I)

et 0, est entier.
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St (1—e¢)=L4L ... [, alors
19, = 0 mod [,W¢ = 16, = 0 mod L,v¢
= 10, = 0 mod II] L, = ()

v=1
0, est encore entier.

Les 0, dont la trace est égale 4 1 forment évidemment
une base de I'espace vectoriel K sinon il existerait des p,
rationnels non tous nuls tels que:

i—1
2 Piou-f-i = O
=0
égalité qui serait vérifiée pour tout u, elle entrainerait alors :
eu 0u+1 DR 0u+l‘-
0, 0, . 0, - 22
:+1 +2 H s(pips ... p) 2 =0

Borics B ... Oupis

ce qui est impossible.
S1||0,/| est un l-uple d’entiers conjugués de K, nous pouvons
écrire :

Y pif.y: p:rationnel v;

i mod !

on en déduit :

'9—'11,—;'=E[‘: uti, j — ZP;

imod! i mod

soit encore :
{—1

Foy =8y 2 (pi—po)e7' =1, 0,

9, étant entier il en est évidemment de méme pour &, ;) = Al 0,
mais comme [&; est sans facteur puissance [*™ cela entraine
que A; est entier, les nombres p;—p, sont donc des entiers
rationnels et on peut écrire:

-1
B =po + g (pi — 20)0us;
1—1

comme &, et Y (p; — po)0,4; sont entiers on en déduit que p,
i=1

est également entier, comme p, était déja rationnel, on endéduit
que les p; sont tous des entiers rationnels.
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2) Bases normales d’un corps unitaire.

Pour qu’un l-uple de conjugués &, de K forme une base
des entiers de K(base normale) il faut et il suffit que la matrice
carrée M qui permet de passer de la matrice unicolonne (0,)
a la matrice unicolonne (¥,) soit de la forme:

ao al o o o al,._l
a_, ay e Qg
M=la., a4,

a  a ... q

avec a; entier rationnel v; et det. M = == 1.
Si N est la matrice obtenue en remplacant a; par b; on voit
que:

Co G oo Ci—1
G Co e Co

ol ¢_;4;= Y @_i+nbj—p. L’ensemble de ces matrices forme

3
donc un groupe multiplicatif abélien. L’étude des bases nor-
males se rameéne a ’étude de ce groupe.

Nous pouvons remarquer que :
-1
det M = (ay +a; + -+ + a,—,) jI_I [§ (ai—ao)5§]
detM ==+1

a; entier rationnel

a+a+ - ta,==x1

-1
2 (a,‘ e ao)elj = 11 unité de C(l).

i=1

la condition g équivaut a:

Remarquons que:

{—1

Tl‘o\j) =i§1(ao—~—ai) =lay—(ap +a, + -+ + a,_,)
) = Tr(A) ==%=1mod L

A une matrice M correspond donc une unité de trace congrue
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a =1 mod I Soit alors A;= bye; + -+ + b_.€/~* une
unité de C(l) telle que Tr(A;)) ==1 mod 1. :
La derniére condition équivaut a:

by + b+ - + by =1+ ml
On recherche des entiers rationnels a,, a;, ..., a,—; tels que:

a+a+ - +a, =11
a,-—ao=b,- VL=1, o l—1

les conditions posées montrent que:

@y =—m, a; = b;— m est la solution de ce systéme
d’équations.

La correspondance entre les matrices M et les unités A,
de trace congrue a =1 mod I est donc biunivoque. Cette
correspondance est un isomorphisme en raison de 1’égalité :

=1 v -1 ) -1 -1
<Z a,-s}) (-:;0 bi'E;> = 2 E;- E a,-b,_,-+,-~.

i=o0 =0 i=0
On peut voir directement que si « et § sont des entiers de C(!)
Tr(a) Tr(B) = Tr(«f) mod I

il suffit de remarquer que Tr(ea) = Tr(ax) mod ! et que
Tr(n ea) = n Tr(ea) si n est entier rationnel.

Pour obtenir toutes les bases normales d’un corps abélien
de degré I premier a partir de I'une d’elles il suffit donc de
connaitre le groupe multiplicatif des unités de C(l) de trace
congrue & =1 mod l. Ce groupe contient le groupe multipli-

catif des unités puissances 1émes exactes et les racines

2
[¥m= de I'unité 1l est donc isomorphe au groupe des unités de

C(b).

Exemples :

Pour ! = 3il n’y aura que deux bases normales 4 une permu-
tation circulaire pres.

Pour I =5, 1——%\—/—5 -
mentale, et le groupe des unités de trace congrue a —=1
modulo 5 admettra 1 —¢, —¢g; = (¢, + &)? comme généra-

— (g3 + &3) est une unité fonda-
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teur d’ordre infini, la matrice correspondante s’écrit :

1 0o —1 —1 0

0 1 0o —1 —1
—1 0 1 0 —1.
—1 —1 0 1 0

0 —1 —1 0 1

Pour I = 7 on peut choisir ¢, + ¢ et &, + &5 comme unités
fondamentales, et le groupe des unités de trace congrue
a =1 mod 7 admettra (g, + &) et (¢, + €5)® comme généra-
teurs d’ordre infini, les matrices correspondantes s’écrivent :

—1 2 —1 0 0 —1 2
2 —1 2 —1 0 0 —1
—1 2 —1 2 —1 0 0
0 —1 2 —1 2 —1 0
0 0 —1 2 —1 2 —1
—1 0 0 —1 2 —1 2

2 —1 0 0 —1 2 —1
et
—1 0 2 —1 —1 2 0
0o —1 0 2 —1 —1 2
2 0 —1 0 2 —1 —1
—1 2 0o —1 0 2 —1.
—1 —1 2 0 —1 0 2
2 —1 —1 2 0 —1 0
0 2 —1 —1 2 0 —1
2. Corps non-unitaires.
DeriniTioN. — Un corps abélien K de degré premier | est

non-unitaire s’il peut étre construit a Uaide d'un nombre

pj=c¢; mod ! avec 150 mod [.

Tatorkme 8. — Pour que le l-uple ||0,]| de trace s construit
avec M, soit formé d’entiers il faut et il suffit que les A; et s
sotent entiers et que A\; =0 mod I, s=0 mod I

Démonstration. — Cette condition est manifestement, suffi-
sante car

A; =0 mod =0, ; entier
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et
0, = 0 mod I'~=> 6, ;== 0 mod !
donc

A\

0= (Y0 -
. = T(E} aj T s) est entier.

Pour mettre en évidence que cette condition est nécessaire,
considérons :

P =]] (6,—0,—;) comme ocP =P ce nombre est un entier

rationnel.
Par ailleurs:

b buy = - (sl — ) 05l —e) oo+ B (L —er)]

ce qui entraine:
A s e
P = 1 l}(% eu.i(1 € ))
En développant ce produit on obtient :

P [B ) u—e

-1 o A
+ A + 2 eo.j"' eo, k,jn’ . e 00' krjn'(i_aj)"‘ .« o (1 E.kl‘")"r X
=1
! I X atke X uteeetk, X u
2 £ u€E, UEE, uEE, + ..

E, E,,.... E,

oun +ny+ - +n=1I0n>0 et oule signe Y signm-
EpEs-.E,
fie que 'on étend la somme aux partitions E;, ..., E, de

0, 1, ..., I —1} telles que £(E;) = n;, ou £(E;) désigne le
nombre d’éléments de E;.

- z u+ks z LR RREE o z r.l]
Lemme. — L’expression 3 ¢ % €= oaF
. . 1 Ee, ..., Ep .
est toujours rationnelle; elle est nulle s

ny + kyng + -+ + k.50 mod !

et congrue a 0 modulo I st ny + kyn, + -+ + kon,= 0 mod [.
Supposons n; + kyny, + -+ + k.n, = h == 0 mod [ et notons
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N(z) le nombre de partitions telles que :
Su+tky X u+t+ - +k Y u=imodl

uEE, uEE,; u€E,
alors N(i) = N(i)vi’. En effet, si on considére la partition
(E,, E,, ..., E,) et la partition G,(E,, E,, ... E,) obtenue en
ajoutant a chaque ule nombre ¢t mod [, G, matérialise une corres-
pondance biunivoque entre les partitions de « somme » ¢ et
les partitions de somme ¢ + ht = " comme 2 =£0 mod ! cette
derniére équation a toujours une solution = N(z) = N(').
L’expression totale peut donc se mettre sous la forme :

[ D adeetk, ]
Ltedet o +eaa]=0.
E,.- E,.

St ny + kyny + -+ + kon, =0 mod [ et si N(i) désigne le
nombre de partitions de somme :==0 mod [, désignons par
$(h=E 0 mod l) la transformation qui fait correspondre a la
partition §E,, ..., E/ la partition obtenue en faisant le
produit de w par h mod!l. La nouvelle partition aura une
somme égale & th mod [ et N( ) = N(th), la somme des termes
correspondant a des partitions de « somme » incongrue a 0
modulo ! est égale & — N(¢) et 1l reste CPoFF — (I — 1)N(7)
termes égaux a 1, Cf»FFr désignant le nombre de partitions
{E; ... E.}. 1l est évident que C/*™* =0 mod ! et il
résulte :

Cpv¥eBr — (] —1)N(Z) — N(t) = 0 mod L.
Remarque. — La condition n;, + kyny, + -+ 4+ kn, =0

est nécessaire et suffisante pour que:
O, ;" B0, o™ - -+ 0,1,y < C(0).

Exprimons alors que P est entier
-1
= N0,/ (1—e¢) =0 mod (1 —¢)
Jj=1
mais 0,,, = Aju; et A;=e mod 1 — ¢ avec e rationnel donc
A;=e mod L. "On en deduit :
1—1

1-1___
2O (1—¢)=e 2 g;(1 —¢;)' =0 mod /(1 —¢).

=1

.
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Etudions la congruence plus générale :
-1
e Y g;(1 —e)"=0mod (1 —e¢)™
Jj=1

. . . /1
avec n entier rationnel mais <——-l> =14 ¢4 -

1—

et la congruence équivaut a:

-1
ey egl4+e+ - +¢4)"=0mod!

j=
-1

R ol T

soit encore: e 2 7" =0 mod I mais Z j":;5=0 mod ! donc

=0 mod l. On en déduit donc que )\‘ =0 mod (1 —¢)¢?
donc 0, ; =0 mod (1 — ¢)"“~® ce qui entraine 8,,=0 mod [

dans f et comme 0, est supposé entier avec

-1

0, =20, +s=>s=0mod [,
Jj=1

s étant un entier rationnel, on en déduit s=0 mod l.

s 1 —
(e —T)= 7 (50)
est alors entier.
Il nous reste a étudier I’expression :

1 -
Azl_l];I?eo:jsf—

de la méme facon que précédemment on peut écrire:

-[Z u+ks 3 u
[2901+2 Z eoj eok &j e uek

E; Ee

14

posons A; = (1 —¢;)'"2A) avec A; entier. Pour que A soit

entier il faut et il suffit que:

3 AL — €)= 0 mod (1 — )¢~
7

Comme précédemment on en déduit :

A;=0mod1—e=2;=0mod (1 —¢e)1=L
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CororLLAIrE. — St ||0,]| désigne le l-uple de conjugués obtenus
avec hj =1, ; et s = 0 les entiers {1, 0,44, ..., 04,3} forment
une base des entiers de K.

K n’admet pas de base normale puisque la somme d’un
l-uple de conjugués entiers est congrue a 0 modulo .

L’ensemble {1, 0,45, ..., 0,4.y{ forme évidemment une
base de I’espace vectoriel K. En effet, s’1l existait une relation
linéaire a coefficients rationnels entre ces éléments on pourrait
écrire :

a, + 2 aieu-{»i =0,

relation vraie pour tout u.
Ces relations entraineraient alors:

1 6, 0, ... 0

1 6, 65 ... 08

1 6 6 ... . |=0

16, 6 By

-1 _
mais ce déterminant est égal a [] 0, ; et son égalité a zéro est
impossible. /= :
Posons

-1
’S‘u =a, + 2 ai0u+i

i=1
et supposons que &, est un entier.
S =00y (e + ae® + -+ ay &) =0,y v,
On en déduit:
q !
B, = wlv;

nous venons de voir que 3, entier entraine lv; est un entier
de C(!) congru a 0 mod ! <=~ v; est un entier de C(!)

=lesg 1 <1<l —1

sont des entiers, par différence on voit que a, est également
entier.
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3. Discriminants.

1) St K est un corps unitaire un l-uple formant une base
d’entiers permet de calculer son discriminant:

0, O -o0 Oy
[ P N
ea~l:l—1 e.u Om-l-.l—2

- <lf_];[1 6:;>2 ( % 0")22 (p1p2 - -« pa)' ™!

le discriminant d’un corps unitaire de degré [ est la puissance
(I — 1)*m d’un produit de nombres premiers rationnels distincts
congrus & 1 modulo [

Pour déterminer le nombre de corps unitaires dont le
discriminant est égal & (p;p; ... p,)' il suffit de connaitre
le nombre des idéaux essentiels canoniques de norme égale

Ww=1
& (p1pz --. pn) % sans distinguer les 1déaux conjugués qui
correspondent au méme corps mais avec des l-uples ordonnés
différemment. Ce nombre est évidemment égal a (I — 1)L

2) Si K est un corps non-unitaire on obtiendra son discri-
minant 4 I'aide d’une base d’entiers de la forme trouvée au 2.

1 0y Burs .. Ouyes

A: 1 011;{-2 eu:-{-3 .. e:u <‘11—I en j> l P1P2 .. pn)l—l
. . . . =1
10, Bupy oo Bupis

le discriminant d’un corps non-unitaire de degré [l est la puis-
sance (I—1)* du produit de /> par n nombres premiers
rationnels distincts congrus 4 1 modulo ! (n peut éventuelle-
ment étre nul). On déterminera encore le nombre des corps
non-unitaires de discriminant (I*p,p, . p,,) —1 en recherchant
le nombre des 1déaux essentiels canomques de norme

(=
2

(P1P2 -+ - Pa)

On trouvera encore (I—1)" corps.

DeriniTioN. — Nous appellerons primaire un corps abélien
dont le discriminant est puissance d’'un nombre premier.



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES CORPS ABELIENS ABsoLus 167

! étant fixé, il existe un seul corps prlmau‘e non-unitaire
de degré [ et une infinité de corps prlmalres unitaires. Le corps
primaire non-unitaire est obtenu a laide du (I —1)-uple

fer, €2y <.y Bm1f.

4. Exemples.

Nous appellerons polynéme fondamental d’un corps abélien
de degré premler l un polynome dont les racines 6, forment
une base d’entiers ou, si le corps n’est pas unitaire, tel que
f1, 0,41, ..., 0441} forme une base des entiers du corps. Il
y a une infinité de tels polyndémes si [ > 3. On trouvera des
exemples pour les corps de degré 3 dans I'« Arithmétique des
corps abéliens du troisiéme degré » d’Albert Chatelet. Pour
le cas du degré 5, )’indique un élément du (! — 1)-uple cano-
nique, la valeur du discriminant et le polynome fondamental
correspondant pour les premiers corps primaires. Je donne
également des polyndmes fondamentaux des corps primaires
non-unitaires de degré 7 et 11.

oy A Polynéme fondamental
€ 5% |25 — 102® + 5a% 4 10z 4 1
2eq + &4 114 |25 4 a* —4a® — 322 4+ 3z + 1
2e — ¢, 314 |2f —at — 1223 + 2122 + 22— 5
2 4+ 2 + g, — g4 41* |2° — 2t — 162 — ba® + 212 + 9
et e 614 |25 — a* — 2422 + 132® 4 41z + 13
€ 72 g7 — 2125 + 212 + 912® + 11222
— 842 — 97
£ 1120 |21 — 55a® + 332 + 82527 — 3962°
— 4972285 4 1 28724 4 12 7602°
— 92422 — 10 989z + 243

Les formules qui permettent d’exprimer les nombres 0, 2

(resp. B, ;,.0,, ;,, J1 -+ ja 7~ 1) comme produits de 0, ,; (resp 0, ,,1,)
par un nombre de C(l) permettent de construire la table de
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multiplication des entiers d’un corps abélien de degré I en
calculant les produits deux a deux et les carrés des éléments
d’une base d’entiers.

Examinons le cas des corps de degré 5.

Corps unitaires. — Désignons par 0,, 0,11, 0,05, 0,13, Ouys
les éléments de la base normale construite 41’aide du quadruplet
canonique @, a,, o3, &, du facteur banal A = 1, et de la trace
s =1, s = a,adadaj mod 5. On peut écrire :

118 — 2
2 — =
o A d
1 4 Y 4 4 R
= —5{ [121 dzjd4j Ou, 2j + 28 jgle"'j + 2 j§‘ at:,,oc” Ou,sj
+ hoyopozay + 1]
solit encore :
, . .
b =g [ (105 + 3 oy + 2% ,.)>eu
4
+ 0,44 jZ ase;(on; + 204))
=1

4 4
+ Bu4e 12 a3 (oe; + 2“31') + 0u4s 21 “jE:}(“zj + 2“3,')
. =1 Jj=
4
+ Outa 21 ojef(ap; + 205;) + doyapago, — 1]‘
J:
On obtient de la méme fagon I'expression de 0,9,,, pour
h=1, 2, 3, 4

j=1

4
00,10 = —512— [580,, + Bs0pn + 0, D aj(ag €2 4 agieh 4 age3")
4

-+ 0u+1 jZ ‘3‘1'(9‘2153‘I+1 + “3;59'+1 + as,-s’}"“)
=1
4

+ Ouys 12 oo ¥ T2 - agueft? 4 oy e tP)
=1

+ Opps X “j(“2j5§h+3 + ogef T + “315:}h+3)

4
+ Burs jz o (o T+ ag el T A gl
=1

- a1a2a3a4 — 1].
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Corps non-unitaires. — Désignons par 0,, 0,4, 0,05, 0,43,
0,44 les éléments construits avec le quadruplet (o, a,, a5, a,)
le facteur banal A = 5 et une trace nulle.

On obtient alors :

0 = % 0, ,él oj(og; + 2ag;) + Guss ,-}31 oj&(%e; + 2ag))
+ Oupe él o€3(oty; + 203)) + Ouys él ojef(os; + 2a4))

+ g él a8 (o, + 20ta)) + 20a1a2a3a4]

et pour h—1, 2, 3, 4:
1 s
Ouborn =+ [6,, j§=‘al o€ ™"+ g€ ™+ agE7 )

+ 0up1 X oj(oe7 Y+ ag e M 0y 67 41 HY)
 Oups X oay(ager ™Y 4 o ey MR 4 ag eyt )
+ 045

H0 €7 M 4 g e S g7 41 H3)

+ em+4

oo ey M+ - ag e 2 4 oy eg )

4

2
ji=1

4

S a
j=1

4

> a
j=1

4

2
J=1

-— 5a1a2a3a4].



CHAPITRE IV

COMPOSITION DES CORPS ABELIENS DE DEGRE PREMIER /

1. Composition de deux corps.

Considérons deux corps abéliens de degré [: K, et K, dont
les discriminants sont premiers entre eux. Désignons par §,
éléments d’un l-uple de conjugués irrationnels de K; et par 7,
les éléments d’un l-uple de conjugués irrationnels de K,.

Considérons alors les nombres :

eu= 2 Evnu—v

v mod |
on peut écrire :

eu.l = X eu+t 55‘ = 2 55‘ i EvY]u+¢-v
t mod | t mod | v mod [

Z & 2 Nutt—v 55‘ = E &v"]u—v,j
v mod [ t mod [ v

=2 Eva;‘;l—u;

solt encore :

. 8,5 = &0, Nu, -
Si on note que:

7! —l 70N
8oy = Aji; et N, ; = Njibj

on en déduit que 0, , = (AA))x;; les discriminants de K,
et K, étant supposés premiers entre eux, le produit w;u; est
base d’un idéal essentiel canonique et les 0, forment un l-uple
de conjugués irrationnels du corps abélien de degré I construit
a l'aide de ;. On notera K, o K, ce corps. Les égalités
précédentes montrent que le discriminant de K; o K, est le
produit des discriminants de K; et K,, il suffit pour le voir
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de choisir les &, et les v, racines de polyndémes fondamentaux
de K, et K,, les 0, seront alors les racines d’un polynéme
fondamental de K; o K;. Remarquons encore que si on change
I'ordre des éléments conjugués des l-uples de K, sans changer
Iordre des l-uples de K,, on obtient un corps différent. On
peut grice a cette remarque montrer que tout corps abélien
de degré ! est composé de corps primaires et retrouver le
nombre de corps de discriminant donné.

2. Inclusion dans les corps circulaires.

TutoriME 9. — Un corps abélien K de degré | premier
de discriminant m'~! est sous-corps de C(m).

a) m= [

Le corps non-unitaire primaire est obtenu avec le (I — 1)-uple
[leses - - . &—i|| 11 est donc sous-corps de C(I2). Le groupe de
Galois de C(l?) est formé des éléments notés [w®.(1 + 1)]
ol © est un représentant d’une classe primitive modulo
tel que =1 mod ?, zdéfini mod I—1, y défini modulo I
Désignons par & une racine primitive [2¥™ de l'unité, racine
liéme de ¢. Nous poserons :

(071 + I7JE = Eumurr

Considérons les éléments 0, = 3 Eyeqi ce sont des

Zzmod [—1
éléments du corps primaire non-unitaire de degré .

Formons Dexpression 0,0, ,_;:
00—, = 3 Eura+ortrorar ot i—n
zmod [ —1
Z' mod | —1
bt mod |
=1
pour étudier cette somme, remarquons que ® * = — 1 mod [2.
eu,j eu,l— i= 2 Ew”(1+l)u¢(l—t')+lj(t—t')

& mod [ —1
t, t' mod |

+ Z Eu)"'(1+ DL o (14 DY S 1t — )
&z, &' mod [ —1
s—gxlzl

t, ¢’ mod |
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On peut écrire:

E Ew‘(1+ Daft— )+ 1jit—t) = 2 Et—t )=+ j]
Zmod | —1 &mod [—1
t, ¢' mod | t, t' mod |

cette somme est égale visiblement a [2.
Par ailleurs, la seconde somme s’écrit :

> > Em=(1+z)"+'[1+m"(1+ DU+ Lk
kmod! axmod{—1
hmod!—1 ¢mod]

=1
h# 3

oulonaposé 2’ =2+ h t' =t—Fk
La somme
Z Ew‘(l+ D14 oL+ DR+ ik

ZXmod | —1
t mod |

est nulle car la somme des racines primitives [2*™ de I'unité
est nulle.

De I’égalité 0, ; 0, ,_; = I2 on déduit, que les 0, ne sont pas

rationnels, que 0, ;' = l'e;,, k =5 0 mod ! et que les 0, sont racines
d’un polyndéme fondamental.

b) m = p, p premier, p=1 mod l.

Nous savons qu’il existe un seul corps abélien de degré [,
de discriminant p'~!. Le groupe de Galois de C(p) est formé
des éléments notés [y*], z modulo p —1, ou y désigne un
représentant d’une classe primitive modulo p. Considérons le
sous-groupe formé des éléments [Y*] avec £ =0 mod [, c’est
un sous-groupe d’indice I, le sous-corps de C(p) qui lui est
associé est donc un corps abélien de degré ! dont le discri-
minant est forcément une puissance de p (p est le seul nombre
premier qui se ramifie sur C(p)). Notons w, une racine primi-
tive p¥® de l'unité, et considérons la somme:

= % e,

z mod pTI

on obtient ainsi un l-uple de conjugués du corps abélien de
degré | de discriminant p'~!. Remarquons que Y 0,=—1
par ailleurs: g mod!
by = 2 Yo,
z mod £
tmod] -
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On en déduit:

O0,1 00,y = 2 &f[Y**o, X Yo,
& mod L';;l ' mod P—1
tmod | ¢ mod {
posons :

x’=x+B—2_7—1+h
t =t+ k

nous pouvons alors écrire :

0_0'; 00, -j= 2 1 _I_. 2 e};-k E (,)I"“u—'{”'”‘]

:cmodp—[:—l k mod 1 h.a:modLT—l
t mod { t mod |
! h#0
—k N\ Yiz+t[1 —vk]
+ X g Y o T
"k";zdo’ z moa =1
t mod |
— _ —1 \ —k —k
=p—1—(E77—1) 3 g3 g
k mod k mod {
k#0

Les 0, forment donc un l-uple de racines d’un polyndme
fondamental.

c) m est composé.

Considérons deux corps abéliens de degré I: K, et K, de
discriminants respectifs m'~! et n'~! premiers entre eux.
Supposons que K; et K, soient sous-corps respectivement
de C(m) et C(n), notons G, et G, les groupes de Galois de
C(m) et C(n) et g, et g, les sous-groupes d’indice [/ associés aux
corps K, et K,, notons o et v des représentants de classes
primitives de G,/g, et G,/g, et supposons que:

Eu= 2 Scu(wm)

s€g,,

> t%(w,)

ted,

I

Vu

forment des l-uples de racines de polyndmes fondamentaux
de K, et K, (m,,, et w, désignent des racines primitives m®"®
et n* de 'unité).
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Nous pouvons alors énoncer :

Lemme. — Le corps K; o K; est sous-corps de C(m.n).

Le groupe de Galois de C(m.n) est produit direct des groupes
G, et G,, nous noterons ses éléments (S, T) avec Se G, et
T e G,. Nous désignerons par [ les éléments unités de G,
et G,. Considérons:

eu = Z Evnu—v == E 2 (so.v, tTu_v)wmwn

vmod} vmod| s€Y,,

ted,
remarquons que ®,®, = ®,, est une racine primitive mn*" de
Punité et que les éléments (s¢”, =) avec se g,, t e g, forment
2 : 12 u
un sous-groupe g,, d’indice I de G, X G, les éléments (I, °)
formant un systéme complet de représentants du groupe

quotient.
On peut alors écrire:

Ou = 2 (S7 T) (I’ Tu)wmn
(S, T)EImn
les 6, appartiennent donc & C(m, n) et forment un l-uple de
racines d’un polynéme fondamental de K, o K,.
Comme un corps abélien non primaire peut étre obtenu

en composant des corps primaires, le lemme précédent achéve
la démonstration.



CHAPITRE V

ETUDE DES IDEAUX DES CORPS ABELIENS
DE DEGRE PREMIER

Décomposition d’un idéal rationnel.

La décomposition d’un idéal rationnel (a) dans K abélien
de degré ! et de discriminant m'~! est donnée par la décompo-
sition des 1déaux rationnels (p) ou p désigne un nombre
premier naturel. Si p est un idéal premier de K, son groupe
de décomposition, s’il n’est pas égal au groupe de Galois
de K, se réduit a ’élément unité de ce groupe, nous noterons
dans ce cas p,, u mod [ les conjugués de p. Les décompositions
possibles de (p) s’écriront :

(p) = p, p premier de degré .

(p )—Plpz ... ) ou les p, sont des idéaux premiers du
premler degre deux a deux distincts.

(p) =¥, p premier du premier degré.

On sait que ce dernier cas se présente si et seulement si p
divise m.

1. Critére de décomposition.

Soit p un nombre premier naturel qui ne divise pas le
discriminant de K, alors si y; désigne une base de I'idéal
essentiel canonique qui permet de construire K, (p) se décom-
pose en un produit d’idéaux premiers du premier degré ou
reste premier dans K suivant que la congruence [dans C(I)]

& — =0 modp si p=£l

mod It sip =1 est soluble ou non.
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Nous noterons ||8,/| le l-uple de racines conjuguées d’un
polynéme fondamental, vérifiant :

36:11 = ; st K est unitaire,

20, =1
8,, = l'x; si K est non-unitaire.
26, = 0.

Remarquons que les congruences z'— ;=0 mod p et

y' — l'y; =0 mod p sont solubles pour les mémes valeurs de p
différentes de 1.

1) Condition nécessaire.

Supposons que p premier du premier degré divise (p) et
p+1l On en déduit 6,,, =a,., modp ol a,,, désigne un
entier rationnel. Notons p I'idéal de t (f désignant toujours
le composé de K et C(l)) obtenu en faisant le produit de p
par les entiers de f. On en déduit:

b,,= X ¢agnmod p==19, /= ( > ej!a,,_,.,,)’ mod
h mod ! h mod

la congruence z' — ;=0 mod p a donc des solutions dans
C(l) ce qui entraine z' —p; = uf avec uep et £ef mais

p n C(l) = (p) donc:
2 — ;=0 mod p.

Si p = lsupposons que (I) soit divisible par [ premier du premier
degré dans K, 1l en résulte :

Ouin = Guyn mod [ soit by = 3 agyn mod [
mod
et _ -
0., E( P s'}au+h)'m0d ( n D)
hmod ]
donc:

Ou—h,lE( 2 E'}an_*.h)lmod [-é.
h mod |

Comme les deux termes de la congruence appartiennent a
C(l) et que [* ne divise pas l puisque nous avons écarté les
diviseurs du discriminant de K, on en déduit que:

6;,7‘—‘( 2 €'}an+n)'+ uf avec uel® et fef

hmod |

€
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ce qui entraine:

0, , = ( 3 s’}a,,;h> mod [2

hmod |
(compte tenu de [2n C(l) = (I2)).
2) Condition suffisante.
Supposons que I'on ait y; tel que:
Y)—08,/=O0modp sip#L
Y/ —0,,/=0mod 2 sip=1L
[Dans ce cas, K est unitaire].
Tatorime 10. — St p 541, on peut trouver des ), tels:que:

—

Y/ —0,/=0mod p

Yilimi = Yai buimipnoq p vije 1,2, ... 11}, j—i%0
Yi eu,l ‘

T¥i-y =04, 8y, 1=, mod p.

Désignons par r un générateur du groupe multiplicatif modulo I.

!

. N s
Nous avons montré au chapitre 11 que les nombres JOFEL

'

!

" I
et yjYi—; sont des mondmes en Y/, ﬁ‘ et leurs conjugués.
. . rj :

LemMME. — r ayant toujours la méme signification, st y;
vérifie Y, =19, ; mod p, on peut trouver y; tel que:

<

Y/=H, / mod p et L=2ul mod p.
' B Tri eu. rj

Désignons par (p) = paye) - - - Y@ la décomposition de (p)
en idéaux premiers distincts de degré f sur C(l) (ef =1—1),
et par H, le groupe de décomposition des pg. Les solutions.
de la congruence X'=#0,, mod p se déduisent de y; en
faisant le produit de y; par une racine [*® de ’unité modulo p.
Les racines I*™ de 'unité modulo p sont au nombre de I’,
une quelconque d’entre elles est déterminée par son systéme
de restes modulo les p: u=¢,, mod pg.
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H, est un groupe d’ordre f, il est formé des éléments [r],
z mod f, nous noterons p., ¢ mod e les diviseurs premiers

de (p) avec [j]. bu =Py et [*].ps = by

La congruence v} =10, ;/ mod p entraine:

Y; e Ou lr

= ¢, ==L mod p,
Y" u,r
r r
N =, 721 mod p,
Yr u,r
r 0 r
h= €h,—; =1 mod P,e
Tr eil, r

mais ’égalité :

<Y_;>rt-:x <l£>,-l—ax o <M_> < j_zvrl 1y
Ir Yre Yri-2 Yri2 i )

-1
-1

jointe a la congruence 0, , Ty t-1=0 mod p entraine

en prenant les restes modulo p; des T,
Yri-t

Efrl_'(ho+'l4+"'+hz—1) = 1 mod p‘.

ce qui entraine hy + Ay + -+ + h._; =0 mod L.

Déterminons alors une racine /*™ de 'unité U; modulo p
telle que si on pose v; = U;y; mod p, on ait:

X TYl—e modp4=>‘Yl ——()—*——modp,.
pour t =1, 2,

U, est déterminé par ses restes modulo les p,, posons :
U, = ¢, mod p,..

La condition cherchée équivaut a

rr, —rx,., = hy modl
re, — rr, = h; mod!l
res, — rx; = h, modl

I,y — %,y = h,_, mod [



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES CORPS ABELIENS ABsoLus 179

Les solutions sont de la forme:

x =z, + hrt : mod !

2, = + (hy + hy)r* mod !

Tey =125 + (b + by + -+ + hey)r* mod |
e—1

ol z, est arbitraire. La condition 3 h;=0 mod [ assurant

la compatibilité des [ équations. Le lerme est établi et conjugué
avec la propriété du chapitre nm qui vient d’étre rappelee,
il entraine le théoréme, on peut encore remarquer que les v;
qui conviennent sont définis au produit prés par une racine
liéme de l'unité.

Considérons maintenant les nombres rationnels définis mod p
par:

13
Copn = <2 ey + s> mod p

ou s désigne la somme des 0,. Posons lc, — s = X on en déduit :

—X+n+rt o +yia =0 mod p
Y{Yl,'-—l—'XY{ + 1+ Y- ;O mod p

'yf_;‘y{ ................ — Xyi-1 = 0 mod P

posons alors

;
r

,—i = D; et
Yj B‘j eu’j

_a‘j

on obtient :

—X +7n+v+ - +¥y-2=0mod p
YiT_;—l —Xy1F+ B+ - +Bui—17-1=0mod p

Yot + Biorayi + - — Xyi_; =0 mod p

le théoréme précédemment démontré nous permet de remplacer

les B, ; par les «; ; mod p et Yjyi—; par 6,,0,,_,, on en déduit
-donc :

—X 1 1 ces 1
m i X al’z DRI al,l—l
m g —X ... = 0 mod p.



180 JEAN-JACQUES PAYAN

Ce qui signifie que P(¢,) =0 mod p. Si y; est une solution de

la congruence X' — 8, /= 0 mod p, il existe donc une solution
¢ 4 la congruence P(z) = 0 mod p, soit:

II (6, — ¢) =0 mod p.

Comme {1, 0,44, ..., 0,4,—1} forme une base des entiers de K
les idéaux p, = (p, 9,—c) sont des diviseurs non-banaux
de p, du premier degré.

Supposons maintenant que K soit unitaire et que

v} —0, ; = mod B,
on peut alors trouver y; tel que
i Y/ 0,
1=0,, mod I't* et 1L=-%L modIt.
er en, Jjr
Supposons que ’on ait pu déterminer §; tel que:

8y —8,/=0mod I" avec n>2,

on peut écrire: 8;=0,, + I" A; mod I+ ol A; désigne un
entier de C(l). Déterminons alors B; tel que

(8; + I"'B,)' =1, ;' mod I"+?
on peut écrire :
(8; 4+ I"-'B;)) =&} + I"B; mod I"+1.
I1 nous suffit donc de choisir B; = — A; pour que la condition
soit vérifiée. L
Choisissons alors vj tel que y}' =16, ; mod I'*2 on en déduit :

Y'.r 0__2
Y=g, 2L mod I'*
Yir Bs, s

L)(:u) Yebty i
N 7 e e Ty — lJj
Yri/ Yry ' Yri-1j

montre que k= 0 mod l. Si on choisit r générateur du groupe

I’égalité
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multiplicatif mod /, on déduit comme précédemment :

vy mod I+

=0,/
Y- = ’e" 0,,,—; mod I'+1
'\(;illz—l 6 en —i mod ll+1
Yi 0u,,l
1-1 -1
Remarquons que Y yj= Z vi=X0,/=—smodl
Posons alors: /= J=t

X =legn= 2 e7™y; + s mod I'+?
on en déduit:

—X 1 1 ... 1

m — X a oy 1—
X 1.2 Li=1—= () mod I!*+!
m gy e —X

en divisant les deux membres de la congruence par I' on en
déduit que les ¢ 4y sont racines de P(z) =0 mod ! donc que !
se décompose sur K en un produit d’idéaux du premier degré.
Ce qui achéve la démonstration.

Nous nous sommes servis des polynémes fondamentaux et
de leurs racines modulo p pour mener notre démonstration,
nous pouvons encore préciser :

Trtortme 11. — St K est un corps abélien de degré I, P un
polynéme fondamental associé.

P(z)= ][] (x—c,) mod p et deux des racines c,, ¢, de P

u mod |

mod p sont incongrues mod p st p se décompose sur K en un
produit d’idéaux premiers distincts.

P(x) est irréductible mod p st (p) est premier sur K.

P(z)=(x—¢) modp et P(z)=E(x—c) mod p* st p se
ramifie sur K.

Soient P(z) un polynome fondamental de K, ||0,]| ses racines.

Supposons que p soit un produit dldeaux premiers du
premier degré distinct dans K:

p=1I ».

umod [
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on en déduit:
9,,+,, = Cy+hn mod pu

ou les ¢, sont des entiers rationnels, nous en déduisons:

P(x) = H (SU - 0u+h) = H (x —_— cu+h) mod Vu
h mod { h mod |
les deux membres de la congruence sont rationnels, on en déduit
que:

P(@)= [] (¢ — cus) mod p.

hmod |
Si tous les c,4, étaient congrus modulo p, on en déduirait :
Ourn=c,modp, V hmod!

d’ou 6, = ¢, mod P,y VA= 0, = c, mod p ce qui est impos-
sible.
Si p =y sur K, on écrit 6,,, = c, mod p et

P(z) = (z — ¢)' mod p,

on ne peut pas avoir P(z) = (z — ¢)' mod p? sinon 0, = ¢ mod p?
et tout élément de K serait congru modulo p* & un nombre
rationnel.

Supposons enfin (p) indécomposable sur K, P(z) n’admet
pas de racine modulo p sinon il existerait un entier rationnel ¢
tel que 6, —c=0 mod p ce qui est impossible. Par ailleurs,
p étant premier dans K, ’ensemble des classes d’entiers de K
modulo p forme un corps a p' éléments sur Z/pZ et la classe
de 9, modulo p est un élément primitif de ce corps, P(z) est
donc irréductible modulo p.

2. Loi de réciprocité.

Les résultats déja obtenus permettent de retrouver assez
aisément la loi de réciprocité. Nous énoncerons :

TutoriME 12. — St K abélien de degré |l impair admet le
discriminant m* tous les nombres premiers d’une progression
arithmétique de raison m admettent le méme type de décompo-
sition sur K.
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Considérons le groupe de Galois G, de C(m), isomorphe au
groupe multiplicatif des classes premiéres avec m modulo m
et désignons par g, le sous-groupe d’indice ! associé a K.

On peut préciser les structures de G, et g,:

a) S1 m = p premier et si y désigne un élément primitif
modulo p.

G, ={Y*|z mod p — 1}, &n = ga(’zlx mod L71
Gu/gn = {8m> Y8ms - - +» Y " gn}-

b) Si m = I? et si » désigne un représentant d’une classe
primitive modulo [ telle que w'~*=1 mod I :

G, = {o*(1 + Iyl zmod I —1, y mod I}
gn = {07z mod | — 1}
GM/gm = {gma (1 + l)gm’ ) (1 + l)l—lgm}-

¢) m = pyp; ... pr avec p; nombre premier naturel p;=1
mod lvie {1, ..., r} et p, =1 ou p, = I* suivant que K est
unitaire ou non. On considére alors K comme le produit de
corps primaires de discriminants p{~!, chacun d’eux étant
ordonné par le choix d’une classe primitive y; mod p;. Déter-
minons alors les classes vy; par les congruences

I

Yi =1 mod m

Pi

é Yz{ = y; mod p;,

Le groupe des classes modulo m, isomorphe a G, est donné
par les expressions :

1 4% (X, mod 5(p))-
Le sous-groupe g, est défini par les expressions :

HY'IE.H oY )% mod m <a;,~ mod ﬂih), u; mod l>~

i=o0

Les classes de G,/g, sont données par les éléments v;, vi%, ..., ¥:'
avec t arbitraire. Notons o, 6%, ..., o' =1 les éléments associés

de G,/gn-

Nous sommes maintenant en mesure de préciser la relatlon
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qui existe entre la classe modulo m a laquelle appartient p
et la décomposition de p sur K.

Pour que p se décompose sur K en un produit d’idéaux
premiers du premier degré, il faut et il suffit que p appartienne
4 l'une des classes modulo m de g,.

Considérons p premier avec m, si p est divisible par p du
premier degré sur K et si [|0,]| est le l-uple de racines d’un
polyndme fondamental de K défini par 0, = X s(e,), il

. . S€YG,,
existe un entier rationnel ¢ tel que 0,—c¢=0 mody, en

outre 'un des conjugués 0,,, de 0, vérifie

04n —c=E0mod p
il en résulte :
30{,’——0,,50m0dp
Of,’ —_— 0,,+,, = (0 mod p.
Par ailleurs:

0k = ( > s(s,,,))"_——__ Y (s.(en))? mod p.

s€9,, S€Gp
Si p appartient & une classe ¥"g, (h défini modulo l) on en
déduit :
Y [s(en))P= X ons.(em) = 0ppp mod p.

sS€I, S€EI,

Donc 0,=0,,, =02 mod p en 1térant ce procédé, on en
déduit: 6,=0,;,, mod p ce qui entraine: h=0 mod [ c’est-
a-dire p € g,.

Réciproquement, s’il en est ainsi, la congruence qui en
résulte :

0=6—6,=0,0,—1) ... 6, — p+ 1) mod p
montre qu’il existe ¢ entier rationnel tel que:

p = (p, 9, —¢) soit premier du premier degré.

3. Exemples.

L’étude précédente nous permettra de déterminer effective-
ment les nombres premiers qui se décomposent dans une
extension abélienne K de degré ! et de discriminant m.
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Si le groupe g, peut étre déterminé simplement, on en
déduira les progressions arithmétiques contenant les nombres
premlers decomposables ce sera en particulier le cas si K
est primaire.

Le corps primaire non-unitaire de degré 5 est sous-corps
de C(5%), les éléments de g, sont: [7], [—1], [— 7], [+ 1].
Les nombres premiers qui se décomposent sur ce corps appar-
tiennent donc aux progressions arithmétiques —=1 mod 25
ou =7 mod 25.

Si g, ne se détermine pas de fagon simple, on construit
un polynéme fondamental P(z) de K et en utilisant le fait
que P(z) =0 mod p a des solutions si et seulement si p se
décompose sur K et la structure de groupe de g,, on pourra
en déduire les progressions arithmétiques modulo m contenant
les nombres premiers décomposables sur K.

Considérons le corps K de degré 5, de discriminant (11.31)*
déterminé par le polyndéme fondamental

P = 2% 4 2* —1362® + 412* 4+ 3039 2z + 1 431.
P(0) = 32.53. 3 est donc décomposable sur K et
3" =1 mod 341 <= n =0 mod 30

comme g, posséde ﬂlﬂzz 60 éléments on en déduit que

les classes qui contiennent les nombres premiers décomposables
sur K sont de la forme:

=+ 3° modulo 341, z défini mod 30.



CHAPITRE VI

ETUDE LOCALE

Nous allons maintenant étudier les extensions abéliennes
de degré I du corps Q, des nombres rationnels p-adiques.

1. Etude locale des polynémes abéliens de degré / sur Q.

Soit £ un polyndéme & coefficients rationnels, irréductible,
abélien et de degré [ sur Q, K I’extension de Q obtenue en y
adjoignant les racines de £. Désignons par P un polynéme fonda-
mental de K et par K, 'extension de Q, obtenue en y adjoi-
gnant les racines de P.

Le polyndme £ reste abélien sur Q, car si ¥, est une de ses
racines, nous pouvons écrire :

3u+h - Rh(’s'u)

ou R; est un polynéme a coefficients rationnels de degré au
plus égal a I — 1 et dire que £ est abélien sur Q c’est dire que:

£(Ry(2)) = %(2)S(2)

cette égalité reste valable sur Q,, on en déduit que £ est soit
irréductible sur Q,, soit décomposé en un produit de facteurs
du premier degré. En outre, £ et P sont simultanément réduc-
tibles ou irréductibles sur Q,, et on peut énoncer:

TatoriME 13. — Si (p) est premier sur K, % est trréductible
sur Q,.



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES CORPS ABELIENS ABsoLus 187

St (p) =mp; ... 0 sur K, ou les y; désignent des idéaux
premiers du premier degré deuxr & deux distincts, alors £ se
décompose en un produit de facteurs du premier degré sur Q,.

St (p) =y sur K, £ est irréductible sur Q,.

Les deux premiéres assertions résultent de I’étude de P
modulo p, de sa décomposition sur Z/pZ et du lemme de Hensel.

Dans le cas ou (p) = §' sur K, nous avons vu que

P=(@x—c¢)'modp et P=E(x— ¢) mod p?

il en découle que le polynéme P(z —c) satisfait au critére
d’Eisenstein et que P, donc £ est irréductible sur Q,.

2. Etude de Q,(I).

Nous noterons Q,(l) I'extension de Q, obtenue en lui adjoi-
gnant les racines [*"* de P'umité. Si p =1 désignons par f
I'ordre de la classe de p dans le groupe multiplicatif des entiers
modulo [, la décomposition de p dans C(l) entraine:

14224+ ... +24+1=PP,... P.mod p

ou e = et ou les P; sont des polyndmes irréductibles

sur Z/pZ, de degré f, premiers entre eux deux a deux. Le
lemme de Hensel montre que:

4224 .- 4+z2z4+1=RR;... RisurQ,

ou les R; désignent des polyndmes irréductibles de degré f
sur Q,, premiers entre eux deux a deux. On en déduit que
[Q)(1): Q,] = et que le groupe de Galois de Q,(l), relative-
ment 4 Q,, est isomorphe au groupe de décomposition des
idéaux premiers diviseurs de p dans C(l). En particulier si
p=1 mod !, Q\) = Q,.

Si p=1, Q,p) est de degré p—1, relativement & Q, et
ne contient pas de racines de I'unité autres que les racines
p*m [5].

Nous désignerons dans ce qui suit, par ¢ une racine primi-
tive [*™ de 'unité et par p I'idéal premier de Q,(l).

Examinons la structure du groupe des unités de Q,(l) et
distinguons deux cas suivant que p est égal ou non a [
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1) p=£L
Nous désignerons par v I’entier positif défini par les condi-
tions : Q,(!) contient les racines I’ *™ de I'unité et ne contient
pas toutes les racines d’ordre I'*1. Nous noterons v une racine

primitive ['*® de l'unité telle que:
7

vl — ¢,

Prorosition 1. — Les nombres v, ze {0, 1, ..., I —1}
forment un systéme complet de représentants des classes du
groupe quotient du groupe des unités de Q,(l) par le sous-groupe
des unités puissances ™.

Soit Z[pZ(l) le corps des restes de Q,(l), ’ensemble des
p/ — 1 éléments autres que 0 forme un groupe multiplicatif
cyclique, I'indice du sous-groupe des puissances l*™* est donc
égal a [. Les classes du groupe quotient sont engendrées
par les restes des %%, ze {0, 1, ..., I—1} puisque n n’est
pas une puissance [®™ exacte dans Q,(l).

Considérons une unité U de Q,(I) on déduit de ce qui précéde
que U=%*V' modp ou p désigne I'idéal premier de Q,(J)

et V un représentant d’une classe modulo p, il en résulte:

X'—-HE '!— Vimod p.

T

U

Il suffit pour conclure de montrer que le polynéme X’—?
posséde une racine A dans Q,(!) ce qui entraine U = n*A'.
Comme p ==1 les racines de X'— V! sont deux a deux dis-
tinctes et X'— V' se décompose sur Z/pZ(l) en un produit
de facteurs linéaires premiers entre eux deux a deux, le lemme

U

de Hensel prouve alors l’existence d’une racine de X'——

dans Q,(l). )
2) p=1L.

Nous noterons II; I’élément premier 1 —¢’. Nous savons
[6] que toute unité de Q,(p) s’écrit comme produit d’une unité
distinguée (c’est-a-dire congrue a 1 modulo p) par un élément
du systéme de restes multiplicativement stable, R isomorphe
au groupe multiplicatif du corps des restes de Q,(p).

R est formé des racines p — 1% de 'unité et tous ses
éléments sont des puissances p“™ dans Q,(p). Les éléments
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du groupe H des unités distinguées s’écrivent de maniére
unique sous la forme :

P o, défini modulo
— 1 — IIhe 1 14
u ,!;[1( I apel, pour 2 hp

ou Z, désigne ’anneau des entiers p-adiques [5].

3. Extensions abéliennes de Q, de degré !/ premier impair.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, nous allons mener
une étude analogue a celle du chapitre 11. Aprés avoir introduit
les résolvantes de Lagrange, nous construirons les corps
abéliens de degré ! sur Q, en prenant d’abord une extension
f, de degré I de Q,(l) et en cherchant a quelle condition une
telle extension est abélienne relativement a Q,. Comme dans
le cas global, on caractérisera les a e Q,(!) dont les racines
l®m= engendrent les f, convenables, cette caractérisation se
fera en deux temps, le premier consistera en I’étude des facteurs
premiers de a, le second en I’étude des facteurs unités. Mais
dans le cas présent, le premier temps sera notablement sim-
plifié par la présence d’un seul idéal premier et le fait que tous
les idéaux sont principaux.

Désignons par r un représentant d’une classe primitive du

l—1

groupe multiplicatif modulo ! et par [r**], 2 mod
éléments du groupe de Galois de Q,(l) avec

[r*°]e = €7, f=1[QyD: Qp] et ef =1—1.

K, désigne une extension de degré ! impair abélienne de Q,,

{0,4h}hmea: un l-uple d’éléments primitifs et conjugués de K,.

Les éléments du groupe de Galois de K, seront notés ¢" et on

supposera que I'indexation des 0,., est telle que ¢"(0,) = 0,4 .
Nous considérons les résolvantes de Lagrange :

— h
6u,j = 2 Ej eu+ h
h mod |

les

elles appartiennent au composé f, = (K,, Q,()) dont le groupe
de Galois est le produit direct des groupes de Galois de K, et

de Q,() [1].
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Nous pouvons écrire :

[r= 10, = 0y, jree

L Y -y
" Oy = Oupn, ;=7 8,

d’ott on déduit que 6, ' Q,(1).

Remarquons encore que les changements de I'indexation
des 0, compatibles avec la représentation des automorphismes
de K, comme des permutations circulaires sur les indices u,
se raménent comme dans I’étude globale, chapitre 1, § 2,
a la substitution des 0, ,; aux 6,

Pour déterminer le nombre d’extensions abéliennes de
degré I de Q, et les polyndémes irréductibles associés, nous
allons caractériser les éléments de Q,(l) dont les racines l*m=
engendrent des extensions de Q,(l) abéliennes relativement

3 Q,

ProrosiTioN 2. — Il existe | tel que 08, ne soit pas une
puissance I*™ ezacte dans Q,(1).

Si tous les 0, ;! étaient des puissances 1*™* dans D), les
ot 6, j P p\Y)s
0, et la somme s des 6, appartiendraient a Q,(l) et comme

-1
leu = 2 Gu_,; + s
j=1
K, serait contenu dans Q,(l) ce qui est impossible en raison
des degrés respectifs de ces deux corps.
Il nous reste a préciser les valeurs possibles des 0, ;'. Remar-
quons que si e=1 ou st p=1, [Q,()): Q] =101—1 et les
0,;' seront les conjugués (non nuls) de 6, Si es=1 les

S . » i .«
0,, jr seront encore lgs conjugués de 6, ;. La proposition
suivante explique ce qui se passe pour les autres valeurs de t.

ProrosrtioNn 3. — Supposons e =1 et 0, ) non puissance
lime exacte dans Qu(l), st ¢ n’est pas de la forme i = jr* mod I,
0, ;' quand elle différe de zéro appartient a la classe puissance

(i.7*)%= de la classe de 8, dans le groupe multiplicatif de

Q,(l) modulo le sous-groupe de ses puissances 1*™=.
a8 !

. . a,i iéme .
Cela revient 4 montrer que L) est une puissance !
L
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exacte dans Qpl). Ce qui résulte de l’appartenance de

Bi 3 q,0.

0 (! J')

Determmons maintenant les facteurs premiers de 0, .

ProposiTioN 4. — Supposons p==1 mod l et 8, } non puis-
sance [*™ dans Qp(l), alors 0, _O mod p =>h =0 mod [
0,./=0 modp" entraine [r’]d,,=0,, =0 modp" par

0 ’ ’ ’ e
ailleurs LV est un élément de Q,(l) et on peut écrire :

a, rj

re \ !
<$J—> = 0 mod p"~—»

eu. rj

en exprimant que le premier membre est une puissance [*™ dans
Q,(l) et compte tenude p=E1mod !, on obtient A=0 mod .
Pour p =1 le raisonnement est valable en prenant e = 1.

TutorkME 14. — Soient o un élément de Q,(l) non puissance

re

[

léme 1ol que soit une puissance lI*™ dans Q,(l),

Noi=1,2,...,e—1

des éléments de Q,(l) (éventuellement nuls pour certaines valeurs
de 1), s un élément de Q, et j un entier 550 mod I, il existe un
l-uple déterminé a une permutation circulaire prés d’éléments
conjugués 0,, d'une extension abélienne K, de degré | de Q,
tels que:

9,,, j,.zzl = [r””]co
Ou’jrezﬁl = [rez])\f(!)ri Vi € {1, 2, ey € — 1}
Y 0, =s.

u mod |

Considérons I'extension f, de Q,(l) obtenue en adjoignant
a Qu(l) les racines I*™ de w, elle est abehenne et de degré [
relativement a Q,(l) [7].

w"
[Flw
rex

e est puissance [*™ dans Q,(l), que [, contient égale-
q [ p nt)s q ) g

En outre

étant une puissance [*™ dans Q,(l), il en résulte
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ment les racines [*™ des conjugués [r*]o de ® relativement
a Q, et que » est un élément primitif de Q,(!) relativement
a Q,. Le raisonnement du Chapitre 11, § 1 s’applique ici encore
et on en déduit que f, est galoisien relativement a Q, et que
son groupe de Galois est le produit direct des groupes de
Galois de Q) relativement & Q, et de f, relativement a

a Q,(l) [8]. Notons alors 0, ;e les racines I** de [r*“]o, ce
sont des éléments primitifs de f,, notons enfin 0, jes+:

i=1,...,e—1

les racines [* de Alw™ et supposons que les indices u sont
choisis de fagon que les automorphismes de f,: (¢ [r¥])
vérifient les relations

(0"', [r“]) Ou,jreaw-i = Ou+h_jr¢(a>+t)+l.

Le l-uple formé des éléments

i=0 zmoa =1 ll

0=—[s+g 3 ou,,mi]

répond aux conditions posées.

" Construction des polyndémes abéliens de degré | sur Q,.

Nous utiliserons un calcul analogue a celui du théoréme 6,
Chapitre 11, § 3-1). Pour cela, il faut calculer les produits

0,1 04— — . o —
—wi_mj=t et §,,.0,,—; en fonctions lindaires des 0, ;. Les

a,j R
.
produits —%L peuvent étre d’abord calculés en fonction des A;

u, rj
et de o grice aux relations du théoréme 14 et a I'égalité :

-3 = -3
() (L) =ty
eu,rl—lj !

\ eu, rj eu, rej

On en déduit ensuite les produits recherchés au moyen du
Lemme 1, Chapitre 11, § 3-1). On obtient les polyndmes
sous forme de déterminants d’ordre ! et le résultat est encore
valable si certains des A; sont nuls.
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Ezemples. — Nous choisirons dans tous les cas j = 1.
1) I1=3.
r est alors égal 4 2 et on pose X = 36 —s.
a) p=1 mod 3. o
6u,l3 = w,

0,,, 2? == )\gmz.

Choisissons A, de facon que e—,,__lm = \o.

2 n 2
On en déduit 8o _ 1 8s® Ao,
u,2 )\1 011,1

On peut écrire:

X3 = (8.2 + 8,20
en utilisant les relations précédentes, on obtient :
X — 30X —ow—2Aw2=0
b) p=—1 mod 3 ou p=3.
Nous désignerons par o’ le conjugué de o.
b =0,  Buibie=m
Ou.za = (1),,
ou m désigne la racine cubique de ww’ qui est contenue dans
Q,. Les polynémes en X s’écriront :

X8 —3mX — (0 4+ o).
2) l=05.
Choisissons r = 2 et posons X = 50 —s.
a) p=1 mod 5.

0,,'15 =
011,25 = )\iw2
0u,45 = )\2(.04
eu.35 = )\gws
et choisissons A, A,, A; de fagon que:
B _ 1 B0 _ AL .8 _ A
6:1,2 )\1 Ou‘lz . )\2 eu,s )\3

il en résulte:
0
L8 A2wd
u,1
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et eu,l 0,0 = Ao
0; 9,,,3 = )\1)\3(.02
en 1 On 2 __ L
0,,'3 )\30‘)
eu,l 0u,3 — __1_3‘
eu,4 xz
enez 6" t= )‘1)\2‘1’
u,1
eu 3 eu 4 __ _)ﬁih 2
6u 2 )\1
le polynéme en X s’écrira :
— X 1 1 1 1
1
A —X )\1 o )\zw
Ahso? Adgw  —X S M
1As 1A2 Mo g
N A
2 2,3 N3l o 3
MAsw?  Adw e X )\2w
AsA A2
Ao AMAw ;\12 w?2 i —X

soit aprés développement :

X5 — Bw(Ay + AAw) X3 — Bo(Agw + A A2w + A2 4 A,A303) X2
+ boX(Adw 4 A3A3w® — Adw? — A AA50% — A, — A0
— AAz0% — Adw?)
— o[l + Mo 4+ Aw® 4+ Ao’ + bo(A3Aw? 4+ AZAZA0?
+ A + MAjw?
— MAfo — A AA3wE — Mg — AdAg0)].

b) p=—1 mod 5.

Q,(5) est de degré 2 relativement a Q,, nous noterons o’
le conjugué [22]a de a, on peut alors écrire :

/ —5 . —_—
eu,l = eu,l eu'4 = m
0, = o ou m désigne la racine 5¢ de ww’
a4 3
B, 2% = Aw? située dans Q,

0,55 = ASw'2 0,2 0,5 = MAgm?
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6 .2
Choisissons A; de fagon que —03;1— 1 il en résulte :

u,2 1
eu 22 =x1 __(")___’ Oulsz —_ )\1_('0_,, 9_7_—,_4_2_____._1’_
011,4 m 0u,l m eu,3 11
euﬁuz =_1_1L)2, 0u,leu,s — )\;m
eu,s 11 m eu,4
6u26u4 —_ )\lm) eui?u.tl ______ﬁﬁ;
eu,l u,2 )\1 m

d’ott on déduit le polynéme en X sous la forme:

—X 1 1 1 1
1 A @ ,
m — X N —2572 Am
Mhm? Am —X he Ao
m m
, )\lwl 7\’ wl ,
)\1)\1m2 :n i'ﬁz—z - X )\lm
Mo 1
m Am Y X

c) p==*xt2 mod 5 ou p=>5.
On obtient une forme analogue a celle du cas global.

4. Dénombrement des extensions abéliennes de degré / de Q,.

TrtoriMe 15. — Soit 8, un l-uple construit & Uaide de w
etde; ~0vie {1, ..., e—1}, et K, Ueatension de Q, associée
auz 9,, les éléments ¥, de K, s’écrivent sous la forme:

-
dy = ay + ’2 a0y n

avec g, @y, . .., Qi éléments de Q, et 3, } = p\ 0, /.
- Les éléments 1, 0,44, ...,0,,,_, forment une base de I’espace
vectoriel K, sur Q, car le déterminant

1 6u+l 0l:l-l—2 eu-i-l—l
bga --- O | _'FHs
LY

j- 0u eu-i-l 0u+l—-2
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est différent de zéro. On peut alors écrire :
-1
Yri= a0 + 2 apbugnyi avec Ay «o0y Q1 € Qp
h=1
et en formant les résolvantes de Lagrange de 9, on obtient:

-1

'3"-f= 2 P = X e 3 [ .

Z mod | Z mod | h=1

1—1 : -1
= hE a ejzeu+h+z = hZ aheu+h,j
=1 =1

Z mod |

1—1
soit enfin 9, ; = ( 3 aha—fh>0—m; ce qui achéve la démonstration
du théoréme. h=1

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier le nombre
d’extensions abéliennes de degré I de Q,.

TaktoriME 16. — St p~=let p5E1 modl il y a e extensions
abéliennes de degré 1 de

Si p=1mod l il y al+ 1 extensions abéliennes de degré |
de Q,.

D’aprés les propositions 1-2-3 et le théoréme 15, le nombre
d’extensions abéliennes de degré I de Q, est au plus égal a
I'indice du sous-groupe des puissances [*"* du groupe des
unités de Q,(l) si e <<!—1, du groupe multiplicatif de Q,
si p=1 mod l. Il reste & examiner si chaque co-classe du sous-
groupe des puissances [*"* est formée d’éléments w vérifiant
les conditions du théoréme 14.

Si p=1 mod [, le groupe des puissances [*™* est d’indice [?
dans le groupe multiplicatif de Q,. Tout élément w non puis-
sance [*™ engendre une extension abélienne de degré [ de Q,,
le nombre de celles-ci est donc égal a I 4 1, compte tenu de
ce que deux puissances entiéres, d’exposants premiers avec ,
de ® engendrent la méme extension de Q,.

Si p=El modl<s=e<l—1, o=7"ou 1zl —1
n’est pas une puissance [*™ dans Q,(I) et [r]o" = [r]e® = &

. . . 1 e [FFe
ce qui montre que [r’]o est une racine [Y~1ime de (¢)7,
est donc une racine [’ #m de ’unité, c’est-a-dire une puissance

liéme exacte dans Q,(I).
En tenant compte de ce qui a été dit sur le changement
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des indices des l-uples de conjugués d’une extension de degré [

f = e.

Le cas p =l est un peu plus délicat.

de Q,, on en déduit qu’il y en a

TrtoriME 17. — Il y a p + 1 extensions abéliennes de degré
p de Q,. Si udésigne une unité distinguée nous devons examiner

la valeur de L:‘]:—‘
u est de la forme, (cf. Prop. 1),

» @, mod p
u=Y (1—IM"%{aeZ,
h=1 pour 2 Chp
P
[rFlu= Y (1 —1I"*

h=1

il nous suffit pour avoir la valeur de [r]u de calculer les
[r](1 — I1*), remarquons que [r] (1 —II) = (1 —II)" et que
[r](1 — II*) =1 mod p".

Par ailleurs [r](1 — " —1=1I"14+¢e+ .- + )"
d’out: :

[r] (1 —II*) =1 — r"II" mod p"+*
en outre

[FJus = ((rue vaeZ,
et

[r](wa - ta) = [r]uy.[r]us.

Nous ne nous intéresserons qu’aux restes des unités distin-
guées modulo le sous-groupe de leurs puissances p*™* c’est-
a-dire aux restes mod p des a,, les relations précédentes
montrent que [r] est un opérateur linéaire sur les systémes
d’exposants modulo p des (1 —II"), systémes qui forment
un espace vectoriel 1somorphe a (Z/pZ)?, la matrice associée
a [r] dans la base canonique s’écrit alors :

r 0 0 0 ............

0 r2 0 0 ... .......

0 Bsa 0 ...oo....
M=

0 Bp-ss2 rP—2 0 0

0 p—1,2 BP—I,P_Z 1 O

0 B2 r
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ou les f; ; sont des entiers rationnels définis modulo p. Cette
matrice triangulaire vérifie d’ailleurs:

M-t =1.

Il est alors clair que les seules unités distinguées non puissances
r

u
[r]u
sont les produits par des puissances p*™* des unités
A—I)=(1—1I?7. 2,y {0, 1, ..., p—1}, 2, y non tous deux

nuls. Compte tenu des remarques faites sur le changement

p*™ qui satisfont a la condition puissance p“™ dans Q,(p)

2 .
d’indexation, il y a donc: 4 =P + 1 extensions abé-
liennes de degré p de Q,.

Ezxemples. — Nous nous servirons des résultats obtenus en

particulier dans les théorémes 14, 16 et 17 pour associer a
chaque extension abélienne de degré ! de Q, un polynome
de degré l. Pour simplifier ce polyndéme, nous choisirons les
A; du théoréme 14 égaux a 0 et w égal & une puissance de v
(cf. Chapitre vi, § 2) éventuellement multipliée par une
puissance de p.

Nous examinerons le cas du degré 3.

a) p=1 mod 3.

Les 4 extensions abéliennes sont associées biunivoquement
aux polyndmes :

?—mn, 2*—pn, 2*—pn?, 2*—p,

b) p=—1 mod 3.
L’extension abélienne de degré 3 de Q, est obtenue a 'aide
du polyndéme construit avec w = 27y et s = 0, c’est-a-dire:

2 — 3z — Trace de v.
c) p=3.
Les 4 extensions abéliennes de degré 3 de Q; seront obtenues
a l'aide des polynémes construits a partir de s = 0 et des
valeurs de ® suivantes:

o= Fe, o= 331+ 3 — 3¢?),
o= FPe(1 + 3¢ — 3e??, o = F(1 + 3¢ — 3e?)



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES CORPS ABELIENS ABsoLus 199

nous obtenons :

©—3z+ 1,
2 — 3pz + 10,
® — 3p%x — 8,
2 —3pr — 2

ou p désigne la racine cubique de 1 + 3® située dans Q,.

Il est & remarquer que dans le cas a) les racines des poly-
ndmes trouvés sont bien des éléments primitifs de I’extension
associée, mais elles ne donnent pas une base de l’extension
considérée comme espace vectoriel sur Q, (cf. Théoréme 15).
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