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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
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CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES CORPS ABÉLIENS ABSOLUS
DE DEGRÉ PREMIER IMPAIR

par Jean-Jacques PAYAN

Introduction.

J'ai entrepris le travail qui suit, après avoir lu le mémoire
d'Albert Châtelet [2] consacré aux corps abéliens de degré 3.
J'en ai d'abord étendu les résultats aux corps abéliens absolus
de degré 5, [10], [11] et ensuite aux corps abéliens absolus
de degré premier impair.

Certains des résultats obtenus étaient déjà connus, mais
comme conséquence de la théorie du corps de classe. Les
méthodes que j'ai utilisées ici sont plus élémentaires et per-
mettent une exploitation numérique plus poussée pour les
corps de degré l, tels que le corps des racines fième' de l'unité
soit principal.

Dans le premier chapitre, après avoir rappelé quelques
résultats sur les corps circulaires, je précise la formation
des idéaux essentiels définis par Albert Châtelet [3].

Dans le second chapitre, j'associe à chaque polynôme
abélien de degré premier l, deux (Z — l)-uples de paramètres
non indépendants (éléments conjugués du corps des racines
cernes ç[ç l'unité), le premier étant attaché au corps algébrique
engendré par les zéros d'un tel polynôme. La détermination
des polynômes abéliens de degré l impair se ramène au calcul
d'un déterminant d'ordre Z, calcul que je mène à son terme
pour l = 3 et l = 5.

Le troisième chapitre traite des entiers des corps abéliens
de degré premier : après avoir mis en évidence des bases
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d'entiers privilégiées et avoir étudié le groupe multiplicatif
des matrices unitaires qui permettent de passer des unes aux
autres, on peut calculer le discriminant d'un tel corps et le
nombre de corps abéliens de discriminant donné.

Le quatrième et le cinquième chapitre sont consacrés à
l'étude des idéaux d'un corps abélien de degré premier. Je
précise d'abord, à l'aide de la composition des corps de discri-
minants premiers entre eux, dans quels corps circulaires est
contenu un corps de discriminant donné. J'étudie ensuite la
décomposition des idéaux rationnels dans un corps de degré
premier et je donne enfin une démonstration élémentaire
de la loi de réciprocité.

Dans le dernier chapitre, je me suis intéressé à la construc-
tion des corps abéliens de degré premier sur le complété par
la valeur absolue p-adique du corps des nombres rationnels.
Là encore, on peut obtenir des résultats numériques assez
précis.

Qu'il me soit permis de dire ma gratitude au Professeur
François Châtelet pour l'attention et la bienveillance avec
lesquelles il a suivi la progression de ce travail et pour les
nombreux conseils et encouragements qu'il m'a prodigués;
de dire également mes remerciements au Professeur Charles
Pisot : après m'avoir communiqué son goût pour la Théorie
des Nombres, il n'a cessé de m'encourager aux différentes
étapes de cette étude.

Que les Professeurs Paul Dubreil et Jean-Pierre Kahane
qui ont bien voulu faire partie du Jury, et pour ce dernier
choisir mon second sujet, trouvent ici l'expression de ma recon-
naissance.

Je dois aussi remercier les membres du Comité de Rédaction
des Annales de V Institut Fourier d'avoir accepté ce mémoire.
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CHAPITRE PREMIER

CORPS CIRCULAIRES ET IDÉAUX ESSENTIELS

On notera dans ce qui suit, C(m) le corps circulaire engendré
par une racine primitive m1^9 de l'unité £. On sait que e
est zéro d'un polynôme à coefficients entiers, norme, irréduc-
tible sur le corps Q des nombres rationnels. Le degré de ce
polynôme est égal à <p(w).

Les <p(w) éléments du groupe de Galois G{m) de C{m) sont
les f{rn) automorphismes notés [i] et définis par l'égalité
[i]f{s.) == f{e1) (i mod m, premier avec m).

Si aeC(m), on notera a; son conjugué [i]a.

1. Propriétés arithmétiques de C(/).

1) Idéaux premiers de C(Z). — l premier, impair.
Les idéaux premiers apparaissent quand on cherche à décom-

poser les nombres premiers naturels dans le domaine des
entiers de C(^). Nous rappelons les résultats suivants [8] que
nous utiliserons dans la suite de cet exposé :

Si p désigne un nombre premier naturel et f l'exposant
minimum tel que pf '=. 1 mod 7, f divise l — 1. De plus, l'idéal

^_ ^ ^
(p) se décompose en e == —-y— idéaux premiers distincts

f

(?) = VlV2 . . . Ve.

de degré f: /

Si F désigne le groupe de décomposition des pi et G un
ensemble de représentants des classes du groupe quotient
G(^)/F, on peut écrire :

(P) = n v.-
reo



138 JEAN-JACQUES PAYAN

L'idéal {l) est totalement ramifié, {l) = l1"1 avec l == (1 — £),
l est encore un idéal du premier degré.

Nous savons que les idéaux de C(Z) ne sont pas forcément
principaux. Cependant l'indice h du sous-groupe des idéaux
principaux dans le groupe multiplicatif des idéaux d'un corps
algébrique est fini [8]. Le nombre de classes h d'un corps
circulaire C(7) se met sous la forme h = hoh^ où Ao désigne le
nombre de classes du sous-corps réel maximum de C(l) et
AI un nombre entier naturel. On montre [4] que h^ == 1 si
3 < l < 19 et que ^ > 1 si 23 < l < 100. En outre les
majorations classiques du nombre de classes d'un corps de
nombres algébriques [5], [12] entraînent he = 1 si 3 <; l ̂  19.
On en déduit que C{1) est principal si 3 ̂  ^<; 19 et ne l'est
pas si 23 < l < 100.

2) Congruences dans C(f).
L'ensemble des entiers de C{1) est réparti en N(m) classes

par la congruence modulo un idéal entier m. En particulier
si ttl est un idéal premier du premier degré, nous remarquerons
que tout entier de C{1) est congru module ni à un entier
rationnel. Plus généralement si n est un entier rationnel et
p un idéal premier, la congruence

n ̂  0 mod y équivaut à n =. 0 mod N(p).

Le nombre des classes mod ttl premières avec ni est égal à
î[N(m)].

3) Unités de C(f).
Les unités de C(Z) forment un groupe multiplicatif avec

un nombre fini de générateurs.
Les unités de C(Z) s'écrivent de façon unique sous la forme :

U={—IY^W ... ̂
! ^i? ^2? • • - ) ^q unités fondamentales

l—ï ' , .q = —_—, m mod L
où 1 2

TZg mod l
\r!') ^2? • • • ? rq entiers rationnels.

Si on note Co(^) le sous-corps réel maximum de C(Z), E le
groupe des unités de C(î), U le sous-groupe des racines l1^ de
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l'unité et Eo le groupe des unités de Co(^), l'indice [E : UEo]
est égal à 1 [5]. Ceci revient à dire que l'on peut choisir comme
système d'unités fondamentales des unités fondamentales
de Co(;).

Exemples :
— Pour l = 3 les seules unités sont les racines sixièmes

de 1.
— Pour l = 5 toute unité est le produit d'une racine dixième

de 1 par une puissance entière de £3 + £4.
— Pour l = 7 le corps Co(7) est un corps abélien de degré 3

dont les unités s'écrivent comme produit de puissances
entières de deux des zéros du polynôme x3 — x2 — 2x + 1
ou encore de deux des 3 nombres £1 + £g, £g + £5, £3 + £4 [2],
[6].

2. Idéaux essentiels de C(/).
1) Définition.
Nous appellerons essentiel [3] un idéal m qui vérifie les

deux conditions :
1. Pour tout i le produit ttllînr1 est une puissance entière

d'exposant l d'un idéal lli r

mimr1 == <,.
2. Les idéaux nii et tli,i sont principaux.

2) Caractérisation des idéaux essentiels de C(Z).
Étudions d'abord les conséquences de la première condition.

Tout idéal d'un corps algébrique est produit de puissances
d'idéaux premiers, nous désignerons par facteurs simples les
produits de ceux de ses facteurs qui divisent un même nombre
premier naturel. Pour qu'un idéal vérifie la première condition,
il faut et il suffit que celle-ci soit vérifiée par chacun de ses
facteurs simples.

Soit alors p un nombre premier naturel congru à 1 module l,
notons P le facteur simple correspondant avec

p ̂ n^0
î==l

les pi étant des idéaux premiers du premier degré.
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Pour que P vérifie la condition (1), il faut et il suffit que
ih(i) = a mod l. En effet, exprimons que PÏPj1 est une puis-
sance (iènle :

pïp.-1 = (nw^tnpij^) - Ïi^-^
\i==l / \i==l / i==i

la première condition équivaut donc à :

jh{i) — h(i}~1) = 0 mod l yi et V/

cela entraîne en prenant j = i :

ih(i) = h{i) mod l.

On voit immédiatement que cette condition nécessaire est
suffisante.

Soit maintenant p un nombre premier naturel, différent
de f, et incongru à 1 module l. Le facteur simple correspondant
s'écrira : p - n ^(l )

i'ett

où G désigne un système complet de représentants des classes
de G(Z)/F, F étant le groupe de décomposition des p»'. Dési-
gnons par /o un élément de F autre que 1, il existe certaine-
ment puisque les pi» sont de degré supérieur à 1.

Appliquons la condition (1) pour l'indice /o

=^ p^1 = (ii^^vnv^^n^0-1^
\i'6G / \i'€G / i'eG

== n^ ^=> (/o — l)A(i') = 0 mod l yi\

D'après le choix de /o cette condition équivaut à /i(i') ̂  0 mod 1
soit encore P == P[.

Si p = î, P = = L = = ( 1 — s)71 et L vérifie la condition (1)
si et seulement si h ̂  0 mod l.

En rassemblant ces résultats et en numérotant convenable-
ment les idéaux premiers du premier degré, nous voyons qu'une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un idéal in de C{1)
vérifie la condition (i) est qu'il se mette sous la forme :

m = n'Ïîpr^ p'r^ • • • ̂ rthwa)
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avec A(l), /î'(l), . . . , /^(l) =^= 0 mod ^ On peut mettre m
sous une forme plus simple en remplaçant ^fc) par ^(^(D-. (ce
qui revient à indexer différemment les p00)

1—1m ==n^n^ r
t=l

où ûi est un produit d'idéaux premiers du premier degré tel
que N(a.) soit sans facteur carré et premier avec l et où i*
est défini par :

( i. i* =i 1 mod l
( l<^<p—l.

Étudions maintenant les conséquences de la deuxième
condition.

Soit p = 1 mod l un nombre premier naturel et ^ ses
diviseurs premiers dans C(Z). On note œ une racine primitive

p^ de l'unité et T === 5 ̂ ^ de 1 à p — i où ind a; estse ( ind .r mod p — 1
défini à l'aide d'une classe primitive g mod p par:

x= g1"^ mod p

T appartient a priori au corps C(p, Z) composé de C(p) et C(l),
nous pouvons cependant énoncer [3] :

6 == ^ est un entier de C(Z), l'idéal (6) est essentiel et égal
à l'un des conjugués de l'idéal

û=n\r.
l==l

Nous appellerons formellement essentiel un idéal qui vérifie
la condition (1) et facteur banal d'un idéal formellement

1-1
essentiel m == U1 ]J ûf l'idéal n<

i==l
Le théorème précédent montre que tout idéal formellement

essentiel sans facteur banal est essentiel.
/-i

Si n i ^ n ^ U û f est un idéal formellement essentiel nous
1=1 /-i

venons de voir que JJ af est un idéal essentiel, pour que m
1=1

soit essentiel il faut et il suffit donc que U1 soit essentiel,
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c'est-à-dire que n soit principal. Compte tenu de la propriété
[3] : si la puissance ^ième d'un idéal H est un idéal essentiel,
cet idéal est principal; nous pouvons caractériser les idéaux
essentiels de C(ï).

THÉORÈME 1. — Pour qu^un idéal ïït de C{1) soit essentiel,
il faut et il suffit qu^il puisse s9 écrire sous la forme:

m=(X' ) Ï îû r
1=1

X étant un élément de C(l) et d» un produit £idéaux premiers
du premier degré tel que N(Û() soit sans facteur carré et premier
avec l. i-t

Un idéal essentiel de la forme [J ûf sera appelé canonique.
i=l

Cas particulier. — L'étude que nous allons poursuivre se
simplifiera notablement dans le cas où C(l) est à idéaux princi-
paux. Les idéaux a, sont alors principaux et on définira des
{l—l)-uples canoniques d'entiers conjugués de C(Z) :

DÉFINITION. — On appellera (l — i)'uple canonique de C(l)
un ensemble de l — 1 entiers conjugués premiers entre eux

||ai, a^, . . . , ^p-i\\ de C(l) tels que N(0,) soit sans facteur
carré et sans facteur commun avec l.

Les résultats obtenus ci-dessus montrent que les bases d'un
idéal essentiel canonique sont les entiers associés à
a^*, aj*, . . . , a^Li^*. Tout idéal essentiel s'écrira alors sous
la forme :

/ 1-1 \m - ( ^ n ^ r .
\ i==l /

Exemples. — Les idéaux essentiels de C(3) sont engendrés
par les nombres de la forme X^al [2].

Les idéaux essentiels de C(5) sont engendrés par les nombres
de la forme À^iojaja^.

Ceux de C(7) sont obtenus à partir des nombres X^alalalajal.



CHAPITRE II

CONSTRUCTION DES CORPS ABÉLIENS DE DEGRÉ
PREMIER / IMPAIR

1. /-Uples (Téléments conjugués irrationnels.

Soit K un corps abélien absolu de degré premier l impair.
Le groupe de Galois de K est isomorphe au groupe des per-
mutations circulaires de l éléments. Nous supposerons que les
éléments Oy d'un î-uple de conjugués irrationnels de K sont
numérotés module l de façon que les automorphismes de K
notés 1, <r, . . ., a1"1 satisfassent aux équations :

^) = 9^.

Nous utiliserons dans ce qui suit les résolvantes de Lagrange :

^~j= S ̂
t mod l

Ces résolvantes appartiennent au corps î composé de K et
de C(f). t est un corps abélien absolu de degré 1(1—1), [1]
et si P(OU, s) désigne un de ses éléments on pourra noter [j]^
(j premier avec l mod l et h mod l) ses automorphismes avec
l'égalité :

[/^W^)) - P(ô^ s,).

Pour qu'un élément A de f appartienne à C(Z) (resp K)
il faut et il suffit que ^(A) == AVÀ (resp [/]A == Av/).

Remarquons enfin que :

_ W^j = ̂ j
^^j= S ^ôu-H^^ S C'^

tmodl r==t4-/l
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ce qui entraîne :
^ 8uj == 07-H^ = ̂ h ̂ .

THÉORÈME 2. — Si |0u| 6^ im l-uple de conjugués irra-
tionnels de K, le nombre ô^/ appartient à C(î), ce M'e^î pa5 une
puissance îièBle exacte dans C(l), cest une base Sun idéal essentiel
Uly et il existe ^eC(î) tel que:

^J^u,l-J = ̂ l-J PlP2 • • • Pn

les pi étant des entiers premiers deux à deux distincts tels que
pi ̂  1 mod l.

Démonstration, — On peut écrire :

^ OoT/== (^ ̂ y = {^h Q1 - ̂
ce qui montre que O^/eC^). Montrons alors que Fidéal
principal (6a,/) == îtîy vérifie la première propriété des idéaux
essentiels :

nw1 = (o^/ ̂ o = (Q e^-^^
mais ôo^1 8n^~1 e C(^) car les automorphismes ^ le laissent
invariant, les conditions (1) et (2) sont donc vérifiées.

O^/ n'est certainement pas une puissance ^éœe exacte dans
C{1) sinon Q^j e C(Z)Vy -̂ -̂  6a e C(Z) et l'intersection de K et
de C(î) ne se réduirait pas à Q ce qui est impossible en raison
des degrés respectifs de K et de C(^).

On peut écrire :

^/=(mÏ€.1=1
Supposons que N(ciiy) == pip2 • • • Pn e! notons P^ le facteur
simple de p^ nous avons vu que ce facteur simple est un idéal
ayant pour base une puissance l^^j d'un élément de C(f, p^).
On peut écrire :

9«7=^rK/c==i
où u désigne une unité réelle de C(Z).

On en déduit :

^j^^u^v^y^^p,)1/-^wwn(±^
k==l
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mais Onj Oo^-j appartient à C(î) donc u2 est une puissance
^ièœe exacte, ce qui est également vrai pour u et on peut écrire :

^=^11^=^^ { TJ ̂  _ enl < ,

Jfc=l

en remarquant que O ^ y ô n ^ y est un nombre réel positif on
en déduit que :

^J^l-j == ^l-jPlP2 . • • Pn.

Dans le cas particulier où C{1) est à idéaux principaux (Ay
s'exprime simplement à l'aide des {l — l)-uples canoniques :

t^ËKi==i

La réciproque s'énonce de la façon suivante :

THÉORÈME 3. — Si Hlj est un idéal essentiel de C(Z), on peut
en choisir une base X^y non puissance ^ième exacte dans C(Z)
qui vérifie

^W-jWl-J == A/(PlP2 . . . Pn)1

où A désigne un élément du sous-corps réel de C{1). A chaque
base de îiïy satisfaisant à la condition précédente et à chaque
nombre rationnel s correspond un l-uple de conjugués irrationnels
(Vun corps abélien K de degré l sur Q, de trace s^ tel que

^' = ̂ .
Démonstration. — Nous avons vu que tout idéal essentiel m

est de la forme :

m==(x')nar.
i==l

Si C{1) est à idéaux principaux on pourra choisir comme
1—1

base : X^- [J a^ où a, est un entier base de û», elle répond bien
i==l l-l

à la condition puisque Y[ a, === p^pg ... ?„. Dans le cas où m
i==l

est l'idéal unité de C(l) ou un idéal essentiel banal on choisira
^ = ̂
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Dans les autres cas on peut écrire :

m=(X')n ' f f^
fc=l 1=1

l—l

Nous avons vu que YJ^*/c est un facteur simple dont une
i==l

base est un conjugué de T^ élément défini à partir de C(Z, p^).
Par ailleurs "^.[7—1] (r^) == ± 7^, la base X^ obtenue en

n

posant p- == H ̂  satisfait donc à la condition
fc=i

^-J^l-J = ^PiPï • . . Pn

et ce n'est pas une puissance ^ème exacte.
Désignons maintenant par r un élément défini modulo l

qui engendre le groupe multiplicatif module l.
{Vr^-r) étant essentiel, la première propriété entraîne (-^ÎL)

est puissance l19^ d'un idéal principal de C(Z) ce que l'on peut
écrire:

-î-^ == e^uA^ où u désigne une unité réelle de C(Z). On en déduit :

L±=r == E^^uAi.r le produit membre à membre de ces deux
î -i

égalités montre que u est une puissance Z**"*® exacte dans C(l)
et on peut le faire entrer dans le terme Aj..

Montrons que h^=: 0 mod Z, nous pouvons écrire :

JÎL — fhTîl
r — -' l-Jr

K-
^ =£^'•B^
^

^ = E-'-'-B,',-,^-,
d^où il résulte :

^= e'.-'-'('-i)[B?'-'B^ ... B^-*]'
^

mais pir'-1 := (A entraîne que '-^ est une puissance î""* exacte
^
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dans C(f). On en déduit que:

hr^^l—^^O modl
donc h •= 0 mod l.

L'égalité W1 1. (^Y"^.^^^ valable pour tout
\iW \îW (̂  ^ A

. Ulrentier M, montre que si — est une puissance ^ème exacte dans
V-r ^j-

C(Z), il en est de même pour J— V/ e H, 2, . . ., i! — IL

Considérons le corps f obtenu par adjonction à C(f) des
racines Z1^8 de X/p., d'après ce qui vient d'être dit t contient
également les racines ^iènles de Vj^j pour tout /. Notons enfin
^0,1? ^i.i? • • • ? ^-1,1 les racines Zièmes de X^ avec (0^1 ==£-"(0^.
(DO^ est un élément primitif de f relativement à Q et t est
abélien relativement à C(Z). Les automorphismes de ( rela-
tivement à Q substituent à a>o,i les racines V^ des X^x,.

Notons cr l'automorphisme qui substitue ^ j à ( U o , .
o-(X^) = o'(^oîi) == (^^Oîi)1 = ^^ montre que a laisse inva-
riant l'élément primitif X^ de C(^), donc C(Z) tout entier. Il
en résulte que o^.coo,! == ^h r

Soit alors (Oy une racine Z""6 de V^j nous savons que (o^ = A(0o,i
avec A e C(l) donc o-coy == Œ.A.ŒCO^ == s^coy. Considérons
maintenant les l automorphismes de t qui substituent à (OQ i
une des racines ^ième de X^Xy, la restriction de ces automorphismes
à C(f) coïncide avec [/], notons-les provisoirement 91, Ça» • • • ? îr
Nous remarquerons que 92 == ^îi? • • • ? 9< == o^Çi et que
ces automorphismes commutent avec les puissances de (T,
leurs puissances {l — l)"^8 sont donc deux à deux distinctes
et font correspondre à o>o,i des racines Z^" de

X}-î -i == X^,

l'une de ces puissances {l — l)1^ est donc l'automorphisme
identité, notons [/] le y, correspondant et posons COQ ^ == [/]coo i.
On voit alors que t est un corps abélien absolu de degré
1(1 - 1). ^

Les nombres ôu= -y- / 5 ^uj + A appartiennent au sous-corps

K réel de degré l et forment bien un f-uple de conjugués irra-
tionnels de trace s de ce corps.
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COROLLAIRE 1. — Pour que deux l-uples (|0,[|, ||̂ || ordonnés
appartiennent à une même extension abélienne de degré l

A /

de Q, il faut et il suffit que le quotient -n11- soit une puissance
^ième exacte dans C(Z). ^uj1

COROLLAIRE 2. — Pour qu'une base de m soit puissance
^ème d'une résolvante de Lagrange d'un l-uple de conjugués
irrationnels d'un corps abélien de degré l il faut et il suffit qu'elle
soit de la forme :

e^X^ où u désigne une unité réelle et qu'elle ne soit pas
puissance ^ème exacte dans C(l).

Cette propriété résulte immédiatement de la condition
nécessaire :

^uj 8u,/-y == \/^-/Pip2 • • . Pn-

2. Ordres compatibles avec les permutations circulaires.

Nous avons choisi au départ une numérotation des O^ telle
que les automorphismes de K correspondent aux permuta-
tions circulaires des u, quelles sont les numérotations qui
conviennent?

Soit S Pautomorphisme de K représenté par la permutation
o : (7(6^) == ôy+i dans la numérotation initiale. Nous voulons
que S soit encore représenté par une permutation circulaire
dans la nouvelle numérotation O^n). Écrivons de deux façons
différentes l'image de 63 par S dans la nouvelle numérotation :

S(ôa) == ô^(u) et supposons que S est représenté par la per-
mutation circulaire o^ dans la nouvelle numérotation

==^ ^c(u) = Oo^(u) -̂ =^ yo" = o"^.
On peut supposer en multipliant éventuellement par une

permutation circulaire que y(0) = 0 nous en déduisons :

<jp<r(0) == 9(1) = ̂ (0) == h

9(n) ̂  hn mod l
supposons que :

nous en déduisons :

^(n) = ^{hn} =E= hn + n = ^{n + 1)
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donc :
ç(n + 1) = h{n + 1) mod l

cela entraîne <p(n) ̂  /mVn. Cette nouvelle numérotation est
évidemment une numérotation telle que 2 soit représenté
par une permutation circulaire.

Il y a donc l — 1 façon d'ordonner convenablement à une
permutation circulaire près les ?-uples de conjugués d'un
corps abélien K de degré l.

THÉORÈME 4. — Si ç est une permutation des entiers modulo 1
correspondant à un ordre compatible avec les permutations
circulaires ^==^ ç(u) ̂  hu mod ; alors:

(̂").J ^ ^B,^.

Nous pouvons écrire :

(̂u)../ = S ^(u+()£}== S ^hu+ht^'

d'où on tire :

^r(").7 == S ^hu+t^J =8hu,h*/-
ht==t'

On en déduit bien que :

A———^ A——— / A——/

^C")../ === ^u.^y ===Vu,h»y-

En rassemblant les résultats qui précèdent nous pouvons
énoncer :

THÉORÈME 5. — Si K est un corps abélien de degré l et si ses
l-uples d'éléments conjugués irrationnels sont ordonnés à une
permutation circulaire près il leur correspond un idéal essentiel
canonique, si on change l'ordre des l'uples on obtient les idéaux
essentiels canoniques conjugués.

Réciproquement à un idéal essentiel canonique non banal
(cf. Chapitre i, § II) correspondent l corps K avec des Z-uples
ordonnés à une permutation circulaire près. A ses conjugués
correspondent les mêmes corps K mais des ordres différents
pour les î-uples de conjugués. A l'idéal essentiel canonique
banal : idéal unité ne correspond qu'un corps abélien de degré l
avec les différents ordres possibles.

La correspondance est l'association à l'ensemble des
puissances ^èmes des résolvantes de Lagrange Ç d'un corps K
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l—l

du facteur canonique U cif de l'idéal essentiel contenant les
A i y=i°u../.

Le théorème résulte alors des corollaires 1 et 2 et du fait
qu'un idéal essentiel canonique non banal ne possède que
l bases à une puissance îième près qui satisfont aux conditions
du théorème 3. Si (x en est une, les autres sont

{^}i= 1, . . . , f — i .

Les bases de l'idéal unité qui conviennent sont à un facteur
puissance ^ièmti près : £1, £3, . . ., £/-.i.

3. Polynômes abéliens de degré premier impair /•

Dans la construction des polynômes abéliens de degré l
nous devrons distinguer deux cas suivant que les idéaux de
C{t) sont tous principaux ou non, la première éventualité
se prêtant à une étude plus précise et à une exploitation
numérique éventuelle.

1) C(f) est à idéaux principaux.
On peut alors définir des (Z — l)-uples canoniques (cf.

/ /-1 \Chapitre i) et les idéaux essentiels sont de la forme ( V [[ a1* )»
<""1 . . . . \ i=l l /,

la base \1 ]j[ w.f satisfait aux conditions du théorème 3 car
1-1 1=1 i-i
I[^i= PiP2 ' . . Pn et i* + (l — iT = l. En outre n ̂ = ̂ ~1

*==i , 1=1
ce qui montre que toutes les bases d'un idéal essentiel qui
satisfont aux conditions du théorème 3 sont de la forme

^n<.1=1
Nous désignerons encore dans ce qui suit par r un élément

dont la classe module l est primitive dans le groupe multipli-
catif des classes module Z.

_ __ û û
LEMME 1. — Les éléments ^uj^u,i^j et UÎJ "^-^- où i ^ j

___ Û ~ r ^uj
sont des monômes en 6y ,/ et u)jl '

^rr
Nous avons déjà montré (Chapitre n, § I) que les éléments
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0 , ___ 6 r

J^ sont des monômes en 0^ y/, —n^—, il suffit de remarquer
^,y ' ^^^j
que

A U A yi* A
-S^JL-LZJ. == U T t x t z > < /~" l pour démontrer le lemme.

^J ^j ^ij^l

LEMME 2. — Si 6^/ == \1 II ^J alors
1—1n
î==l

A A " > "> ^-i fc*-Hfct'(. JV^, /
( e< i -=f^ y.
•>r ^-1 rt*-(r*Q*
A; -r-r /

^a.i^o^'-t _ î̂ - i TT .,
A " "~ )l 11 lfc
0., .• A; L.—I

6^<—1n1=1
En effet O^/ = XJJI a;:L^ entraîne -^ = ^^n ^

.—i 8.. - • i^ri .—i^ry 1=1",ry
-tr

égalité obtenue en prenant une racine P"® de r"^
On en déduit : ^.r/

^ r f—1 rt'*—(r*t)*
A, T-T /— — ^-^ n a- — c ^ 11 ^v^ il
^rj i=i^". ry

A - ) > r l-l rf*~(r*Q*
.^^ __ .nr Ap^ TJ fA— ~ ~ £ ^ nar^
Vu, r '̂ Ar^ i=l

A • \ r ^—1 ri*—(r*i)*es,,^^^-.^-Fr^-.., '
ô^,,-^ v^il1 "

En combinant ces égalités on obtient

Ô,/-1-! = e-C-^'-Xf1-^ n (<1 <•• ... a,-,,)'e,-̂
®".r<-l^ î=i

r1"1 — i est un multiple de l, et le membre de droite est néces-
1-1

sairement une puissance entière de Xj I~[ a^ on en déduit
i=l__ ___

A A

n ̂  0 mod 1. Le lemme 1 entraîne que ^tl_-^:/"lL est une
euj.expression rationnelle en Xy», et a^. ce qui précise laquelle

ô"̂ ? Ô 3 ^ ^des racines ^èjne6 de atl ' ">^1- il faut choisir. Notons 3. / cette
^J
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racine Z""6 et posons m == o^ocg ... a^i, nous pouvons démon-
trer le :

THÉORÈME 6. — Le polynôme abélien dont les racines Oa
_ ' • i—i ' ' • •

de trace s vérifient On j1 == X^fJ a^ s^écrit:
1=1

—(lx—s) 1 1 1 . . . 1
\\^m —{lx—s) (^2 (^3 .. . (î^i

A == XaX^m pa.i — (te — 5) (^g . . . p^^^

^-iXiW ^_i,i (3^2 (î^3 _(te_^)

Démonstration. — Nous pouvons écrire :

]^~i=^l+^2^ • • • +6q^l
et (^ — 5) e^ = e^i ̂ j +0^2 e».^ + • • • + Ou. ̂ i\j

= Py . i+y^u, i+y 4- Py.2+y^,24-j + • • • ^.^m
le système :

—(^u—^) +e^+JL2+ •••_+e^=o _
< ^~im—^—5)e,,ï + Pi,2e,,2 + • • • + Pi^-i9u.^i = o
^-i\m + P/-i.i 6^ + • • • — (^u — s) e^ = 0

admet la solution non banale 1, ô^i, 6^3, . . . ôa^_i et le déter-
minant associé est nul.

Pour vérifier que le polynôme obtenu en développant le
déterminant est à coefficients rationnels il suffit de montrer
que [r]A == A.

Numérotons les l lignes et colonnes du déterminant de
0 à l—1, les nombres R^ sont alors situés dans la ligne et
la colonne qui correspondent à leur indice. Posons en outre
Pi.o = ̂ i-i^i^ • • • ^-r

[r]A se déduit du déterminant initial en remplaçant ?, j
par [y]pi,j mais la définition de p^y montre que [r](î^ == pri ry-

Notons r* la permutation des lignes et des colonnes du déter-
minant qui fait correspondre à l'élément Ri j l'élément de la
ligne r*i et de la colonne r*/ (mod Z).

?*A = A car la signature de cette permutation produit de
deux permutations de même parité est égale à + 1. Dans
cette transformation l'élément de la ligne ri et de la colonne
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rj (mod ï) ira à l'intersection de la i1*"® ligne et de la /ième colonne,
ce qui entraîne :

[r]A == r*A = A.

2) Les idéaux de C(Z) ne sont pas tous principaux.
Il existe encore des (l — l)-uples canoniques mais leurs

normes ne parcourent pas l'ensemble des produits, sans facteur
carré, de nombres premiers congrus à 1 module l. Si pipg . • . pn
est un tel produit et s'il n'existe pas d'élément de C{1) de
norme pipz . .. pn on ne peut pas déterminer explicitement

Q r __
la valeur de u>^ à partir de celle de 6^/. On pourra cependant

^i.r/
appliquer la méthode précédente qui donnera des polynômes
abéliens de degré l à partir des {l -— l)-uples canoniques mais
nous n'obtiendrons pas tous les polynômes abéliens de degré l.
Il sera toujours possible de déterminer les polynômes abéliens
admettant comme racines des éléments conjugués du sous-
corps de degré l de C(f2), on prendra a, == e».

3) Applications.
a) Les polynômes abéliens de degré 3 sont de la forme [2] :

s — 3x 1 1
À2

Xî î  s—3^ T1-0^
Ag

Xi^a^ y2- ai s — 3x
A!

=== {s — 3a;)3 — 3\\oL^{s — 3x) + ̂ ^(X^ + ̂ i)-

b) Les polynômes abéliens de degré 5 sont de la forme [10] :
(5rc — s)5 — 5m(XiÀ4 + X^) (5rc — s)3

— 5m [ S ̂ 3^aJ (5a; — s)2

Li=i j

+ 5m[m(ÀÎX2 + ÀjXj — X^W
4 15 ̂ la;a2 .̂ (5o; — s)

i==i Ji==l

.mftfi^aj.aa.al,
^^i

4 -,

+ 5m S a^,(X^Xl — ̂ X^4i) •
1=1 -l
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CHAPITRE III

ENTIERS D'UN CORPS ABÉUEN DE DEGRÉ PREMIER /

Nous avons vu au chapitre précédent qu'un corps abélien
pouvait être caractérisé par une base p.y convenable d'un
idéal essentiel canonique.

Nous avons également montré que l'on pouvait choisir
p .̂ == £jfcT^i,.ïj, i, . . . ^,ir? 1e8 nombres T^i désignant des conju-

p.-i
gués des éléments Ti. = ^ co^e1"*1 x (ind x mod p, — 1). On en
déduit: tc==l

T .̂ = V co^11111 œ mod l
a;==l

soit encore :
pi-i Pi-i

T^ ; ̂  S (ote mod ^ mals S œte ̂  — 1
a;==i a;==i

entraîne :
.̂ == ±: £^ mod f.

La donnée des restes dr £^ des nombres [Xy module l détermine
les restes des y.j modulo (1 — e)^

PROPOSITION. — Si (x;=:±: 1 mod î Za congruence

pi, == ̂  mod (1 — E)1

est soluble dans C(Ï).
Si y-j ̂  ± £yfc mod l, k ̂ /L 0 mod l la congruence

(x,=^mod(l—£y

est insoluble dans C{1).
Si piy ̂  ± 1 mod l nous pouvons écrire :

^ EEE ± 1 + el mod (1 — e)1
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où e est un entier rationnel, on en déduit :

(x/_y == ± 1 + el mod (1 — £/

ce qui entraîne :

plypL^, = 1 ± 2el mod (1 — £/

mais nous savons que :

P-yi^-y = (pip2 • • • Pr)1 avec p, = 1 mod ZVi
mais

pi =: 1 mod Z =^ pi ̂  1 mod l2 ===î'- f^/(^--y = 1 mod P.

En rapprochant cette congruence de l'expression du reste
de y-j^i-j module (1 — t)1 on en déduit que e = 0 mod l d'où il
résulte :

^.=±1 mod (!—£/.

Si y-j^ ± £/fc mod l, k ^= 0 mod Z, la congruence (Xy ̂  ̂  mod Z
f—i

(et à fortiori mod (1 — e)1) est insoluble, car si S; == ^ ^i?
/-i i=i

di entier rationnel, ^ ̂  ^ a\ mod ? comme £y^ n'est pas
i=i

congru à un nombre rationnel mod l on en déduit que la
congruence n'admet pas de solution dans C(Z).

Les décompositions de (1 — e) dans t et de {l) dans K suivant
le reste de p.y mod l s'en déduisent [7].

THÉORÈME. — a) Si piy ̂  ̂ l mod (1 — e)^1 e5( soluble dans
C(l) alors (1 — e) == ti^ . . . l/ dans f.

b) *Ŝ  [Xy ̂  ̂  mod (1 — s.)1 est soluble dans C(l) sans que
la congruence précédente le soit: (1—s) reste premier dans t.

c) 5i (Xy ̂  Ï1 mod (1 — s.)1 est insoluble dans C(l) alors
(1 — s) = V dans t

Les décompositions correspondantes de (l) dans K s'en
déduisent immédiatement :

a) (;) == (,(, . . . l,
b) (l) premier.
c) (l) = (l)'.
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1. Corps unitaires.

DÉFINITION. — Nous dirons qu^un corps abélien K de degré
premier l est unitaire si on peut le construire à F aide (Kun nombre
y.j ̂  1 mod l.

1) THÉORÈME 7. — Le l-uple de conjugués de K construit
avec ^j = 1 mod l, la trace s = 1 et \j = 1 forme une base
des entiers de K.

Démonstration. — La congruence ^j ̂  ^ mod (1 — e)1

est soluble, (1 — s) se décompose donc dans ( de Pune des
deux façons suivantes :

( l - £ ) = = ( ^ . . . t ,

(1 — s ) = = = l premier.

Les On sont déterminés à l'aide de ô^/ = piy. Si (1 — e)
est premier dans Ï

y _ 1 ̂  0 mod Z —^ X — £. === 0 mod (1 — e)

mais comme £, ̂  £^ mod (1 — s), on voit que :
X1 — 1 == 0 mod l ^=^ X — £. EES 0 mod (1 — s).

Si (!-£)= (il. . . . ( .
X^ — 1 EEE 0 mod Z ==^ X — £, ̂  0 mod („

==^ X — s.j==0 mod (aVa et Vy
on peut alors écrire que :

X1 — 1 = 0 mod l ̂ > X — £, E= 0 mod (1 — e).

Les entiers 9^y (de t) vérifient donc 6nj ̂  s^ mod (1 — s)
on en déduit la congruence dans f :

S e^+ 1 = 0 mod ( 1—£)

. ^— J=l
mais S ®a y + 1 == Zôu est un nombre de K.

j=i
Si (1 — s) premier dans î : {l) == L == (1 — e)^ et

^ ̂  0 mod (1 — £) —^ Z9» EEE 0 mod L == {l)

et On est entier.
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Si (1 — £) == lilg . .. (^ alors

Z9y === 0 mod (,V^ ==^0« EE= 0 mod LyV^

-^ Z6, = 0 mod IJ L. == (0
A • u==l
Iju est encore entier.

Les 9 a dont la trace est égale à 1 forment évidemment
une base de l'espace vectoriel K sinon il existerait des pa
rationnels non tous nuls tels que :

'S Pi0a+, == 0
i=o

égalité qui serait vérifiée pour tout u, elle entraînerait alors :

^u ^u+i • • • ^a+i-ie^ ^ ... e. ^^l,-_,_ ,̂
^ s II 8u.7 == ^(PlP2 . • . Pn) 2 =0

vu+/—l Ou • • • va4-/—2

ce qui est impossible.
Si ||eu|| est un Z-uple d'entiers conjugués de K, nous pouvons

écrire :
^u == S pi ÔB+» Pi rationnel Vi

< mod /
on en déduit :

^nj= S pA+u= S pi^^j
i mod l i mod f

soit encore :

^ = 0«:/ '2 (P. - Po)£7' = \ ̂
i==l

-8'n étant entier il en est évidemment de même pour 8-u / == Xi 0~/
mais comme (x, est sans facteur puissance îiè'ne cela entraîne
que Xy est entier, les nombres pi —' po sont donc des entiers
rationnels et on peut écrire :

^-PO^- S (Pi-Po)Oa-H
î==l

l—l

comme-9-n et ^ (p,— po)^u+i sont entiers on en déduit que po

est également entier, comme po était déjà rationnel, on en déduit
que les p, sont tous des entiers rationnels.
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2) Bases normales Sun corps unitaire.

Pour qu'un Z-uple de conjugués 8-y de K forme une base
des entiers de K(base normale) il faut et il suffit que la matrice
carrée M qui permet de passer de la matrice unicolonne (ou)
à la matrice unicolonne (-8-u) soit de la forme :

Oo
Ctl-l

0-l-î

Ol

<h
0,0

0(i

<h

. . .

• • •

a î
^-2

Oo

M = =

avec ai entier rationnel V» et det. M == ±: L
Si N est la matrice obtenue en remplaçant a, par &. on voit

que :

MN==
CQ
^-i

î

Cl

CQ

^ • • •

Cl^l

^—2

CQ

où c^i^j = ̂  a^i^bj^t,. L'ensemble de ces matrices forme
h

donc un groupe multiplicatif abélien. L'étude des bases nor-
males se ramène à l'étude de ce groupe.

Nous pouvons remarquer que :

d e t M = = ( o o + ^ + ... + a ^ ) n r 2 (a.—Oo^ly=i L i J
, ,. . ( d e t M = ± l ) , .
la condition j .. . , > équivaut a:(a; entier rationnel) A

^o + ^i + • • • + a^i = ± 1
(—in-i
S

\ 1=1

Remarquons que :

^ (a, — ao)s^ == \j unité de C{1).
1=1

/—i- s '(=1Tr(X,.) == S (ao — a.) = la» — (ao + ai + • • • 4- (ï,_i)

=^Tr(Xy)=d=lmodf .

A une matrice M correspond donc une unité de trace congrue
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à ±: 1 mod L Soit alors Ày = b^j + • • . + b^e1^1 une
unité de C{1) telle que Tr (Ày) == ± 1 mod f.
La dernière condition équivaut à :

bi+ &2+ • • • + ^ i = = ± l + ml.

On recherche des entiers rationnels Oo, Oi, . . ., a^i tels que:

(ao + ̂  + ... + OM = ± 1
(a, — ao = b, yi = 1, . . . l — 1

les conditions posées montrent que :
OQ == — m, a, == 6( — m est la solution de ce système

d'équations.
La correspondance entre les matrices M et les unités Xy

de trace congrue à ± 1 mod l est donc biunivoque. Cette
correspondance est un isomorphisme en raison de l'égalité :

/i-i \ i 1-1 \ i-i i-z
(l a^\ S &i<)= S s; S â ,,,.
\i=o / \r==o / r==o 1=0

On peut voir directement que si a et ? sont des entiers de C{1)

Tr(a) Tr(P) = Tr(a(î) mod l

il suffit de remarquer que Tr(ea) = Tr(a) mod l et que
Tr(n ea) === n Tr(ea) si n est entier rationnel.

Pour obtenir toutes les bases normales d'un corps abélien
de degré l premier à partir de l'une d'elles il suffit donc de
connaître le groupe multiplicatif des unités de C(t) de trace
congrue à ± 1 mod L Ce groupe contient le groupe multipli-

^ _ A
catif des unités puissances —.— ièmes exactes et les racines

jû

^ièmes jç l'unité il est donc isomorphe au groupe des unités de
C{1).

Exemples :
Pour l = 3 il n'y aura que deux bases normales à une permu-

tation circulaire près.

Pour l = 5, l v == — (£2 + £3) est une unité fonda-

mentale, et le groupe des unités de trace congrue à ± 1
module 5 admettra 1 — £g — £3 === (e^ + ^)2 comme généra-
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leur d'ordre infini, la matrice correspondante s'écrit:

Pour l == 7 on peut choisir ^ + £g et £3 + £5 comme unités
fondamentales, et le groupe des unités de trace congrue
a ± i mod 7 admettra (^ + £e)3 et (£2 + ̂  comme généra-
teurs d'ordre infini, les matrices correspondantes s'écrivent:

€t

—1 2 — 1 Q 0 — 1 2
2 — 1 2 — 1 0 0 — 1

—1 2 — 1 2 — 1 0 0
0 — 1 2 — 1 2 — 1 0
0 0 — 1 2 — 1 2 — 1

—1 0 0 — 1 2 — 1 2
2 — 1 . 0 0 — 1 2 — 1

—1 0 2 — 1 — 1 2 0
0 — 1 0 2 — 1 — 1 2
2 0 — 1 0 2 — 1 — 1

—1 2 0 — 1 0 2 — 1
— 1 — 1 2 0 —1 0 2

2 — 1 — 1 2 0 — 1 0
0 2 — 1 — 1 2 0 — 1

1 0 — 1 — 1 0
0 1 0 — 1 — 1

—1 0 1 0 — 1
—1 —1 0 1 0

0 — 1 — 1 0 1

2. Corps non-unitaires.

DÉFINITION. — Un corps abélien K de degré premier l est
non-unitaire s'il peut être construit à Faide d'un nombre
H'./=£v mod l avec i^sO mod l.

THÉORÈME 8. — Pour que le l-uple ||0^| de trace s construit
avec X}o, soit formé d'entiers il faut et il suffit que les Xy et s
soient entiers et que \j = 0 mod Z, s === 0 mod l.

Démonstration. — Cette condition est manifestement suffi-
sante car

Xy = 0 mod l ===^ 6060 j1 entier
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et
O^/ == 0 mod V -^ 6^ = 0 mod f

donc
^ ^—i _ \

Oy == —( ^ 8^ + ^ ) est entier.
^ v-i ' /

Pour mettre en évidence que cette condition est nécessaire,
considérons :

P = JJ (On — ôu-i) comme o-P = P ce nombre est un entier
u

rationnel.
Par ailleurs :

ou— e^=^[e^(i— s) +o7;(i-£,) +...+e^(i—£^)j
ce qui entraîne :

P=J^^(S9,7/1-^Vi u \ j f

En développant ce produit on obtient :

^KXffi^f1^
+ • • • 4- S1^11 W1 • • • W^1—^ • • • (1—^)"- x

-f S "-^ s u-+-...-^, S u-i
y p LueEl UGE, ue^r J j

E,.E.,....E,

où n^ + ^2 4~ • • • + ^r == ^? ^i ^> 0 ^ où le signe ^ signi-
E,.E,...Er

fie que l'on étend la somme aux partitions E^, . . . , E r de
JO, 1, ..., l—i} telles que ^(E.) = n,, où Î(E,) désigne le
nombre d'éléments de E(.

-f S "+*» S »+'"+^r S «I

LEMME. — L'expression S Ê, 1 ueEÎ u6Fr

E,.E2,. . . ,Er
est toujours rationnelle', elle est nulle si

n! + ^2^2 + • • • + ^r^r ̂  0 mod l

et congrue à 0 modulo l si n^ + ^2^2 + * • ' 4~ ^r^r ̂  0 mod f.
Supposons ^1+^2^2 + • • • 4~ ^r^r ̂  h ̂ /L 0 mod Z et notons
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N(i) le nombre de partitions telles que :

S u+k^ S ^ + — + / c , S u=i mod l
U6E, U6E, ueE^

alors N(i) = N(i')Vi'. En effet, si on considère la partition
(Ei, Eg, . . ., E,.) et la partition S((EI, Eg, . . . E,) obtenue en
ajoutant à chaque u le nombre ( mod Z, ̂  matérialise une corres-
pondance biunivoque entre les partitions de « somme » i et
les partitions de somme i + ht == ^' comme A E^= 0 mod f cette
dernière équation a toujours une solution =^ N(i) == N(i').

L'expression totale peut donc se mettre sous la forme :
-r s "4-...-^, s "1

E^E. £y 1 ueEr == N^1 + s + e. + • • • + ̂ ] = 0.

Si ni + ^2^2 + • - • + A*^ ̂  0 mod Z et si N(i) désigne le
nombre de partitions de somme i^O mod ^désignons par
^(A ̂  0 mod l) la transformation qui fait correspondre à la
partition ^E^, . . . , E^ la partition obtenue en taisant le
produit de u par h mod L La nouvelle partition aura une
somme égale à ih mod l et N(i) = N(iA), la somme des termes
correspondant à des partitions de « somme » incongrue à 0
module l est égale à — N(^) et il reste Cf^ -^r — (^ _ l)N(i)
termes égaux à 1, Cf^2- "^ désignant le nombre de partitions
|Ei ... E,j. Il est évident que C?^- ••^ == 0 mod f et il
résulte :

CE,.E,...,E. __ ^ __ ̂ ^ __ ̂  ̂  Q ̂ ^ ^

Remarque. — La condition HI + /Ca^ + • • • + A-r^r == 0
est nécessaire et suffisante pour que :

A nl A /l» A » r es. Cfî\"o.y ^0,^7 • • • ^o,krjr e L( f c)•

Exprimons alors que P est entier
1-1

" 2j ^u
7=1
S e ^ ^ — e . y ^ O m o d ^ l — e y

mais 6uj === Àjay et Xy ̂  ^ mod 1 — & avec e rationnel donc
Vj = e mod l. On en déduit :

5 V (l — s,/ = e s1 ̂ -(i — £,/ = o mod /(i — sy.
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Etudions la congruence plus générale :

e S £.,(1 — ̂  = 0 mod 1{1 — e^1

/ Y — e . \
avec n entier rationnel mais ( .——1 ) == 1 + s 4- • • • + £/-i

et la congruence équivaut à :

éîS\•(l+£+ • • • +^Yl=.Omodl

1-1 1-1
soit encore : e S J\j ̂  0 mod l mais ^ /^i./^O lï^d ^ donc

./=i ^ y==i
e ̂  0 mod Z. On en déduit donc que Vj == 0 mod (1 — e^-s)
donc ^j = 0 mod (1 — £)^-2) ce qui entraîne 9^ ̂  0 mod l
dans f et comme 6g est supposé entier avec

1-1_
l^u = S Ou j + ^ -̂  5 = 0 mod l,

y=i

s étant un entier rationnel, on en déduit s^.0 mod L

n(e.-t)=^n(su
U \ ^ / ^ U \ J /

est alors entier.
Il nous reste à étudier l'expression :

A—nso,^"
t' a j

de la même façon que précédemment on peut écrire :

4 _ _ _ -r s "+*» s »i
A=-[S ôo./+ 2 S Oo./1^^ LoeEl ueEÎ J +• • •l' L j J E,,EÎ

posons \j = (1 — £j)^2^ avec Xy entier. Pour que A soit
entier il faut et il suffit que :

S (̂ (1 — ̂ "'2) = 0 mod (1 — £)^~1)

Comme précédemment on en déduit :

Vj = 0 mod 1 —- e -^ Xy E= 0 mod (1 — e)^-1 c^ ^
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COROLLAIRE. — Si ||6u|| désigne le l'uple de conjugués obtenus
avec \j == î, p.y et s == 0 les entiers [ 1, On-n, . . . , ôu-^i j forment
une base des entiers de K.

K n'admet pas de base normale puisque la somme d'un
Z-uple de conjugués entiers est congrue à 0 module l.

L'ensemble |1, O^i, . . . , Qa+i-i} forme évidemment une
base de l'espace vectoriel K. En effet, s'il existait une relation
linéaire à coefficients rationnels entre ces éléments on pourrait
écrire :

^ o + 2 û^u+i == 0,
i

relation vraie pour tout u.
Ces relations entraîneraient alors :

=0

1
1
1

1

ei
02
03

o'o

02
03
94

e'i

• • •
• • •

/—l

ô
e

ô

i—l
0

•

1—2

mais ce déterminant est égal à JJ ôgj et son égalité à zéro est
impossible. •/==l

Posons

^a == ^0 + S ^n+i
i=l

et supposons que 9-^ est un entier.

^j = ̂ j (<W1 + W2 + • • • + a,-i ^-1) = 0^ ̂ .

On en déduit :
^7=(x/v}

nous venons de voir que on entier entraîne l^j est un entier
de C(î) congru à 0 mod l ^==^ ^j est un entier de C(î)

-=»- les ai 1 ̂  i <; l — 1

sont des entiers, par différence on voit que OQ est également
entier.
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3. Discriminants»

1) Si K est un corps unitaire un Z-uple formant une base
d'entiers permet de calculer son discriminant :

Ou Ou+i • • • ^u+i-i2

^ ̂  Ou+l Ou+2 • • • Ou

ôn-^-i ou ^u+l-2

= (H Ouj)2 ( S Ou)2 = (PlP2 . . . Pn)1-1

le discriminant d'un corps unitaire de degré l est la puissance
(l — 1)^"*® d'un produit de nombres premiers rationnels distincts
congrus à 1 module l.

Pour déterminer le nombre de corps unitaires dont le
discriminant est égal à {pipz . . . Pn)1"1 iï suffit de connaître
le nombre des idéaux essentiels canoniques de norme égale

{0.-=!}

à (pi?2 • • • Pn) 2 sans distinguer les idéaux conjugués qui
correspondent au même corps mais avec des î-uples ordonnés
différemment. Ce nombre est évidemment égal à {l—l)71""1.

2) Si K est un corps non-unitaire on obtiendra son discri-
minant à l'aide d'une base d'entiers de la forme trouvée au 2.

1 9u4-i 9n+2 . .. ôu+^-i

^=i eu+2 eu+3 • • • ea ^fn^V-^pi^.-.p^1
: : : : \y=i /
1 6u On-{-i . . . ^n+i-2

le discriminant d'un corps non-unitaire de degré l est la puis-
sance {l — l)^ du produit de l2 par n nombres premiers
rationnels distincts congrus à 1 module l (n peut éventuelle-
ment être nul). On déterminera encore le nombre des corps
non-unitaires de discriminant (^pip2 • • • Pn)1"1 en recherchant
le nombre des idéaux essentiels canoniques de norme

ia-i)
{PlP2 . . . Pn) 2 •

On trouvera encore (l—1)" corps.

DÉFINITION. — Nous appellerons primaire un corps abélien
dont le discriminant est puissance d^un nombre premier.
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l étant fixé, il existe un seul corps primaire non-unitaire
de degré l et une infinité de corps primaires unitaires. Le corps
primaire non-unitaire est obtenu à l'aide du {l—l)-uple
|£i, £2, . . . , £^-i|.

4. Exemples.

Nous appellerons polynôme fondamental d'un corps abélien
de degré premier l un polynôme dont les racines 6a forment
une base d'entiers ou, si le corps n'est pas unitaire, tel que
jl, Ou+i, . . ., ôu_^_ij forme une base des entiers du corps. Il
y a une infinité de tels polynômes si l > 3. On trouvera des
exemples pour les corps de degré 3 dans l'<( Arithmétique des
corps abéliens du troisième degré » d'Albert Châtelet. Pour
le cas du degré 5, j'indique un élément du (l— l)-uple cano-
nique, la valeur du discriminant et le polynôme fondamental
correspondant pour les premiers corps primaires. Je donne
également des polynômes fondamentaux des corps primaires
non-unitaires de degré 7 et 11.

ai

£

2£3 + £4
2£ —— £2

2 + 2£ + £2 —— £4

3£ + £2
£

£

A

58

114

3l4

4l4

6l4

712

1120

Polynôme fondamental

•T6 — l0a3 + 5;r2 + lOa; + 1
a- + x* — 4;c3 — 3.T2 + 3x + 1
«2/ —— OC/ —— JL^tî/ —F- Zi JLX ""i OC —— 0

s6 — a4 — 16s3 — 5;r2 + 2ix + 9
x6 — 3* — 24a^ + 13^ + 4Lr + 13
x1 — lia6 + 2Lc4 + 9Lc3 + 112.I;2

— 84a; — 97
x11 — W + 33a^ + 825a;7 — 396.̂

— 4 972^ + i 287a^ + 12 760^
— 924a;2 — 10 9S9x + 243

Les formules qui permettent d'exprimer les nombres 6^/
(resp. On,./,. 80, y,, /i d-/^^) comme produits de 6^27 (resp Ouj^J
par un nombre de C(Z) permettent de construire la table de
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multiplication des entiers d'un corps abélien de degré l en
calculant les produits deux à deux et les carrés des éléments
d'une base d'entiers.

Examinons le cas des corps de degré 5.

Corps unitaires. — Désignons par ô^, ôn+i, O^g, O^, ô^
les éléments de la base normale construite à l'aide du quadruple!
canonique o^, o^, 003, 04, du facteur banal X == 1, et de la trace
<s == zb 1, s = a^alaja^ mod 5. On peut écrire :

os=^[j^+.]2

= — F S ̂ /^ Ô..7/ + 2s S Ô,̂  + 2 S aa/a^ O,̂
0 L/=i y=i j=i

+ 4^020304 + 1]

soit encore :

^= -^ iï105 + s ̂ (^ + ̂ )\0 LV y=i /
+ 9u4-i S ̂ A^, + 2a3,)

7=1
+ ô»+2 S ̂ (a^, + 2a3,) + 6^3 S a^(a^. + 203,)

j=i y=i
4 1+ 8u+4 S ^(ag, + 2a3,) + ̂ v.^^ — 1 •

y=i J

On obtient de la même façon l'expression de ôa^a+h pour
h = 1, 2, 3, 4.

eA+n = —- r559" + ̂ ^^ +e» S ^(a^2/ + ̂ 5 + ̂ £3/)
0 L y==l

+ ô^i S a,(a^+1 + a3,£5+1 + û^3.̂ 1)
y=i

+ Ou+2 1 a/a^£f+2 + a^^2 + a^2)
^=1

+ Ou+3 S a,(a^+3 + a3,£5+3 + a3,£3^3)
y=i

+ 0^4 S a,(a^+4 + o^4 + a3,<+4)
^=i

— a^agO^o^ — 1 j.
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Corps non-unitaires. — Désignons par ()„, 604.1, Oa+g? 8n+3,
9n-(_4 les éléments construits avec le quadruplet (ai, ocg, 03, 04)
le facteur banal X = 5 et une trace nulle.

On obtient alors :

^ = ± [̂  5 a^- + 2a3,) + O^i S ^£,(a,, + 203,)0 L y=:i y=i

+ 0^2 S a,£^(a,, + 203,) + 6^3 S a^.(a^ + 203,)
y=i y=i

+ Ou+4 1 ^(a^. + 203,) + 2001^03^1j=i J
et pour h == 1, 2, 3, 4 :

eA+h ̂ f611 S ̂ (w3' + ̂ y271 + ̂ j4')0 L y=i

+ e^i Sa,(a,,£73^ + ag^y2^1 + ̂ y4'14-1)

+ e^, | a/a,^3^2 + o^2^2 + a3,£74'l+2)
j—^

+ 0»+3 .Sa^^-sr3^8 + W2''^ + as^4'1-'3)

+ e»+, Sa/a^y8^4 + 03^7 ̂ +* + a3,£74't+4)

—501020304).



CHAPITRE IV

COMPOSITION DES CORPS ABÉLIENS DE DEGRÉ PREMIER /

1. Composition de deux corps.

Considérons deux corps abéliens de degré l : K.i et Kg dont
les discriminants sont premiers entre eux. Désignons par Çu
éléments d'un Z-uple de conjugués irrationnels de K.i et par •/)„
les éléments d'un f-uple de conjugués irrationnels de Kg.

Considérons alors les nombres :

9u= S ^)u-v
V mod l

on peut écrire :

0^== S ^t^j= S ^ 5 Sv^+t-v
t mod l t mod l v mod ;

= 2j Sv Zj "^a+t—v £./ ==: 2j Çv^u—v,^
V mod l t mod f v

= S ̂ v^-
v

soit encore :
^uJ=^jrîu,j-

Si on note que :

^j =^j et Yj^ =X'^;.

on en déduit que Ouj == (^/^y/p1/?^ les discriminants de Ki
et Kg étant supposés premiers entre eux, le produit (JL,^ est
base d'un idéal essentiel canonique et les Oy forment un î-uple
de conjugués irrationnels du corps abélien de degré l construit
à l'aide de (^y. On notera Ki o Kg ce corps. Les égalités
précédentes montrent que le discriminant de Ki o Kg est le
produit des discriminants de Ki et Kg, il suffit pour le voir
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de choisir les ^ et les Y)^ racines de polynômes fondamentaux
de KI et Kg, les 6y seront alors les racines d'un polynôme
fondamental de Ki o Kg. Remarquons encore que si on change
l'ordre des éléments conjugués des Z-uples de Ki sans changer
l'ordre des Z-uples de Kg, on obtient un corps différent. On
peut grâce à cette remarque montrer que tout corps abélien
de degré l est composé de corps primaires et retrouver le
nombre de corps de discriminant donné.

2. Inclusion dans les corps circulaires.

THEOREME 9. — Un corps abélien K de degré l premier
de discriminant m1^ est sous-corps de C{m).

a) m == P.
Le corps non-unitaire primaire est obtenu avec le (Z — l)-uple

||£i£2 . . . £f-i|] il est donc sous-corps de C(P). Le groupe de
Galois de C(Z2) est formé des éléments notés [^.(1 + iy]
où co est un représentant d'une classe primitive module l
tel que (o^EEEl mod P, ^défini mod 7—1, y défini module f.
Désignons par ^ une racine primitive l21^9 de l'unité, racine
^ièœe jç g Nous poserons :

Ml + n = ÏLw
Considérons les éléments 6y = ^ SL^I+O" ce sont ^es

scmoàl—1.
éléments du corps primaire non-unitaire de degré l.

Formons l'expression O^y ôu^_, :

^nj ^^l-j == S WB(l+OU+<+û^(l+OU+</+^(-<')
a?mod;—l

x' mod/—l
(, t' mod l

l—l
pour étudier cette somme, remarquons que co 2 == — 1 mod Z2.

^nj^u.t-j == 2 ^co^l+^O-O+^O-C)
scmodl—1
t, t ' modl

+ Zj ^a;(l+f)u+<+(0a;'(l+/)u+<'-^-/y0-<')•
a;, œ1 mod/—l
x'—x^1-^-1.

2
(, <' mod/
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On peut écrire :

5 ^i+0"K<-<WX(-<') = S ^-t'X^+y]
a?mod^—l a?niodf—l
(,( 'mod( t.rmodl

cette somme est égale visiblement à l2.
Par ailleurs, la seconde somme s'écrit :

S S ^(o^i+œ^ti+^i+M+^k
fcmodf a;mod<—l

hmodf—1 tmod{

'•̂
où ron a posé x9 == a; + h, t' = t — k.

La somme
S ^(o l̂ + O"^ [1+ (Al + 0 ]̂ + Ijk

xmodl—1
t mod l

est nulle car la somme des racines primitives p1*"*" de l'unité
est nulle.

De l'égalité 6nj ̂ u,i-j === ^2 on déduit, que les on ne sont pas
rationnels, que 6^/ == VE^ k =1= 0 mod Z et que les Ou sont racines
d'un polynôme fondamental.

b) m = p, p premier, p '= 1 mod L
Nous savons qu'il existe un seul corps abélien de degré î,

de discriminant p^~1. Le groupe de Galois de C(p) est formé
des éléments notés [y], x module p — 1, où y désigne un
représentant d'une classe primitive modulo p. Considérons le
sous-groupe formé des éléments [y^] avec x = 0 mod l, c'est
un sous-groupe d'indice l, le sous-corps de C(p) qui lui est
associé est donc un corps abélien de degré l dont le discri-
minant est forcément une puissance de p (p est le seul nombre
premier qui se ramifie sur C(p)). Notons œ? une racine primi-
tive p1^6 de l'unité, et considérons la somme :

e»= s [ï'̂ "]^
a? mod '—~

on obtient ainsi un î-uple de conjugués du corps abélien de
degré l de discriminant p^1. Remarquons que S ^u == — 1
par ailleurs: _ umo<u

e^= S ^[lx+u+t]^
.cmod^

t mod l
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On en déduit :

AA^== S^ ^ï^cop 2 ^V-^p
a; mod l-—c a;' mod ^—^

< (
(modf t'modl

posons :

x^x+^^+h

t' = t + k

nous pouvons alors écrire :

8o.A^= S l+ S £7' 5 co^-T^
..mod l̂ f c m o d< ^mod£=l

t"1^/ (mod/
h^Q

+ S £7' S œ^1-^
fc^' ——^

(modf

=p- l -^——l S ^ 5 ^--*
k mod { fc mod {

k^O=P-
Les ôa forment donc un Z-uple de racines d'un polynôme
fondamental.

c) m est composé.
Considérons deux corps abéliens de degré l: Ki et Kg de

discriminants respectifs m1"1 et n1"1 premiers entre eux.
Supposons que K^ et K^ soient sous-corps respectivement
de C(m) et C(n), notons G^ et G^ les groupes de Galois de
C(m) et C(n) et g^ et g^ les sous-groupes d'indice l associés aux
corps KI et Kg, notons o- et T des représentants de classes
primitives de G^/g^ et G^gn et supposons que :

Su= S ^"(œj
^e^

l̂u == 2 ^"(œj
teg»

forment des î-uples de racines de polynômes fondamentaux
de KI et Kg (co^ et œ^ désignent des racines primitives m1®"*"
et n^ de l'unité).
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Nous pouvons alors énoncer :

LEMME. — Le corps K.i o Kg est sous-corps de C[m.n).
Le groupe de Galois de C(m.n) est produit direct des groupes

GTO et Gn, nous noterons ses éléments (S, T) avec S «s G^ et
T e G^. Nous désignerons par 1 les éléments unités de G^
et G^. Considérons :

Ou = S ^]»-v = S S (^v, ̂ -^œ,
V m o d f vmodf ^e^^

te^n

remarquons que œ^co^ == co^^ est une racine primitive mn^6 de
l'unité et que les éléments {s^, (T"^) avec s e g^ te g^ forment
un sous-groupe g^ d'indice l de G^ X Gn les éléments (I, T°)
formant un système complet de représentants du groupe
quotient.

On peut alors écrire :

Ou- S (S,T)(I,T°)^
(S,T)€^

les On appartiennent donc à C(m, n) et forment un Z-uple de
racines d'un polynôme fondamental de K-i o Kg.

Comme un corps abélien non primaire peut être obtenu
en composant des corps primaires, le lemme précédent achève
la démonstration.



CHAPITRE V

ÉTUDE DES IDÉAUX DES CORPS ABÉLIENS
DE DEGRÉ PREMIER

Décomposition d'un idéal rationnel.

La décomposition d'un idéal rationnel (a) dans K abélien
de degré l et de discriminant m1"1 est donnée par la décompo-
sition des idéaux rationnels (p) où p désigne un nombre
premier naturel. Si p est un idéal premier de K, son groupe
de décomposition, s'il n'est pas égal au groupe de Galois
de K, se réduit à l'élément unité de ce groupe, nous noterons
dans ce cas pa, u mod l les conjugués de p. Les décompositions
possibles de (p) s'écriront :

(p) = ̂  y premier de degré f.
(p) == y^g . . . p/ où les pn sont des idéaux premiers du

premier degré deux à deux distincts.
(p) == y^ y premier du premier degré.

On sait que ce dernier cas se présente si et seulement si p
divise m.

1. Critère de décomposition.

Soit p un nombre premier naturel qui ne divise pas le
discriminant de K, alors si ^ désigne une base de l'idéal
essentiel canonique qui permet de construire K, (p) se décom-
pose en un produit d'idéaux premiers du premier degré ou
reste premier dans K suivant que la congruence [dans C(f)]

/ ^ (mod p si p =^= l ) , ,,x — u.f = 0 ] 2 . * ' \ est soluble ou non.
( mod I2 si p ==• l )
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Nous noterons ||9n[| le Z-uple de racines conjuguées d'un
polynôme fondamental, vérifiant :

(60^ == (̂ . si K est unitaire,
W = l
^n j == ^(À/ si K est non-unitaire.
f^=0.

Remarquons que les congruences x1 — (Jiy = 0 mod p et
y1 — V^j ̂  0 mod p sont solubles pour les mêmes valeurs de p
différentes de l.

1) Condition nécessaire.
Supposons que p premier du premier degré divise ( p ) et

p =^= l. On en déduit 6a+h = a^^ mod p où a^^ désigne un
entier rationnel. Notons p l'idéal de t (t désignant toujours
le composé de K et C(Z)) obtenu en faisant le produit de p
par les entiers de f. On en déduit :

e^ = 2 £^+, mod p -̂  9»7 =E / S ^u+hV mod p
h œod f \/» mod /

la congruence x1 — p.y ̂  0 mod p a donc des solutions dans
C{1) ce qui entraîne x1 — y-j = u^ avec u e y et ^ e f mais
y n C(Q = (p) donc :

X1 — y.j ̂  0 mod p.

Si p = l supposons que {l) soit divisible par l premier du premier
degré dans K, il en résulte :

ôo+h = a^ mod l soit 9^ == S ^n+h mod l
hmoàl

et

donc :
6j=/ S eî^+^ymod^nU)' '- /S r^ x ^

mod(\/imod( /

e7"/^/ S ^+hymodf2.
\/»modf /

Comme les deux termes de la congruence appartiennent à
C(î) et que l2 ne divise pas l puisque nous avons écarté les
diviseurs du discriminant de K, on en déduit que :

8o7 = ( S ^u+hV + ̂  avec u e l2 et ^ e f
\ A mod f /
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ce qui entraîne :

CEEE/ S e^^modZ2

\h mod l î

(compte tenu de l2 n C{1) = (Z2)).

2) Condition suffisante.
Supposons que l'on ait yy tel que :

ïj — ^u,/ ̂  0 mo(i jP sl P =7^ ^*
yj —On7== 0 mod Z2 si p = l.

[Dans ce cas, K est unitaire],

THÉORÈME 10. — Si p ̂  l, on peut trouver des yy, tels que:

^—(QjgOmodp

^'^^^--modp V^/e | l , 2 , ...^-1|,/—^()
T/ _Op../

Y/p_y ̂  Oaj 6^ ̂ y mod p.

Désignons par r un générateur du groupe multiplicatif module L

Nous avons montré au chapitre n que les nombres "^""^
y ' r ^ T/

^t Y^'y!-/ sont des monômes en y/, H- et leurs conjugués.
T^'

LEMME. — r ayant toujours la même signification^ si ^j.
vérifie y^ ̂  6^/ mod p, on peut trouver y^ teî çue:

/r û r
yy=^modp et ^E=-:^modp.

ï^ 8u.ry

Désignons par (p) = p(i)p(2) • • • P(<O la décomposition de (p)
en idéaux premiers distincts de degré f sur C(Z) (e/*= Z — 1),,
et par Hp le groupe de décomposition des y^. Les solutions.
de la congruence X^^ôo^/ mod p se déduisent de yy en
faisant le produit de yy par une racine Z10"" de l'unité modulo p.
Les racines îièmes de l'unité modulo p sont au nombre de Z%
une quelconque d'entre elles est déterminée par son système
de restes module les P(,) : u ̂  e .̂ mod y^.
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Hp est un groupe d'ordre /*, il est formé des éléments [r^],
x mod /, nous noterons pr1, i mod <? les diviseurs premiers
de (p) avec [/]. y,. == jp^ et [V]. y,, == p,<.

La congruence y^ ̂  O^/ mod p entraîne :

^=£^mod^
^r 9^r

^EEE^-^mody,

^=£^-|^mod^-i
^ 9a.r

mais l'égalité :

•î\'"\...^(^
f y\ yl-ï

TïY x X =ïr-1
\Tr / \ïr</ \T^-2/ T^-1

jointe à la congruence O^/ ~1—y^'1'"1 ̂  0 mod p entraîne
.̂r

en prenant les restes module pi des -IL!±±I ;
Tr^

£/r^,+^+...+^-i) = l niod p.

ce qui entraîne HQ + ^i + • • • + /^-i ̂  0 mod l.
Déterminons alors une racine l^9 de l'unité Ui module p

telle que si on pose yi == U^ mod p, on ait :

ïl:=Û:n,odp
T^ 0,,,,'tt,r

^r- e,./
^"ô mod p^

tt,r

pour i == 1, 2, . . . ,e.
Ui est déterminç par ses restes module les pr1? posons :

Ui ̂  ̂  mod p^-

La condition cherchée équivaut à :

TXg —— ^e—1 ^= ^0 Uiod î

ra;i — rXe ^ Ai mod î
r^ — y î ̂  ^2 mod l

\ ra^-i — rx^ = he-^ mod î
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Les solutions sont de la forme :
x^ =XQ + Air*
x^ = XQ + (Ai + h^r*

mod l
mod l

x^ == XQ + (Ai + ^2 + • . . + h^y mod î
e-l

où a;o est arbitraire. La condition ^ ^i=0 mod 2 assurant
1=0

la compatibilité des Z équations. Le lemme est établi et conjugué
avec la propriété du chapitre n qui vient d'être rappelée,
il entraîne le théorème, on peut encore remarquer que les y'
qui conviennent sont définis au produit près par une racine
^èmc jç l'unité.

Considérons maintenant les nombres rationnels définis mod p
par:

1 //-i \
CU+H == -r [ S ^T^S'j + s } mod pv \y=i /

où s désigne la somme des ()„. Posons lc^ — s = X on en déduit :

—X+T i+ Ï2+ • • • +TÎ-I =0modp
y^-i — Xy, + Yi2 + ... + Y^, = 0 mod p

y,-iYi ...............

posons alors
-N/^

^ = PU et

on obtient :

Xyî_i = 0 mod p

^•A^
^j

a;•tj

— X + Ï 1 + Ï 2 + - - - +ïLi=Omodp
ïiïî-i — Xyi + Pi.2Y2 + • • • + Pi.<-iT/-i ̂  0 mod p

ïî-iïi + Pf-i.iTi + • . • — Xy;^i == 0 mod p

le théorème précédemment démontré nous permet de remplacer
les P^. par les a,^ mod p et 7:7;̂  par 6^6^, on en déduit
donc :

— X
m
m

m

i
— X

«2,1

1

«1,2
— X

. , *1^—1

— X

= 0 mod p.
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Ce qui signifie que P(cn) =0 mod p. Si yy est une solution de
la congruence X.1 — 9^/ ̂  0 mod p, il existe donc une solution
c à la congruence P{x) = 0 mod p, soit :

]J (8a — c) == 0 mod p.
B

Comme jl, On+i? • - • ? ^a+z-ij forme une base des entiers de K
les idéaux ^n == (p, Og — c) sont des diviseurs non-banaux
de p, du premier degré.

Supposons maintenant que K soit unitaire et que

yj-9,J=modP,

on peut alors trouver ^'j tel que

^ = e»7 mod V+1 et ï? = ̂  mod ^+1.
T^ ^u,jr

Supposons que l'on ait pu déterminer Sy tel que :

^ — ̂  = 0 mod ^ avec n > 2,

on peut écrire : S^ = ô^/ + î" A^ mod ^ft+l où Ay désigne un
entier de C(î). Déterminons alors By tel que

(S, + ̂ B,/ = ̂  mod ^+1

on peut écrire :

(^ + ̂ -^^ = Sj + ̂  mod ^+1.

Il nous suffit donc de choisir Bj = — Ay pour que la condition
soit vérifiée. _

Choisissons alors ^j tel que y^ ̂  Q^j1 mod ^+2 on en déduit :

^=^^modV+1

Ï^ ,̂ r/
l'égalité

WY^Y'3 ^ = y-^-1-1

<w W "'ï^ ÏJ

montre que k = 0 mod Z. Si on choisit r générateur du groupe
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multiplicatif mod l, on déduit comme précédemment :

y;' = O.J mod V+1

y;YLy^e^e^mod^+1

ïbr^=8a4^.^;'+1.
^ Ou./

l-l l—l l-l

Remarquons que 5 ï} ̂  S ï7 = S ^u,/ ̂  — s mod î.
Posons alors : y=i j=i 7=1

/-i
X =. lc^ = S ^Ty + s mod ^+1

y=i
on en déduit :

— X
m

m

X a1,2

-̂-1.1

al^-l=0mod^+l

— X

en divisant les deux membres de la congruence par V on en
déduit que les c^ sont racines de P{x) = 0 mod l donc que l
se décompose sur K en un produit d'idéaux du premier degré.
Ce qui achève la démonstration.

Nous nous sommes servis des polynômes fondamentaux et
de leurs racines module p pour mener notre démonstration,
nous pouvons encore préciser :

THÉORÈME 11. — Si K est un corps abélien de degré l, P un
polynôme fondamental associé.

P{x) ̂  JJ {x — Cn) mod p et deux des racines c^ c^' de P
Umod/

mod p sont incongrues mod p si p se décompose sur K en un
produit d9 idéaux premiers distincts.

P(x) est irréductible mod p si (p) est premier sur K.
P(x) = {x — c)1 mod p et P(x) ̂ ={x — c)1 mod p2 si p se

ramifie sur K.
Soient P{x) un polynôme fondamental de K, [|9n[[ ses racines.
Supposons que p soit un produit d'idéaux premiers du

premier degré distinct dans K :

p = n pu
umod l



182

on en déduit :
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6u_i_^ ̂  Cy+h mod pu

où les Cu+y» sont des entiers rationnels, nous en déduisons :

P{x)= n (rr—()„+,) EE= n {x—c^)mod^
h mod l h mod f

les deux membres de la congruence sont rationnels, on en déduit
que :

p{x) EE: n {x — ̂ h) mod p. .
/imod l

Si tous les Cn4.^ étaient congrus module p, on en déduirait :

On+yi = Cn mod pu V A mod Z

d'où On = Cn mod pu+h VA ==^ On = Cn mod p ce qui est impos-
sible.

Si p == ^ sur K, on écrit ôn.^ = c^ mod p et

P{x) =(x — c)1 mod p,

on ne peut pas avoir P{x) = (x — c)1 mod p2 sinon Oy = c mod p2

et tout élément de K serait congru module p2 à un nombre
rationnel.

Supposons enfin (p) indécomposable sur K, P(x) n'admet
pas de racine module p sinon il existerait un entier rationnel c
tel que 63 — c ̂  0 mod p ce qui est impossible. Par ailleurs,
p étant premier dans K, l'ensemble des classes d'entiers de K
module p forme un corps à p1 éléments sur Z/pZ et la classe
de Oy module p est un élément primitif de ce corps, P{x) est
donc irréductible module p.

2. Loi de réciprocité.

Les résultats déjà obtenus permettent de retrouver assez
aisément la loi de réciprocité. Nous énoncerons :

THÉORÈME 12. — 5i K abélien de degré l impair admet le
discriminant m1^1 tous les nombres premiers (Kune progression
arithmétique de raison m admettent le même type de décompo-
sition sur K.
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Considérons le groupe de Galois G^ de C(w), isomorphe au
groupe multiplicatif des classes premières avec m module m
et désignons par g^ le sous-groupe d'indice l associé à K.

On peut préciser les structures de G^ et g^ :
a) Si m = p premier et si y désigne un élément primitif

module p.

ûm ={^x\xmodp—Ij, g^ =^Yte[a;mod£—:-l^
\ /

Gm/gm •==\gm, ïgm, . • -, ï^gmt.

6) Si w == Z2 et si co désigne un représentant d'une classe
primitive module l telle que ex/"1 = 1 mod P :

G, = ̂ (1 + y| xmod l— 1, y mod 1}
gm = {(oa?!^ mod l — 1 1

GA = \g^ (1 + ̂ g., . . ., (1 + ̂ -1^.

c) m = popi . • • pr avec p, nombre premier naturel p, = 1
mod ?Vi e |1, . . ., r| et po == 1 ou po = ^2 suivant que K est
unitaire ou non. On considère alors K comme le produit de
corps primaires de discriminants pi-1, chacun d'eux étant
ordonné par le choix d'une classe primitive y, mod p^ Déter-
minons alors les classes yî par les congruences

^=^modpi,
i M 1 mY. = 1 mod —•

Pi
Le groupe des classes modulo m, isomorphe à G^, est donné

par les expressions :

nï^(X.mody(p,)).

Le sous-groupe g^ est défini par les expressions :

Û ï^1 ft (ïoïy-1)^ mod m (x, mod ̂ fà, u, mod l\
i==o j=l \ i /

Les classes de Qmfgm sont données par les éléments y^, y^2, . . ., y^
avec i arbitraire. Notons o-, o-2, . .., Œ1 == 1 les éléments associés
de G,/g,.

Nous sommes maintenant en mesure de préciser la relation
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qui existe entre la classe module m à laquelle appartient p
et la décomposition de p sur K.

Pour que p se décompose sur K en un produit d'idéaux
premiers du premier degré, il faut et il suffit que p appartienne
à l'une des classes module m de gn,.

Considérons p premier avec m, si p est divisible par p du
premier degré sur K et si ||9u[| est le l-upïe de racines d'un
polynôme fondamental de K défini par ou == ^ ^m)? iï

^m
existe un entier rationnel c tel que 9^ — c = 0 mod y, en
outre l'un des conjugués ôn^ de On vérifie

il en résulte :
On-(-^ — c =/= 0 mod p

^— 0^=0 mod p
;6£—e^=0modp.

Par ailleurs :

ô£ = ( 2 ^)V= S (^.(^ mod p.
\^e^ / 5e^n

Si p appartient à une classe ^gjn (^ défini modulo t) on en
déduit :

2 [5(£jpE=: s <^.(£j = e»^mod p.
,̂n 5€=^

Donc on ̂  On-^ = 6^ mod p en itérant ce procédé, on en
déduit: 6n=6n4.^modp ce qui entraîne: A = 0 m o d î c'est-
à-dire p e g^.

Réciproquement, s'il en est ainsi, la congruence qui en
résulte :

o==e£—ô»==e»(e^—i) ... (e»—p+ i)modp
montre qu'il existe c entier rationnel tel que :

? = (?? ^n — c) soit premier du premier degré.

3. Exemples.

L'étude précédente nous permettra de déterminer effective-
ment les nombres premiers qui se décomposent dans une
extension abélienne K de degré l et de discriminant m.
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Si le groupe gn, peut être déterminé simplement, on en
déduira les progressions arithmétiques contenant les nombres
premiers décomposables, ce sera en particulier le cas si K
est primaire.

Le corps primaire non-unitaire de degré 5 est sous-corps
de C(52), les éléments de g^ sont: [7], [—l], [—7], [+ 1].
Les nombres premiers qui se décomposent sur ce corps appar-
tiennent donc aux progressions arithmétiques rir 1 mod 25
ou ±: 7 mod 25.

Si gm ne se détermine pas de façon simple, on construit
un polynôme fondamental P(x) de K et en utilisant le fait
que P{x) = 0 mod p a des solutions si et seulement si p se
décompose sur K et la structure de groupe de g^, on pourra
en déduire les progressions arithmétiques module m contenant
les nombres premiers décomposables sur K.

Considérons le corps K de degré 5, de discriminant (11.3l)4

déterminé par le polynôme fondamental

p = ̂  + rc4 — 136̂  + 41o;2 + 3 039 x + 1 431.

P(0) == 33.53. 3 est donc décomposable sur K et

3" == 1 mod 341 ̂ =^ n = 0 mod 30

comme g^ possède ^ / == 60 éléments on en déduit que
i

les classes qui contiennent les nombres premiers décomposables
sur K sont de la forme :

rir y module 341, x défini mod 30.



CHAPITRE VI

ÉTUDE LOCALE

Nous allons maintenant étudier les extensions abéliennes
de degré l du corps Qp des nombres rationnels p-adiques.

1. Étude locale des polynômes abéliens de degré / sur Q.

Soit 2 un polynôme à coefficients rationnels, irréductible,
abélien et de degré l sur Q, K l'extension de Q obtenue en y
adjoignant les racines de 2. Désignons par P un polynôme fonda-
mental de K et par Kp l'extension de Qp obtenue en y adjoi-
gnant les racines de P.

Le polynôme S reste abélien sur Q^ car si S'a est une de ses
racines, nous pouvons écrire :

'8'u+h === Rh(^n)

où R^ est un polynôme à coefficients rationnels de degré au
plus égal à l — 1 et dire que 2 est abélien sur Q c'est dire que :

2{R,{x}) = S{x}S{x)

cette égalité reste valable sur Qp, on en déduit que S est soit
irréductible sur Qp, soit décomposé en un produit de facteurs
du premier degré. En outre, 2 et P sont simultanément réduc-
tibles ou irréductibles sur Qp, et on peut énoncer :

THÉORÈME 13. — Si (p) est premier sur K, 2 est irréductible
sur Qp.
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Si (p) == pipg • • • Pi sur K, où les ^i désignent des idéaux
premiers du premier degré deux à deux distincts, alors î se
décompose en un produit de facteurs du premier degré sur Qp.

Si (p) == y1 sur K, S est irréductible sur Qp.
Les deux premières assertions résultent de l'étude de P

module p, de sa décomposition sur Z/pZ et du lemme de Hensel.
Dans le cas où (p) === ^ sur K, nous avons vu que

P = (x — c)1 mod p et P ̂ p (x — c)1 mod p2,

il en découle que le polynôme P{x—c) satisfait au critère
d'Eisenstein et que P, donc £ est irréductible sur Qp.

2. Étude de Qp(7).

Nous noterons Qp(^) l'extension de Qp obtenue en lui adjoi-
gnant les racines f16""8 de l'unité. Si p -=/=• 1 désignons par f
l'ordre de la classe de p dans le groupe multiplicatif des entiers
module l, la décomposition de p dans C{1) entraîne :

x1-1 + x1-2 + . • • + x + 1 E= PA . . . Pc mod p
^_ ^

où e = —-y— et où les P; sont des polynômes irréductibles

sur Z/pZ, de degré /*, premiers entre eux deux à deux. Le
lemme de Hensel montre que :

x1-1 + x1-2 + • • • + x + 1 = RiRa . . . R, sur Qp

où les Ri désignent des polynômes irréductibles de degré f
sur Qp, premiers entre eux deux à deux. On en déduit que
[Qp(^) : Qp] = f et que le groupe de Galois de Qp(^), relative-
ment à Qp, est isomorphe au groupe de décomposition des
idéaux premiers diviseurs de p dans C(l). En particulier si
p = 1 mod Z, Qp(Z) = Qp.

Si p = l, Qp(p) est de degré p — 1, relativement à Qp et
ne contient pas de racines de l'unité autres que les racines
P^ ̂Nous désignerons dans ce qui suit, par £ une racine primi-
tive îième de l'unité et par ^ l'idéal premier de Qp(^).

Examinons la structure du groupe des unités de Q_p(l) et
distinguons deux cas suivant que p est égal ou non à l.
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1) ? ̂  l.

Nous désignerons par v l'entier positif défini par les condi-
tions : Qp(Z) contient les racines V ièœe8 de l'unité et ne contient
pas toutes les racines d'ordre ^v+l. Nous noterons Y] une racine
primitive Vième de l'unité telle que :

ui-i
Yf ==£.

PROPOSITION 1. — Les nombres Y)^, xe ^0, 1, . . . , l—il
forment un système complet de représentants des classes du
groupe quotient du groupe des unités de Qp(Z) par le sous-groupe
des unités puissances ^ièln".

Soit Z/pZ(f) le corps des restes de Qp(^), l'ensemble des
pf — ^ éléments autres que 0 forme un groupe multiplicatif
cyclique, l'indice du sous-groupe des puissances î """ est donc
égal à Z. Les classes du groupe quotient sont engendrées
par les restes des Y)^, xe |0, 1, . . . , l—1^ puisque Y) n'est
pas une puissance 1^° exacte dans Qp(^).

Considérons une unité U de Qp(Z) on déduit de ce qui précède
que U '=. if^f1 mod p où p désigne l'idéal premier de Q,p(l)
et V un représentant d'une classe module y, il en résulte :

^—-y^X^—V^mody.
rf

II suffit pour conclure de montrer que le polynôme X.1——^

possède une racine A dans Qp(^) ce qui entraîne U = YJ^A^.
Comme p =^ l les racines de X^ — V^ sont deux à deux dis-
tinctes et X.1 — 'V1 se décompose sur Z/pZ(f) en un produit
de facteurs linéaires premiers entre eux deux à deux, le lemme

de Hensel prouve alors l'existence d'une racine de X ^ — — ^
dans Qp(Z). ^

2) p = l.
Nous noterons IIy l'élément premier 1 — e7. Nous savons

[5] que toute unité de Qp(p) s'écrit comme produit d'une unité
distinguée (c'est-à-dire congrue à 1 module p) par un élément
du système de restes multiplicativement stable, 31 isomorphe
au groupe multiplicatif du corps des restes de Qp(p).

ai est formé des racines p—l1^69 de l'unité et tous ses
éléments sont des puissances p101"®8 dans Qp(p). Les éléments
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du groupe H des unités distinguées s'écrivent de manière
unique sous la forme :

T T — A M TT^, ^i défini module p
——U11"11^ ^eZp pour 2 < A < p

où Zp désigne l'anneau des entiers p-adiques [5].

3. Extensions abéliennes de Qp de degré / premier impair.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, nous allons mener
une étude analogue à celle du chapitre n. Après avoir introduit
les résolvantes de Lagrange, nous construirons les corps
abéliens de degré l sur Qp en prenant d'abord une extension
fp de degré l de Qp(^) et en cherchant à quelle condition une
telle extension est abélienne relativement à Qp. Comme dans
le cas global, on caractérisera les a e Qp(î) dont les racines
cernes engendrent les tp convenables, cette caractérisation se
fera en deux temps, le premier consistera en l'étude des facteurs
premiers de a, le second en l'étude des facteurs unités. Mais
dans le cas présent, le premier temps sera notablement sim-
plifié par la présence d'un seul idéal premier et le fait que tous
les idéaux sont principaux.

Désignons par r un représentant d'une classe primitive du
j;_ j[

groupe multiplicatif module l et par [r^], x mod ——— les
éléments du groupe de Galois de Qp(^) avec e

[r^e == e-, f = [Qp(;) : Qp] et ef=l- 1.

Kp désigne une extension de degré l impair abélienne de Qp,
{^u+b}hmodi un it-uple d'éléments primitifs et conjugués de Kp.
Les éléments du groupe de Galois de Kp seront notés o-'1 et on
supposera que l'indexation des 634.^ est telle que ^(OJ == On-^.

Nous considérons les résolvantes de Lagrange :

^uj= 5 £J ^u+h
/»mo(U

elles appartiennent au composé îp == (Kp, Qp(^)) dont le groupe
de Galois est le produit direct des groupes de Galois de Kp et
deQ^)[l].
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Nous pouvons écrire :

[rCT]^,/ = Oa.^r"'
(7'l^y=ô..+^=£-/0^

d'où on déduit que ^nj'e^l).
Remarquons encore que les changements de l'indexation

des ()„ compatibles avec la représentation des automorphismes
de Kp comme des permutations circulaires sur les indices u
se ramènent comme dans l'étude globale, chapitre 11, § 2,
à la substitution des ô«,^. aux Ô^y.

Pour déterminer le nombre 'd'extensions abéliennes de
degré l de Qp et les polynômes irréductibles associés, nous
allons caractériser les éléments de Qp(?) dont les racines l^
engendrent des extensions de Qp(^) abéliennes relativement
à Qp.

PROPOSITION 2. — II existe j tel que ^~/ ne soit pas une
puissance Z""" exacte dans Q_p(l).
_Si tous les on,/ étaient des puissances Z"""" dans Q (Z), les
e»j et la somme s des e« appartiendraient à Qp(^) et comme

^u ='Ï^+s
y=i

Kp serait contenu dans Qp(Z) ce qui est impossible en raison
des degrés respectifs de ces deux corps.

Il nous reste à préciser les valeurs possibles des "ôT"'. Remar-
quons que si e = 1 ou si p = l, [Q?(Z) : Qp] = ^ — 1 et les
^n^_ seront les conjugués (non nuls) de ô^/. Si e ^= i les
O,,, '̂ seront encore les conjugués de ^'. La proposition
suivante explique ce qui se passe pour les autres valeurs de i.

PROPOSITION 3. — Supposons e ̂  1 et 9 '̂ non puissance
C"" exacte dans Qp(^), si i n'est pas de la forme i == jr^ mod l,
0,,,.' quand elle diffère de zéro appartient à la classe puissance
(i./'*)""•"' de la classe de O^/ dans le groupe multiplicatif de
Q_p{t) modulo le sous-groupe de ses puissances l1*""'.

6~'
Cela revient à montrer que —"',' .̂  est une puissance î"""

a,j



CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES CORPS ABÉLIENS ABSOLUS 191

exacte dans Qp(î). Ce qui résulte de l'appartenance de

=QaJ- à Qp(Z).
ô,(*.^) 'pv /

Déterminons maintenant les facteurs premiers de O^/.

PROPOSITION 4. — Supposons p ^=. 1 mod i! e( 6^/ non puis-
sance ^ième d<m5 Qp(î), afors 6n7=0 mod ̂  => h ̂  0 mod l.
ôy7 =: 0 mod ̂  entraîne MO^ == Oy^e/ ̂  0 mod ^h par

A r < î

ailleurs °^ est un élément de Qp(^) et on peut écrire :
On.r8;

/ g——ro \^
(-^-\ ^ 0 mod p^-1)
\ 8u, r^ /

en exprimant que le premier membre est une puissance îième dans
Qp(î) et compte tenu de p =^ 1 mod î, on obtient h'=. 0 mod Z.
Pour p == î le raisonnement est valable en prenant e = 1.

THÉORÈME 14. — Soient œ un élément de Qp(^) non puissance

^ème tel çue 50^ une puissance l^6 dans Qp(î),

X, i = = l , 2 , . . . , e—1

d!̂ 5 éléments de Qp(^) (éventuellement nuls pour certaines valeurs
de i), 5 un élément de Qp et / un entier ^=0 mod î, il existe un
l-uple déterminé à une permutation circulaire près d^éléments
conjugués 9u, (Kune extension abélienne Kp de degré l de Qp
tels que:

V =[r-]co
,̂,̂ == [r^X^1 V^ |1, 2, ..., e — 1^
S ô^ = ̂ .

U mod l

Considérons l'extension (p de Qp(^) obtenue en adjoignant
à Qp(î) les racines ^èmes de co, elle est abélienne et de degré l
relativement à Qp(^) [7].

En outre -—-—étant une puissance ^ième dans Qp(^), il en résulte
,, [re^j^ex

que est puissance Z^1"6 dans Qp(Z), que fp contient égale-
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ment les racines P^ des conjugués [r^jœ de (o relativement
à Qp et que œ est un élément primitif de Qp(f) relativement
à Qp. Le raisonnement du Chapitre n, § 1 s'applique ici encore
et on en déduit que tp est galoisien relativement à Qp et que
son groupe de Galois est le produit direct des groupes de
Galois de Qp(^) relativement à Qp et de fp relativement à
à Qp(Z) [8]. Notons alors 6^y^ les racines ̂  de [r^Jo), ce
sont des éléments primitifs de fp, notons enfin Quj^+i

i= 1, . . . , e—l

les racines f16"188 de À^O)^ et supposons que les indices u sont
choisis de façon que les automorphismes de fp : (o-^, [r^])
vérifient les relations

(a\ [r61]) O ,̂̂ - = 0,+,.,^-.o4-<.

Le f-uple formé des éléments

Ou-^+S1 S Ou^ l̂1 L ^-od^i j
répond aux conditions posées.

Construction des polynômes abéliens de degré l sur Qp.
Nous utiliserons un calcul analogue à celui du théorème 6,

Chapitre il, § 3-1). Pour cela, il faut calculer les produits
û ~ ' 6 ' . _ ___ _a>l a>^"^- et ôoj.Ou^^y en fonctions linéaires des 6^. Les

6»^ _
û r

produits a>^ peuvent être d'abord calculés en fonction des À»
^u,ry

et de œ grâce aux relations du théorème 14 et à l'égalité :

^\~ (^L\ ...l̂ ^rr1-'e^v'Vr'/Y"'^aj \ ( ^^rj \ ____

^u , r j } \^,r^7 ^^rl-lj
A——— ) \ Û———— / û—————— UJ

On en déduit ensuite les produits recherchés au moyen du
Lemme 1, Chapitre n, § 3-1). On obtient les polynômes
sous forme de déterminants d'ordre l et le résultat est encore
valable si certains des \ sont nuls.
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Exemples. — Nous choisirons dans tous les cas / = 1.
1) l = 3.
r est alors égal à 2 et on pose X = 39 — 5.
a) p ̂  1 mod 3. _

î 3 = (oî
(9^3^)^

Choisissons Xi de façon que 9 n i 9 u 2 = = ^ i c o .
A 2 i A~2

On en déduit -^ = — -̂ ê- = Xîco.
ôu.2 x! 9^

On peut écrire : _ _
X3 = (9^ + 9^)3

en utilisant les relations précédentes, on obtient :
X3 — 3Ài(»X — M — ^œ2 = 0

6) p = — 1 mod 3 ou p == 3.
Nous désignerons par w' le conjugué de CD.

Ci3 = M, (Ci ôTs = m
A^co',

où m désigne la racine cubique de coco' qui est contenue dans
Qp. Les polynômes en X s'écriront :

X3-^^-^^ + co').
2) l = 5.
Choisissons r == 2 et posons X = 59— s.
a) p = 1 mod 5. _

e^5 = co
9^5 == Xfco2

9^5 = ̂
û 5 _ ")i5,.8
^u.S — A30J

et choisissons Xi, Xg, Xa de façon que:
A 2 |̂ A 2 ">2 û 2 '>2
Vl ^ _L ^a^ ^^ ĵ l. ^0.4 ^ ̂

9^ ^1' 9^4 ^ 9u^ ^

il en résulte :

^ = Xjco3

.̂i
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^ 8^4 = XgO)

^2 0^3 = XiXaCD2

^.l9^ ̂  ^1

__6^3 ^

^ujJLs __ ^3 (0X,^u.4

Qq,2 Qq.4
== XiXgCO

^u.l

^3 Qq.4 ̂  ^3^2 ^2

e~2 î
le polynôme en X s'e

— X
\(û

Xi^CD2

^1^3(1) '^3W ^ w ——./v
^1

Àgd)

îcrira :

1

—X

XiÀgO)

•À 2,.3

XiÀ2œ

1
1

^1

^2 .,2

^3^2 ,.2
^ û)

^1

1
î-

XaM

^1

X3(t)

V

^1
^3

1

ÂS

^î
^2

^3

•X wAg

—

soit après développement :
X6 —— 5(0(X2 + XiÀ3œ)X3 —— 5(0(À3CO + XiXJtO + Àf + VJtri^X2

+ 5coX(XJœ + ÀjXsœ3 — Àjù)4 — XiÀ2X3(o2 — ̂  — X^^û)
—— ÀJXaM3 —— XJM4)

— (o[l + XÎM + X|œ3 + X|fa)7 + 5(o(XjÀ|œ3 + XîÀjXaœ2

+^2 +^XJ(02

— ÀiXjœ — \W^ — \^ — XîXafa))]. 1 2 ̂  1 3

&) p ̂  — 1 mod 5.
Qp(5) est de degré 2 relativement à Qp, nous noterons a.'

le conjugué [22]», de a, on peut alors écrire :

î5 = (0 / Q~ Q~ == m^B,Ï ôa,4 == W

où m désigne la racine 5e de (oco'
située dans Qp

^n,2 ^u.S == XiXiTO2

o,,5-^
e^5 = Xîœ2

ô^36 == XiV2



CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES CORPS ABÉLIENS ABSOLUS

Choisissons \ de façon que —Ll- = -y- il en résulte :
8»,2 ^

195

g_^ ̂ JLs2^'"!
9a.l 1 7 n ?

e,.42 _ i
o., ^e«,4 ^^

e«.i0,,
"",1

Xi (i)
'XTm2'

e,^^^
9.,4_e^

A.AL=^, Ou.3 ô.,"n.3 K^
Xi TO2y;"",1 Oo,2

d'où on déduit le polynôme en X sous la forme :
— X

m

Wm2

XiÀiW2

m

1

— X

XiTO

ÀiCO'

w

XiTO

1

1

^1

—X

AI M'
Xi m2

Xifa/
Xi m2

1
Xi (i)
Xl/n2

Xi (ô
Xlw2

.

1
^1

1

\[m

XiCO

m

^m

— X

c) p ̂  rb 2 mod 5 ou p == 5.
On obtient une forme analogue à celle du cas global.

4. Dénombrement des extensions abéliennes de degré / de Q .

THÉORÈME 15. — Soit 6u un l-uple construit à Vaide de œ
etde\i=^0^ie |1, _^e—i\,et Kp l'extension de ^associée
aux 9u, les éléments -8-y de Kp s'écrivent sous la forme :

«u = oo + S ^ôu+h
/i=i

awc Oo, ai, . . ., a/_i éléments de Qp e( ̂  = ̂  ô^/.
Les éléments 1, 6n+i, . .., On+^i forment une base de l'espace

vectoriel Kp sur Qp car le déterminant

^u+l^ Vu+2

i o., e'u+l

^a+<-l

ô»

^H~s
-n6-'
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est différent de zéro. On peut alors écrire :
1-1

-&U+1 == ^o + S ^A+n+. avec Oo, ..., a^i e Qp
/»=!

et en formant les résolvantes de Lagrange de 8-n on obtient :

.̂== ^ ^u+.== S ^ÏaA^,
x mod l xmodl h==l
l-l l-l

== S ̂  S ^u+h+x = S ^A+h.y
h=l au mod l h=l

___ <-1 \ ___

soit enfin -8'a, == S "̂"̂  Pn.y ce q^ achève la démonstration
du théorème. h=l /

Nous sommes maintenant en mesure d'étudier le nombre
d'extensions abéliennes de degré l de Qp.

THÉORÈME 16. — Si p =7^ l et p^= 1 mod l il y a e extensions
abéliennes de degré l de Qp.

Si p =. 1 mod l il y a l + 1 extensions abéliennes de degré l
de Qp.

D'après les propositions 1-2-3 et le théorème 15, le nombre
d'extensions abéliennes de degré l de Qp est au plus égal à
l'indice du sous-groupe des puissances ^ièmes du groupe des
unités de Qp(^) si e < l—1, du groupe multiplicatif de Qp
si p '=. 1 mod l. Il reste à examiner si chaque co-classe du sous-
groupe des puissances Z^"*68 est formée d'éléments co vérifiant
les conditions du théorème 14.

Si p ̂  1 mod l, le groupe des puissances ^ième8 est d'indice P
dans le groupe multiplicatif de Qp. Tout élément a) non puis-
sance ^ième engendre une extension abélienne de degré l de Qp,
le nombre de celles-ci est donc égal à l + 1, compte tenu de
ce que deux puissances entières, d'exposants premiers avec l,
de (o engendrent la même extension de Qp.

Si p^l modl^=^e<l—1, co == r^ où 1 < ^ < Z — 1
n'est pas une puissance ^ième dans Qp(^) et [V]^" == [r6]^ == C^

ce qui montre que [r^co est une racine ^"^ ièmc de Ç^)^, ~——
(i/

est donc une racine ^-lième de l'unité, c'est-à-dire une puissance
^ième exacte dans Qp(î).

En tenant compte de ce qui a été dit sur le changement
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des indices des î-uples de conjugués d'une extension de degré l
j _ A

de Qp, on en déduit qu'il y en a e.

Le cas p = l est un peu plus délicat.

THÉORÈME 17. — II y a p + 1 extensions abéliennes de degré
p de Qp. Si u désigne une unité distinguée nous devons examiner
la valeur de irju.

u'
u est de la forme, (cf. Prop. 1),

p [ a^ mod p
u== 5 (1 — IP)^ a, e Zp

/»=! pour 2 <; A <; p

M^jiKi-n'r»
/l=l

il nous suffit pour avoir la valeur de [r]u de calculer les
[r](l — IP), remarquons que [r] (1 — II) = (1 — ïly et que
[r](l — IP) == 1 mod p\

Par ailleurs [r] (1 — II71) — 1 = IP(1 + £ + . . . 4- ^-i)/*
d'où :

[r] (1 — II'1) EEE 1 — r71!? mod p^1

en outre
M»' == (M")" VaeZp

et
[r](ui.U2) = [r]ui.[r]M2.

Nous ne nous intéresserons qu'aux restes des unités distin-
guées module le sous-groupe de leurs puissances p1^" c'est-
à-dire aux restes mod p des a^, les relations précédentes
montrent que [r] est un opérateur linéaire sur les systèmes
d'exposants module p des (1 — II'1), systèmes qui forment
un espace vectoriel isomorphe à (Z/pZ)^ la matrice associée
à [r] dans la base canonique s'écrit alors :

r 0 0 0
0 r2 0 0
0 ?3,2 r3 0

yP-2

PP-1,P-2

0
1

0
0
r

M =
0 Pp-2,2

0 Pp-1,2

0 P..2
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où les pi^ sont des entiers rationnels définis module p. Cette
matrice triangulaire vérifie d'ailleurs :

M1-1 = 1.

Il est alors clair que les seules unités distinguées non puissances
^r

pièmes q^ satisfont à la condition —— puissance p^"" dans Qp(p)

sont les produits par des puissances p10"" des unités
(1—11)^ (1—IP)^ x, y e {0, 1, . . ., p—1|, x, y non tous deux
nuls. Compte tenu des remarques faites sur le changement

y2 __ ^
d'indexation, il y a donc : ———— == p 4- 1 extensions abé-

liennes de degré p de Qp.

Exemples. —— Nous nous servirons des résultats obtenus en
particulier dans les théorèmes 14, 16 et 17 pour associer à
chaque extension abélienne de degré l de Qp un polynôme
de degré l. Pour simplifier ce polynôme, nous choisirons les
Xi du théorème 14 égaux à 0 et co égal à une puissance de Y]
(cf. Chapitre vi, § 2) éventuellement multipliée par une
puissance de p.

Nous examinerons le cas du degré 3.
a) p ̂  1 mod 3.
Les 4 extensions abéliennes sont associées biunivoquement

aux polynômes :

;r3—Y], a^—pï], rc3—pYj2, a?—p,

b) p= — 1 mod 3.
L'extension abélienne de degré 3 de Qp est obtenue à l'aide

du polynôme construit avec co = 27y] et s == 0, c'est-à-dire :

a? — 3x — Trace de Y).
c) p == 3.
Les 4 extensions abéliennes de degré 3 de Qa seront obtenues

à l'aide des polynômes construits à partir de s == 0 et des
valeurs de co suivantes :

ce = 33£, co = 33£(l + 3s — 3e2),
co = 33£(l + 3e — 3£2)2, co = 33(l + 3£ — 3£2)
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nous obtenons :
Ou —— o3î —j~ •"-9

as—3px+ 10,
^—Sp^—S,
^ — 3px — 2

où p désigne la racine cubique de 1 + 33 située dans Qe.
Il est à remarquer que dans le cas a) les racines des poly-

nômes trouvés sont bien des éléments primitifs de l'extension
associée, mais elles ne donnent pas une base de l'extension
considérée comme espace vectoriel sur Qp (cf. Théorème 15).
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