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QUOTIENTS INFINITÉSIMAUX
DU GROUPE DE TRESSES

par Ivan MARIN

1. Introduction.

On fixe n &#x3E; 1, et on considère le groupe de tresses d’Artin Bn, son
groupe de tresses pures Pn, et le groupe symétrique Tous les corps
considérés sont commutatifs et de caractérisque 0. Toutes les représenta-
tions, tous les A-modules pour A une algèbre sur un corps commutatif k,
sont supposés de dimension finie sur le corps de base.

Il est classique que Pn est le 7r1 de Cn *, espace de configuration des
n-uplets de complexes deux à deux distincts, dont on fixe un point base
une fois pour toutes. Toute représentation de Pn est donc l’holonomie d’un
fibre vectoriel sur C) muni d’une connexion plate. Un théorème de Kohno
[19] utilisant des arguments de Hain [13] affirme qu’il se produit pour Pn
un phénomène comparable au résultat classique de Lappo-Danilevskii [21]
sur le groupe libre : pour toute représentation de Pn suffisamment proche
de la représentation triviale, le fibre vectoriel associé est trivialisable. En
d’autres termes, les représentations proches de la représentation triviale
de Pn = proviennent par monodromie d’équations différentielles
des représentations d’une algèbre de Lie Tn, dite des tresses infinitésimales
pures, qui est l’algèbre de Lie du 7r, « de Rham» de C~.

Mots-clés : Représentations - Groupe de tresses - Temperley-Lieb - Knizhnik-Zamo-
lodchikov.
Classification math. : 20F36 - 20F40 - 20C99.
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11 se trouve que cette algèbre de Lie agit naturellement sur les

produits tensoriels V1 0 ... 0 vn de g-modules, notamment quand 0 est
une algèbre de Lie semi-simple : la raison profonde de ce phénomène a été
exposée par Drinfeld [8]. La monodromie d’une telle représentation est une
représentation de Pn qui commute à l’action du groupe quantique Uqg sur
Vi 0 ... 0 Vu. Si l’on suppose de plus que V1 = V2 = ... - Yn, l’action
de 6n par permutation des facteurs permet en fait de construire un fibré
vectoriel plat sur C~/6~, donc une représentation de Jri (C) /6n ) = Bn. On
peut plus généralement construire une algèbre de Hopf tn, dite des tresses
infinitésimales, dont l’idée remonte à Drinfeld [9], et dont les représentations
permettent d’obtenir par monodromie des représentations de Bn.

Si l’on quitte l’optique des groupes quantiques, on peut donc tâcher
d’utiliser Ln pour mieux comprendre les représentations connues du groupe
de tresses Bn, ou même pour en construire de nouvelles (cf. [24]). On pourra
trouver dans [23] un procédé systématique de recherche et de construction
explicite de représentations irréductibles de Bn à partir de représentations
de 6,,, qui utilise ce point de vue. L’idée centrale pour tirer parti de tn est

que les représentations irréductibles de i permettent de construire des re-
présentations encore irréductibles de Bn (prop. 1, 3.3), et que les filtrations
naturelles de groupes (resp. d’algèbres unitaires)

sont compatibles pour les opérations de restriction (lemme 2, 3.3). D’autre
part, les structures d’algèbres de Hopf de fn et Bn sont compatibles, au sens
où le produit tensoriel M0N de deux tn-modules donnera lieu à un produit
tensoriel de représentations de Bn, qui sera irréductible si M 0N l’est. Cette
approche permet de simplifier grandement le problème de la décomposition
du produit tensoriel de deux représentations de notamment celui de

son éventuelle irréductibilité (cf. [23]).

L’importance des représentations du groupe de tresses est notamment
liée au fait qu’elles permettent de construire des invariants de noeuds. Les
polynômes d’Alexander, de Jones, HOMFLY et de Kauffmann proviennent
tous de quotients de l’algèbre de groupe de Bn, respectivement des algèbres
de Burau (cf. plus loin), de Temperley-Lieb, de Hecke, et de Birman-Wenzl-
Murakami. Ces algèbres dépendent d’au moins un paramètre, et sont des
algèbres semi-simples de dimension finie, au moins pour des valeurs généri-
ques de ces paramètres (c’est le seul cas que nous considèrerons ici). Mal-
heureusement, il n’y a pas sur ces algèbres de structure de bigèbre compa-
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tible avec la projection de l’algèbre de groupe de Bn, ce qui interdit de se
servir de ces algèbres pour étudier les produits tensoriels de telles représen-
tations. Nous montrons ici que ces algèbres sont liées par monodromie à des
quotients de Hopf de tn (section 3), que l’on considère comme des versions
infinitésimales de ces algèbres. Nous montrons de plus (théorème 1) que ces
algèbres sont des produits semi-directs de l’algèbre de groupe de 6n par
les algèbres enveloppantes d’algèbres de Lie réductives et déployables. Pour
montrer ce dernier point, nous avons besoin d’établir un résultat nouveau
sur l’algèbre de Brauer (théorème 4), dont nous reportons la démonstration
en appendice. Il s’agit alors de décomposer en facteurs simples ces dernières
pour mieux comprendre ces quotients classiques de kBn . Comme, de plus,
ces versions ont l’avantage, contrairement à leurs homologues classiques,
d’être munies d’une structure d’algèbre de Hopf, l’accomplissement d’un
tel programme permet de résoudre complètement, dans le cas « générique »,
la décomposition en irréductibles du produit tensoriel de deux représenta-
tions d’une de ces algèbres.

Dans le cas de ce que nous appelons l’algèbre de Burau, c’est-à-

dire l’image de kBn dans la représentation de Burau (réduite), nous
montrons (théorème 2) que l’algèbre de Burau infinitésimale est un pro-
duit semi-direct de k6n et de S(n-1 (k), c’est-à-dire que c’est une version
« infinitésimale » d’un produit semi-direct 6n x ,S’Ln_ 1 (k) . Les représenta-
tions dérivées de la représentation de Burau, c’est-à-dire celles que l’on
obtient en appliquant des foncteurs de Schur, sont alors génériquement
irréductibles, et l’on sait décomposer leurs produits tensoriels deux à deux
suivant la règle de Littlewood-Richardson.

Comme on l’a déjà mentionné, la décomposition du produit tensoriel
de deux i-modules est généralement plus aisée que la décomposition du
produit tensoriel de deux Bn-modules. À partir de telles décompositions
obtenues dans [23], nous obtenons une décomposition complète de l’algèbre
de Temperley-Lieb infinitésimale (théorème 3). Nous utilisons pour ce faire
une méthode de reconstruction des algèbres de Lie semi-simples à partir des
propriétés tensorielles de leurs représentations standard, que nous avions
esquissée dans [22], et qui est basée sur des résultats généraux que nous
exposons en section 6.

Pour compléter ce programme, il resterait à décomposer complètement
les algèbres de Hecke et de Birman-Wenzl-Murakami infinitésimales. Nous
exposons en conclusion les résultats que nous avons obtenus pour de faibles

valeurs de n, et montrons comment l’on peut «lire» une sous-algèbre de
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Cartan à partir des représentations des algèbres correspondantes, dans les
cas que nous avons analysés.

2. Préliminaires.

Soit n un entier supérieur ou égal à 2, Bn le groupe de tresses à n
brins, et 6n le groupe symétrique sur n lettres. Rappelons que Bn admet
une présentation par n -1 générateurs notés ~1, ... , et relations

de telle façon que l’application ai ~ (i se prolonge en un morphisme
surjectif 03C0 : Bn - Sn. Une présentation alternative de Bn a été récemment
introduite par Birman, Ko et Lee [1] : les générateurs sont notés aji pour
1 - i  j  n, et sont soumis aux relations

C’est cette présentation que nous utilisons ici. On montre facilement que,
sous ces relations, les éléments aji de Bn sont conjugués; en particulier, ils
ont mêmes invariants de similitude dans toute représentation. Le lien avec
la présentation d’Artin est donnée par

et, en particulier,

Le noyau de ce morphisme 7r est le groupe de tresses pures Pn. En
d’autres termes, on a une suite exacte

L’une des principales difficultés dans l’étude des représentations linéaires
de Bn provient de ce que cette suite exacte n’est pas scindée. On sait depuis
longtemps classifier les représentations de 6n, et l’on sait construire des
représentations du groupe de tresses pures Pn à partir de systèmes de
Knizhnik-Zamolodchikov. Nous rappelons brièvement cette construction.
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On note C) l’espace des configurations

qui est un espace d’Eilenberg-MacLane classique du groupe de tresses pures.
À un espace vectoriel V de dimension finie sur C on associe le fibré trivial
Fv : C) x V ~ C~. On considère les 1-formes sur C) à valeurs dans 
l’algèbre de Lie des endomorphismes de V, qui s’écrivent

pour nij une famille d’endomorphismes de V. Si l’on introduit l’algèbre de
Lie (graduée) % définie sur Q par générateurs tij pour 1  2, j  n (de
degré 1) et relations (homogènes)

et si l’on pose par convention nij = Ç2ji, Qij - 0, la condition d’intégrabilité
de w signifie qu’existe une représentation Q-linéaire

telle que = Ç2ij (cf. par exemple Kassel [17]). Inversement, si une telle
représentation de Tn est donnée, on en déduit une 1-forme intégrable et une
connection plate sur Fv, donc une action par monodromie de Pn = 7r1 (C’)
sur la fibre V. A isomorphisme de représentations près, cette action ne
dépend pas du point base, et un théorème de Kohno (cf. Kohno ~19~ ) affirme
que toute représentation de Pn suffisamment proche de la représentation
triviale s’obtient de cette manière. A bien des égards, cette algèbre de
Lie 7,-,, dite des tresses infinitésimales pures, peut être considérée comme
l’algèbre de Lie du groupe de tresses pures Pn. C’est notamment l’algèbre de
Lie associée à sa suite centrale descendante, et l’algèbre de Lie d’holonomie
de son espace de configurations C) (cf. Kohno [18], [20]), ou encore l’algèbre
de Lie du 7r, « de Rham » de C) (cf. Deligne [6]).

On fixe plus généralement un corps k de caractéristique 0. Nous

rappelons maintenant la définition des principaux quotients de kBn . Les

algèbres de Hecke Hn (q) et de Birman-Wenzl-Murakami BMWn(a, s) sont
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définies, pour E k, par les mêmes générateurs et par les mêmes

relations que kan, auxquelles on ajoute

- pour BMWn (a, s)

Comme nous l’avons déjà évoqué, ces algèbres sont, dans les cas génériques,
de dimension finie et semi-simples. Ce sont en fait des produits d’algèbres de
matrices sur k, et il est classique que Hn (q) est isomorphe à k6n . Rappelons
que les représentations irréductibles de C~n sont définies sur Q, et qu’on les
paramètre par des partitions de n, identifiées à des diagrammes de Young
de taille n. Pour nous, la représentation triviale de dimension 1 de en
correspondra à la partition [n], et nous choisissons comme convention sur
les diagrammes de Young

En particulier, le diagramme de Young ci-dessus a 2 colonnes et 3 lignes.

La représentation de Burau (réduite) se factorise par Hn(q), c’est
la représentation qui correspond à la partition [n - l,1] . Nous appelons
algèbre de Burau le facteur simple de Hn(q) correspondant, c’est-à-dire
l’image de Hn(q), donc de dans les endomorphismes de ce k-espace
vectoriel. L’algèbre de Temperley-Lieb TLn(q) admet une présentation
par générateurs et relations relativement simple, qui consiste à ajouter
aux relations de la relation suivante, apparemment due à Steinberg
(cf. [10]) :

On peut également la décrire sous forme d’une algèbre de diagrammes.
C’est un facteur de Hn (q), qui correspond à l’ensemble des diagrammes
de Young de taille n ayant au plus deux colonnes. De la même façon
que - s’identifie au facteur semi-simple de qui
correspond à la collection des diagrammes de Young à deux colonnes.
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Pour n = 3 (ainsi que pour n = 4 et, conjecturalement, n = 5), il est

notable que, pour a et s génériques, l’algèbre déduite de kBn en ajoutant
simplement la relation

est encore de dimension finie et semi-simple. C’est en effet l’algèbre de Hecke
cyclotomique générique associée au groupe de réflexions complexes G4 (cf.
Broué-Malle [4]). On peut désigner les représentations irréductibles de cette
algèbre par As, A-s-,, Ba-l,s, B,,-,-i et C, de telle
façon que chaque AW (resp. B,,,,, C) soit de dimension 1 (resp. 2, 3), et telle
que le spectre de chaque aji sur Aw (resp. B,,,,, C) soit lwl (resp. w’l,
f 81 -s-i, al). Dans le cas semi-simple, l’algèbre BMW3(a, s) s’identifie

à un facteur direct de cette algèbre de Hecke cyclotomique de la façon
suivante :

En particulier, si la restriction à B3 d’une représentation de Bn se factorise
par l’algèbre de Hecke cyclotomique de G4, il suffit de déterminer sur les

composantes irréductibles de cette restriction le spectre des générateurs
pour savoir si cette représentation de Bn se factorise par BMWn (a, s).

3. Tresses infinitésimales.

Dans cette section, nous construisons les objets annoncés dans l’intro-
duction, et nous établissons les propriétés qui les rendent dignes d’intérêt.
En 3.1, nous exposons la théorie générale qui nous sert ici. En 3.2, nous

l’appliquons à la construction de l’algèbre de Hopf des tresses infinitési-
males. En 3.3 nous montrons, d’une part, que les représentations irréduc-
tibles de cette algèbre donnent génériquement lieu à des représentations
irréductibles du groupe de tresses. D’autre part, que les représentations
des algèbres de Temperley-Liéb, Hecke et Birman-Wenzl-Murakami sont la
monodromie de représentations de cette algèbre des tresses infinitésimales.
Cela nous amène, en 3.5, à la construction des «quotients infinitésimaux
du groupe de tresses» correspondants, qui sont des algèbres de Hopf pro-
duits semi-directs de k6n par une algèbre de Lie réductive, qui est de plus
déployable.
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3.1. Produits semi-directs.

On fixe un corps k de caractéristique 0, on note Lie la catégorie des
k-algèbres de Lie et morphismes d’algèbres de Lie, Hopf la catégorie des
k-algèbres de Hopf et morphismes d’algèbres de Hopf (ou, de manière équi-
valente, morphismes de bigèbres). Il est classique qu’existe un foncteur
pleinement fidèle U : Lie ~ Hopf qui associe à toute algèbre de Lie 0 son
algèbre enveloppante (Ug, M, 1, A, E, S). Nous rappelons que la structure de
cogèbre est donnée par

et que l’antipode vérifie ,S’(x) = -x pour x E g. De même, il existe un

foncteur pleinement fidèle de la catégorie des groupes et morphismes de
groupes vers Hopf, qui à un groupe G associe son algèbre de groupe I~G.

On fixe désormais un groupe G d’unité e. Pour toute k-algèbre de Lie
g, on note Aut(g) le groupe de ses automorphismes, et on dit qu’elle est
munie d’une action de G, ou encore que c’est une G-algèbre de Lie, si l’on
a fixé un morphisme de groupes G ~ Aut(g). Par exemple, si (V, p) est
une représentation de G, gC(Y) est canoniquement munie d’une structure
de G-algèbre de Lie. On introduit LieG, catégorie dont les objets sont les
G-algèbres de Lie, et dont les morphismes sont les morphismes d’algèbres
de Lie G-équivariants, ou morphismes de G-algèbres de Lie.

Il existe un foncteur fidèle Un : i LieG - Hopf qui à toute G-algèbre
de Lie g associe le produit semi-direct Ug) = Ug x kG défini en tant
qu’espace vectoriel comme Ug 0 et comme algèbre de Hopf par

où l’on utilise la notation de Sweedler z ~’ 
pour toute

algèbre de Hopf munie d’un coproduit ~, ici kG et Ug (cf. Kassel [17]). On
peut noter que les éléments primitifs de U G g sont exactement les x 0 e pour
x e g, que les éléments grouplike sont les 1 ® g pour g E G. La propriété
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essentielle de UG g est que les morphismes

sont des monomorphismes de bigèbres (donc d’algèbres de Hopf). Les
représentations de UGg sur un k-espace vectoriel V de dimension finie
s’identifient aux couples (p, ~) où p : g ~ gl(V) est une représentation
de g et cr : G - GL(V) est une représentation de G telle que

où l’on a note x

On introduit HopfG, catégorie dont les objets sont les couples (U, LU),
où U est un objet de Hopf et cU : !kG 2013~ U un morphisme d’algèbres de
Hopf injectif, avec pour morphismes de (U, cU ) vers (V, tv) les morphismes
d’algèbres de Hopf p : U - V tels que le triangle

commute. Pour toute G-algèbre de Lie g, on a un morphisme canonique
{0} - g, donc un morphisme d’algèbres de Hopf - U(;g.
On en déduit un foncteur encore noté UG : LieG -~ HopfG qui est cette fois
pleinement fidèle, et identifie LieG à une sous-catégorie pleine de Hopf(;.

Si l’on suppose désormais k = R ou C, soit Ho un groupe de Lie de
dimension finie, connexe et simplement connexe, et H = Ho x G un produit
semi-direct du groupe discret G par Ho. Il y a classiquement équivalences
de catégories entre

- les représentations analytiques de Ho, les représentations de son

algèbre de Lie L(Ho), et les représentations de UL(Ho).
- les représentations de G et les représentations de I~G.

De façon analogue, on obtient immédiatement une équivalence de
catégories entre la catégorie des représentations analytiques de H et la

catégorie des représentations de UGL(Ho).

Inversement, si l’on considère une G-algèbre de Lie g de dimension
finie, il existe un groupe de Lie connexe et simplement connexe Ho tel
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que L(Ho) - g, et on déduit de l’action par automorphismes de G sur g
l’existence d’un morphisme G ~ Aut (Ho ) qui permet de construire un
produit semi-direct H - Ho x G, dont les représentations analytiques
correspondent bi-univoquement aux représentations de 

Si g est munie d’une graduation notée «deg», compatible à l’action
de G, c’est-à-dire que deg(x) pour tous x E g, g E G, on
peut naturellement étendre cette graduation à UG g, de telle façon que les
éléments de kG soient de degré 0.

3.2. Tresses infinitésimales.

On fixe un entier n &#x3E; 1, I~ un corps de caractéristique 0, et on fixe

également G égal au groupe symétrique sur n lettres de manière à

alléger les notations : on pourra ainsi noter U(; = U6n.
On a défini dans les préliminaires l’algèbre de Lie dite des tresses

infinitésimales pures. Le groupe symétrique C~n agit par automorphismes
sur Tn de façon naturelle

On peut alors définir tn = UG4t = que l’on appelle l’algèbre
des tresses infinitésimales sur n brins. Si k = C, on déduit par restriction de
toute représentation de tn une représentation de 7-n sur un espace vectoriel
V, donc, d’après les préliminaires, un système de Knizhnik-Zamolodchikov
sur Cn, et une action de sur la fibre. La 1-forme ainsi définie est alors

6n-équivariante. On en déduit une structure plate sur le fibré quotient
et une représentation de Bn sur V, définie à isomorphisme près

(selon le choix du point base).
La grande majorité des représentations de Bn connues à ce jour

sont la monodromie de représentations de Comme exceptions, on peut
signaler que les algèbres de Hecke de type A, avec pour paramètre une
racine de l’unité, peuvent admettre une représentation irréductible de
dimension n - 2. Une telle représentation ne peut, pour n assez grand,
être la monodromie d’une représentation de tn (cf. [23] II.2.2.5). L’intérêt
de se ramener à l’étude des représentations de tn en lieu et place des repré-
sentations de Bn découle essentiellement du fait que l’on a remplacé une
extension non scindée par un produit semi-direct.

À tout morphisme de G-algèbres de Lie cp : 4t ~ 9 on associe par
fonctorialité de UG un morphisme d’algèbres de Hopf UGp : tn - UG9.
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Toute représentation de UG g permet alors de construire une représentation
de Bn. Le morphisme trivial {0} fournit un morphisme tn - k8,,
qui correspond par monodromie au quotient 7r : Sn. Le morphisme
de G-algèbres de Lie 7~ 2013~ k défini par tij H 1 fournit un morphisme
i - 0 si (V, p) est une représentation de (W, a) une
représentation de 6n , l’action de aji E Bn sur V 0 W est alors donnée par

De façon plus intéressante, si l’on note £n l’algèbre de Lie abélienne libre
sur n(n - 1)/2 générateurs pour 1 ~ 1, j x n avec Tij = et Tii = 0,
on a une action de 6n sur Ln définie par S.Ti,j = TS(i),s(j) pour s E 8n- Il
existe un morphisme d’algèbres de Lie G-équivariant £n, défini par
tij H donc un morphisme dans Hopf( ; de tn vers UG£n. Les représenta-
tions de Bn obtenues de cette façon se factorisent par le groupe symétrique
étendu au sens de Tits [25] (cf. [23]), et UG£n peut être considérée comme
une version infinitésimale de ce groupe discret.

Si (V, p) est une représentation de on notera p + À, pour À E k, la
représentation définie par
si s E On introduit de plus, pour 2  r ~ n, les éléments

On montre aisément que ces éléments commutent entre eux, engendrant
des sous-algèbres commutatives de Tn et UTn : cela découle de ce que Tr
est un élément central de 7~, invariant pour l’action de 6r.

3.3. Intégration des représentations.

On suppose k = C, et on fixe une représentation (V, p) de i

jusqu’à la proposition 1. Pour tout h E C on définit la représentation
ph : End(V) par = htij, et p(s) si s E C‘~n . Formelle-

ment, ce h E C définit par tij H htij un endomorphisme d’algèbre de Lie
cph de Tn, et ph est définie de façon à faire commuter le diagramme
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On rappelle que tn est munie d’une graduation définie par 
1, et deg(s) - 0 si s E Sn. Pour tout a E Bn, on note a(h) E End(V)
l’action de a par monodromie de la représentation ph de i. On étend
par linéarité cette notation à tout élément a de CBn. Une étude de la
monodromie permet de montrer (cf. par exemple [23], 1.1.2.4)

LEMME 1. - Pour tout a E CBn, a(h) est une fonction holomorphe

1 + o(h), et est conjugué à pour h

suffisamment petit.

LEMME 2. - Pour h suffisamment petit, la restriction à Bn-1 de la
monodromie de ph est isomorphe à la monodromie de 

On déduit du lemme 1

PROPOSITION 1. - Si (V, p) est irréductible, il existe une partie locale-
ment finie E de C telle que la monodromie de Oh est une représentation
irréductible de Bn pour h ¢ E.

Preuve. - D’après le théorème de Burnside, End(V).
Comme i est graduée, l’image par p des éléments homogènes de i
forme une famille génératrice de End(V). Si l’on note v la dimension de
V, il existe une famille bl , ... , bv2 d’éléments homogènes de i telle que
( p(b1 ), ... , p(bv2 ) ) soit une base de End( V) . On note di le degré de bi,
d = dl -+- d2 -~-... -p ~2, et det le déterminant sur l’espace vectoriel End(V).
On a det(p(b1),... , p(bv2)) ~ 0. Le lemme 1 établit

d’où l’on déduit, pour tout i E [1, l’existence de Ai E CCBn tel que

On a alors

D’après le lemme 1, on sait que cette expression est une fonction holo-

morphe de h. Comme det (bl , ... , bv2 ) ~ 0, elle est non nulle en dehors
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d’un ensemble localement fini E. Cela signifie que, pour tout h « E, la
monodromie de ph est une représentation irréductible de Bn. D

Remarquons d’autre part que la même démonstration permet de mon-
trer, en restreignant de façon évidente la notation Oh aux représentations
de Tn,

PROPOSITION 2. - Si (V, p) est une représentation irréductible de Tn,
il existe une partie localement finie E de C telle que la monodromie de ph
est une représentation irréductible de Pn pour h « E.

Le résultat suivant est bien connu. Nous le redémontrons toutefois ici,
par défaut de références adéquates.

PROPOSITION 3. - Si (V, p) est une représentation de !k6n, elle

s’étend en une représentation encore notée (V, p) de ln par = p( (i j ) ) .
Pour des valeurs génériques de h, la monodromie de Oh se factorise par
Hn(q), pour q = eh. Elle est de plus irréductible pour tout h en dehors
d’une partie localement finie de C si p l’est.

Preuve. On vérifie que [(i j), (k 1)] - 0 si = 4, et que
[(1 j) , (i k) + (k j)] est toujours nul dans I~C‘~n : cela démontre la première
partie de l’énoncé. Si l’on note la monodromie de Oh par rapport à

aji e Bn, on a, d’après le lemme 1, + e-h) = 0 pour h
proche de 0, donc pour tout h par analyticité de Comme les sous-

espaces de V stables pour en sont les sous-espaces stables pour l’action de

t,,, la dernière partie de l’énoncé découle de la proposition 1. D

On introduit l’algèbre de Brauer définie sur Q ou sur tout
corps I~ de caractéristique 0 (cf. Brauer [3]), où n &#x3E; 1 et m est un élément

du corps de base. L’algèbre contient naturellement et l’on

note P2~ l’élément correspondant au diagramme de Brauer

(on a P# = Il est classique que est engendrée en tant

qu’algèbre unifère par l’ensemble formé des (i j) pour 1 ~ i  j x n.
Il a été démontré par Wenzl [26] (th. 3.2) que Brn (m) est un produit fini
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d’algèbres de matrices sur I~. On a d’autre part une action naturelle par
automorphismes de 6n sur par échange des brins des diagrammes
de Brauer. Si l’on note Tij = (i j ) - Pij, en supposant k C C,

PROPOSITION 4. - Si V est un on définit une re-

présentation notée (Y, p) de tn par = et p(a) = a pour tout
~ E Sn. La monodromie de ph se factorise par BMWn(a, s) avec s = eh,
a = e~m-1 &#x3E;~. Elle est de plus irréductible pour tout h en dehors d’un
ensemble localement fini de C si V l’est.

Preuve. - Un calcul facile montre que les Tjj vérifient les relations

de tressages infinitésimaux, ce qui justifie la définition de p. On s’intéresse
maintenant à la deuxième partie de l’énoncé.

D’après la proposition 3, on peut supposer que l’action de Pii est non
nulle. Pour i et j fixés, Tij et (i j) commutent, et leur spectre comparé est
composé des valeurs suivantes :

D’après le lemme 1, on a alors, pour tous i, j,

avec s = eh et a - au moins à m fixé et pour des valeurs

suffisamment petites de h. Comme cette équation est analytique en m et h,
on en déduit qu’elle est vérifiée pour tous m et h. L’autre relation à vérifier
se note traditionnellement cellh2 soit, avec nos notations,

Pour montrer que cette autre relation de BMWn (a, s) est vérifiée, il suffit

donc, d’après le lemme 2 et l’analyticité des de le faire pour n = 3.

On peut de plus supposer (V, p) irréductible.

Pour n = 3, la relation que l’on vient d’obtenir implique que la repré-
sentation de monodromie se factorise par l’algèbre de Hecke cyclotomique
associée au groupe de réflexions complexes G4 (cf. Broué-Malle [4]) pour
les paramètres a = e ~"2-1 ) h , s = eh. Cette algèbre de dimension finie est
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absolument semi-simple si une certaine forme bilinéaire est non dégénérée.
Le discriminant de cette forme est un polynôme de Laurent non nul

W(a, s), dont on pourra trouver l’expression dans [23], II.3.3. La fonction
~ (e(m-1 ) h ~ eh) est donc non nulle, et analytique en m et h, donc l’algèbre
considérée est absolument semi-simple pour m et h dans un certain ouvert
dense de C~. Pour ces valeurs, BMW3 (a, s) en est un facteur direct.

Les (classes d’isomorphismes des) représentations irréductibles de cette
algèbre sont uniquement déterminées par le spectre des éléments 
sur ces représentations : on en déduit immédiatement que la représenta-
tion obtenue se factorise par BMW3 (a, s). Ainsi, la deuxième relation à
vérifier, analytique en m et h, s’annule sur un ouvert dense de c2, donc
pour tous m et h. La dernière assertion découle de la proposition 1, et du
fait que les sous-espaces tn-stables et Brn (m)-stables de V sont les mêmes.

n

Par spécialisation en h = 0 des valeurs des caractères, il est alors

immédiat que, pour h proche de 0, les indexations classiques en termes de

diagrammes de Young des représentations se correspondent. En d’autres
termes, si (V, p) est une représentation irréductible de Brn (m) (resp. C6n )
correspondant à un diagramme de Young donné À, la monodromie de ph
pour des valeurs génériques de h est isomorphe à la représentation irré-
ductible de BMWn(a, s) (resp. Hn (q) ) correspondant à À. En particulier,
toutes les représentations de BMWn(a, s) (resp. Hn(q)), pour a et s (resp.
q) génériques, s’obtiennent de cette façon.

On a utilisé ici des morphismes d’algèbres de Lie Cn-équivariants
7ln - et 7£ - définis par (i j) et Tif.
Nous étudierons ces morphismes en 3.4. Remarquons pour l’instant que,
au niveau des algèbres enveloppantes, on a le

LEMME 3. - Pour m =1 2, les morphismes d’algèbres associatives
sont surjectifs.

Preuve. - L’image de dans contient les transpositions, qui
engendrent en tant que groupe, donc en tant qu’algèbre. Pour

Brn(m), il suffit de montrer que, pour tous i et j, (i j) et Pij sont des
polynômes en On remarque alors
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Notons qu’une conséquence immédiate de ce fait et des propositions
2 et 4 est

PROPOSITION 5. - Pour a et s génériques et n -&#x3E; 2, les restrictions à
Pn des représentations irréductibles de BMWn (a, s) sont irréductibles.

3.4. Quotients infinitésimaux.

Pour fixer les idées, on suppose k = Q. Ce qui suit s’étend naturelle-
ment à tout corps de caractéristique 0.

L’algèbre de groupe munie du crochet [a, b] = ab - ba et de
l’action par conjugaison de C~n est une G-algèbre de Lie. On note Hn
l’algèbre de Lie des transpositions, définie comme la sous-algèbre de Lie
de engendrée par les transpositions. L’action par conjugaison de C~n
la munit d’une structure de G-algèbre de Lie, et il est clair que l’inclusion

est un morphisme de LieG. On pose ~n = De la même

façon, on note la sous-algèbre de Lie de Brn (m) engendrée par
les éléments Tij - (i j) - Pij. C’est encore une G-algèbre de Lie de façon
naturelle, et on peut former = 

Si l’on considère une représentation (V, p) de 6n, le morphisme
Q6n - End(V) = est en fait un morphisme de G-algèbres de Lie,
de même que et l’on en déduit une action de ~n sur V.
D’autre part, si V est irréductible comme représentation de elle est

encore irréductible comme représentation de (a fortiori de ~n) : cela
découle de ce que 1Ín contient par définition une famille génératrice de 
En particulier, toute représentation de donne lieu à une représentation
semi-simple de Hn (resp. ~n)-

De l’action à gauche de sur on déduit l’existence d’une action

fidèle de xn sur qui est semi-simple d’après ce qui précède. D’après
la théorie générale des algèbres de Lie (cf. Bourbaki [2] §6 no. 4, proposition
5), cela signifie que l’algèbre de Lie est réductive, et donc déterminée
à isomorphisme près par son centre et les facteurs simples de [Hn, Hn] .

L’application (i j) est un morphisme d’algèbres de Lie de Tn
vers On vérifie aisément qu’il est G-équivariant, et l’on a donc un
morphisme d’algèbres de Hopf de i vers ~n. Toute représentation (irré-
ductible) de ~n donne ainsi lieu à une famille à un paramètre h de repré-
sentations (génériquement irréductibles) de Bn.
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En particulier, si (Y, p) est une représentation de la représen-
tation encore notée (v, p) de C~n vérifie p( tij) = p«i j)), et, d’après la
section précédente (proposition 3), les représentations de Bn obtenues par
monodromie se factorisent par l’algèbre de Hecke Hn (q) avec q = eh . C’est
la raison pour laquelle nous appelons #n l’algèbre de Hecke infinitésimale.

La situation de (resp. est tout à fait analogue.
Pour reprendre le raisonnement précédent, il suffit de vérifier que les repré-
sentations irréductibles de Brn (m) sont irréductibles en tant que représen-
tations de Cela découle encore de la surjectivité de UTn dans

pour m générique (lemme 3). On appellera bmtun(m) l’algèbre de
Brauer infinitésimale.

Enfin, une troisième version de cette construction permet de construire
un analogue infinitésimal de l’algèbre de Temperley-Lieb : si l’on projette
~Ln sur la somme des composants isotypiques de correspondant aux

diagrammes de Young à deux colonnes, on obtient encore une algèbre de
Lie réductive T Ln. Les représentations de l’algèbre de Temperley-Lieb sont
alors la monodromie de représentations de l’algèbre de Temperley-Lieb in-
finitésimale tt,, = UGT Ln.

Cette construction donne en particulier un cadre naturel aux repré-
sentations de Bn obtenues comme produits tensoriels de représentations
de l’algèbre de Hecke (Birman-Wenzl-Murakami, Temperley-Lieb) Hn (q)
(BMWn(a, s), TLn(q)) : elles sont encore la monodromie de représen-
tations de l’algèbre de Hecke (Brauer, Temperley-Lieb) infinitésimale C~n
(bmtun(m), tCn), ou des groupes de Lie «réductifs» que l’on peut leur
associer. Plus précisément, si M et M’ sont deux modules sur l’une de

ces algèbres de Hopf, la monodromie de M 0 M’ est en effet le produit
tensoriel en tant que Bn-modules des monodromies de M et M’.

Ces algèbres de Lie sont en fait déployables :

THÉORÈME 1. - Pour tout n &#x3E; 2, et pour m générique, les algèbres
de Lie sont réductives et déployables. Une sous-
algèbre de Cartan déployante de chacune de ces algèbres de Lie est donnée
par son intersection avec la sous-algèbre commutative de respectivement
TLn (1), et Brn(m), qui est engendrée par les images de T2, ... , Tn.

Preuve. - Nous avons déjà montré que ces algèbres de Lie étaient
réductives, il reste à démontrer la déployabilité.
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Nous faisons d’abord la démonstration pour On note An la sous-
algèbre de engendrée par les images de T2,..., Tn. Chaque T E An
agit diagonalement, à gauche et à droite, sur ~C‘~n : cela découle de ce que
l’image de chaque Tr est central dans Q6r C et de ce que Q6r est
un produit d’algèbre de matrices sur Q. On en déduit qu’il en est de même
pour ad(T). Si Cn = An est une sous-algèbre de Cartan de xn, elle
sera donc déployante. Il suffit alors de montrer que Cn est maximale parmi
les sous-algèbres de Lie commutatives de Or, si Dn est une telle sous-
algèbre de Lie contenant Cn, tout X e Dn commute dans à T2,..., Tn,
qui appartiennent à Cn. La sous-algèbre commutative de engendrée
par x et T2,..., Tn contenant An, sous-algèbre commutative maximale de

d’après Jucys [16], on en déduit x E An, donc x E Cn, et Cn est bien
maximale.

Le cas de est absolument similaire, puisque T Ln ( 1 ) est un facteur
direct de Pour traiter le cas de pour m générique, nous
pouvons de même considérer une sous-algèbre commutative An de Brn (m)
engendrée par les images de T2,..., Tn. La démonstration est alors tout
à fait identique, sous réserve que An soit une sous-algèbre commutative
maximale de Brn (m) pour m générique est également un produit
d’algèbres de matrices sur Q, d’après Wenzl [26] th. 3.2). Nous établissons
en appendice (théorème 4) que c’est bien le cas. D

On déduit de la proposition 1 que, pour décomposer un produit ten-
soriel de représentations de Bn qui se factorisent par l’une des algèbres
étudiées ici, il suffit, au moins dans le cas générique, de décomposer les es-
paces vectoriels pour l’action des quotients infinitésimaux correspondants.
En fait, il suffit de les décomposer pour l’action des algèbres de Lie corres-
pondant aux tresses infinitésimales pures, d’après la proposition suivante :

PROPOSITION 6. - Si (~1, p1), ... , sont des représentations
de k6n (resp. Brn(m)), alors les composantes stables de Vi 0 ... 0 Vr pour
l’action de Un (resp. ,13.J1ilW n (m)) sont stables pour l’action de 6n dès que
Tn g 1 Z. Plus précisément, (i j ) agit alors comme un polynôme der!

l’image de tij dans (resp. 

Preuve. - On note s = (1 2), t = t12, et p : i - End(V1 0 Vr).
Il suffit de vérifier que p(s) est un polynôme de p(t). Pour chaque i Eu [1, r]
on choisit une base de Vi formée de vecteurs propres pour pi (t) . Les tenseurs
purs sur ces bases forment une base de V1 0 ... 0 Ver. Dans le cas où les pi i
sont des représentations de l’action de p(t) sur un tel tenseur est de
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la forme a - b avec a, b &#x3E; 0 entiers, a + b = r, alors que l’action de p(s)
vaut (20131)~. Comme il existe un polynôme P tel que P(b) = ( -1 ) b pour

r, on a bien p(s) = Q(p(t)) avec 1 . Dans le cas où les

pi sont des représentations de l’action de p(t) est de la forme
= r - 2b - mc avec a, b, c &#x3E; 0 entiers, a+b+c = r, et l’action

de p(s) vaut (-1)b. Il existe donc un polynôme P tel que p(s) = P(p(t))
dès que 2(b - b’) = m(c - c’) =~ ~ = b’. Comme 0  c, c’ x r, c’est en

particulier le cas lorsque noe / § Z. 0

4. L’algèbre de Lie des transpositions.

4.1. L’algèbre de groupe Q6n.

L’algèbre de groupe Q6n de 6n est une algèbre semi-simple, dont les
représentations irréductibles sont classiquement indexées par les partitions
A de n (on note A P n). On note SA la représentation de 6n correspondant
à À P n, avec la convention que la partition [n] de n correspond à la re-
présentation triviale lt de 6n, à la représentation alternée. On a la
décomposition

Soit maintenant (V, p) une représentation produit
tensoriel de p par la représentation alternée de 6,,, et p* la représentation
contragrédiente de p. Comme toute représentation de autoduale,
c’est-à-dire qu’il existe 03A6 E GL(V) tel que le carré

commute pour tout g E 6n. On note -D l’automorphisme de End(V)
associé, défini _ ~ o u o I&#x3E;-1, pour tout u E End(V). Si s est
une transposition, on a
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Si l’on note T l’automorphisme de gl(V) défini par T (u) = -tu, on en déduit
un carré commutatif dans la catégorie LieG,

que l’on peut présenter sous forme d’un triangle

4.2. Étude préliminaire.

Si l’on remarque que le sous-espace vectoriel de engendré par
les éléments de la forme s - E(s)s-1, pour s e est stable par crochet,
on en déduit que est incluse dans ce sous-espace : toute transposition
s vérifie en effet s = (s - E(S)S-’)/2. On peut en déduire immédiatement
une majoration grossière de la dimension de de l’ordre de n !/2.

D’autre part, il est remarquable que Hn est également la sous-algèbre
de Lie de engendrée par les transpositions consécutives, c’est-à-dire
les générateurs de Coxeter si = (i de C‘~n. En effet, si l’on introduit,
pour tout s E les opérateurs de 

on constate que, pour

appartient bien à l’algèbre de Lie engendrée par les si .

Enfin, on détermine aisément le centre de 

PROPOSITION 7. - Le centre de ?-Cn est de dimension 1, engendré par
la somme des transpositions.
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Preuve. - Soit z un élément du centre de Hn. Comme, pour toute
transposition s, [s, z] = sz - zs = 0, donc sz = zs, z appartient au centre
de k8,. On note co, cl, ... , cp les classes de conjugaisons de C~~,, de façon
telle que co soit la classe des transpositions, et on note Ti E la somme

des éléments de ci . On peut alors écrire z = + ... + On note

Oi la fonction centrale associée à ci (oi(g) = 8ij pour tout g E cj ) , étendue
en une forme linéaire sur I~C‘~n . L’énoncé revient à dire que Ok (Z) = 0 pour
tout k &#x3E; 0. On note HhO) l’espace vectoriel engendré par les tranpositions,
et on définit, pour tout i &#x3E; 0, ’H(i+l) n = [HhO), C ?nCn. Il est clair que

Un est la somme des 7~ pour z &#x3E; 0. On fixe k E [1, p], et on va montrer
C Ker Ok pour tout 1 à 0. C’est évident pour i = 0, et, si i &#x3E; 1, pour

tout et on a alors

d’où l’on déduit ; 1

4.3. Action sur 

On fixe un entier n &#x3E;- 2, et on note g = Pour p grand devant
n, les g-modules irréductibles qui interviennent dans g0n sont indexés par
les couples (Di,D2), où Dl et D2 sont des partitions d’un même entier
inférieur ou égal à n (cf. Hanlon [14]). D’autre part, on a classiquement
une action de tn sur g0n (cf. par exemple Kassel [17]) une fois fixée une
normalisation à 1 de l’action du Casimir sur la représentation adjointe
g. En d’autres termes, si l’on identifie (Dl, D2) à la représentation de g
correspondante, il existe une famille de tn-modules WDl,D2 tels que l’on ait
la décomposition de g x tu-modules

Plus précisément, on peut identifier aux vecteurs de plus haut poids
de g0n dont le poids est le poids dominant de (Di, D2 ) . On considère alors
le sous-bimodule de g0n défini, suivant la décomposition précédente, par

Dans [14], P. Hanlon a défini, pour Di et D2 deux partitions de n, un
isomorphisme de C-espaces vectoriels entre W Dl ,D2 et le produit tensoriel
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des modules de Specht associés à Dl et D2. En suivant par exemple l’étude
menée par M. El Houari dans sa thèse (cf. [11]), on peut montrer

PROPOSITION 8 (cf. [23], 111.2.5, prop. 29). - Pour Dl et D2 deux
partitions de n et p grand devant n, il existe une représentation p de C~n
telle que l’action de t,.t sur WD1,D2 s’identifie ào 1 . Il en est donc de même
pour l’action de tn sur 

n

5. Sur la représentation de Burau.

Pour n &#x3E; 2 et q = eh fixé, on appelle algèbre de Burau l’image
de kBn dans la représentation de Burau réduite. Il est classique que cette
algèbre est, pour q générique, un facteur direct simple de l’algèbre de Hecke,
correspondant à la partition ~n-1,1~ de n. Nous étudions dans cette section
son analogue « infinitésimal » .

5.1. La représentation standard de 6n.

On note E = Qn, muni de sa base canonique el,..., en. L’action de
s E 6n est donnée par s.ei = e,(i). On a une forme linéaire p E E* définie

par cp(ei) = 1 pour tout i E [1, n]. On étudie V - Kercp, qui est 6n-
stable. C’est la représentation standard de 6n, représentation irréductible
de dimension n - 1 associée à la partition ~n - 1,1~ de n. On note encore

(k k + 1) pour E [1, n],

les éléments classiquement dits «de Jucys-Murphy ». Pour r e [2, n], on
définit

La famille (W2, ..., wn) est une base de V. Pour 1~ E [2, n] et r E [2, n], on a
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Si l’on pose, pour , 1

On introduit enfin, pour s E [1, n],

(en particulier ,

En particulier, l’identité de V est dans l’image de dès que n &#x3E; 3. On

en déduit que c’est également le cas de jk et Es. Pour E [1, n - 1], on a,
en posant W1 = 0,

Si l’on pose

L’espace vectoriel de base (Wk, est stable par s~, jk, Ek-1, Ek. On fixe
k, et on identifie de façon naturelle les endomorphismes de ce sous-espace
à des endomorphismes de V qui s’annulent sur les Wr pour r e -1- 1}.
On a

et
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On définit de plus

Si l’on note maintenant

on a

5.2. L’algèbre de Burau infinitésimale.

On note maintenant la G-algèbre de Lie image de dans gC(Y).
De la présence dans l’image de des éléments ES, Xk et Yk décrits ci-
dessus, et de l’étude élémentaire du cas n = 3, on déduit immédiatement

THÉORÈME 2. - Pour n &#x3E; 3, l’algèbre de Lie est isomorphe à

De façon analogue à ce qui précède, on pose que l’on

appelle algèbre de Burau infinitésimale, et qui est complètement déterminée
par l’isomorphisme précédent et l’action de 6n sur 51(V) = V 0 V*/T!..

COROLLAIRE. - Pour tout ?~ ~ 3 et q générique, si À est un dia-

gramme de Young, FA le foncteur de Schur associé à À, et si Vq désigne la
représentation de Burau réduite de Bn, F,B(Vq) est irréductible. Si de plus
M est un autre diagramme de Young, on a, pour q générique,

où v parcourt l’ensemble des diagrammes de Young, et les sont les

eoeflicients de Lit tlewood-Richardson.

Preuve. - D’après le théorème 2, est irréductible comme Bn-
module, donc comme bn-module, donc FA (Vq), monodromie de F&#x3E;, (V), l’est
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également d’après la proposition 1. On peut alors écrire les isomorphismes
classiques de GL(V)-modules

qui sont en particulier des isomorphismes de bn-modules. Comme l’opéra-
tion de monodromie est compatible aux produits tensoriels, cette décom-
position donne lieu à une décomposition de Bn-modules, irréductibles pour
q générique. D

5.3. Puissances alternées.

Pour r E [0, n - 1], on note Cr (resp. la représentation de C~n
(resp. de Hn (q) ) associée à la partition «en équerre » [n - r, de n. Il est

classique, et bien compris depuis les travaux de Kilmoyer [5], que Cr est
isomorphe à 

On note encore Cr et V les représentations de et bn corres-

pondantes. De cette façon, désigne maintenant la puissance alternée
r-ième de V comme représentation de Hn (resp. hn). Pour toute représen-
tation p de Tn (resp. tn ) et tout (3 e k, on note (3 + p la représentation
fij ~ p( fij) + /3 (et s H p(s) pour s e 6n). Si p se factorise par xn (resp.
~), il en est de même pour (3 + p. On a alors

PROPOSITION 9 (cf. [23], cor. du th. 2, II.1.5.3). Pour tout r E
[0, n - 1], A’V est isomorphe à (r - 1) + Cr en tant que représentation
de ~n.

Cela découle du fait que l’action de Cn sur le hn-module A’V est
irréductible, et du théorème de classification des systèmes KZ qui sont ir-
réductibles pour l’action de C~n (cf. [24]) - l’élimination des cas particuliers
est immédiate.

COROLLAIRE. - Pour des valeurs génériques de q, la puissance al-
ternée r-ième de la représentation de Burau réduite est irréductible, et
isomorphe, après multiplication de l’action des générateurs par q1-r, à la
représentation de Hn (q) correspondant à la partition In _ r, Ir ]-

COROLLAIRE. - Pour q générique, et r e [0, n-1~, le produit tensoriel
des représentations Cr (q) et Cs(q) se décompose en somme de p + 1 repré-
sentations irréductibles Wi pour i E [0, p], avec p = min(n - 1 - r, s). La
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dimension de Wi est égale à la dimension du g(n-l (C)-module de poids
dominant + où par convention Wn-1 correspond à la trace et
wo = 0.

Preuve. - Il suffit de montrer que se décompose de cette
façon en tant que représentation de tn, c’est-à-dire comme représentation

Pour l’action de gl(V) , on a classiquement

avec Wi représentation irréductible de de poids dominant ’Wr+i +
Ws-i. Comme D 51(V) pour tout n &#x3E; 3, cette décomposition est égale-
ment une décomposition en Bn-modules irréductibles. On veut montrer de
plus que Wi est stable par l’action de C ben. Cela découle de la propo-
sition 6, ou bien peut se montrer directement comme suit : si l’on note pr
(resp. ps) l’action de i sur A’V (resp. A~V) on a, d’après la proposition 9,

est donc stable par (i j ) . Comme les transpositions engendrent Sn, chaque
Wi est stable pour l’action de 6n, et la décomposition précédente est une
décomposition de i-module. Il ne reste plus qu’à appliquer la proposition 1
pour conclure. D

6. Lego tensoriel.

Nous établissons ici les lemmes généraux qui nous permettront de
décomposer l’algèbre de Temperley-Lieb infinitésimale, à partir de la

décomposition en irréductibles des produits tensoriels de certaines de ses
représentations.

On fixe Ik un corps de caractéristique 0, et k une clôture algébrique
de Ik. Soit g une k-algèbre de Lie simple. À toute représentation M de g
sur k on associe 51(M) = M 0 M*Il. C’est une représentation autoduale
de g, et on a

LEMME 4. - La représentation adjointe de g s’injecte dans 
pour toute représentation irréductible non triviale M de g.
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Preuve. - Le morphisme d’algèbres de Lie g ---&#x3E; g[(M) qui donne
l’action de g sur M est un morphisme de g-modules. Comme g = [g, g], son
image est incluse dans et, puisque g est irréductible, on obtient bien
une injection de g dans D

En particulier, si U et V sont deux représentations non triviales de g,
il existe toujours, par semi-simplicité de g, un morphisme non nul de 51(U)
vers 

On en déduit que le produit tensoriel de deux représentations non triviales
de g n’est jamais irréductible.

PROPOSITION 10. - Si U et V sont deux représentations non triviales
de g sur k, alors U 0 V n’est pas irréductible.

Preuve. - Comme g est semi-simple, on peut supposer que U et V
sont irréductibles. Si U 0 V est irréductible, alors Endg (U 0 V) = k. Mais

et l’on a vu que est non nul, donc l’espace des g-endo-
morphismes de U 0 V est de dimension au moins 2, et U 0 V n’est pas
irréductible. 0

Dans le cas où l’algèbre de Lie g est déployable, on sait que, pour U et
V irréductibles, U 0 V contient U 0 V, la multiplication de Cartan de U par
V. Il suffit alors de montrer que, si g est simple, dim U )Et V  dim U 0 V,
ce qui découle (cf. [22], lemme 1) de la formule des caractères de Weyl, et
fournit une autre démonstration de la proposition précédente.

Remarquons enfin

PROPOSITION 11. - Si M est une représentation non triviale de 0
sur Ik telle que est irréductible en tant que g-module, alors g est

isomorphe à en tant qu’algèbre de Lie. Cet isomorphisme est donné

par la composition des flèches
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Preuve. - Comme g est simple, g s’injecte dans End(M) = 0~(M) =
I~, donc dans l’algèbre de Mais alors

est un sous-espace vectoriel de 51(M) qui contient g, et qui est stable pour
l’action de g. Comme 51(M) est irréductible en tant que g-module, on en
déduit que R = 51(M) , c’est-à-dire que g est un idéal L’algèbre
de Lie 51(M) étant simple, on en déduit g = 51(M) . D

PROPOSITION 12. - Si k est clos, et si M est une représentation non
triviale de g sur k telle que et sont irréductibles, alors sC(M)
est irréductible.

Preuve. - Comme les représentations irréductibles ,S’2 M et 

n’ont pas même dimension, elles ne sont pas isomorphes. On en déduit
que

- -, - - ,_.r) - -, r) - ,

est de dimension 2. De plus,

donc M 0 M* admet également deux composantes irréductibles, dont la
représentation triviale. On en déduit que 51(M) = M 0 M* / 11 est irréduc-
tible. D

COROLLAIRE. - Si M est une représentation non triviale de g, et si
S2 M et sont absolument irréductibles, alors le morphisme naturel

g - 51(M) est un isomorphisme.
Preuve. - Les g ø k-modules S2(M) 0 k et A2 (M) 0 k sont respecti-

vement isomorphes à ,S’2 (M ® I~) et A2 (M 0 k). On en déduit que 
et A (M 0 k) sont des g 0 k-modules irréductibles, donc ø k) l’est
également d’après la proposition 12. Comme 51(M 0 k) -- 51(M) 0 k en
tant que g ø k-modules, 51(M) 0 k est irréductible et donc 51(M) est un g-
module irréductible. On déduit alors de la proposition 11 que le morphisme
g - 51(M) est un isomorphisme. D
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7. L’algèbre de Temperley-Lieb infinitésimale.

On fixe n un entier au moins égal à 2. Pour r E [0, n/2], on note Jn,r
la représentation de 6n associée à la partition ~n - r, r] ainsi que, par abus,
la représentation de correspondante. On note Jn,r (q) la représentation
de Hn (q) également indexée par cette partition.

L’algèbre de Hecke Hn (q) admet un quotient qui présente un intérêt
propre, l’algèbre de Temperley-Lieb. Apparue dans le cadre de la physique
statistique en 1971, elle dévoila toute son importance à l’occasion des
travaux de Jones [15] sur la classification des facteurs de type II,. Le

polynôme de Jones se déduit en particulier des représentations de cette
algèbre.

Pour des valeurs génériques de q, l’algèbre de Temperley-Lieb TLn (q)
est en fait une algèbre semi-simple facteur direct de l’algèbre de Hecke

Hn (q), dont les représentations irréductibles sont les Jn,r (q) que l’on vient
de définir. En particulier, on a un isomorphisme d’algèbres

avec, pour r &#x3E; 1,

Nous montrons ici que la version infinitésimale de cette algèbre, que nous
supposons ici définie sur un corps Ik de caractéristique 0 arbitraire, admet
une structure remarquablement simple. Cela nous permet de résoudre
complètement le problème de la décomposition en irréductibles des repré-
sentations de Bn déduites par construction tensorielle des représentations
de l’algèbre de Temperley-Lieb, au moins dans le cas générique.

PROPOSITION 13 (cf. [23] 111.4.5, prop. 37) . Pour tout n &#x3E; 3 et
tous r, s e [0, n/2] distincts, S2 Jn,r, A 2 Jn,r et Jn,r ø Jn,s sont absolument
irréductibles pour l’action de Hn.

L’idée générale de la preuve est la suivante : on montre que l’image
dans ces représentations des éléments T2,..., Tn de Tn engendre l’ensemble
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des matrices diagonales dans une certaine base. Il suffit alors d’exprimer
l’action des éléments tij de Tn dans cette base pour ramener la déter-
mination de l’irréductibilité à un problème de combinatoire. En effet, on
construit un graphe orienté F ayant pour sommets ces vecteurs de base, de
la façon suivante. On relie un vecteur de base e à un autre vecteur de base
f si et seulement si il existe i, j tel que la coordonnée en f de tij.e soit non
nulle. La représentation considérée est irréductible dès que F est connexe
en tant que graphe orienté. On montre alors cette connexité par récurrence
sur n, en utilisant l’inclusion C Hn .

On déduit immédiatement de la proposition 1

COROLLAIRE. - Pour r et s comme précédemment, et pour des

valeurs génériques de q E C, les représentations S2Jn,r(q), A 2 Jn,r (q) et

Jn,T (q) 0 sont irréductibles comme représentations de Bn.

Si l’on note maintenant Jn,r l’image de ~ln - dans

End(Jn,r) (en particulier Bn = on déduit du lego tensoriel de la
section 6

THÉORÈME 3. - On a un isomorphisme de G-algèbres de Lie

où, pour tout r E [1, n/2], Jn,r est isomorphe à muni de l’action

naturelle de 6n sur

Preuve. - On suppose Ik algébriquement clos. Comme quotient d’une
algèbre de Lie réductive, T£n est réductive, et son centre est de dimension
au plus 1. L’algèbre de Lie dérivée = se décompose alors
comme produit d’algèbres de Lie simples gl x ... x gp, et ses représentations
irréductibles Jn,r s’écrivent 0 . - . 0 J(p), avec une représentation
irréductible de l’algèbre de Lie simple gi. D’après la proposition 12, le fait
que, pour 1  r  s, 0 Jn,s soit irréductible implique que, pour tout
1 e [1 ] J(i) -Itou J(i) = I1.’l E , p, ,n,r - ou -n,s -

Quitte à renuméroter les exposants symboliques, on peut supposer
Il et que J~2~ - 1 si r ~ i, i x n/2. Le fait que et A 2 Jn,r

soient irréductibles implique, d’une part que J~Z~ - Il pour tout i ~ r
(donc l’action de sur Jn,r se factorise par gr), d’autre part (corollaire
de la proposition 12) que gr est isomorphe à Comme s’injecte
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dans gi x ...... gp, on en déduit les isomorphismes voulus si 1~ est clos. Le
cas général se déduit alors, soit du théorème 1, soit de la semi-simplicité
de et du corollaire de la proposition 12. D

L’analogue infinitésimal tCn de l’algèbre de Temperley-Lieb admet
donc une décomposition naturelle extrêmement simple, comme produit de
facteurs linéaires qui sont chacun munis de l’action de 6n sur 

Jn,r 0 J*n,r/11.

8. Remarques conclusives.

Pour tout n _&#x3E; 2 et m générique,

est un diagramme commutatif de morphismes de G-algèbres de Lie dont
les flèches horizontales sont surjectives et les flèches verticales injectives.
Le programme à réaliser pour comprendre ces quotients infinitésimaux
classiques de Bn consisterait à décomposer à leur tour complètement les
algèbres de Lie réductives fin et au moins pour m générique.
Nous décomposons ici Un et jusqu’au premier n tel que Hn
(resp. BMWn(m)) soit de dimension strictement plus grande que 
(resp. 

8.1. Décompositions pour n petit.

Il est clair, d’après la section 4.1 et les études de T£n et que T£n
est isomorphe à pour n - 5, les diagrammes de Young de taille au plus
5 étant tous, à tensorisation par la représentation alternée près, soit des
équerres, soit des diagrammes à deux colonnes. D’autre part, on montre
facilement que, pour m générique, est une algèbre de Lie de
dimension 12, isomorphe à Q x 512 (Q) x S[3(Q).

Comme on dispose d’une représentation fidèle de on peut utiliser
des moyens informatiques pour montrer dim H6 = 249. La suite des

dimensions de pour n &#x3E; 2 commence ainsi par 1,4,12,40,249. Si l’on
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introduit le morphisme naturel 4J : x6 -~ T,C6 x ~~([3,2,1]), on montre
de la même façon que = dim H6. Enfin, on peut montrer qu’il
existe une forme bilinéaire symétrique non dégénérée Q sur [3, 2, 1] (cf. [23],
111.3.2.3, prop. 32) telle que 4b se factorise par l’inclusion naturelle

Comme dim T£6 x sow([3, 2, 1]) = 249, on en déduit

Comme 2, 1]) 0 C ~ S016(CC) et que H6 est déployable, on en
déduit

PROPOSITION 14. - L’algèbre de Lie H6 est isomorphe à

8.2. Algèbres de Cartan.

On sait déjà, pour tout n &#x3E; 2, définir une sous-algèbre de Cartan
déployante de Pour conclure, nous allons montrer comment construire
de façon récursive une sous-algèbre de Cartan explicite de certains facteurs
simples, sur deux exemples : les diagrammes de Young à deux colonnes
d’une part, qui correspondent d’après le théorème 3 à des facteurs linéaires,
et le facteur orthogonal de H6 que nous venons de rencontrer, ~o([3,2,1]).
On peut espérer, par cette approche, obtenir des informations supplémen-
taires sur l’algèbre de Hecke infinitésimale 

8.2.1. Diagrammes de Young à deux colonnes.

On note dn,r la dimension de Jn,,. Pour l’action de ?nCn sur Jn,r, on a

et l’on déduit par exemple des formules classiques sur les caractères que
l’action scalaire de Tn sur vaut
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On veut construire de manière itérative, à l’aide de ces éléments,
une sous-algèbre de Cartan de Supposons que l’on ait construit
de telles sous-algèbres pour tout m  n, en supposant n &#x3E; 5, et fixons
r E [1, n/2]. Si n = 2r, la restriction à donc la restriction à 

de Jn,r, est isomorphe à Jn-1,r-1, et l’on sait par récurrence que l’image
de [Hn-i, Hn-i] dans contient une sous-algèbre
commutative diagonale de dimension dn-l,r-1 - 1 = dn,T -1. Pour n ~ 2r,
la décomposition de 6n-1-module

est également une décomposition en tant que L’image de
Hn-1 C ~Cn dans 51(Jn,r) est alors le produit direct de et de

~C(~n-l,r), d’après l’hypothèse de récurrence. On en déduit une sous-algèbre
commutative diagonale de l’image de dans de dimension

L’action des éléments de cette algèbre laisse stable Jn-1,r-1 et Jn-1,r, et est
de trace nulle sur chacun de ces sous-espaces. Nous allons exhiber un élé-

ment non nul C de qui agit scalairement sur ces deux sous-espaces tout
en étant de trace nulle, ce dont on déduira immédiatement l’existence, dans

l’image de Hn dans .~C(~Tn,r), d’une sous-algèbre commutative diagonale de
dimension dn,r - 1.

D’après la formule obtenue plus haut, on sait écrire l’action de Tn-1
sur Elle est scalaire sur chacun des deux sous-espaces et

Jn-,,,, et la différence entre ces deux scalaires vaut 2(r - 1) - n : elle

ne peut donc s’annuler ici. De plus, en dehors des cas (n = 3, r = 1) et
(n = 4, r = 2), l’action de Tn sur Jn,r est un scalaire non nul. On en déduit
qu’il existe une combinaison linéaire non nulle de Tn et dont l’image
dans gC(Jn,r) est de trace nulle. Cet élément est non nul dans et est

par définition linéairement indépendant de l’image de qui est

isomorphe on a ainsi construit une sous-algèbre
de Cartan déployante de .~C(~In,T ) .

8.2.2. Le diagramme de Young ~3, 2, l~ .

Comme précédemment, on remarque que
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c’est-à-dire que l’image de [H5, H5] dans 2, 1]) est isomorphe à
5 14 (Q) x .~C5 (~) . En effet, comme [2, 2,1] est le diagramme de Young dual de
~3, 2~, l’action de sur [2,2,1] se factorise par le facteur s(([3, 2]), qui
est isomorphe à d’après les résultats précédents. De même, l’action
de [715, sur [3, 1, 1] = 112 ~4, 1] se factorise par le qui est
isomorphe à S(4(Q). On en déduit une sous-algèbre commutative diagonale
de dimension 7 de so’11([3, 2,1]). Suivant la décomposition précédente,
l’action de T5 vaut

- 

1 /

donc est non nulle dans sl([3,2,1]), donc dans 2, 1]), commute à
l’algèbre déjà construite, et est diagonale. On en déduit une sous-algèbre
commutative diagonale de dimension 8, construite d’une façon que l’on peut
représenter visuellement, sur le diagramme de Dynkin D8 de 50([3,2,1]),
de la manière suivante :

Remerciements. Ce texte a pour point de départ mon travail de doctorat,
fait sous la direction de Pierre Cartier, qui m’a encouragé à développer ces
idées. Je remercie aussi V.G. Turaev et M. Duflo, dont les questions m’ont
conduit à compléter ce travail.

9. Appendice : actions toriques.

Pour étudier les morphismes et nous

avons besoin de déterminer la sous-algèbre commutative unifère engendrée
par l’image de T2,..., Tn dans les algèbres et pour m

générique. Dans les deux cas, nous allons montrer que cette sous-algèbre
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commutative est maximale. C’est un résultat classique pour mais à

notre connaissance un résultat nouveau pour l’algèbre de Brauer, que nous
utilisons en 3.4. Pour montrer ce dernier résultat, nous mettons en évidence
une formule, la «formule de barycentre », qui peut être utile dans d’autres
contextes.

9.1. Généralités.

Notre but est ici d’étudier l’action des éléments T2,..., Tn dans
certaines conditions particulières. Pour ce faire, on introduit les éléments
Yr = Tr - pour 2 ~ r ~ n avec la convention Tl - 0, et les éléments

1) pour 2  r x n. Il est clair que les familles (T2, ..., Tn ),
( Z2 , ... , Zn ) et (Y2, ..., Yn ) engendrent la même sous-algèbre commutative
unifère de U7-n, que nous appellerons ici sa sous-algèbre torique.

Supposons donné un diagramme commutatif d’algèbres unifères

où les flèches horizontales sont injectives et les flèches verticales surjectives
(en particulier, Ai = k). On suppose de plus

- 

pour r  s, l’image de trs est conjuguée à celle de t12 par un
élément inversible de Ar. C’est en particulier le cas si les morphismes U7§
proviennent par restriction de morphismes br - Ar.

- chaque Ar est un produit fini d’algèbres de matrices sur k. L’image
de tout Tr dans Ar est alors un élément central, qui agit diagonalement sur
tout Ar-module. En particulier, l’image de la sous-algèbre torique de UTr
est une sous-algèbre commutative unifère diagonale de Ar .

- respectivement à cette filtration, le diagramme de Bratteli de An
est sans ramifications. Cela signifie dans le cas présent que, pour r &#x3E; 2,
la restriction à de toute représentation irréductible de Ar est sans
multiplicités. En conséquence, toute représentation sans multiplicités de Au
admet des bases de Gelfand-Tsetlin. Si l’on considère un modèle de Gelfand

de An, c’est-à-dire la somme directe de ses représentations irréductibles, une
sous-algèbre commutative diagonale de An admettra pour vecteurs propres
les éléments d’une telle base. Il est alors clair qu’une telle sous-algèbre sera
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maximale si et seulement si elle permet de séparer les vecteurs d’une base
de Gelfand-Tsetlin.

9.2. L’algèbre de groupe 

Le morphisme que l’on a défini envoie les éléments

Y2,..., Yn sur des éléments bien connus de l’algèbre de groupe de 
appelés éléments de Jucys-Murphy. La suite naturelle

vérifie bien les propriétés requises plus haut, et il est classique que la sous-

algèbre commutative unifère de engendrée par ces éléments, diagonale,
est de plus maximale. Nous redémontrons ici pour la commodité du lecteur
ce résultat qui nous sera utile, et nous renvoyons par exemple à Diaconis
et Greene [7] pour plus de détails.

Si l’on identifie les représentations irréductibles de avec les

partitions de n, la règle de Young dit que, si À est une partition de n,
la restriction à est isomorphe à la somme des partitions p de
n - 1 telles que M C A. Ici, si A = ~2 &#x3E; ...) et fi = (pi à ...),
p C A signifie que, pour tout i, pz x Ai. Si M est un modèle de Gelfand de

une base de Gelfand-Tsetlin de M est alors naturellement indexée

par des n-uplets £ = (ç 1 , ç2 , ... , çn) où ~’ est une partition de r.

Il s’agit donc de montrer que, si l’on connaît les scalaires ar tels que
Y,~ = on sait déterminer ç1, ... , Çn. Supposons donc que l’on connaisse
ç1,... ,Çs, avec 1  s  n (ç1 est nécessairement l’unique partition de 1),
et le scalaire as+1. Si l’on note

il existe un unique i tel que Mi  ’xi, et cet i détermine Ç"s+ 1 à partir de Ç"s.
Par exemple à partir de formules classiques sur les caractères, on montre

que as+1 = Az - i =/~~2013z+1; comme la suite des pr - r + 1 est strictement
décroissante et que ~’ est connu, on déduit de cxs+1 la connaissance de

~’+’, ce qui conclut la démonstration : l’image de la sous-algèbre torique
de UTn est bien maximale dans Pour un usage futur remarquons

qu’inversement, si l’on connaît ç-s+1 et as, Ç"s est uniquement déterminé.
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9.3. Formule de barycentre.

Supposons donnée une représentation irréductible p de Tn pour n -&#x3E; 2,
dont la restriction à soit semi-simple et sans multiplicités, et dans
laquelle les tij sont conjugués entre eux. C’est en particulier le cas s’il

s’agit de la restriction à Tn d’une représentation de tn. On note À 
pour signifier que À est une composante irréductible de cette restriction.
Supposons de plus que Tn-1 et Tn agissent sur p par des endomorphismes
diagonalisables. Pour toute représentation v de Tn, et tout X E U7£, on
note X’ l’action de X sur v. L’intérêt de normaliser Tr en Zr vient de ce

qu’alors la trace de est égale à la trace de t 2, et, sous nos hypothèses,

c’est-à-dire :

PROPOSITION 15 (formule de barycentre). - Pour tout n &#x3E;- 3, on

note y une représentation irréductible de sur laquelle Tn et Tn-1
agissent par des endomorphismes diagonalisables, et dont la restriction

à est semi-simple sans multiplicités. Alors, si les tij agissent par
des endomorphismes conjugués entre eux, (Zt:,dimJ-L) est le barycentre
des points pondérés pour ~ parcourant les composantes
irréductibles de 

9.4. L’algèbre de Brauer Brn (m).

Pour tout n -&#x3E; 1 et m générique, les représentations irréductibles
de sont en bijection avec les diagrammes de Young À de taille r

pour (n - r)/2 E N. On note an la représentation de Brn(m) associée,
et on identifie comme précédemment A à une représentation de 6r. On a
dim An = d’ (dim À), avec

Pour tout couple (A, u) de diagrammes de Young, la notation A C ,u sous-
entendra désormais que la taille 1/il de M vaut |03BB| + 1. On a alors la règle
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si l’on convient que pr = 0 pour r &#x3E; 
On considère alors un modèle de Gelfand M de et on veut

montrer que l’image de la sous-algèbre torique de UTn est commutative
maximale dans Le fait que, pour m générique, soit un

produit d’algèbre de matrices découle de Wenzl [26] th. 3.2 : on est bien
dans le cadre que l’on vient de définir. Une base de Gelfand-Tsetlin de

M est alors indexée par des n-uplets (ç1,..., çn) pour Çr représentation
irréductible de Brn (m) . Une étude élémentaire de Br3(m) montre que

- 1, Z[1,112 = -1, et Z2 []2 = 1 - m. D’après la formule de barycentre,2 1 2 
= -1, et 2 ,

les valeurs propres des éléments Zr sur M seront alors des fonctions affines
de m. Comme la propriété de séparer ces n-uplets est ouverte, et que l’on ne
s’intéresse qu’à la situation où m est générique, il suffit de démontrer cette
propriété pour une valeur particulière de m dans C : on choisit 1 - m = i,
avec i2 = -1.

On note Rn (resp. In ) la partie réelle (resp. imaginaire) de la valeur
de Zn sur la représentation irréductible Àn.

9.5. Partie imaginaire.

D’après la formule de barycentre, il est clair que In - 0 si À est de
taille n. Plus généralement, pour n &#x3E; 2,

LEMME 5. - Les scalaires In ne dépendent que de n et de la taille r
de À. On peut donc noter In = In(r). De plus, pour r  n -I- 1,

Preuve. - Le cas n = 2 se vérifie immédiatement. On a I2 (2) = 0 et
I2 (o) - 1. On suppose donc n &#x3E; 2, et on va montrer cet énoncé au rang
n + 1. Soit À une partition de r = n - 2h. D’après la remarque précédente,
on peut supposer h &#x3E; 0., On a, d’après l’hypothèse de récurrence et la
formule de barycentre,
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De plus,

d’où l’on déduit après simplifications que ne dépend que de n et de
la taille de À, et est donné par la formule de l’énoncé. On conclut par
récurrence. D

En particulier, In+1(r) appartient au segment ouvert de R compris
entre In (r - 1) et In (r + 1) ; on en déduit immédiatement que, à n fixé, la
donnée de In permet de déterminer la taille de A.

9.6. Partie réelle.

Si V est un 6n-module, on note Xv le caractère de associé à V,
que l’on considère comme une forme linéaire sur On note dans cet

appendice Jan la somme des transpositions de normalisée de façon à
être l’image de Zn dans c’est-à-dire que = 2) ) pour
tout 6n-module V. Par convention, J1 = Jo = 0. On déduit alors de la
théorie des représentations de (cf. par exemple [12] p. 34 ex. 3.19), que

où « Ind » désigne l’induction de 6n à 

Si À est une partition de n, on note JA l’action scalaire de Jn sur 

Remarquons que, pour tout An, RA’ =: -Rn, si B’ désigne le diagramme de
Young dual de À. De plus,

LEMME 6. - Il existe une famille de scalaires 0152~ telle que

si ~ est une partition de r. De plus, pour 1  r  n + 1, on a
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Preuve. Si r = n, c’est immédiat et an = 1. Si r ~ 1, il est clair

que, comme [ ] et [1] sont autoduaux, 
, 

= 0 pour n pair et
= 0 pour n impair. On peut alors poser, pour tout n, ce" = 0 et

a; = 0. On démontre ensuite le lemme par récurrence sur n. Le cas n = 2
est immédiat. Pour r &#x3E; 2, en utilisant

ils- A

on déduit de la formule de barycentre la conclusion de l’énoncé au rang
n + 1, et on conclut par récurrence. D

On déduit immédiatement de la formule donnée dans le lemme

précédent que Or &#x3E; 0 dès que r &#x3E; 1.

9.7. Un tore de Brn (m).

Nous concluons des études précédentes le résultat principal de cet
appendice :

THÉORÈME 4. - Pour n &#x3E;- 2, l’image dans Brn(m) des éléments

T2,..., Tn de U 7£ engendre en tant qu’algèbre unifère, pour m générique,
une sous-algèbre commutative maximale de Brn (m) .

Preuve. - Il suffit de montrer que, si l’on a un n-uplet (ç-1,..., ç-n)
où chaque ç-r, représentation irréductible de Brr(noe), correspond à un
diagramme de Young Àr, la donnée des valeurs ar == Z;r permet de
déterminer le n-uplet donné. On connaît = [l]i, donc À1 = [1].
D’après le lemme 5 et la remarque qui suit, on sait déduire les tailles mr
des différents ~r de la partie imaginaire de ar . Pour tout r, si mr E 
on sait en déduire A, : il n’y a en effet qu’un diagramme de Young de
taille 1 (resp. 0). Sinon, on suppose par récurrence que l’on connaît Àr-1,
et que l’on veut déterminer À~. On est dans l’un des deux cas suivants :

soit Àr-1 C Àr, soit Àr C Àr-1, suivant que IÀr-11  ~ ou IÀrl &#x3E; ~ IÀr-11. .
D’après le lemme 6, on connaît la valeur de Jr sur Àr, donc l’action de la
somme des transpositions sur Àr. On a vu lors de l’étude de (9.2) que
cette valeur permet de déterminer ~r-1 en fonction de Àr, ce qui conclut.
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