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SUR LES FEUILLETAGES HOLOMORPHES
TRANSVERSALEMENT PROJECTIFS

par Frédéric TOUZET

Introduction.

Rappelons qu’un feuilletage holomorphe régulier F transversalement
projectif sur une variété M de dimension n est déterminé par les données

« d’un recouvrement ouvert (U;) de M ;

o d’une famille de submersions holomorphes f; : U; — Py, la droite
projective complexe P; étant ici identifiée & 1'espace homogeéne SL(2,C)/T
ou T désigne le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures (groupe
affine) du groupe SL(2,C);

e d’une famille de cocycles f;; : U; N U; — SL(2,C) localement
constants tels que I'on ait f; = fj;(fi).

En raison du théoréme d’uniformisation de Riemann, cette struc-
ture transverse est celle des feuilletages holomorphes transversalement
homogenes de codimension 1 (cf. par exemple [Sca]). Les cas les plus
standard sont donnés par les feuilletages génériquement transverses a une
fibration en courbes holomorphes compactes et connexes, c’est-a-dire les
feuilletages de Riccati (on étend cette terminologie qui est usuellement
employée dans le cas d’une fibration rationnelle transverse) et les feuille-
tages dérivés obtenus par pull-back méromorphe des premiers. Il est alors
naturel de se demander si tout feuilletage transversalement projectif, éven-
tuellement en dehors d’une hypersurface invariante, est construit selon ce
procédé. En fait, leur étude, menée dans [Sca], laisse présager que la réponse
est négative.

Mots-clés : Feuilletage holomorphe — Singularité — Structure transverse — Holonomie.
Classification math.: 32565.



816 FREDERIC TOUZET

Dans un contexte d’abord local, nous considérons le cas des équations
différentielles réduites qui sont, au terme d’une succession d’éclatements
ponctuels, les modeles terminaux des singularités générales des feuilletages
en dimension 2. Rappelons que celles-ci sont définies par une 1-forme w
a singularité isolée dont le jet d’ordre 1 (dans un certain systeme de
coordonnées analytiques) est égal a

ydz + Azdy, A ¢ Q \{0}.

Il s’agit de caractériser parmi cette classe de feuilletages ceux qui sont
transversalement projectifs en dehors de leurs séparatrices. Précisons
cependant (pour des raisons que nous expliciterons ultérieurement) que
nous nous plagons en fait dans un cadre plus étroit en fixant dans le cas
résonnant le type de croissance, dite modérée, des formes de structure
(cf.1.1) qui définissent le feuilletage sur le complémentaire des séparatrices.
Nous montrons alors que les éléments de cette classe proviennent, au sens
précisé ci-dessus, de feuilletages de Riccati (théoréme I11.4.2). Qui plus est,
nous décrivons exactement leur espace de modules au sens de Martinet
Ramis (proposition 11.4.3). La premiére partie de ce travail est consacrée
a la preuve de ce résultat; elle s’inscrit dans la continuation de [BeTo]
qui avait pour objet ’étude des feuilletages réduits & intégrales premieres
liouvilliennes, en particulier transversalement affines. Dans cette derniere
situation, notre résultat est d’ailleurs déja établi.

C’est en revanche faux dans le contexte global au sens ou l'on
peut construire des exemples de feuilletages sur le plan projectif P
transversalement projectifs en dehors d’un sous-ensemble analytique propre
et qui ne peuvent étre obtenus comme pull-back rationnel d’un feuilletage
de Riccati sur une surface algébrique (théoréme II1.2.6); ces exemples sont
produits & partir de feuilletages transversalement hyperboliques (i.e., dont
les cocycles sont & valeurs dans SL(2,R)) existant naturellement sur les
surfaces de Hilbert rationnelles; on établira ce fait dans la deuxieme partie.

Dans la derniére partie, nous revenons a une situation locale en
exhibant un germe de feuilletage & I’origine de C? tranversalement projectif
en dehors de cing courbes lisses mais ne pouvant étre obtenu comme
pull-back méromorphe d’une équation de Riccati.

Signalons enfin que les formes de structure associées a ces deux
contre-exemples sont & croissance modérée.

Remerciements 4 M. Nicolau, D. Cerveau et F. Loray ainsi qu’au refe-
ree pour ses nombreuses et pertinentes remarques.
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FEUILLETAGES HOLOMORPHES TRANSVERSALEMENT PROJECTIFS 817

I. Rappels et définitions.

I.1. Equations de structures et modéle local d’un feuilletage
holomorphe transversalement projectif.

On pourra se référer & [Go]. Soit (21,92, Q3) une base des 1-formes
invariantes & gauche dans SL(2, C) vérifiant

dﬂl :Qg/\Ql, dQQ :Ql /\Qg, dQ3=Qg/\QQ.

Rappelons le résultat suivant qui est un cas particulier du théoréeme de
Darboux-Lie.

THEOREME [.1.1. — Soient wy,ws,ws trois formes holomorphes sur
une variété complexe M satisfaisant les relations

dwi =wy Awy, dws =w) Aws, dws=w3Aws.

Alors, pour tout recouvrement simplement connexe (U;) de M, il existe
une famille d’applications holomorphes m; : U; — SL(2,C) telles que,
pour k = 1,23, wy = 7, *Q et m; = g;; om, g € SL(2,C). En
particulier, la forme wy définit en dehors de son lieu singulier un feuilletage
transversalement projectif.

Ce résultat admet une réciproque partielle :

THEOREME 1.1.2 (voir [Sca]). — Soit F un feuilletage holomorphe
régulier et transversalement projectif défini sur une variété complexe M
par une 1-forme holomorphe intégrable wy. Supposons qu’il existe sur M
une 1-forme holomorphe ws telle que

dw; = wa A wy.
Alors, il existe une 1-forme méromorphe ws sur M vérifiant
dwy =wi Aws, dws = w3 Aws.

1.2. Développement, équivalence des structures projectives.

Soit F un feuilletage transversalement projectif sur une variété
complexe M.

TOME 53 (2003), FASCICULE 3



818 FREDERIC TOUZET

ProposiTiON 1.2 (cf. [God]). — L’existence de F est équivalente aux
données :

o d’un revétement galoisien holomorphep : P — M,
e d’un homomorphisme h : (M) — SL(2,C),
o d’une submersion ® : P — IP;
avec les propriétés suivantes :
i) ® est équivariante pour h,

i) p*F est le feuilletage défini par la submersion ®. En particulier, si M
est simplement connexe, F est donné par les niveaux d’une submersion de M
dans Py. Le triplet (p, h, ®) est appelé développement du feuilletage F.

Remarques 1.2. — On remarquera en particulier que dans le
cas ou M est simplement connexe, un tel feuilletage admet une
intégrale premiere méromorphe. Par ailleurs, si F est un feuilletage
holomorphe (éventuellement singulier) défini sur une variété complexe M et
transversalement projectif en dehors d’un sous-ensemble analytique propre,
on peut supposer (par des arguments élémentaires de transversalité) que ce
dernier est invariant par JF.

DErFINITION 1.2. — Soient (f;) et (g;) deux familles de submersions
définissant le feuilletage F sur les ouverts U; d’un recouvrement de M et
satisfaisant I’énoncé de I'introduction. On dira que (f;) et (g;) définissent
deux structures projectives transverses équivalentes si, quitte a raffiner le
recouvrement (U;), il existe une famille (h;) d’éléments de PSL(2,C) telle

que g; = h; o f;.

1.3. Un exemple non trivial : les feuilletages de Riccati.

Ce sont les feuilletages (éventuellement singuliers) définis sur une
surface complexe lisse et admettant une fibration compacte et connexe
transverse en dehors d’un ensemble isolé de fibres spéciales. L’exemple
standard est le feuilletage sur P; x P; donné dans une carte affine par
P’équation polynomiale

p(@)dy — (y*c(z) — yb(z) — a(x)) dz = 0.

Ce dernier est transversalement projectif sur le complémentaire de
(p=0)xC)U(C x (y =0)). On hérite ainsi de feuilletages transversa-
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lement projectifs sur des ouverts Zariski denses de variétés algébriques par
pull-back rationnel de I’équation initiale. Dans [Sca|, B. Scardua établit que
ces feuilletages sont exactement caractérisés par 1’existence d’une troisiéme
forme de structure ws admettant une intégrale premiere rationnelle et
obtient ainsi une classification partielle des feuilletages transversalement
projectifs sur les surfaces rationnelles. Nous donnerons un exemple n’ap-
partenant pas a cette classe. Par ailleurs, Scardua remarque que cette
propriété persiste dans le cas local : si F,,, est un germe de feuilletage holo-
morphe a ’origine de C™ admettant les équations de structure données dans
le théoreme 1.2 avec wj,ws; méromorphes et w3 admettant une intégrale
premiere méromorphe f, alors F,, est obtenu comme pull-back méro-
morphe d’un feuilletage de Riccati sur P; x Py, i.e., & multiplication pres
par une fonction méromorphe,

wp = —%h2df+ dh + R(f)df

ol h désigne un germe de fonction méromorphe et R un germe de fonction
méromorphe ou une fraction rationnelle selon que f est holomorphe ou
méromorphe pure.

I1. Feuilletages réduits transversalement projectifs.

II.1. Définition.

Soient X un germe de courbe de C2,0 et F,, le feuilletage induit par
un germe de 1-forme holomorphe & singularité isolée en 0. On dira que F,
est transversalement projectif en dehors de X s’il existe un représentant w
et X respectivement de w et X dans un voisinage U de 'origine tels que le
feuilletage induit par @ sur U soit transversalement projectif sur U \ X. Par
la remarque 1.2, on pourra supposer que X est invariant par le feuilletage.
Compte tenu du théoreme 1.1.2, on peut énoncer la

ProrposrTioN II.1. — Soit F,,, un germe de feuilletage holomorphe
dans C?,0 transversalement projectif en dehors d’un germe de courbe X.
Alors, il existe deux germes wy et ws de 1-formes méromorphes en dehors
de X, telles que

dw1 = wo N\ wy, dw2 =w /\UJ3, dLU3IW3/\LU2.

Nous considérerons dorénavant des germes w = 0 d’équations
différentielles telles que le 1-jet de w s’écrive dans un systéme de coordonnées

TOME 53 (2003), FASCICULE 3



820 FREDERIC TOUZET

holomorphes adéquat

jlw=zdy+ \ydz

oil \ est un nombre complexe n’appartenant pas & Q~". On rappelle que de
tels germes sont dits réduits et que leur classe analytique est complétement
déterminée par celle de leur holonomie (cf. [Ma], [Mo], [MaRal], [MaRaz2]).

I1.2. Les formes normales formelles.

Rappelons qu'un feuilletage réduit est formellement conjugué & 1'un
des feuilletages modeles définis par les 1-formes suivantes (cf. [MaRal],
[MaRa2]) :

a) wy = zdy + Aydz, A ¢ RT, cas linéaire;

b) wy = wku =p(1+ (- 1))uFyde + ¢(1 + puF)zdy, k € N, p € C,
u = zPy?, cas résonnant;

¢) wN =wp,, = 2P dy — y(1 4 puP) dz, p entier supérieur & 1, p € C,
cas noeud-selle.

Chacune de ces formes admet un facteur intégrant gy ; il en résulte, en
considérant 'intégrale premiére [wy/gn, que les feuilletages associés sont
transversalement projectifs et plus précisément transversalement affines
en dehors de leurs séparatrices. A Dinstar de [BeTo] traitant du cas
transversalement affine, nous voudrions caractériser I’espace des modules
des feuilletages réduits transversalement projectifs. Il va s’avérer, toujours
en parallele avec la situation affine, que seuls les cas résonnant et nceud-selle
sont susceptibles de produire des exemples non triviaux.

I1.3. Le cas a petits diviseurs.

Dans ce paragraphe, w désigne un germe de 1-forme holomorphe réduit
dont le 1-jet est holomorphiquement conjugué & y dz + Az dy ol le nombre
caractéristique A appartient 3 R*\ Q. Rappelons que le germe w est toujours
formellement conjugué & sa partie linéaire w, et lui est analytiquement
conjugué si A satisfait la condition diophantienne de Brujno

=Xm
Z Blntl 4
o— dn

olt (¢n),~; désigne la suite des réduites associées a la décomposition en
fraction continue de A. Nous nous proposons ici d’établir le
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TutorkME I1.3.1. -—— Un germe w de 1-forme holomorphe réduit
dont le nombre caractéristique est irrationnel positif est analytiquement
linéarisable si et seulement si il définit un feuilletage transversalement
projectif en dehors de ses séparatrices.

La preuve s’inspire substantiellement du résultat suivant établi par
Pérez Marco [Pe] :

TutoriEME 11.3.2. — Soit h(z) = e*™z + h.o.t, A € R, un germe
de difféomorphisme holomorphe formellement mais non analytiquement
linéarisable. Alors, pour tout disque D,. = {|z| < r} de rayon r assez petit,
il existe un compact K, C D, = {|z| < r} totalement invariant par h et tel
que

a) K, NoD, #0;

b) K, est plein, connexe et contient l’origine;

)
)
c) K, est d’intérieur vide dans D, ;
d) pour tout a € D, \ K,, il existe n € Z tel que f"(a) ¢ D,.

Preuve du théoreme I1.3.1. — Soit wy un germe de forme non
linéarisable. On sait (cf. [BrBo]) que le germe de feuilletage F,, qu’elle
induit admet un ensemble de séparatrices isomorphe a {zy = 0}. Le
difféomorphisme h d’holonomie de la séparatrice {x = 0} évalué sur la
transversale {y = 1} satisfait donc les hypotheéses du théoreme I1.3.2.
Supposons par I'absurde F,, transversalement projectif en dehors des
séparatrices. D’apres la proposition 1.2, on hérite alors d’une intégrale
premiere multiforme vérifiant F o p = ®; on remarquera que I'image de sa,
représentation de monodromie

p:m(C*\ zy = 0) — PSLy(C)

est un groupe abélien a deux générateurs. Considérons le disque épointé
D* = {(z,y) € C2,0 < |z|] < 1,y = 1}. Si ¥ est un chemin joignant = € D*
a h(z), le prolongement analytique [y]F d’un germe de détermination F
de F en z le long de -y vaut, au voisinage de h(z) :

WE=a-F, «a€clmp.

On vérifie aisément que I'image de la représentation p est donnée, & conju-
gaison pres dans PSLo(C), sous 'une des trois formes suivantes :

TOME 53 (2003), FASCICULE 3



822 FREDERIC TOUZET

i) Imp = (z+> az,z+— bz), a,be C*;

ii) Imp=(z+—2z+a,2— z+b), a,beC;

Lz —2).

iii) Imp=(z— 2~
En particulier, on obtient sur D* une forme métrique £ invariante sous
Paction de h : celle induite par |dF/F|* dans les cas i) et iii) et par |[dF|*
dans le cas ii). Cette métrique ne comporte par construction qu’un ensemble
isolé de singularités. La contradiction recherchée résulte alors de 'opération

suivante.

Choisissons deux réels 0 < r < r’ de sorte que D, et D, satisfassent
I’énoncé du théoreme I1.3.2. On peut supposer de surcroit que £ est non
singuliére sur D, \ D, et qu’ainsi la distance d¢ (0D, dD,) est minorée par
un réel positif p. Soit @ un point du compact invariant K, au voisinage
duquel la métrique £ est non singuliére. Soit D¢(a, p’) le disque centré en a
de rayon p’ < p (relativement & &) et soit b € D¢(a,p’) \ K. On sait qu’il
existe n € Z tel que h"(b) ¢ D,.. Par suite, d¢(h"(b), h"(a)) > p, mais par
ailleurs d¢(h™(b), h"™(a)) = de¢(a,b) < p, ce qui permet de conclure. |

I1.4. Formes résonnantes et feuilletages transversalement
projectifs.

Rappelons de fagon succincte et dans un cas particulier comment 1’on
décrit la classe analytique d’un difffomorphime résonnant & partir de son
espace d’orbites. La référence systématique est ici [MaRa2].

Tout germe de difféomorphisme holomorphe fixant 'origine et tangent
a l'identité est formellement conjugué & une unique forme normale

] Pan S
hf(z) = exp (2z7rm£)

ol v est un nombre complexe et k un entier strictement positif. Dans la
suite, nous ne traiterons en détail que le cas k = 1 et v = 0. La forme
normale associée admet alors pour fonction invariante

Ff(z) = el/z.
On pose §; = —%71' +jm, 5 = 0,1 et Vj les secteurs définis par
Vi ={lz| <e,0; — (1 —6) < Argz < 0; + (= 6)}

ol 6 est choisi de telle sorte que les V; forment un bon recouvrement du
disque D, = {]z] < €}, € étant choisi assez petit.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On vérifie que Fy identifie chaque espace quotient V;/hs & une sphere
de Riemann Sf; Pespace quotient total est obtenu en recollant ces sphéres
par I'identité au voisinage de zéro et 'infini. On obtient alors ’espace des
orbites de h en remplagant dans la construction précédente I'identité par
un couple de germes de difféomorphismes (y1,p2) € Diff(5§2%,0,00). Ce
couple détermine complétement la classe analytique de h. Dans la situation
générale, cet espace d’orbites s’obtient comme un chapelet de 2k spheéres
recollées altrnativement en O et oo par des germes de difféomorphismes
holomorphes. Comme I’atteste ’exemple qui suit, il existe des feuilletages
résonnants transversalement projectifs en dehors de leurs séparatrices dont
lespace des feuilles admet des fonctions de recollement arbitrairement
compliquées.

11 découle en effet de la classification de Martinet et Ramis [MaRa2]
qu’il existe un germe de feuilletage holomorphe & I’origine de C? donnée par
une forme résonnante admettant comme modele formel wy g et présentant
la configuration suivante : son espace des feuilles est le méme que celui
des orbites du difféomorphisme d’holonomie attaché & l'une des deux
séparatrices et admet la structure dessinée ci-dessous.

$1 3

Il s’agit d’un chapelet de quatre shéres (S?) de coordonnées
respectives z; reliées entre elles par les cocycles
=pi1(z1) = e =1, 23=2y,
24 = p3(23) = o1 '(23), 21 =24
Il s’ensuit que les fonctions f; définies séparément sur chacune des
spheres (S?) par
fi(z1) = e =1, fa(z3) =23, fa(22) =22, fa(za)=¢€*-1

se recollent en une fonction f définie globalement sur I’espace des feuilles
et de surcroit submersive en dehors des points 0 et oco. Elle se remonte
donc en une intégrale premieére submersive définie sur le complémentaire
des séparatrices et induit donc sur ce domaine une structure projective
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824 FREDERIC TOUZET

transverse (par ailleurs triviale!). Pour éviter ce type de pathologie due &
des cocycles de nature transcendantes, nous poserons la définition suivante :

DEriniTION I1.4.1. — Un germe de feuilletage holomorphe F,, a
l'origine de C? est dit transversalement projectif & croissance modérée s’il
existe des germes de 1-formes méromorphes 1 et 2 telles que

dv=nAw, dp=wAf, dQ=QAn.

Sous ces hypotheses, nous nous proposons de démontrer le théoreme
qui suit :

TaEOREME 11.4.2. — Soit F,, un feuilletage transversalement projectif
a croissance modérée donné par une forme w résonnante ou de type noceud-
selle. Alors F,, est le pull-back méromorphe d’une équation de Riccati
sur Py x Py.

Rappelons (cf. [MaRal], [MaRa2]) que F, admet au moins une
séparatrice lisse (variété forte) dont ’holonomie caractérise complétement
la classe analytique du feuilletage. Plagons-nous a ’origine dans un systeme
de coordonnées (z1,22) de telle sorte que cette séparatrice admette pour
équation (z; = 0). On notera h son difféomorphisme d’holonomie évalué sur
la transversale {z2 = 1}. Pour des raisons de clarté, nous ne développerons
cette preuve que dans le cas ot h est du type décrit au début de cette
section (v = 0,k = 1). Par hypothese, il existe trois formes méromorphes
w1 = w, wa, ws qui satisfont les équations

dwi =wr Awy, dwy =wi Aws, dws=wsAws.

Si wz =0, on a dws = 0 et cette situation est totalement décrite dans
[BeTo] ; plus précisément, il est montré que F,, est obtenu comme pull-back
rationnel d’une équation différentielle linéaire qui est un cas particulier
d’une équation de Riccati. Nous supposerons donc ici ws non identiquement
nulle. Soit (U;);c; un recouvrement par des ouverts simplement connexes
de C?\ S ott S représente 'union des séparatrices de F,, et des poles des wy.
On a

w1 =25 dyz —Y; Cl.Z'i, Wwo = 2(’1)2' dx, — U dyi), w3 = 2(’Ul dul — U; d’Uz)
ol les (z’ “) sont des applications holomorphes de U, & valeurs dans
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SL(2,C) telles que sur U; NU;,

()= ) ) (2 ) esao

Yi vy cij dij/\yi v/’ \eij o dy e

On peut choisir un tel recouvrement de sorte & en extraire deux ouverts U;
et Us tels que (71 =U;N{z =1} et 172 = Uz N {22 = 1} induisent un bon
recouvrement (cf. I1.4) du disque épointé D* = {0 < |z1] < 1} N {z2 = 1}.
Les wj, en restriction a ID s’écrivent sous la forme 1, (z;) dz1, les fonctions
Y, étant par hypotheése holomorphes non identiquement nulles sur D*
et a singularité polaire en 0. Plus précisément, on a sur chaque ouvert
(dit distingué) U;, i = 1,2

Yi(z1) = &if, — Gl To=Tip, Ui = Yip

!
2
— A _as —
VYo(21) = Ui, — Willy, Uy = Uip, Vi = VD

Ceci va nous permettre de décrire de facon précise la nature des
cocycles de h. Cette partie va constituer les deux premieres étapes de
la démonstration.

Premiére étape : les fonctions Z; et §j; sont solutions d’une équation
différentielle du second ordre a coefficients méromorphes sur D.

En effet, les couples (Z;, §;) forment un systéme localement constant
de rang deux sur le disque épointé et satisfont donc ’équation différentielle

(E) 2"(21) — a(21)2' (21) + Bz1)2(21) =0
i,ll gl/ i'” ~{l
ou alz) = —+—2— et 7)) = ——2—
(1) =73, 7, Bz) ‘xz 7,
il oy

sont indépendants de i et holomorphes sur D\ {0} ; de plus o = 9} /41 est
méromorphe sur D par holomorphie de 1,. Montrons que 3 est méromorphe
sur ID. Puisque

(xi ”) i=1,2
Yi Uy

est & valeurs dans SL(2,C), on a

~] ~I ~p~ S ~I ~1 AU
7y, — g3, = (7;7; — §i 2 ) (2,05 — GolUs)-
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En développant et réarrangeant le second membre, on a

(1) TG — 52y = Wy — 0:37)(Z:9; — i)

+ (Z:g; — 5:27)(0:%; — W)
= (W — 0:27 )11 + P ea.

Par ailleurs, un calcul analogue nous donne que

(2) @y — v = (Wg; — U;2;) (&0 — Jslhs)
= (&30; — i) (WG — UEs) + (JiZi — Tighs) (05U — Ui 0;)
= 3 + 11h3.

Finalement, sachant que

~/~/

~ ~// ~ ~1 ! ~! ~/
i = =y + (T;0] — Fiuy),

UsY; — UiT

on déduit des égalités (1) et (2) que
B =~ — ¥} —1ys + aghy.

Deuxiéme étape : écriture explicite des intégrales premiéres puis des
cocycles sur Iespace des orbites du difféomorphisme d’holonomie h.

Sur chaque ouvert distingué [7}, il existe un difféomorphisme f; dont
le développement asymptotique en 0 est donné par un difféomorphisme
formel tangent a I’identité qui conjugue h & sa forme normale

21

0
= ; 2_ P
hi(z1) = exp (2z7rz1 8z1) 1—2irz

ie., fi o ho f; = hy sur chaque U;. On rappelle que la dynamique de h
a l'aspect dessiné ci-dessous.
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D; et D5 sont les domaines fondamentaux de h dans [71 et ﬁ; Chaque
domaine f;~'(D;) correspond via le changement de coordonnées X = 1/z;
a une bande B; de la forme {X € C, k; <Im X < k; + 2iw} k1 > 0,k <0,
suffisamment grands en valeur absolue. Aprés recollement par la translation
X — X +2im, c’est-a-dire par hy dans la coordonnée X, chaque B; devient
un cylindre bi-infini s’identifiant & une sphére du chapelet d’orbites de h
épointée en 0 et co. Dans les coordonnées respectives X; = X o fi—l,
I’équation différentielle (E) s’écrit

a2z dz
E/ L = 4 bZ =
(E) oz e ax, iz =0

ou

2 2
=T rea) v=8(aR)

Placons-nous sur le domaine B; et posons u;(X;) = §;/%i(21(X;));
puisque u;(X; + 2im) = p;(u;) out p; € PSL(2,C), on a

Su,(X:) = S, (X; + 2i)

ou S, désigne la dérivée schwartzienne évaluée sur u; (cf. annexe Al). En
outre (cf. A1),
1
Su,(Xz) = 2bz - 5(11’2 — Qa;.

Par suite, S, se redescend sur C* = C/2inZ en une fraction rationnelle
sans poles et sans zéros admettant méme limite en zéro et a l'infini; ceci
entraine manifestement que S, est constante. Il s’ensuit que u; = v;/w;
ol v; et w; sont solutions d’une équation différentielle de la forme

Y'+¢Y =0
oll ¢; est une constante. On en déduit que
ui(X;) = 0i(Xi) ou gi(etXr), peC, p; € PSL(2,C).

La fonction u; se redescend donc sur C*, modulo l'action de PSL(2,C),
en la fonction log z ou z#. Compte tenu des conditions de recollement, les
cocycles ne sont non triviaux que lorsque les fonctions induites par les u;
sont de la forme 2™, n; = n; = n. On en tire la
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ProrposiTion I1.4.3. — Soit F, satisfaisant les hypothéses du
théoreme 11.4.2. Alors, les cocycles associés a I’holonomie de la variété
forte sont des ramifications d’homographies a4 un ordre n fixé (i.e.,
0,(2) = aiz(c;z™ +1)71").

Troixiéme étape : réalisation effective des cocycles et fin de la preuve
du théoréme 11.4.2

Soit F, un germe de feuilletage réduit défini par une forme w
résonnante ou de type neeud-selle. Dans un bon systeme de coordonnées
analytiques, F, est conjugué a sa forme normale par un difféomorphisme
formel préservant les fibres de 7(z,y) = z (cas nceud-selle) ou 7 (z,y) =
xPy? (cas résonnant) (cf. [MaRal] et [MaRa2]). Rappelons que la classe
analytique de ’équation w = 0 est complétement déterminée par celle du
difféomorphisme d’holonomie A de la séparatrice (x = 0). Nous supposerons
que I’espace des orbites de ce dernier admet les cocycles décrits dans I’énoncé
de la proposition 11.4.3 et nous noterons n leur ordre de ramification.

Sin > 1etsiwest de type neud-selle, il ressort de la classification
de Martinet et Ramis que les cocycles définis au voisinage de l’infini
sont triviaux et cette situation est totalement analysée dans [BeTo]; il
s’agit en particuler d’équations admettant un facteur intégrant généralisé,
i.e., une l-forme fermée w; vérifiant la relation w; Aw = dw. Sin =1,
la méme classification implique que w = 0 est une équation de Riccati. Dans
ce paragraphe, nous nous contenterons donc de traiter le cas résonnant,
situation dans laquelle ’espace des feuilles est le méme que celui des orbites
de h (cf. [MaRa2]).

e Premier cas : w est une forme résonnante admettant pour modele
formel w1 ¢ (cf. I1.2) et dont les cocycles sont des homographies.

Notons 7 I’application
(C2 —>(C’ (,1',:[/)'—’77(1‘,:1/) =Ty

On notera 171 les ouverts ﬂ_l(ﬁi), i = 1,2 ou les U, sont les ouverts
distingués de C définis en I1.4. On se placera dans ce qui suit sur un voisinage
de 0 € C2. Rappelons (cf. [MaRa2]) que les feuilletages F,, et F,, , induits
par w et wy ¢ sont conjugués sur chaque ouvert 17, par des difféomophismes
holomorphes v, tangents & I'identité; plus précisément ;" F,, , = T,
olt 1; = (zefr,ye~F), chaque f; étant holomorphe sur V;, C* au sens de

Whitney sur ‘7; et admettant & 'origine un développement asymptotique
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de la forme f, = 7% 1, (x,y)7m(z,y)" ot les fi, sont holomorphes sur

un polydisque centré a origine de rayon positif indépendant de n et tels

que f,0 = 0. Les 1; sont en particulier des transformations sectorielles

préservant la fibration 7. On notera V12 (resp. V21) I'image réciproque par 7

de la composante connexe de Uy 1N Ug contenant {RT (resp.zR~). Rappelons
1

aussi que w1 ¢ admet comme intégrale premiére basique F(x,y) = xe®¥,
ce qui, compte tenu des hypotheses faites sur la nature des cocycles de w,
entraine que

(1) Fol/ii:<PzJ°Fo¢j

sur U,, ou g;; € PSL(2,C). Sans perdre de généralités, on peut supposer
que les objets introduits précédemment sont définis sur le polydisque

= (Jz] < 1) N (Jy| < 1). Pour & # 0, notons F; la fibre 7 = & que nous
munirons a 'avenir de la coordonnée holomorphe induite par x; les ¥,
(s1ls sont définis) induisent donc dans cette coordonnée une transformation
locale de F. que nous appellerons @, ..

LeEmMME I1.4.4. — Quitte a se placer dans un systeme de coordonnées
analytiques de la forme (X = zef,Y = ye™ /), ot f est holomorphe au
voisinage de lorigine de C? et f(0) = 0, on peut supposer que ®; ., i = 1,2,
est une homographie.

Preuve. — Considérons les complexes p; = %, py = %j, p3 = %jQ
g = e%”) et notons H,;. l'unique homographie H;.(px) = ®,(pk),
k = 1,2,3 telle que, sur chaque fibre F, € |72 (par abus de langage, pg
désigne ici {x = pi} N F). La collection des H; . définit sur chaque V; une
application H, a valeurs dans C , H; étant holomorphe par transversalité
des fibrations z = C*® et zy = Ct®.

Dans chaque ouvert 171, H; s’écrit dans la fibre F, sous la forme

a;(zy)z + b,(zy)

’ 1Ci — 034y = 17
alen)a t () MGl

avec a,, b,, ¢,, d, holomorphes sur U;. Considérons 'application
1y Y1y~ (2 pp

pp1) »(p2) w(ps)).

: PSL(2,C) — C3, —
¢ ( ) 4 ( D1 P2 Ps3

Compte tenu du fait que z o), = zel, on remarque que sur
la fibre F., il existe un entier k& tel que pour tout & non nul,
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d((®ie(P1), @i e(P2), Pie(P3)), (P1,P2,p3)) < kle| (d désigne ici la distance
hermitienne standard sur C3). Puisque ¢ est visiblement un difféomorphisme
au voisinage de ’identité, il existe un réel positif k¥’ tel que, sur chaque
fibre F, on ait

lai — 1| <K'le], |di — 1] <K'lel,
(2)

leil < K'lel, [bi] < K'lel.

Ces estimations permettent d’expliciter H; (en restriction au polydisque B)
sous la forme

Hi(z,y) = (xe”,ye™¥)

olt g; est holomorphe et bornée sur VN Bet  lim gi(z,y) =0.
(2.9)=(0,0)

(z,y)EV.NB

Compte tenu de la formule (1) et des propriétés de croissance
mentionnées ci-dessus, les 1; ~' o H; se recollent en une fonction holomorphe
Y(z,y) = (zef,ye™ f) définie sur un voisinage de 0 € C? privé des axes
de coordonnées, f étant holomorphe et bornée. Par suite, f s’étend par le
théoréme d’Hartogs en une fonction holomorphe sur (C2,0) qui est par
construction nulle & I'origine; ¢ définit donc un germe de difféomorphisme
de (C?,0) tangent a lidentité et préservant la fibration zy = C*. On a
ainsi établi le lemme en substituant 1; o1 a ;. O

Sur chaque domaine 172-, le feuilletage F,, admet 'intégrale premiere

_ b ol b,
Fovu(z,y) = e - 0 e T di(zy)

Ona Fo; = X;/Y; ol

1 1
X, =a;F+bjery, Y,=cie 2VF +d;.

Il résulte de la relation (1) que

(v ) =s(y 3)

1
avec U; = —a;, Vi = —c;e ¥ et ol M;; désigne une matrice de SL(2,C)
a coefficients constants. On constate ainsi qu'’il existe trois germes de
formes méromorphes wy,wq, ws avec F,, = F,, satisfaisant les équations de
structure données en I.1.
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En effet, il suffit de poser 1
d(e =v)
1
e

1
wi = e 2 (X;dY; — Y;dX;), wp=2(V;dX; —U;dY;) +

1
w3 = ea (V; dUz - Uz dVl)
Ces expressions sont bien indépendantes du choix de l'indice i et la
méromorphie est une conséquence triviale des estimations (2) précédentes.
Enfin, puisque ws est colinéaire & la différentielle de zy, on en déduit,
suivant [Scal, que le feuilletage F,, est défini par la forme méromorphe
donnée dans ’exemple 1.5, ce qui acheéve la preuve du théoréme 11.4.2.

e Deuxieme cas : w est une forme résonnante admettant pour modele
formel w; o et dont les cocycles sont des homographies ramifiées & ordre n.

Dans cette situation, les conjugaisons sectorielles v; conservent une
forme identique et 1’égalité (1) reste valable en substituant F™ & F. Les
modifications & apporter sont par la suite mineures. On construit de fagon
similaire sur chaque ouvert V, une application H; qui induit dans chaque
fibre F, 'application
_ai(zy)r” + bi(xy)
 ci(zy)zn + di(zy)
vérifiant H; .(p;'/™) = ®; .(p;). On conserve en outre les estimations (2).
Soit H; », la racine n-ieme de H; proche de I'identité. On vérifie alors que les
¥, o i,n se recollent en un germe de difféomorphisme 1 de C? préservant
la fibration zy = C* similaire au précédent. On peut donc encore supposer
que ¢; = H; . On a alors

1,€

ai(zy)z" + bi(zy)
ci(zy)z™ + di(zy)
et on récupere encore trois formes méromorphes de structure définissant le
feuilletage

1
F"oti(z,y) = enav -

__1 d nx
w1 =€ "xy(deYz—KdX,), wo =2(‘/7,dXZ—UZdY;)+(e—1)7
e ney

_1
w3 = ey (V; dU; — U; dVj)
1 1 1

avec X; = a; F"+b;ensy Y, =cie "W EF"4+d;, U; = —a;, V; = —c;e "%y
et on conclut comme précédemment.

o Cas général : quand w est une forme résonnante admettant pour
modele formel wg ., le traitement du probléme reste identique en considé-
rant 2k secteurs au lieu de 2 et quand w est une forme résonnante & valeur
propre rationelle, on se ramene au cas précédent par éclatements successifs
(cette derniere procédure est décrite de fagon précise dans [BeTol). a
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ITI. Un exemple sur une surface rationnelle non
transverse a une fibration.

IIL.1. Rappels sur les surfaces modulaires de Hilbert.
On pourra se reporter & [Sa] ou [Hir| pour plus de détails.

Considérons le corps quadratique K = Q(,/p) olt p est un entier
supérieur & 5 congru & 1 (mod 4). On munit K de l'involution

o(u+vyp) =u—vyp.
L’anneau O des entiers algébriques de K est I'ensemble des i (u + v,/p)
ol u et v sont de méme parité et le groupe U™ des unités de O est cyclique
infini.
On consideére le groupe modulaire de Hilbert

G = SL(0)/£1d.

Le groupe G agit de facon proprement discontinue sur le produit H x H du
demi-plan de Poincaré par lui-méme :

(¢ a)enen = (G0 o)

L’espace quotient (H x H)/G est une variété analytique non compacte avec
un nombre fini de singularités que ’on compactifie par un nombre fini de
points (cusps). On hérite ainsi d’une variété analytique compacte ayant
un nombre fini de singularités normales. Apres avoir éclaté suffisamment
ces points singuliers, on obtient la surface de Hilbert Y (p). Par la théorie
classique des fonctions automorphes, on constate que Y (p) est algébrique.
Plus spécifiquement, Hirzebruch a établi que Y (p) est rationnelle si et
seulement si p = 5,13 ou 17.

Dans la suite, nous nous limiterons a I’étude du cas Y = Y(13).

II1.2. Un exemple de feuilletage transversalement projectif sur Y.

C’est le feuilletage H induit par le feuilletage horizontal z; = C*®
sur H x H. Il est par construction transversalement projectif sur le
complémentaire d'un nombre fini de singularités normales dans (H x H)/G
et ses feuilles sont denses en vertu du

LemMmeE II1.2.1. — Le groupe SLa(O) est dense dans SLa(R).
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Preuve. — Soit,

4= (5 o) (ewa=(3 )

un élément du groupe triangulaire supérieur T (resp. inférieur T_) de
SL2(R). Soit (u,) une suite dans 7}y convergeant vers 0. Par densité de O
dans R, on peut extraire deux suites (a,,), (¢,) d’éléments de O convergeant
respectivement vers a et ¢ telles que

nCn — 1
lim 2 —p,
n—0o0 un
Le lemme résulte alors du fait que Ty et T_ engendrent SLo(R). O

LemME II1.2.2. — Le feuilletage H s’étend sur Y en un feuilletage
holomorphe (noté encore H) défini par une forme méromorphe w surY. De
plus, il existe deux formes méromorphes n et £ sur Y telles qu’on ait les
équations de structure

wAn=dw, wAé=dn, EAn=dE

Preuve. — Le feuilletage ‘H s’étend sur Y par normalité des singu-
larités quotients et des cusps. L’existence de w est une simple conséquence
du caractere algébrique de la surface Y. Pour les mémes raisons (cf. [Scal),
il existe une forme méromorphe 7 sur Y satisfaisant la relation

wAn= dw.

Sur (H x H)/G privé des singularités quotients, la structure projective
transverse de H est définie par les intégrales premieres locales f, = z1 0 7rrU1
oll

7 HxH-— (HxH)/G
est la projection canonique et (U;),.; un recouvrement ouvert de la base

privée des singularités quotients choisi de telle sorte que m !
biholomorphisme en restriction a U;. Dans chaque U;, on a donc

soit un

w=—g;dfi, avec g, méromorphe sur U,,
do

n= 9 _ h,w, avec h, méromorphe sur U;.
G
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Posons ;> = gi, xi/yi = fi, hi = 2v;/y; avec la condition
x;v; — Y;u; = 1. On vérifie alors (cf. [Sca]) que les

§i = 2(’0@ d’l.l,i — U; d’l)i)

se recollent en une forme méromorphe, laquelle s’étend sur Y, par le théo-
reme de Lévi, en une forme ¢ satisfaisant 1’énoncé du théoréme. O

Remarque I11.2.3. — Notons que H ne peut étre le pull-back rationnel
d’un feuilletage admettant une fibration transverse en courbes de genre
supérieur ou égal & deux puisque ses feuilles génériques sont denses. Il n’y a
pas non plus de fibration elliptique transverse puisque ceci produirait par
pull-back une 1-forme, ou & défaut une puissance tensorielle de cette
1-forme, holomorphe sur Y (en dehors éventuellement d’un ensemble
analytique propre) et invariante par le feuilletage F , ce qui est impossible
vu que 'adhérence de la monodromie de H est de dimension 3 réelle.

Soit X un sous-ensemble analytique propre de Y contenant les cusps
et les diviseurs exceptionnels issus de I’éclatement du lieu singulier de la
surface d’origine (H x H)/G. On a le

THEOREME I11.2.4. — Le feuilletage H n’admet qu’une seule structure
projective transverse sur Y \ X.

Preuve. — Soient (U;, f;) une structure projective transverse associée
& un recouvrement ouvert (U;) de Y \ X. Par relevement des f;, on hérite
sur H d’une fonction F' dont la dérivée schwartzienne est holomorphe en
dehors d’un ensemble isolé de points. Supposons cette structure différente
de la précédente (définition I1.2), ce qui revient & dire que la dérivée
schwartzienne S (cf. annexe A1) est non identiquement nulle.

Par hypothese, et compte tenu des propriétés bien connues de la
dérivée schwartzienne (cf. annexe), la différentielle quadratique

w = SF(Z) dz; ® dz;

est invariante sous P’action de SL(2, O) = SL(2, R), ce qui est manifestement
impossible. O

Supposons que H soit birationnellement équivalent & un feuilletage
de Riccati G sur une surface compacte S. Notons « la tansformation
birationnelle entre Y et S. Cette transformation induit un biholomorphisme

Y\ X — S\ X
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ol X et X’ sont deux sous-ensembles analytiques propres respectifs de Y’
et S. Qui plus est, on peut choisir X de telle sorte & satisfaire 1’énoncé
du théoréme III.2.4. Choisissons sur S une fibre F ~ CP(1), qu’on peut
supposer rationnelle (remarque II1.2.3) et transverse & G et non contenue
dans X’. L’intersection F'N X’ est donc réduite & un nombre fini de
points P = {p1,...,pn}. On notera P’ le plus grand sous-ensemble de
P stabilisé par I’holonomie du feuilletage. Puisque H est transversalement
hyperbolique en dehors de X, on hérite d’une métrique hermitienne sur F'\ P
de courbure —1 et qui s’étend, par transport holonome, en une métrique
hermitienne sur F'\ P’ invariante sous 'action du groupe d’holonomie H
de G.

Examinons plusieurs situations :

i) P’ est vide. C’est impossible puisque F' ne peut admettre de métrique
de courbure négative.

ii) P’ a au moins trois éléments. Dans ce cas, H € PSLy(C) est fini et
ceci contredit ’existence de feuilles génériques denses.

iii) P’ est réduit & un élément. Le groupe H est donc, & conjugaison
pres, un sous-groupe du groupe affine et ceci est impossible puisque par
ailleurs, H est isomorphe & SLy(0O).

iv) P’ a exactement deux éléments. Le lecteur vérifiera facilement que H
est conjugué & un sous-groupe de (z +— az,z — 2z~ 1), ce qui est impossible
pour les mémes raisons que celles invoquées en (iii).

Ces observations nous conduisent au

TutorkME II1.2.5. — Le feuilletage H n’est pas birationnellement
équivalent a un feuilletage de Riccati.

Plus généralement, on peut établir le

TutoriEME II1.2.6. — Le feuilletage H ne peut étre obtenu comme
pull-back rationnel d’un feuilletage de Riccati sur une surface algébrique.

Preuve. — Supposons par ’absurde qu’il existe une telle surface S.
Pour les mémes raisons que précédemment, on peut supposer la fibre
générique transverse rationnelle. L’application rationnelle o entre Y et S
induit un revétement fini entre deux ouverts Zariski denses de Y et S,
respectivement Uy et Ug. On remarque donc que G apparait comme un
sous-groupe H d’holonomie du feuilletage de Riccati. Si H stabilise un
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nombre fini de points, on conclut comme en ii), iii), ou iv) ; sinon, il reste &
envisager les configurations suivantes :

a) H admet un élément hyperbolique h de point fixe M} qu’on peut
supposer étre dans Ug. De plus, quitte & prendre une puissance, on peut
supposer que h est un élément de G, ce qui contredit manifestement que h
préserve une métrique transverse a F.

b) H n’admet pas d’élément hyperbolique; on vérifie alors que H est
un groupe ne comportant que des éléments elliptiques et dans ce cas, un
résultat bien connu (cf. [Be]) affirme que H est conjugué dans PSL(2,C) &
un sous-groupe du groupe orthogonal O(3) et préserve par conséquent une
métrique hermitienne de courbure 1 transverse au feuilletage de Riccati.
Par image inverse, on récupere une métrique transverse a H de courbure 1
et invariante par G, ce qui visiblement contredit le lemme I11.2.1. O

Remarques. — Pour des raisons similaires, on peut montrer que le
feuilletage H n’est pas dominé par un feuilletage de Riccati.

Nous avons tenu a donner une démonstration «élémentaire» du
théoreme III.2.6, mais on peut arriver «brutalement) aux mémes
conclusions en utilisant la notion de dimension de Kodaira d’un feuilletage
introduite par L.G. Mendes (cf. [Br], [Me]). Nous souhaiterions terminer
cette section en explicitant cette autre démonstration. Le lecteur désireux
de détailler les définitions et propriétés qui suivent pourra se référer a la
monographie de M. Brunella [Br].

RappELS I11.2.7. — Soit F un feuilletage holomorphe a singularités
isolées sur une surface complexe. Il existe alors un recouvrement ouvert
(U;) de S tel que sur chaque U,, F soit défini par un champ holomorphe v;
ou de fagon duale par des 1-formes holomorphes w; vérifiant

v; = fijvi, wj = gi,wi, fij, 9, € OY(U,NU;).

Les collections des (f;;) et (gi;) définissent respectivement deux fibrés en
droites notés 7" (fibré cotangent de F) et Nz (fibré normal de F). Par
accouplement, on a de plus que

Ks =T Q N&*

ou Kg désigne le fibré canonique de S. La dimension de Kodaira du
feuilletage F, notée Kod(F) sera alors par définition la dimension de
Kodaira du fibré 7x*. Cette dimension est en fait un invariant de la

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FEUILLETAGES HOLOMORPHES TRANSVERSALEMENT PROJECTIFS 837

géométrie birationnelle des feuilletages. Plus exactement, L.G. Mendes a
établi que deux feuilletages & singularités réduites biméromorphiquement
équivalents ont méme dimension de Kodaira. Ce résultat repose sur les
observations simples mais fondamentales suivantes :

i) Les singularités de feuilletage obtenues apres éclatement d’une
singularité réduite restent réduites.

ii) Soit w une 1-forme holomorphe & l'origine de C? & singularité
réduite et soit

7r:CA2,JO——>(C2,O

Papplication d’éclatement. Alors, au voisinage de chaque point p du diviseur
exceptionnel 771(0), T*w = fyw, ol f, = 0 est une équation locale réduite
de 771(0) et w, est au plus & singularités isolées.

Toujours dans le cadre & singularités réduites, Mendes et Mac Quillan
ont établi que les feuilletages de Riccati (& I’exception notable des fibrations
rationnelles) ont pour dimension de Kodaira 0 ou 1. Par ailleurs, la
dimension de Kodaira du feuilletage H est négative aprés réduction des
singularités. Vu ces considérations, le théoreme I11.2.6 est une conséquence
du lemme basique qui suit :

LemME II1.2.8. — Soient F, F deux feuilletages holomorphes a
singularités réduites sur deux surfaces complexes compactes X et X. On
suppose qu’il existe une application méromorphe r de X sur X telle que

F =r*F. Alors, Kod(F) > Kod(F).

Preuve. — On peut supposer, par invariance birationnelle de la
dimension de Kodaira et la propriété ii), que r est partout définie. Soit
pE X et p = 7(p). Choisissons au voisinage de p et p deux systemes de
coordonnées (Z,7) et (z,y) dans lesquels Papplication r a pour expression
z =7r1(Z,9),y = ro(Z, 7). Le feuilletage F est défini au voisinage de p par
un germe de 1-forme holomorphe w, = adz + bdy telle que pged(a, b) = 1.
Il existe deux fonctions holomorphes f, g telles qu’au voisinage de p,

r*wp, = fws, i (dzAdy) =gdZ Ady

oll w; est au plus & singularité isolée. On peut alors envisager trois
situations :

a) F est régulier en p. Dans ce cas, on peut supposer que F est défini
par {dz = 0}. On a alors r*(dz) = dry et r*(dz A dy) = dr; Adrg et ceci
établit que f divise g.
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b) F est singulier en p et r ne contracte pas de courbes passant
par p. Au voisinage de p, on a r*wp, Adry = —b(ry,7m2)dry Adry et
r*wp A drg = a(rq,72) dry A drg, mais puisque pged(a(ry, 72),b(r1,72)) =1
par hypothese, on a encore que f divise g.

c) F est singulier en p et 7~ !(p) contient une courbe irréductible C.
Dans cette derniére situation, on peut choisir p € C et le systeme de
coordonnées (Z,7) tel que Z = 0 est une équation locale de C et

rl(j7g) =i'm17 T?("ivg) =5Jm2u(i7ﬂ)
oll m; et mo sont des entiers positifs et u est une unité qui n’est pas réduite
a une fonction de la seule variable Z.

Si F; désigne 1’éclatement de centre p, on constate que Eitor
est réguliere au voisinage de p. Plus généralement on peut construire par
induction une succession d’éclatements Ej,...,E, de centres respectifs
p1=p,p2 € E;Y(p1),--.,pn € E; 2 (Pn—1) tels que pour tout i < n :

e (Eio---0 E} )_1 or est réguliére au voisinage de p et envoie p sur p;,
e (E,o---0E;)" or ne contracte pas la courbe C.

On note par m; Papplication E; o --- o E;. Par la construction
précédente, on peut rechoisir p de telle sorte que pny; := 7, ! o 7(p)
soit un point régulier du feuilletage 7, *F. Soit

m =Min{2 < i < n+1|p; soit un point régulier de m; F}.

11 existe donc en p,, des coordonnées (u,v) telles que mpm—1*wp = h(u,v) du
et mm—1*(dz A dy) = i(u,v) du A dv. Par les remarques i) et ii), on observe
que i/h est une unité. Par construction, on a au voisinage de p les identités

(Tm_1 Y or)*(hdu) = fwp, (Tm_1 'or)iduAdv=gdFAdj.

Par un argument analogue au a), on peut encore conclure que f divise g.

En définitive, on vient de montrer que
NF* =r*(Nr") ® O3(D) et Kg= T (Kx)® O&'(D/)
ol D' — D est un diviseur effectif. De plus par adjonction, on obtient que
TF* =7r*(Tr*) ® (’)g(D’ - D),
ce qui achéve cette preuve. O
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IV. Un exemple local non issu d’une équation
de Ricatti.

On se propose ici de construire un feuilletage F,, a lorigine de C2
donné par un germe de 1-forme holomorphe w admettant les propriétés
suivantes :

a) F,, est non dicritique et transversalement affine en dehors de ses
séparatrices.

b) F., n’est pas le pull-back méromorphe d’un feuilletage de Riccati
sur une surface algébrique. Cette derniére propriété implique notamment
que F, ne peut étre obtenu comme pull-back méromorphe d’une équation
linéaire :

% +a(z)y+b(x) =0

situation qui differe donc du cas & singularité réduite (cf. [BeTo]).

IV.1. Description et construction du feuilletage.

Notons par 7 : Cz-C I’application d’éclatement de C? & ’origine et
prescrivons-nous cinq points p1, ..., ps sur le diviseur exceptionnel 7=1(0).
Il est bien connu qu'’il existe au voisinage de m7=1(0) cinq courbes lisses C;,
1 =1,...,5 contenant respectivement les points p;, transverses en ces points
a 7~1(0) et qui ne sont pas simultanément et analytiquement rectifiables
sur des droites de la fibration de Hopf : 2 - 7n~1(0). Ceci résulte plus
précisément de la

Remarque IV.1.1. — Soient D;,i = 1,...,5 cinq germes de droites
a l'origine de C2. Si l'on considére une courbe lisse C ayant un contact
quadratique avec Ds, on ne peut redresser holomorphiquement les cing
courbes Dy, ..., Dy, C sur des droites.

En reprenant la construction menée dans [LN], on peut dans ces
conditions affirmer qu’il existe au voisinage de l'origine dans C? un
feuilletage holomorphe F,, tel que

i) j—': = 7*F, est a singularités réduites et son lieu singulier Sing(.%;)
est égal a 'union des points p;.

ii) Le feuilletage f:, localisé aux points p; est défini par les formes
respectives

w; = x; dy; + Ay d;
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ol (x,,y;) est un systéme de coordonnées holomorphes choisies de telle
sorte que {y, = 0} et {z; = 0} soient des équations locales de 71(0) et C;.
En particulier, les courbes C; sont invariantes par F,,.

iii) Les valeurs propres Ay, ..., As sont des réels irrationnels.

iv) Le groupe d’holonomie projective de j-': est non abélien et dense
dans le groupe
2ima
1+ bz
D’apres [Pa], il existe alors un germe de 1-forme méromorphe fermée w; a
l'origine de C? tel qu’on ait I'équation

H=<ZH 7ae]R,beC>.

w1 ANw = dw.

Ainsi F, admet une structure transversalement affine en considérant
I'intégrale premieére
w
F= / :
NEE
Dans ce qui suit, on va répertorier les obstructions a ce que F,, soit le

pull-back méromorphe d’un feuilletage de Riccati Fg défini sur une surface
algébrique S.

Supposons qu’il existe un germe R : C2,0 — S d’application
méromorphe tel que j—':, = R*Fgs. Notons que R est nécessairement non
dégénérée (i.e., génériquement de rang 2) puisque, dans le cas contraire,
J?:, admettrait une intégrale premieére méromorphe, situation incompatible
avec la propriété iv). De fagon plus générale, cette méme propriété met en
évidence que F,, ne peut étre défini par une forme fermée (cf. [Pal).

La fibration p transverse a Fg produit, en considérant son pull-back

par Rom un feuilletage F, «transverse» a F, et admettant l'intégrale
premiere méromorphe

G=¢opoRor

ou ¢ est une fonction méromorphe non constante sur la base B de la fibra-
tion p. Notons que la fibre générique de p est nécessairement rationnelle
(cf. remarque 111.2.3).

On notera tang(]-'w,]-" ) Pensemble analytique formé du lieu de
tangence de ]-' et .7-" Etant donné les hypotheses faites sur .7-1,, c’est
un ensemble non vide et possédant un nombre fini de courbes analytiques.
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Enfin, on note S, I'ensemble des fibres de p non transverses a Fg.
Par pull-back de la structure projective naturelle associée a Fg, on hérite
d’une structure projective transverse a j-:; dont on peut supposer, quitte
a appliquer un argument de transversalité, qu’elle est définie en dehors
d’un ensemble analytique invariant par le feuilletage. Compte tenu du
lemme A de lannexe, cette structure coincide avec celle définie par
I'intégrale premiere F.

IV.2. Propriétés du lieu de tangence tang(i—';, fp).

Elles sont énumérées par les lemmes suivants :

LemME IV.2.1. — Le lieu tang(j-':, .7?1,) contient chaque courbe C;.

Preuve. — Placons-nous sur un petit voisinage W d’une singularité p;,
de F,,. On rappelle que F,, est défini en coordonnées locales par

Wiy = Tip AYio + AigYio dTig

qui admet lintégrale premiere f; (%, Yi,) = :c;\O’O Y- 1l en résulte
que le groupe d’holonomie de {y;, = 0} évalué sur la transversale
D, = {z;, =n} N {yi, < €} (¢,n assez petit) est engendré par

hzo L iy 621'71'/\10 Yio -
On vérifie aisément que tout germe de difféomorphisme holomorphe
conjugant h;, a un élément de H appartient & H. Par suite, 'adhérence du
groupe d’holonomie projective globale est bien H dans la coordonnée y,,,.
Considérons une restriction de F' & D, \ {0}. Celle-ci vérifie les hypotheses
du lemme A de annexe; par prolongement analytique, toute restriction
de F & W\ {z,,y;, = 0} satisfait donc I’égalité

(1) Flw\ {0} = ¢(Tiy 0 ui,), @ € PSL(2,C).

Supposons qu’il existe a € C;, \ {p,, } tel que .77'1, soit transverse a j:: en a
et notons F, la feuille de f‘p passant par a. On peut choisir a de telle sorte
qu’il existe un petit voisinage tubulaire W, de F, fibré par ]?p contenant a
et tel que po R o m(W,) soit un ouvert simplement connexe de B\ {p(S,)}.
Par identification des structures projectives, il en résulte que Fjy\ {00 10y =0}
doit étre uniforme, ce qui contredit 'égalité (1). |
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LEMME IV.2.2. — Le feuilletage fp ne contient pas le diviseur 7=1(0)
comme séparatrice.

Preuve. — Supposons que 7~ *(0) soit invariant par .7::,, et considérons
I'ouvert U obtenu en 6tant & un voisinage ouvert de 7~!(0) de petits
voisinages cylindriques fermés autour de chaque singularité de ]?p. En
un point @ € U N 7w~1(0) régulier de fp, considérons une transversale
holomorphe T, & 7~!(0). Visiblement, on peut choisir U et T, de telle sorte
que

a) po Ron(T,) soit — dans une coordonnée holomorphe ad hoc —
un disque de B ne rencontrant éventuellement p(S,) qu’en p o R o m(a),

b) U soit saturé par les feuilles de .7?,, rencontrant T,,.

Manifestement, ceci entraine que l'image de la représentation de
monodromie de Fjy est un groupe monogene, ce qui, compte tenu de la
nature du groupe d’holonomie projective de F,, est impossible. O

LemME IV.2.3. — On a tang(F,,, ) = U_, Ci.

Preuve. — On a déja linclusion U3_;C; C Ta,ngf;. Supposons qu’il
existe une composante irréductible de tang(ﬁ,fp) qui ne soit pas une
séparatrice de j-:; Notons C cette composante. Puisque le lieu de tangence
de la fibration p et du feuilletage Fs est une union disjointe de fibres, la
courbe C est contractée par R o« sur un point de S. Il s’ensuit que p admet
une singularité dicritique en R(C), ce qui est évidemment impossible. O

IV.3. Nature des singularités du feuilletage f'p.

LEMME IV.3.1.

a) L’ensemble Singf'; des singularités de 3’-':, est non vide et contenu
dans SingF,,.

b) Toute singularité de j-';, est dicritique.

Preuve. — a) Supposons Singj-:;, = ). Il résulte alors du lemme I'V.2.3
que ?;, est transverse en tout point & 7~1(0) et contient chaque courbe C;
comme séparatrice. Le feuilletage .7-';, est ainsi holomorphiquement conjugué
a la fibration de Hopf sur 7~1(0), ce qui, par hypothése, est impossible
compte tenu de la position des courbes C; (cf. lemme IV.1.1). La derniére
assertion de a) est encore une conséquence immédiate du lemme IV.2.3.
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b) Soit ¢ € 771(0) une singularité de ./7:';,; il existe alors un indice ig

tel que ¢ = p;, et C;, soit séparatice de .%;,. Puisque C;, est lisse, .7-';,
admet en g une autre séparatrice X irréductible et non invariante par f;
(lemme IV.2.3). Supposons ¢ non dicritique; ceci implique, par résolution
des indéterminations de R, que Rom(X) et R o w(C;,) appartiennent a
la méme fibre de p. Considérons un petit disque tangent j—': centré en
a € X\ n71(0) et b = po Ro n(a) paramétrés respectivement par les
coordonnées holomorphes z et u (z(a) = u(b) = 0), lesquelles sont choisies
de telle sorte que le graphe de p o R o 7, en restriction & ces disques s’écrive
sous la forme u = 2™, m € N. La courbe X n’étant pas invariante par 3—'\;,
toute restriction de F' au voisinage de a est une fonction uniforme a valeurs
dans P;; par suite, la monodromie du feuilletage Fg autour de la fibre
p~L(b) est finie d’ordre au plus m, mais elle est par ailleurs d’ordre infini
puisque Rom(C;,) C p~1(b) (et compte tenu du fait que A;, est irrationnel).
O

Le résultat annoncé dans 'introduction découle alors du

LemME IV.3.2. — Le feuilletage 3—':, ne peut admettre de singularités
dicritiques.

Preuve. — Supposons par absurde qu’une telle singularité g = p;,
existe. Le feuilletage F, admet alors en g une sépararice Y non invariante
par F, telle que

« lapplication rationnelle R o 7 soit, en restriction & Y \ {q}, une
immersion (non nécessairement injective);

e 'image R o 7(Y") est dans une fibre réguliére de p transverse a Fg.

Au point ¢, rappelons qu’une intégrale premiere de .7?; est donnée
(modulo Paction de PSLy(C)) par f(z,y) = z*y. Puisque la projection
(z,y) — (z,1) induit sur S un revétement ramifié fini, on en déduit que
I'image de la représentation de monodromie de toute restriction fy est
infinie, mais elle doit étre par ailleurs triviale car R o w(Y") est une fibre
générique. O

ANNEXE.

Cette annexe a pour objet de rappeler quelques propriétés de base
de la dérivée schwartzienne et d’établir ensuite un critere d’unicité de
structure transverse projective (lemme A). Ce dernier est utilisé en IV.1
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et c’est aussi ce type de résultat qui est implicitement invoqué dans la preuve
du théoreme II1.2.4. Nous débutons cet appendice par les hypothéses et
I’énoncé de ce lemme.

Soit H un sous-groupe du groupe Diff(C,0) des difféomorphismes
holomorphes de C,0. Soit D, = {|z| < e}, ¢ assez petit et f une fonction
multiforme localement méromorphe sur D, \ {0} et dont la représentation
de monodromie est & valeur dans le groupe PSL(2,C). On se propose de
détecter parmi ces fonctions celles qui vérifient la relation

(1) Vhe H, foh=wppof, ¢ne€PSL(2,C).

LeMME A. — Sous I’hypothése que H = (z — 612:;:2', A€ RyaeC),
f est une transformation de Mcebius.

A1l. La dérivée schwartzienne. — Soit u une fonction multiforme

et localement méromorphe non constante définie sur un domaine de C;
la dérivée schwartzienne de u est par définition la fonction méromorphe

(2) Su(z) = (1;((5)))/ - %(Z((j))f

On rappelle qu’elle satisfait la régle de composition (cf. [Va]) :

(3) Suon(2) = Su(v(2) - (V'(2))° + Sy (2)

et que S, = 0 si et seulement si u est une transformation de Mcebius.
Rappelons enfin que chaque solution de I’équation S, (z) = a(z) s’obtient
exactement comme quotient de deux solutions linéairement indépendantes
de 'équation différentielle linéaire

d?y dy
12 + al(z)a +ax(z)y =0
avec a = 2a3 — 3a1% — ay.
A2. Preuve du lemme A. — Soit f une fonction vérifiant (1); on

supposera dans un premier temps que H est un sous-groupe quelconque
de Diff(C,0). D’apres 'identité (3), on obtient que Sy est une fonction
méromorphe uniforme sur D, \ {0} et que S¢(z) = Sf(h(2))H (2)% + Sh(2).
En particulier, si H C PSL(2,C), on a Sf(z) = Ss(h(z))h (2)*. Dans la
situation ol f n’est pas une homographie, ceci entraine que la différentielle
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quadratique Sy(z) dz® dz = w (par construction méromorphe sur D, \ {0})
est non nulle et invariante sous 'action de H :

(4) Yhe H, h'w=uw.

Placons-nous maintenant dans la situation ou H satisfait les
hypothéses du lemme A et supposons que f ne soit pas une homographie;
il existe donc une différentielle quadratique non triviale méromorphe w sur
D, \ {0} vérifiant la relation (4). Soit a € D, \ {0} un point régulier de w.
Il existe alors en a une coordonnée locale u telle que w = du ® du. Soit
¢ € Diff(C,0) tel que (£)*(u)du ® du = du ® du. On a donc £(u) = +u
et ceci contredit le fait que le stabilisateur de a dans H soit de dimension
réelle égale a 1. 0O
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