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LA FORMULE DU CARACTERE
POUR LES GROUPES DE LIE
PRESQUE ALGEBRIQUES REELS

par M.S. KHALGUI et P. TORASSO

1. Introduction.

Soit G = (G, j, G) un groupe presque algébrique réel (voir le numéro
2.18 ci-apres), g son algébre de Lie et g* le dual de g. Dans [16] et [17],
M.S. Khalgui démontre une formule du caractére & la Kirillov pour les
représentations unitaires irréductibles de G vérifiant certaines hypothéses.
Sous ces hypotheses qui sont d’ailleurs génériquement vérifiées, sa formule
donne la description dans un voisinage invariant de I’élément neutre de G du
caractere de la représentation considérée (en fait, il démontre un résultat
plus général qui concerne certaines représentations factorielles normales
d’un groupe de Lie connexe).

Le but de cet article est, sous une hypothése supplémentaire, de
donner une description de ces caractéres dans un voisinage invariant d’un
élément elliptique de G (voir le numéro 3.1.1). Comme G est la réunion de
ces voisinages, on obtient ainsi, lorsque cette hypothése est vérifiée pour
tout élément elliptique, une description globale du caractere. Etant donné
un élément elliptique s € G, pour lequel cette hypothese est satisfaite,
nous obtenons une formule & la Kirillov-Duflo-Heckman-Vergne pour la

Mots-clés : Groupes presque algébriques — Formule du caractére — Méthode des orbites
— Méthode de descente.
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restriction du caractére au centralisateur G(s) de s dans G. Une telle
formule avait déja été obtenue par M. Duflo, G. Heckman et M. Vergne
dans [8] pour les représentations de la série discréte d'un groupe de Lie
semi-simple connexe et par A. Bouaziz dans [2] pour les représentations
tempérées d’une classe de groupes réductifs contenant celle des groupes
presque algébriques. D’autre part, dans [21], K. Maktouf a obtenu un
résultat analogue pour certaines représentations unitaires irréductibles des
groupes de Lie p-adiques résolubles ou 4 radical co-compact.

Donnons maintenant une description de notre résultat. Soit g € g*.
On note €, la G-orbite de g, G(g) le stabilisateur de g dans G et on désigne
par G(g)? le revétement métaplectique de G(g) construit en utilisant son
action symplectique canonique dans g/g(g). On suppose que g est G-
admissible et bien polarisable. Soit 7 un parameétre d’admissibilité de g
relativement & G : T est une représentation unitaire irréductible de G(g)®
vérifiant certaines conditions et qui est de dimension finie (voir le numéro
5.2.1). Soit T, , la représentation associée par M. Duflo & (g,7) (voir
le numéro 5.2.4). Enfin, soit x un caractére semi-rationnel de G, 9 une
fonction positive sur €}, semi-invariante de poids x et A‘!f’T I’opérateur
fermé de domaine dense dans ’espace de T, , semi-invariant de poids x
associé & 1 (voir les numéros 5.1.6, 5.3.3 et 5.3.4).

Nous dirons que la représentation Tj , est i-tracable si, pour toute
mesure de Haar dzxr & gauche sur G et tout ¢ € D(G), Popérateur
AY T, - (pdz)AY . est & trace. Si tel est le cas, la formule

Og,ru(pdx) = Tr(AY Ty - (pdx)AY )

définit une fonction généralisée x2-semi-invariante sur G, appelée le -
caracteére de la représentation T .. Bien évidemment, lorsque ¢ = 1, dire
que la représentation T  est y-tragable revient a dire qu’elle est a trace et,
dans ces conditions, la fonction généralisée O, = O, . est le caracteére
de T, -.

Maintenant soit s un élément elliptique de G. En particulier Ads est
semi-simple de valeurs propres de module 1. Soit G(s) le centraliseur de
s dans G, g(s) son algébre de Lie, g le supplémentaire de g(s) dans g
défini par g; = (1 — Ads)(g) et 2 'ensemble des points fixes de s dans (.
Alors, lorsqu’il n’est pas vide, {27 est une sous-variété localement fermée
de g(s)* réunion d’un nombre fini de G(s)-orbites, et & ce titre supporte
une mesure canonique d,BQ; dont la restriction & chaque G(s)-orbite qu’il
contient est la mesure de Liouville. Dans la suite, nous considérerons la
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mesure d)%lﬁg; comme une mesure borélienne sur g(s)*. Lorsque 2y est
vide, nous conviendrons que deﬂQZ est la mesure nulle.

Nous dirons que la mesure wzdﬂgz est tempérée, s’il existe un nombre
M > 0 et une norme || || sur g(s)* tels que fg(s)*(1—}—||l||)_1""1/)2dﬂgf7 (1) < o0.

A la suite de M. Duflo, G. Heckman et M. Vergne dans [8] et de
A. Bouaziz dans (2], nous définissons une fonction @7 . sur Q7. Cette
fonction est G(s)-invariante et sa définition fait intervenir le caractere de

la représentation métaplectique. Elle est donnée par
®; (1) = ®(w(5) Trny(3), L € Q,

ol § est un élément de G(1)? situé au-dessus de s, p;(3) est I'image de § dans
le groupe métaplectique de g/g(l), ® est le caractére de la représentation
métaplectique de ce dernier et 7; est le parametre d’admissibilité de [
naturellement associé a 7. Voir le numéro 6.1.1.

Si V est un voisinage ouvert G(s)-invariant assez petit de 0 dans g(s),
I'image W de G x V par Papplication v : (z,X) — zsexp Xz~! est un
voisinage ouvert G-invariant de s dans G et 7 induit un difféomorphisme
de l'espace fibré G Xg(,) V sur W. Par suite, suivant la méthode de
descente de Harish-Chandra, toute fonction généralisée © semi-invariante

sur W possede une restriction ©° & V, formellement définie par ©°%(X) =
O(sexp X), X € V.

Enfin, nous définissons une fonction k, ; positive et analytique dans
un voisinage G-invariant assez petit de 0 dans g(s) en posant

dety, (1 — Adsexp X) 3
detg, (1 — Ad s)

sh(ad X/2) ) z

s (X) = (det”(s) ad X/2

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cet article.

THEOREME. — Soit G un groupe presque algébrique réel. Alors, pour
tout élément elliptique s de G, on peut choisir un voisinage ouvert G-
invariant V, de 0 dans g(s) tel que les assertions suivantes soient vraies.

Soit g € g* une forme linéaire bien polarisable et admissible, T un
parametre d’admissibilité de g relativement a4 G, x un caractére semi-
rationnel de G dont la restriction & G(g) est triviale, et ¢ une fonction
réelle positive semi-invariante de poids x sur §},. On suppose que ’algébre
de Lie g(g) est nilpotente. Alors,
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(i) les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) la représentation T, , est i-tracable,
(b) la mesure ydfq, est tempérée;

(i) si les conditions équivalentes du (i) sont satisfaites et si s est un
élément elliptique de G tel que la mesure deﬂQ; soit également tempérée,
alors on a I'égalité de fonctions généralisées sur Vs :

) O5(X) = k() [ @5 v oy )

Lorsque la forme linéaire g est en position générique, elle est bien
polarisable (voir [1]) et g(g) est commutative (voir [11]). Si de plus G est
unimodulaire, son orbite est fermée (voir [3]). Par ailleurs, si 'orbite 4 est
fermée, la mesure deﬁgg, de méme que les mesures 1/)2d,393, s € G semi-
simple, sont tempérées (voir [4]). En particulier, supposant G unimodulaire,
si g est en position générique et G-admissible, la formule 1 s’applique pour
tout élément elliptique s et toute donnée d’admissibilité 7, fournissant ainsi
une description globale du vy-caractére de T .

Lorsque 1 est la fonction constante égale a 1, lassertion (i) du
théoreme ainsi que la formule du caractere au voisinage de 1’élément neutre
ont été démontrées par M. S. Khalgui (voir [16] et [17]).

La généralisation aux 1-caracteres est justifiée par les raisons sui-
vantes. L’une des applications possibles de la formule du caractére au
voisinage des éléments semi-simples est la démonstration de la formule de
Plancherel pour G, comme cela a été fait par M. Duflo et M. Vergne pour
les groupes semi-simples connexes (voir [12]). Or, ’écriture de la formule de
Plancherel pour les groupes non unimodulaires nécessite 'introduction de
1-caracteéres, avec 1 une fonction semi-invariante de poids la racine carrée
de l'inverse de la fonction module (voir [9]).

Il convient de mentionner que la formule au voisinage de I’élément
neutre pour les 1-caractéres des représentations i-tragables des groupes
résolubles a été obtenue par M. Duflo et M. Rais (voir [10], ol ils en
déduisent, entre autre, la formule de Plancherel pour les groupes résolubles
exponentiels), et que ce résultat a ensuite été généralisé par N. V. Pedersen
au cas des semi-caractéres des représentations factorielles normales des
groupes résolubles simplement connexes (voir [22]).
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Donnons maintenant le plan de Particle. Dans la section 2 nous fixons
les notations. Dans la section 3, nous rappelons la notion d’ouverts ellip-
tiques d’un groupe presque algébrique introduite par M. Duflo et M. Vergne
dans [13] ainsi que leurs résultats et ceux de Harish-Chandra concernant la
méthode de descente sur ces ouverts. Dans la section 4 nous rappelons un
certain nombre de résultats concernant la représentation métaplectique, son
caractere et ses applications aux extensions des représentations des groupes
de Heisenberg diis & M. Duflo, G. Heckman et M. Vergne d’une part et a A.
A. Kirillov d’autre part. Dans la section 5, nous rappelons la construction
de représentations unitaires irréductibles par M. Duflo et nous construisons
des opérateurs semi-invariants pour ces représentations. Dans la section 6,
nous introduisons la fonction @ , et énongons le résultat principal de cet
article.

Les sections 7 et 8 sont consacrées a la démonstration de ce résultat.
Dans la section 7, nous nous ramenons au cas ou la fonction 1 est constante
et égale & 1 : nous remarquons que la représentation 7, . est induite d’une
représentation du méme type de K = ker x et nous démontrons que si le
résultat est vrai pour K et cette représentation, il est vrai pour T ,.

Dans la section 8, nous démontrons le résultat lorsque v est la fonction
constante et égale a 1. Pour cela, nous raisonnons par récurrence sur la
dimension de G et sommes amenés & examiner deux cas. Dans le premier
cas le radical unipotent de G est un groupe de Heisenberg dont le centre Z
est central dans G et la restriction de g & Palgébre de Lie de Z est non nulle.
Nos calculs utilisent alors les résultats sur le caractere de la représentation
métaplectique, notamment les corollaires 4.2.1 et 4.2.2, ainsi que la formule
due & A. A. Kirillov et rappelée dans la proposition 4.3.1. Dans le deuxiéme
cas, nous supposons que g contient un idéal abélien unipotent et G-invariant
a de sorte que, si H est le stabilisateur de la restriction de g & a, Ty, est
I'induite d’une représentation de H vérifiant les conclusions du théoréme.
De la méme fagon que dans la section 7, nous en déduisons que le résultat
est vrai pour Ty ..

Nous achevons cette introduction par la question naturelle suivante.
Soit Q une orbite de la représentation co-adjointe de G, dBq la mesure de
Liouville sur , 1 une fonction positive sur € semi-invariante de poids un
caractere semi-rationnel de G, s un élément semi-simple de G et dfqs la
mesure canonique supportée par I’ensemble Q° des points fixes de s dans
Q. Supposons que la mesure Ydfq est tempérée; alors, en est-il de méme
de la mesure ¥dfq- 7
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Une réponse positive & cette question, tout au moins pour les orbites
des formes linéaires bien polarisables et dont 'algebre de Lie du stabili-
sateur est nilpotente, montrerait que, pour une telle forme linéaire g, la
formule 1 s’applique & toute représentation -tracable T}, ; et ce, pour tout
élément elliptique s, fournissant ainsi une description globale de son /-
caractere.

Enfin, nous remercions le referee pour d’utiles remarques.

2. Notations et généralités.

2.1. Toutes les variétés considérées sont au moins C.

Si V est une variété, on note D(V') I'espace vectoriel des fonctions C*>
et & support compact sur V muni de sa topologie habituelle.

Si a est une densité C* a support compact sur V, on note da la
mesure complexe qu’elle définit : si ¢ € D(V), on a [}, ¢da = [, (¢a) od,
dans le membre de gauche, on integre la densité & support compact ¢c.

Si a est une fonction ou une densité C> sur une variété, on désigne
par Supp « son support.

Soit G un groupe de Lie muni d’une action C*° sur V : (z,v) — z.v,
x € G, v € V. On en déduit, par transport de structure, une action a
gauche de G sur les densités C* & support compact (resp. les fonctions
généralisées) sur V, (z,a) — “a (resp. (z,0) — *9). Ces actions sont telles
que 'on ait

—1
<M, a>=<0," a>,

pour tout x € G, toute densité C°>° a support compact « et toute fonction
généralisée 6 sur V.

On sera aussi amené & considérer, lorsqu’on le fait agir sur lui-méme
par conjugaison, action de G 3 droite sur les fonctions (z, ¢) — ¢* définie
—-1
par ¢*(y) =" ¢(y) = ¢(zyz™'), z,y € G, ¢ € D(G).

2.2. Soit X et Y deux variétés. Si ¢ € D(X) et ¢ € D(Y), on désigne
par ¢ ® 1 1'élément de D(X x Y) défini par ¢ ® ¥(z,y) = ¢#(x)¥(y). De
méme, si « (resp. B) est une densité C* & support compact sur X (resp.
Y), on note a ® B la densité C*° & support compact sur X x Y telle que
<PRY,a® B >=< ¢,a >< 1,8 >, pour tout ¢ € D(X) et ¥ € D(Y).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.3. Si V est un espace vectoriel réel, on note V* son dual algébrique et on
désigne par <,> la dualité canonique entre V* et V. Si E est une partie
de V, E+ désigne son orthogonal dans V*.

On note GL(V) le groupe linéaire de V et gl(V') l’algébre de Lie de
ce dernier, qui n’est autre que l’algebre des endomorphismes de V.

Soit z € gl(V) et soit W C U C V deux sous-espaces vectoriels de
V invariants par z. Alors, on note dety,w = le déterminant et Try w z la
trace de ’endomorphisme de U/W induit par 1’action de z.

Par ailleurs, soit G (resp. g) un groupe (resp. une algebre de Lie) et
supposons que V est muni d’une structure de G-module (resp. g-module).
Soit € G (resp. g) dont P’action dans V laisse invariants les sous-espaces
W et U. De méme on note dety,w  le déterminant et Try w z la trace de
Pendomorphisme de U/W induit par l'action de z.

2.4. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie et dv une mesure
de Lebesgue sur V. Alors, lapplication ¢ — ¢dv est une bijection de D(V)
sur P’espace des densités C* a support compact sur V.

Si ¢ € D(V), on note (d)d'u); ou plus simplement (qﬁdv)A la trans-
formée de Fourier de la densité ¢dv : c’est la fonction sur V* définie par

(gdv)y (1) = /V <4 p(v) dv.

On appelle mesure duale de la mesure dv, la mesure de Lebesgue dl
sur V* telle que l'on ait

40) = [ (odvyydl, ¢ DY)

Si ¢ € D(V), on définit la fonction ¢* € D(V) en posant ¢*(v) =
¢(—v), v € V. Si ¢ et 1 sont deux éléments de D(V'), on note ¢ % ¢ leur
produit de convolution, qui est défini en posant

bxP(w) = /V B(v)p(w — v)dv, w € V.

On notera que cette définition dépend du choix de la mesure de Lebesgue
dvsur V.

2.5. On garde les notations du numéro précédent. Soit W un sous-espace
vectoriel de V' et dw une mesure de Lebesgue sur W. On appelle mesure

TOME 52 (2002), FASCICULE 5
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quotient de dv par dw, la mesure de Lebesgue dv sur V/W caractérisée par

le fait que
/V ¢dv = /V/W {/W o(v+ w)dw} do, ¢ € D(V).

D’autre part I’espace dual de V/W s’identifie 4 W+. Si on munit W+
de la mesure de Lebesgue d\ duale de la mesure dv, on a alors

@ (Gwdw)y () = /Wl (¢dv)y (1 + N)d), L€ W*, ¢ € D(V),
ou [; désigne un élément de V* dont la restriction & W est [.

2.6. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Soit || | une norme
sur V et soit dB une mesure borélienne sur V. Alors, il est bien connu que
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un nombre M > 0 tel que [i,(1 + [jv]|)~™dB(v) < oo,

(ii) pour toute fonction de Schwarz ¢ sur V, lintégrale fv ¢df est
absolument convergente.

Si ces conditions sont satisfaites, ’application ¢ — fv ¢dB définit une
distribution tempérée sur V. On dit alors que dfB est une mesure tempérée
sur V.

2.7. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’une mesure
de Lebesgue dx. On a alors le résultat suivant qui est de fait démontré dans
[17] (voir la démonstration du théoréme V.4) :

LEMME 2.7.1. — On se donne df3 une mesure borélienne positive sur
Pespace dual V*. On suppose qu’il existe un voisinage V de 0 dans V tel
que pour tout a € D(V) l'intégrale [, (a * a*dz);;dp soit convergente.

Alors, df est une mesure tempérée sur V*.

2.8. Soit H et H' deux groupes, a : H — H’ un isomorphisme de
groupes et ¢ une fonction sur (resp. une représentation de) H. Alors, on
note % la fonction sur (resp. la représentation de) H' définie en posant
%%(z) = p(a”l.x), z € H'.

2.9. Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g muni d’une action C* sur
une variété V. On note z.v le résultat de 'action de z € G sur v € V. Si
v € V, on note G(v) le stabilisateur de v dans G et g(v) son algebre de Lie.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Si z € G, on note V® P’ensemble des points fixes de x dans V.

2.10. On garde les notations du numéro précédent et on suppose de plus
que V est un espace vectoriel réel de dimension finie, 'action de G y étant
linéaire. Soit s € G agissant de maniére semi-simple dans V. Alors, on pose
Vs=(s—1)V.Onaalors V=V*@V,

L’action de G dans V induit une représentation linéaire de g :

(X,v)—» Xv, Xeg,veV.

2.11. Soit g une algeébre de Lie de dimension finie sur R. On définit alors
deux fonctions analytiques sur g en posant

3) 55(X) = det, L= O 20X)
, sh(ad X/2)
4) Jg(X) = dety Tad X2

2.12. Si G est un groupe de Lie, on note Gy sa composante neutre et
Aut(QG) le groupe des automorphismes de G.

On appelle caractere de G, tout homomorphisme continu de G dans
C*, le groupe des éléments inversibles de C.

2.13. Soit G un groupe de Lie réel d’algebre de Lie g, dgx une mesure de
Haar & gauche sur G et dgX une mesure de Lebesgue sur g. On dit que les
mesures dgx et dy X sont tangentes si dg exp X/dy X est égala 1 en X = 0.
Dans ce cas, on a dg exp X = S3(X)dyg X au voisinage de 0 dans g.

Soit H un sous-groupe fermé de G d’algébre de Lie h. On note
C.(G; H) Yespace vectoriel des fonctions ¢ sur G, continues & support
compact modulo H et vérifiant

P(zy) = |detyp ylp(z), z € Get y € H.

Lorsque H est trivial, C.(G; H) est égal a C.(G), l'espace des fonctions
continues & support compact sur G. Le groupe G opere par translations a
gauche dans C.(G; H) et il existe, & une constante positive prés, une unique
forme linéaire positive et G-invariante sur cet espace. Nous dirons qu’une
telle forme linéaire est une «mesure» invariante sur G/H.

Soit dgz (resp. dgz) une mesure de Haar & gauche sur G (resp. H)
et dgX (resp. dyX) la mesure de Lebesgue tangente. Alors, il existe une

TOME 52 (2002), FASCICULE 5



1310 M.S. KHALGUI, P. TORASSO

unique mesure invariante dz sur G/H telle que

/ bdea = / { / o(zy)| dety/s vl dry}de, 6 € C(G).
G c/H JH

Nous dirons alors que la mesure di est la mesure quotient de dgx par dgz.
Désignons par dX la mesure de Lebesgue sur g /b quotient de dg X par dy X.
Dans cette situation, nous dirons aussi que les mesures quotients di et dX
sont tangentes.

2.14. On garde les notations du numéro précédent et on se donne K
un sous-groupe fermé de H d’algébre de Lie €. Etant donné une mesure
invariante dg) & (resp. dy k@) sur G/H (resp. H/K), il existe une unique
mesure invariante dg, g2 sur G/K telle que, pour tout ¢ € C.(G; K),

[ edopcs= [ ([ plavldetys sl duyxciddem,
G/K G/H JH/K

Dans la formule précédente, deux des mesures invariantes déterminent
entierement la troisieme.

2.15. Par représentation unitaire de GG, nous entendons une représentation
unitaire continue dans un espace de Hilbert séparable.

On reprend les notations du numéro 2.13 et on se donne une
représentation unitaire 7" de H dans I’espace de Hilbert H. On note Indg T
la classe d’équivalence de la représentation induite de 7. On obtient un
élément de cette classe d’équivalence en faisant agir G par translations a
gauche dans ’espace des fonctions ¢ définies sur G et a valeurs dans H,
mesurables et vérifiant les relations suivantes :

(i) ¢(zy) = | detyp y| 2 T(y) 'p(z), z € G, y € H,
ii 2di < o0
(i) /G/H|¢<x)| dé < oo,

ol di est une mesure invariante sur G/H. Cette réalisation de la
représentation induite dépend bien évidemment du choix de cette mesure
invariante.

2.16. Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g et soit g € g*. On note
By la forme bilinéaire alternée sur g naturellement associée a g et telle
que By(X,Y) =< g,[X,Y] >, X,Y € g. On note €y Porbite de g pour
la représentation co-adjointe de G et on désigne par dfq, la mesure de
Liouville sur ,.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.17. Soit G un groupe de Lie, H C G un sous-groupe fermé et V une
variété analytique munie d’une action analytique de H. Alors on note
G xpg V Despace fibré, de base G/H et de fibre associée V. Rappelons
que c’est la variété analytique quotient de G x V' par l’action & droite de
H définie par (y, (z,v)) — (zy,y~ '), (z,v) e Gx V,y € H.

2.18. On appelle groupe presque algébrique réel G, la donnée d’un triplet
(G, 34,G) tel que G soit un groupe de Lie réel séparable, G soit un sous-
groupe algébrique affine défini sur R d’un certain GL(V) ol V est un
espace vectoriel sur R de dimension finie et j soit un morphisme de G dans
le groupe Gy des points réels de G vérifiant les conditions suivantes : le
noyau ker j de j est un sous-groupe discret central de G et j(G) est un sous-
groupe ouvert de G, dense pour la topologie de Zariski. Nous noterons g
lalgebre de Lie algébrique sur R de G, qui est une sous-algebre de Lie de
gl(V') et que nous appellerons ’algebre de Lie de G. 1l est clair que G est un
groupe de Lie d’algebre de Lie g. On a une notion évidente de sous-groupe
presque algébrique d’un groupe presque algébrique : c’est un sous-groupe
de Lie H de G tel que si on désigne par H ’adhérence de Zariski de j(H)
dans G, alors le triplet (H, jjz, H) soit un groupe presque algébrique.

Etant donné G un groupe algébrique affine défini sur R d’algebre de
Lie g sur R, nous noterons “G son radical unipotent, lequel est également
défini sur R. De méme nous noterons “g le radical unipotent de g, qui est
I’algebre de Lie sur R de “G.

Si (G, j, G) est un groupe presque algébrique réel d’algebre de Lie g,
le sous-groupe “Gg de Gp se releve de maniére unique en un sous-groupe
UG de G appelé le radical unipotent de G. Alors “G est le sous-groupe
analytique fermé de G d’algebre de Lie “g. Enfin, nous appellerons facteur
réductif de G, 'image réciproque par j du groupe des points réels d’'un
facteur réductif de G. Deux facteurs réductifs de G sont conjugués par un
élément de “G. Tout facteur réductif de G en est un sous-groupe presque
algébrique et son algebre de Lie est un facteur réductif de g. Enfin, G est
isomorphe au produit semi-direct de I'un de ses facteurs réductifs par son
radical unipotent.
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3. Restriction de fonctions généralisées invariantes.

3.1. Voisinages elliptiques.

Les notions introduites dans ce paragraphe sont tirées de [13] auquel
le lecteur est invité a se référer.

3.1.1. Soit (G,j,G) un groupe presque algébrique d’algebre de Lie g.
Rappelons que nous avons choisi une réalisation de G comme sous-groupe
algébrique défini sur R d’un certain GL(V'), de sorte que g est une sous-
algebre de Lie algébrique réelle de gl(V). Si X € g, il se décompose de
maniére unique dans gl(V') sous la forme X = S+ H + N, avec S elliptique
(semi-simple de valeurs propres imaginaires pures), H hyperbolique (semi-
simple de valeurs propres réelles) et N nilpotent, commutant deux & deux.
Comme g est algébrique, S, H et N sont dans g. On pose S = S(X) et on
Pappelle la partie elliptique de X.

Un élément g de G sera dit elliptique si j(g) est semi-simple & valeurs
propres de module 1, positivement hyperbolique s’il s’écrit g = exp H avec
H € g hyperbolique et unipotent s’il s’écrit g = exp N avec N € g nilpotent.
Si g € G, il se décompose de maniere unique dans G sous la forme g = shu
avec s elliptique, h positivement hyperbolique et v unipotent, commutant
deux & deux. On pose s = s(g) et on 'appelle la partie elliptique de g.

On note G I’ensemble des éléments elliptiques de G.

Il est facile de voir que les notions que nous venons d’introduire ne
dépendent pas du choix de la réalisation du groupe algébrique G comme
sous-groupe d’un GL(V).

3.1.2. Si a > 0, on note g, ’ensemble des éléments X € g tels que pour
toute valeur propre A de X dans Vg, on ait |Im A| < a. Alors, g, est un
ouvert Ad G-invariant de g.

On pose G, = expgq. Si 0 < a < 7, G, est un ouvert G-invariant
de G.

DErFINITION 3.1.1.— Un ouvert V de g sera dit G-elliptique, ou plus
simplement elliptique lorsque aucune confusion n’est & craindre, s’il est
Ad G-invariant et si un élément de g est dans V si et seulement si sa partie
elliptique est dans V.

Un ouvert W de G sera dit G-elliptique, ou plus simplement elliptique
lorsque aucune confusion n’est & craindre, s’il est G-invariant et si un
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élément de G est dans W si et seulement si sa partie elliptique est dans
W.

Par exemple, les ouverts g,, a > 0, sont G-elliptiques et ils constituent
une base de voisinages G-elliptiques de 0 dans g.

De méme, les ouverts G, 0 < a < 7, sont G-elliptiques et ils
constituent une base de voisinages G-elliptiques de 1 dans G.

Si z est un nombre complexe non nul, on note Arg z la détermination
de son argument comprise dans l'intervalle | — 7, 7].

Soit s € Gen. Désignons par Aj,..., \; (resp. p1,...,m) les valeurs
propres distinctes de s dans Vg (resp. de Ads dans gc). On définit les
nombres strictement positifs €y(s), €g(s) et eg(s), que 'on note plus
simplement €’(s), etc... lorsque aucune confusion n’est possible, en posant :

¢'(s) = inf{| Arg p;, pi # 1; 7}
€’(s) = inf{| Arg \;|, \i #1; 7}.
1, 1 -y -

e(s) = 3 inf{| Arg A;A; Y, i#j;n}

Onace(s) < 2€(s), €(1) =€"(1) =mete(1) = 3.

Soit a > 0. On considére ’application v : G X g(s), — G définie par

v(z,X) = zsexp Xz L.

Alors, si 0 < a < 7, 'image de v est un ouvert noté W(s,a) de G qui
est G-elliptique, et v induit une submersion de G x g(s), sur W(s, a). Si’on
suppose de plus 0 < a < €(s) (resp. 0 < a < €(s)), Iapplication 7 induit
un revétement (resp. un difféomorphisme) de 'espace fibré G' x g (s) 8(5)a
(voir le numéro 2.17) sur W(s, a).

Les ouverts W(s,a), 0 < a < 7 constituent une base de voisinages G-
elliptiques de s dans G. Enfin,siz € Getsi0 < a < 7, onaz € W(s(z),a).

3.1.3. Les deux lemmes que nous allons énoncer nous seront utiles par
la suite. Le premier d’entre eux est démontré dans [13]. Rappelons la
décomposition de g en somme directe de sous-espaces Ad G(s)-invariants :

g=9(s) ©gs,
ou gs; = (1 — Ads)g.
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LEMME 3.1.1.— Soit 0 < a < €(s) et X € g(s),. Alors, on a
detg, (1 — Ad(sexp X)) > 0.

Par s-sous-quotient d’un G-module de dimension finie M, on entend
un quotient M;/Ms ot My C M; sont des sous-espaces ((s)-invariants
de M.

LEMME 3.1.2.— (i) Soit 0 < a < €(s) et X € g(s)q. Si un vecteur
d’un s-sous-quotient de g ou de g* est fixé par sexp X, alors il est fixé
par s.

1)ooit) <a<e’(s)e € g(S)q- Ol un vecteur d’'un s-sous-quotien
ii) Soit 0 "(s)et X Si teur d’ tient
de V ou de V* est fixé par sexp X, alors il est fixé par s.

Démonstration. — Nous ne donnons que la démonstration de (i), celle
de (ii) étant identique.

Soit donc W un sous-quotient s-invariant de g ou de g* et v € W un
vecteur fixé par sexp X. On peut supposer v # 0.

Ecrivons v = >~ Ux, olt A parcourt ’ensemble des valeurs propres de
s dans W et vy appartient au sous-espace propre correspondant. Soit A
tel que vy # 0.

Comme s et X commutent, on a sexp Xv) = v) et par suite vy est
vecteur propre de exp X pour la valeur propre A~1. Il existe donc une valeur
propre p de X dans We telle que Ae* = 1. Comme s est elliptique A est
de module 1, si bien que g = i Im p. Par ailleurs, les valeurs propres de X
dans W¢ sont des différences de valeurs propres de X dans Vg, de sorte
que |Im g} < 2¢(s). Enfin, A est le quotient de deux valeurs propres de s
dans Vg, disons A; et As. On a donc

ei(Arg >\1/\2_1+Imu) =1.

Compte tenu de la définition de €(s), on voit immédiatement que cette
derniére égalité n’est possible que si A = 1. On a bien alors sv = v. d

3.2. La méthode de descente de Harish-Chandra.

3.2.1. Commengons par exposer quelques résultats dis a Harish-Chandra
(voir [14] et aussi [24]).

ProposiTION 3.2.1.— Soit X et Y deux variétésC® et f: X — Y
une submersion surjective. Alors, si « est une densité C™ a support compact
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sur X, il existe une unique densité f.a C* a support compact surY, telle
que, pour toute fonction 3 C* sur Y, on ait

/X Bo fdo = /Y Bdf.c.

De plus, on a Supp fra C f(Suppa) et, si B est une fonction
mesurable sur Y, alors [ est localement intégrable sur Y si et seulement
si B o f Dest sur X et, dans ce cas, ’égalité ci-dessus reste vraie. Enfin,
Papplication a — f.a est une surjection de I’espace des densités C* a
support compact sur X sur celui sur Y.

Considérons maintenant la situation suivante : H est un groupe de
Lie agissant de maniére C* sur une variété M, K est un sous-groupe fermé
de H agissant de maniére C* sur une variété N et j est un plongement
K-équivariant de N dans M tel que 'application naturellep: H x N — M
soit une submersion surjective. On note pro : H x N — N la deuxieme
projection.

Etant donné x un caractére de H (i.e. un homomorphisme continu
de G dans le groupe multiplicatif C*), une fonction généralisée © sur M
sera dite x-semi-invariante si elle vérifie *© = x(z)©, x € H. Si x est le
caractere trivial, on dira simplement que © est H-invariante.

Soit x un caractére de H. On a alors le résultat suivant :
ProposiTiON 3.2.2. — Soit © une fonction généralisée x-semi-

invariante sur M. Alors, il existe une unique fonction généralisée 6 sur
N telle que, pour toute densité a C* a support compact sur H x N, on ait

(5) O(p:a) = 0(pra(x ® 1a)).

La fonction généralisée 6 est x|i-semi-invariante et, si § = 0, on a
©=0.

DerintTION 3.2.1. — La fonction généralisée 0 s’appelle la restriction
de © a N ; on la note parfois Oy .

N

Remarque 3.2.1.— Si « est une densité C*° a support compact sur
H telle que f g Xda = 1, pour toute densité 3 C* a support compact sur
N, on a

0(8) = O(p.(a ® B)).
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La proposition 3.2.2 a été démontrée par Harish-Chandra dans le
cas ol O est une fonction généralisée invariante, mais il n’est pas difficile
d’étendre ce résultat au cas «semi-invariant ».

3.2.2. Nous considérons maintenant la situation ou un groupe presque
algébrique réel G agit sur lui-méme, ou plutot sur certains de ses ouverts
elliptiques par automorphismes intérieurs. On reprend donc les notations
du paragraphe 3.1 et on se donne un caractere x de G.

Soit s € G et soit 0 < a < 7 de sorte que 'application v est une
submersion de G x g(s), sur W(s,a). Si © est un fonction généralisée
Xx-semi-invariante sur W(s,a), elle possede donc au sens précédent une
restriction § = ©° & g(s)q, laquelle est une fonction généralisée x| (s)-
semi-invariante (pour I'action adjointe). Dans [13], M. Duflo et M. Vergne
ont donné, lorsque a est suffisamment petit, une nouvelle caractérisation
de ©° pour les fonctions généralisées invariantes (voir leur Lemme 46 et les
remarques qui suivent). Leur résultat s’étend sans difficulté au cas semi-
invariant.

On se donne donc des mesures de Haar a gauche dr et dy sur
respectivement G et G(s) et on pose di = dz/dy. On note dY la mesure
de Lebesgue sur g(s) tangente & dy.

ProposITiON 3.2.3. — Soit 0 < a < €(s). L’application © — ©°
induit une bijection de Pespace des fonctions généralisées y-semi-invariantes
sur W(s,a) sur Pespace des fonctions généralisées x|q(s)-Semi-invariantes
sur g(s)q- De plus, si a € D(W(s,a)), on a

©) Ofadr) = [ o XNty

X { O°(Y)a(zsexp Yz~ ') dety, (1 — (sexp Y)_l)Sg(s)(Y)dY} di.
9(s)a

Enfin, la fonction généralisée © est C*¥, 0 < k < oo (resp. localement
intégrable) si et seulement s’il en est de méme de ©°.
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4. Sur la représentation métaplectique.

4.1. Rappels sur le groupe métaplectique.

4.1.1. Soit (V,B) un espace symplectique, i.e. V est un espace vectoriel
réel de dimension finie muni d’une forme symplectique B. On note Sp(V)
le groupe symplectique de V et on désigne par Mp(V) son revétement
connexe a deux feuillets, appelé groupe métaplectique de V', qui est une
extension centrale

1—{l,e} - Mp(V) — Sp(V) — 1.

Lorsque V' = {0}, on convient que Sp(V) est le groupe trivial et que Mp(V)
est le groupe & deux éléments {1,¢}.

On note sp(V') Palgebre de Lie de Sp(V).

Soit (V, B) et (V’, B’) deux espaces symplectiques et a : V — V' un
isomorphisme d’espaces symplectiques. Soit a I'isomorphisme de Sp(V) sur
Sp(V') défini par a(x) = axa~!. Alors, a se releve de maniére unique en
un isomorphisme de Mp(V) sur Mp(V"') encore noté a.

4.1.2. Si H est un groupe agissant par automorphismes symplectiques dans
V, on note HY P'extension métaplectique correspondante de H : c’est le
sous-groupe de H x Mp(V) constitué des couples (h,z) tels que h € H
et £ € Mp(V) ont méme image dans Sp(V). Le noyau du morphisme
canonique de HY dans H est un groupe & deux éléments dont on note
’élément non trivial. On désigne par uy le morphisme canonique de HY
dans Mp(V).

Si x est un élément de H agissant trivialement dans V, il existe un
unique élément de HY situé au-dessus de x et dont l'image par py est
1. On identifie = & cet élément. On obtient ainsi un relévement canonique
dans HY, du sous-groupe de H constitué des éléments agissant trivialement
dans V.

On se donne un deuxiéme espace symplectique V', un isomorphisme
symplectique a de V sur V' (d’ol, d’aprés le numéro précédent, un
isomorphisme encore noté a de Mp(V) sur Mp(V’')), un groupe H' agissant
par automorphismes symplectiques dans V' et un isomorphisme encore noté
a de H sur H' vérifiant que a(h.v) = a{h).a(v), h € H et v € V. Alors,
la formule a(h,z) = (a(h),a(z)), (h,x) € HY définit un isomorphisme de
HY sur H'V', appelé relevement canonique des isomorphismes a.
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Plus généralement, si V' est un espace vectoriel réel de dimension finie
muni d’une forme bilinéaire alternée B dans lequel le groupe H agit par
automorphismes fixant B, on note encore HY I’extension métaplectique de
H induite par son action dans I’espace symplectique V/ker B et par uy le
morphisme canonique de HY dans Mp(V/ ker B).

4.1.3. On note Ny, ou plus simplement N lorsque aucune confusion n’est
possible, le groupe de Heisenberg associé a V : N =V X R muni de la loi

1
(0, )V, ¢) = (v+v',t+t' + 5B, (0t), 0, 1) € N

Alors Z = {(0,t)/t € R} est le centre de N.

On note ny, ou plus simplement n, P’algébre de Lie de N. Alors
n =V x R, muni du crochet

[(v,t), (v, ¥)] = (0, B(v,v")), (v,t), (v, ') €n,
I'application exponentielle de n sur N étant donnée par
exp(v,t) = (v,t), (v,t) € n.

L’élément Zy = (0,1) engendre le centre 3 denet onan ="V & 3, ot Pon
a identifié V avec le sous-espace de n constitué des éléments (v,0), v € V.

Le groupe Sp(V) et, au travers lui, le groupe Mp(V') agissent par
automorphismes dans N :

z.(v+tZy) =zv+tZy,veV,teR, z e Sp(V),

et donc dans n.

On désigne par Ty, ou plus simplement par T, la représentation
unitaire irréductible de N telle que

T(0,t) = €"Id, t € R.
Notons Hy, ou plus simplement H, ’espace de T'. On sait qu’il existe

une unique représentation unitaire Sy, notée plus simplement S, de Mp(V')
dans H telle que

S(z)T(n)S(z)~! =T(x.n),n € N, x € Mp(V).

Nous appellerons cette représentation, la représentation métaplectique de
Mp(V). Elle est telle que

S(e) = —Id.
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4.1.4. On se donne une décomposition V = V; & V, en somme directe
orthogonale de deux sous-espaces symplectiques et on considére pour j =
1,2, le groupe de Heisenberg N; = Ny, associé & V;, T; la représentation
unitaire irréductible Ty, d’espace H; et S; la représentation métaplectique
correspondante de Mp(V;).

L’application (nj,n2) — nins de Ny x Ny dans N est un homo-
morphisme surjectif de groupes de Lie et la représentation 77 ® To de
N1 x N3 passe au quotient en une représentation unitaire irréductible de
N équivalente & T'. Dans la suite de ce numéro, on suppose que T est égale
a Ty ® T, agissant dans Hi ® Ho.

Soit j € {1,2}. On considere l'injection canonique de Sp(V;) dans
Sp(V') qui identifie ’élément x de Sp(V;) avec ’élément de Sp(V') agissant
comme z dans V; et trivialement dans son orthogonal dans V. Cette
injection induit une injection d’algebres de Lie de sp(V;) dans sp(V) et se
reléve de maniére unique en une injection de Mp(V;) dans Mp(V'), laquelle
vérifie

S(z) = S1(z) ® Idn,, x € Mp(Vh)
= Idn, ® Sa(z), © € Mp(Va).

En particulier, cette injection de Mp(V;) dans Mp(V') envoie I’élément non
trivial €; du noyau de la projection canonique de Mp(V;) sur Sp(V;), sur
Pélément ¢ de Mp(V).

Les sous-groupes Mp(V;), j = 1,2, sont le commutant I'un de I’autre
et,siz; € Mp(V;),j=1,2,ona
S(.’L‘ll‘g) = Sl(.’L‘l) ® SQ(ZEQ).

De plus, Papplication (z1,z2) = z1z2 induit une surjection de Mp(V;) x
Mp(V,) sur le sous-groupe de Mp(V) constitué des éléments laissant
invariants les sous-espaces V; et V, dont le noyau est le sous-groupe a
deux éléments engendré par (e1,e32).

En particulier, si X est un élément de sp(V) qui laisse invariante la
décomposition V = V4 @ V; et si, pour j = 1,2, on note X; ’élément de
sp(V;) € sp(V) induit par X, on a

S(exp X) = S1(exp X1) ® Sa(exp X3),
ol exp désigne Papplication exponentielle pour le groupe métaplectique

correspondant.
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4.2. Une fonction sur le groupe métaplectique.

On reprend les notations du paragraphe précédent.

4.2.1. Soit 1 C V¢ un lagrangien complexe pour B. Dans [8], M. Duflo,
G. Heckman et M. Vergne définissent un caractére p, du stabilisateur
Mp(V), de 1 dans Mp(V). Ce caractére est tel que,
pi(z)? = detyz, x € Mp(V),
pie) = —1.

4.2.2. Reprenant les notations du numéro précédent, on note é; le caractere
de Mp(V'), défini par

_ pn(=)
(@) = @I

Rappelons que le lagrangien 1 est dit positif, si la forme hermitienne
v — iB(v,0) est semi-définie positive sur 1. Si z € Mp(V), il existe
toujours un lagrangien positif z-invariant. On montre alors qu’étant donné
z € Mp(V), le nombre 6,(z) est indépendant du choix du lagrangien positif
z-invariant 1; on le note §(z).

Reprenant les notations du numéro 4.1.2, on considére un espace
vectoriel réel V' de dimension finie muni d’une forme bilinéaire alternée B et
un groupe H agissant dans V par automorphismes laissant B invariante. On
définit alors la fonction 6V sur HY en posant §¥ (z) = 6(uv(z)), = € HY.

4.2.3. Soit s € Mp(V) un élément semi-simple et soit 1 C V¢ un lagrangien
complexe s-invariant. On note ¢ (s) le nombre de valeurs propres négatives
de la forme hermitienne sur 1N (1 — s)V définie par v — iB(v, 0) et n(s) le
nombre de valeurs propres de s dans 1N (1 — )V qui sont dans intervalle
]1, +o00[. On pose

(7) ®(s) = (=12 detin v (1 - 8) 7 (s)-

On montre que ce nombre ne dépend pas du choix du lagrangien complexe
s-invariant 1. De plus, on voit facilement que ®(s)/|®(s)| est une racine
quatrieme de I'unité, tandis que

(8) |8 (s)] = | dety, (1 — ™) %,
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On étend la fonction ® & Mp(V) de la maniére suivante : Soit
z € Mp(V) et soit £ = sn sa décomposition en parties semi-simple et
unipotente. Alors, on pose

B(z) = B(s).

On voit facilement que la fonction ® ainsi définie est invariante par
automorphismes intérieurs.

4.2.4. On reprend les notations du paragraphe 4.1 et on se donne un élément
semi-simple s de Mp(V'). On considére I'action de N sur lui-méme définie
par

z.y = 2ys(z)”, r,y € N.
On définit une fonction généralisée A; sur N en posant
As(pdz) = T(T(pdz)S(s)), ¢ € D(N).

La fonction généralisée A est invariante pour l’action de N sur lui-méme
définie juste ci-dessus. Comme Dlapplication (z,X) — z.exp X est une
submersion de N x n(s) sur N, on voit que A; posséde une restriction &
n(s), notée As. Dans [8], M. Duflo, G. Heckman et M. Vergne ont donné
une expression pour Az, que nous rappelons ci-dessous.

Soit Zg I'élément de n* tel que Z5(Zo) =1 et que Z§,, = 0. Soit
Qo=NZ;=2Z;+3"

I’orbite co-adjointe de Zj sous V. Alors, I’ensemble 2§ des points fixes de
s dans Qg est 'orbite co-adjointe de Z§ sous N(s) et & ce titre supporte la
mesure de Liouville dfgs. On a alors le résultat suivant :

LEMME 4.2.1. — On a Iégalité de fonctions généralisées
(9) /\s = ‘I)(S) (dﬂgg) -

Dans [21], K. Maktouf a démontré ’analogue de ce résultat dans le
cas p-adique. Sa démonstration est encore valable dans le cas réel. Utilisant
les résultats du numéro 3.2.1 concernant la méthode de descente de Harish-
Chandra, on en déduit le corollaire ci-apres.

On a la décomposition en somme directe orthogonale de sous-espaces
symplectiques V = V* @V, si bien que reprenant les notations et résultats
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des numéros 4.1.3 et 4.1.4, on peut considérer le sous-groupe Ny (resp.
Ny,) de N et sa représentation Ty (resp. Ty,) dans I’espace Hys (resp.
Hy,) ainsi que la représentation métaplectique Sys (resp. Sy,) de Mp(V?)
(resp. Mp(Vy)) et identifier I’espace de T" et de S & Hys ® Hy,. Comme s
agit trivialement dans V*, on peut I'identifier & un élément de Mp(V;) de
sorte que I'on ait

S(s) = Idp,s ® Sy, (s).
Si X est un élément de sp(V)(s), on désigne par Xy, sa restriction &
V,. On note exp, l'application exponentielle du groupe Mp(Vs).

Soit dy, v une mesure de Lebesgue sur V5. Alors, pour tout ¢ € D(V;)
et X € sp(V)(s), 'opérateur, agissant dans Hy,,

J(pdy,v, sexp, Xv,)
= Sy, (sexp, Xvs)/ p(v)e™ FBERX) 0Ty ((sexp X) ™! — 1)v)dy,v
Vs

est bien défini.

COROLLAIRE 4.2.1.— Soit ¢ € D(V;) telle que

/ o(v)dy,v=1.
Vs

Alors l'opérateur J(pdy,v, s) est a trace et I'on a

(10) Tr J(pdy,v, s) = ®(s).

Soit s € Mp(V)en et X € sp(V)(s)er(s)- Alors, il résulte du lemme
3.1.2 et du fait que Pouvert sp(V)(s)er(s) est connexe, que dety,(1 —
sexp X) > 0. On a alors le

COROLLAIRE 4.2.2. — Soit s € Mp(V)en et ¢ € D(Vs) telle que

/ p(v)dy,v = 1.

Vs

Si X € sp(V)(8)er(s), Popérateur J(pdy,v, sexps Xv,) est a trace et on a

(11) TrJ(pdy,v,sexp, Xv,) = % (dety, (1 — (sexp X)_l))_%

N

B dety, (1 —s71)
(12) = ®(s) (detvs(lv— (sexp X)) )
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Démonstration. — 1l est facile de montrer que, sous les hypotheses du
corollaire, 'opérateur J(pdy,v, sexp, Xv,) est & trace et que la fonction

1
X > (dety, (1 — (sexp X)) ? Tr J(¢dy,v, s exp, Xv,)

est C° sur sp(V)(s)er(s)- De plus, si X € sp(V)(s)er(s) est semi-simple,

alors il en est de méme pour o = sexp, Xv,, et, d’aprés le lemme 3.1.2,

on a V7 = V?® et V, = V. Il résulte alors du corollaire 4.2.1 que, pour

X € sp(V)(8)er(s) semi-simple, on a

Tr J(pdy,v, sexp, Xv,) = ®(sexp, Xv,),

et par suite
D(sexp, Xv,)
|®(s exp, Xv,)|

Cependant, le nombre ®(sexp, Xv,)/|®(sexp, Xv,)| est une racine qua-
trieme de l'unité. Comme DIensemble des éléments semi-simples de
sp(V)(8)er(s) est dense dans sp(V)(s)er(s), on déduit de ce qui précede
que la fonction C* sur cet ouvert

D=

(dety, (1 — (sexp X)™")) 2 Tr J(pdy,v, sexp, Xv,) =

X > (dety, (1~ (sexp X)™1)) * Tr J(pdv, v, s exp, Xv,)

prend toutes ses valeurs dans l’ensemble des racines quatriemes de I'unité.
Comme cet ouvert est connexe, cette fonction est constante. O

4.2.5. La représentation métaplectique étant somme de deux sous-représen-
tations irréductibles, on sait, depuis les travaux de Harish-Chandra, qu’elle
est & trace et que son caractére est une fonction localement intégrable
sur Mp(V) qui est analytique sur Pouvert des éléments réguliers. On peut
démontrer le résultat plus précis suivant.

On note Og le caractéere de la représentation métaplectique. D’autre
part, on désigne par Mp(V) Pouvert de Mp(V) constitué des éléments z
tels que dety (1—z) # 0. Cet ouvert contient strictement celui des éléments
réguliers.

THEOREME 4.2.1. — Le caractére Og de la représentation métaplecti-
que est une fonction C*° sur I'ouvert Mp(V')' et on a pour tout x € Mp(V)’,
Os(z) = o(x).

L’analogue dans le cas p-adique de ce résultat a été démontré par
K. Maktouf (voir [21], théoréme 31). Sa démonstration s’étend sans dif-
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ficulté au cas réel. Il convient de noter que M. Duflo avait donné aupar-
avant une autre démonstration de cette formule pour le caractére de la
représentation métaplectique d’un groupe symplectique sur un corps fini
(non publié¢). Sa démonstration s’étend également aux cas réel et p-adique.

4.3. Extensions de représentations du groupe de Heisenberg.
Une formule de A. A. Kirillov.

4.3.1. Soit (G,j,G) un groupe presque algébrique réel dont le radical
unipotent est un groupe de Heisenberg. On suppose que le centre Z de
N = "G est central dans G. On note n (resp. 3) ’algébre de Lie de N (resp.
de 7).

Soit n € n* dont la restriction & 3 soit non nulle. Soit Zy € 3 tel que
n(Zy) = 1 et soit V le noyau de n, de sorte que n = V & RZ,. La forme
bilinéaire alternée B,, (voir le numéro 2.16) induit une forme symplectique
B dans V de sorte que ’on a [X,Y] = B(X,Y)Zy, X,Y € V. Reprenant les
notations du numéro 4.1.3, on voit que ’application (X, t) — X +tZj est un
isomorphisme d’algebres de Lie de ny sur n, lequel induit un isomorphisme
de groupes de Lie de Ny sur N. On note alors T;, la représentation de N,
transportée par cet isomorphisme de la représentation Ty de Ny : c’est la
représentation unitaire irréductible de N associée & n par la méthode des
orbites de Kirillov.

Le stabilisateur G(n) de n dans G s’écrit G(n) = R x Z, ou R est
un facteur réductif de G stabilisant V. On peut donc considérer ’extension
métaplectique R" de R, qui n’est autre que RY. On reprend les notations
du numéro 4.1.2. On définit alors une représentation S,, de R" en posant
Sp=Souy.

On définit alors une représentation S, 7T, du produit semi-direct R" N
dans ’espace de T,, en posant :

(13) SpTn(zy) = Sn(z)Tn(y), z € R*, y € N.

Maintenant, soit 7' une représentation unitaire de R" telle que T'(¢) =
—Id. Elle s’étend en une représentation unitaire, encore notée T', de R"N
triviale sur N. Alors le produit tensoriel T'® S, T;, passe au quotient en une
représentation de G = RN. De plus, Papplication T' — T ® S, T, induit
une bijection de ’ensemble des (classes d’équivalence de) représentations
unitaires irréductibles de R" prenant la valeur —Id en ¢, sur ensemble des
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(classes d’équivalence de) représentations unitaires irréductibles de G dont
la restriction & N est un multiple de T;,.

4.3.2. On garde les notations du numéro précédent et on se donne g € g*
tel que g, = n.

On note t 'algébre de Lie de R. Alors on a la décomposition en sous-
espaces R-invariants :

g=tdV dj;,

d’ott 'on déduit la décomposition duale
g*:t*GBv*eBﬁ*‘

Soit 7 la restriction de g & t. Alors si on note €2, (resp. 4) I'orbite
de 7 (resp. g) sous R (resp. G), on a Q, +n = Q4 N (t* @ 3*). De plus, Q,
est fermée si et seulement €2, Dest.

D’apres [20], Lemma 8, on peut choisir la mesure de Lebesgue dyv
sur V de sorte que 'on ait

(14) /Q wdfa, = /Q /ch(expv.(l +n))dyvdBa, (1), ¢ € D(Qy).

Utilisant le fait que toute orbite co-adjointe de R dans t* est tempérée,
on déduit facilement de la formule 14 que pour tout g € g* tel que g; # 0,
1, est tempérée.

Si « est un élément de D(g) et si dy v est une mesure de Lebesgue sur
V, on définit un élément 14 4, de D(t) en posant,
(15)
VYa,dyv(X) =Tr {/ a(X +v +tZ)e' S, T, (exp(X + v))dvvdt} .
VxR

La proposition suivante est conséquence de la démonstration de [20],
Theorem 2.

ProposITION 4.3.1. — Soit dg X, d. X et dyv des mesures de Lebesgue
sur g, v et V respectivement telles que dg X = d. X dyvdt. Alors, si o € D(g),
on a

(16) / (3 oy odeX ) “dpa, = /Q (s *ady X ) ~dBo,.

Q. g
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5. Sur certaines représentations unitaires irréductibles
des groupes presque algébriques réels
et certains opérateurs semi-invariants associés.

Dans ce paragraphe nous rappelons la construction, par M. Duflo, de
représentations unitaires irréductibles (voir [7]).

5.1. Sous-algebres co-isotropes

et sous-groupes induisants associés.

5.1.1. Soit g une algebre de Lie. Soit g € g* une forme linéaire sur g.
Rappelons qu’une polarisation en g est une sous-algebre de Lie de g¢ qui est
aussi un sous-espace totalement isotrope maximal pour la forme bilinéaire
alternée B, associée & g.

DerinNITION 5.1.1. — Une bonne polarisation en g est une polarisation
p qui est résoluble et qui satisfait la condition de Pukanszky : soit g’ € g
telle que g, = gl’p, alors dim g (g’) = dim g(g)c.

La forme linéaire g sera dite bien polarisable si elle possede une bonne
polarisation.

Rappelons que si g est réductive, les formes linéaires g sur g qui sont
bien polarisables sont celles dont le stabilisateur g(g) est une sous-algébre
de Cartan de g.

5.1.2. Jusqu’a la fin du paragraphe 5.1 on suppose que G = (G, j, G) est
un groupe presque algébrique sur R, dont on note g ’algébre de Lie, et on
se donne g € g*.

DEFINITION 5.1.2. — Une sous-algébre b de g sera dite co-isotrope
relativement & g si I'orthogonal b9 de b par rapport & By est contenu
dans b.

Soit donc b une sous-algebre co-isotrope relativement a g, b = g et
B(b)o le sous-groupe analytique de G d’algeébre de Lie b(b). Alors B(b)o.g
est un ouvert du sous-espace affine g + b de g*.

De&rFINITION 5.1.3.— On dit que la sous-algébre b, co-isotrope rela-
tivement & g, vérifie la condition de Pukanszky si I'on a B(b)g.g = g + b™.
On note Cos(g) I'ensemble des sous-algébres co-isotropes relativement a g,
qui vérifient la condition de Pukanszky et qui sont algébriques.
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Un élément b de Cos(g) sera dit de type unipotent s’il posséde un
facteur réductif stabilisant la restriction de g & “b. On note Cosu(g) le
sous-ensemble de Cos(g) constitué des éléments de type unipotent.

5.1.3. Dans [6], Chapitre I numéro 20, M. Duflo construit pour chaque
forme linéaire g € g* un élément canonique de Cosu(g), qu’il appelle sous-
algebre acceptable canonique et que nous notons by. Nous aurons besoin
du résultat suivant, qui n’a rien & voir avec la suite de ce paragraphe.

LEMME 5.1.1. — Supposons que g € g* soit bien polarisable. Soit t
un idéal unipotent de g contenu dans g(g) et tel que I'action de g(g) dans
t soit nilpotente. Alors I’action de by dans t est nilpotente.

Démonstration. — D’apres [18], lemme 21, il existe un facteur réductif
v de b, tel que, si p (resp. b) désigne la restriction de g & ¢ (resp, by), on
ait

9(9) + (“09)(b) = t(n) + (“0g)(b)-

D’autre part, d’aprés [6] chapitre I proposition 28, puisque la forme
linéaire g est bien polarisable, t(u) est une sous-algébre de Cartan de .

Comme l’action de g(g) dans t est nilpotente, il résulte de ce qui
précede que t(p) et donc t centralise t. Il est alors clair que by agit de
maniere nilpotente dans t. O

5.1.4. Soit b un élément de Cos(g) qui soit G(g)-invariant : il en existe
toujours, y compris dans Cosu(g), par exemple P’élément canonique de
Cosu(g) dont il est question au numéro précédent. On note By le sous-
groupe analytique de G d’algebre de Lie b. Alors B = G(g) By est un sous-
groupe presque algébrique de G, que ’on appelle le sous-groupe induisant
associé & b (voir le numéro 5.2.4 et la formule 23).

Voici deux exemples d’éléments de Cos(g) et de sous-groupes in-
duisants associés.

5.1.5. Soit a C “g un idéal abélien et G-invariant et A le sous-groupe
analytique de G d’algebre de Lie a. On pose a = gjo, h = g(a), h = g
et H = G(a). Alors, b est un élément G(g)-invariant de Cos(g) (voir [7],
IV.2 (13) Remark) et on a H(h) = G(g)A (voir [23], p. 500-501), si bien
que H est le sous-groupe induisant associé a .

5.1.6. Un caractere x de G est dit rationnel, s’il est le composé d’un
caractere rationnel défini sur R de G avec j et il sera dit semi-rationnel si
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sa restriction & la composante neutre Gy de G est de la forme (<, ou ( est
un caractére rationnel de Gy et « est un réel.

On se donne x un caractere semi-rationnel de G dont on suppose qu’il
est trivial sur G(g). On note K le noyau de x, £ son algébre de Lie et k la
restriction de g a &.

LEMME 5.1.2. — On conserve les hypothéses précédentes. Alors
(i) ¢ est un élément G(g)-invariant de Cos(g),

(ii) on a K(k) = G(g)Y(K(k)) et K1 = K(k)Ky est le sous-groupe
induisant associé a €.

Démontration. — Le résultat est évident si dy = 0. On suppose donc
dans la suite de la démonstration que dy # 0, de sorte que dim ¢ = dimg—1.
Comme g(g) C &, on a les inclusions suivantes g(g) = ¥(g) C (k) C g(k),
tandis que, comme € contient [g, g], d’aprés un résultat de Pukanszky (voir
[23]), G(k)o.g = g + ¥+, ot G(k)o désigne la composante neutre de G(k).
En particulier, on a dimg(k) = dimg(g) + 1. D’autre part, si r désigne
Papplication de restriction de g* sur &, on a r(K.g) = K.k; on voit donc
que 'on a dimG.k = dim Qg — 1 > dimQ; > dimK.g — 1 =dim Qg — 2 et,
comme les dimensions de €24 et de ; sont paires, dimQ; = dimQ, — 2.
On déduit de ceci que g(k) = ¥(k) et aussi que K(k)o.g = g + &+, de sorte
que t est un élément de Cos(g), bien évidemment G(g)-invariant.

Soit Rk, Rk et R un facteur réductif de K (k), K et G respectivement,
tel que Ry C Rk C R et soit tg, tx et v leur algebre de Lie respective.
Comme R est le noyau de x dans R, on en déduit que tx est R-invariante
et qu’elle posséde donc un supplémentaire R-invariant de dimension 1,
disons RXjy, dans r. Comme dx(Xp) # 0, on en déduit aisément que R
centralise X. Utilisant le fait que g = € @ RX|, il n’est alors pas difficile
de voir que Rx C G(g). On a donc K(k) = G(g9)%(K(k)). Ceci acheve la
démonstration du lemme. O

5.1.7. Dans ce numéro, on se donne b un élément G(g)-invariant de Cos(g).
On note b la restriction de g a b, B un sous-groupe presque algébrique de
G d’algebre de Lie b et contenant le sous-groupe induisant associé a b et €2
la B-orbite de b. Alors on a la formule suivante, valable pour toute fonction
 intégrable ou mesurable et positive sur € :

o0 [ oo, = [ {[{ ] etea+xan} asn, @)} as
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oll, d\ est une mesure de Lebesgue sur b', di est la «mesure» invariante
sur G/ B tangente 3 la mesure de Lebesgue sur g/b duale de d\ et ol [ est
un élément quelconque de g* dont la restriction a b est {;.

La démonstration de cette formule est analogue & celle de la formule
18 ci-apres qu’elle généralise et qui est due & Kirillov (voir [19], Lemma 7).

5.1.8. Dans ce numéro on se donne a C “g un idéal abélien, et on reprend
les notations a, §, H, du numéro 5.1.5.

On pose q = kera; c’est un idéal H-invariant de §. Alors le sous-
groupe analytique @@ de H est invariant et le groupe G; = H/Q est un
groupe presque algébrique d’algebre de Lie g1 = b/q. La forme linéaire h,
qui est orthogonale a ¢, peut étre vue comme une forme linéaire g; sur g,
et 'on a Qp, =, .

Soit ¢ une fonction intégrable ou mesurable et positive sur €1,. Alors,
on a

(18) /Q pdfa, = /G/H {/le {/bi p(z.(l+ )\))d)\} dBa,, (11)}(156,

g

oll, d\ est une mesure de Lebesgue sur ht, di est la «mesure» invariante
sur G/ H tangente & la mesure de Lebesgue sur g/h duale de d et o [ est
un élément quelconque de g* dont la restriction a § est ;.

5.2. Construction de représentations.

5.2.1. On suppose jusqu’a la fin du paragraphe 5.2 que G = (G, j, G) est
un groupe presque algébrique sur R dont on note g ’algebre de Lie.

Soit g € g*. Alors la forme bilinéaire alternée B, induit une forme
symplectique sur g/g(g). Soit H un groupe opérant dans g par auto-
morphismes fixant g (par exemple H = G(g)). Alors, il opere par auto-
morphismes symplectiques dans g/g(g), si bien que 'on peut considérer
lextension métaplectique H? (voir le numéro 4.1.2). On peut aussi con-
sidérer la fonction §9/9(9) sur H définie au numéro 4.2.2, que I'on note plus
simplement 9.

On désigne alors par Xg(g) 'ensemble des (classes d’équivalence des)
représentations unitaires irréductibles 7 de G(g)9 telles que

7(exp X) = "<9%>1d, X € g(g),
7(e) = —1d.
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Les éléments de X (g) sont les paramétres d’admissibilité de g relativement
a G. 1ls sont tous de dimension finie.

On remarquera que si 7 € Xa(g), Uapplication = — 89(z)7(z) passe
au quotient en une représentation projective, notée 897, de G(g) dans
I’espace de T.

DerintTiON 5.2.1. — La forme linéaire g sera dite G-admissible, ou
plus simplement admissible lorsque aucune confusion n’est possible, si
Xc(g) est non vide.

On note g l’ensemble des formes linéaires sur g qui sont bien
polarisables et GG-admissibles. On désigne alors par Xg l’ensemble des
couples (g,7) avec g € g& et T € Xg(g). Cest 'ensemble des parametres
d’admissibilité de G.

Soit g € g* et a € Aut(G). Alors a induit un isomorphisme symplec-
tique encore noté a de g/g(g) sur g/g(a.g) ainsi qu’'un isomorphisme de
G(g) sur G(a.g), lesquels se relevent canoniquement en un isomorphisme a
de G(g)® sur G(a.g)? (voir le numéro 4.1.2). Par suite, le groupe Aut(G)
des automorphismes de G opére naturellement dans X par la formule
a.(g,7) = (a.g,%).

5.2.2. On reprend les notations du numéro précédent. Soit b un élément de
Cos(g) qui soit G(g)-invariant et B le sous-groupe induisant associé & b.
On note b la restriction de g a b.

Alors g est bien polarisable (resp. G-admissible) si et seulement si b
est bien polarisable (resp. B-admissible). En fait, on a B(b) = G(g)%B(b))
et il existe une bijection canonique 7 — 78 de X¢(g) sur Xp(b) qui est
déterminée par

(19) 897 (x) = 8°78(x), = € G(g)
(voir [7], IV.2 (9) Lemma).

5.2.3. Dans ce numéro, on suppose que le radical unipotent de G est un
groupe de Heisenberg dont le centre est central dans G, et on considére une
forme linéaire g € g* telle que sa restriction au centre de “g soit non nulle.
On reprend les notations, N, Z, n, 3, n, Zo, V, R, t, r, ..., des numéros 4.3.1
et 4.3.2, et on consideére t comme ’algébre de Lie du groupe RV = R".

Alors, la forme linéaire g est bien polarisable (resp. G-admissible) si
et seulement si r est bien polarisable (resp. R"-admissible). De plus, on a
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G(g) = R(r)Z et il existe une injection canonique 7 +— 77" de X5 (g) dans
Xpge(r) qui est déterminée par

(20) §97(z) = 6"(2)(6" 77 ) (%),
ou z € R(r) et T € R(r)" est situé au-dessus de z (voir [6], Chapitre III,
numéro 20).

Soit € I’élément non trivial du noyau de la projection naturelle de
R(r)" sur R(r), considéré comme un élément de (R(r)")* (voir le numéro
4.1.2). On remarque alors que la formule 20 entraine que ’on a

(21) () = —Id.
En particulier, 'image de Xg(g) par l'application 7 +— 7% est le
sous-ensemble de X gn(r) constitué des éléments 7 tels que 7(¢) = —Id.

Enfin, si g est bien polarisable, 'orbite g est fermée (voir les numéros
4.3.2 et 5.1.1).

5.2.4. M. Duflo associe & chaque élément (g,7) de X, une représentation
unitaire irréductible de G, notée T 4 - ou plus simplement Ty . lorsque
aucune confusion n’est possible.

D’apres ce que nous avons vu dans le numéro 4.1.2, le centre
de G posseéde un relevement canonique dans G(g)?. Si besoin est nous
I’identifierons donc & un sous-groupe de ce dernier.

Si on reprend les notations des numéros 5.2.2 et 5.2.3, on a le résultat
suivant :

THEOREME 5.2.1.— Soit G un groupe presque algébrique réel et
(g7 T) € XG'

(i) Les restrictions de T, , et T au centre de G sont multiples d’'un méme
caractére.

(i) Si(g’,7") est un autre élément de X(g), les représentations T, , et
Ty -+ sont équivalentes si et seulement si (g,7) et (g',7") sont situés dans
la méme G-orbite.

(iii) Sia € Aut(G), on a
(22) Togor =Ty -
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(iv) Soit b un élément G(g)-invariant de Cos(g) et B le sous-groupe
induisant correspondant. Alors, on a

(23) TG,gr = IndG Ty ,5.

(v) On suppose que G et g sont comme dans le numéro 5.2.3. Alors,
on a

(24) TG,g,T = TR“,T,TR" ® SnTn

L’assertion (i) du théoréme et la formule 21 du numéro précédent
montrent que le membre de droite de Péquation 24 est bien défini.

L’assertion (ii) implique que Papplication (g,7) — Ty, induit une
injection de G\ X¢ dans le dual unitaire G de G.

Les assertions (iv) et (v) permettent de ramener la construction des
représentations Tg g - au cas ol G est un groupe réductif et méme au cas
ou G est réductif et la forme linéaire g est telle que G = G(g)Go.

Pour tout ceci voir [7].

5.2.5. Nous aurons & utiliser ’assertion (iv) du théoréme 5.2.1 dans la
situation particuliere suivante : Comme dans le numéro 5.1.5, on se donne
a C “g un idéal abélien et G-invariant. On note A le sous-groupe analytique
de G d’algebre de Lie a, a = go, b = g(a), h = g;y et H = G(a). Alors,
on a vu que h est un élément G(g)-invariant de Cos(g) et que H est le
sous-groupe induisant associé a h. Ainsi, 'élément 77 de X (h) est défini
et I'on a

(25) Tyr =Ind§ Ty -

Comme dans le numéro 5.1.8, on pose q = ker a. On a vu que c’est un
idéal H-invariant de b, que le sous-groupe analytique @) de H est invariant
et que le groupe G; = H/Q est un groupe presque algébrique d’algébre de
Lie g1 = b/q, tandis que la forme linéaire h, qui est orthogonale 3 q, peut
étre vue comme une forme linéaire g; sur g;. Comme ) opére trivialement
dans b, il se releve de maniére unique, comme expliqué plus haut, en un
sous-groupe de H(h)" et la représentation 79 passe au quotient en une
représentation 1 de G1(g1)% = H(h)"/Q, élément de X¢, (g1)- Enfin, 'on a

(26) TH,h,TH = TG1,g1,7'1 °p,

ou p désigne la projection canonique de H sur G;.
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5.3. Construction d’opérateurs semi-invariants.

5.3.1. Soit G un groupe de Lie et T" une représentation unitaire de G dans
I’espace de Hilbert H. Soit x un caractére de G et soit A un opérateur
fermé dans H, de domaine dense.

DerFiNITION 5.3.1. — On dit que 'opérateur A est semi-invariant de
poids x pour la représentation T si, pour tout x € G, on a : T(x)A C
x(z) AT (z).

On sait que si T est irréductible, deux semi-invariants de méme poids
pour T" sont proportionnels (voir [9]).

Soit T' et T' deux représentations unitaires irréductibles et équiva-
lentes d’espaces respectifs H et H’, et soit I : H — H’ un opérateur
d’entrelacement. Alors Iapplication A +— I o Ao I~! induit une bijection
canonique de ’ensemble des opérateurs & domaine dense dans H sur celui
des opérateurs 3 domaine dense dans H’, qui conserve la semi-invariance
de poids donné. Ainsi, étant donné T € é, on pourra parler de I’ensemble
des opérateurs semi-invariants de poids donné pour T

Soit T une représentation unitaire de G, A un semi-invariant de poids
x pour T et a € Aut(G). Alors A est un semi-invariant de poids *x pour la
représentation “T" de G.

5.3.2. Soit H un sous-groupe fermé de G. Soit T une représentation unitaire
de H d’espace H et considérons la représentation Indg T de G. Supposons
que le caractere x soit trivial sur H, et soit ¥ une fonction sur G semi-
invariante de poids x : ¥(z7'y) = x(z)¥(y), z,y € G. Alors, la formule
suivante :

(27) A% 2(9)(2) = P(z)p(z)

ol ¢ est un élément de l'espace de Indfl T, définit un opérateur fermé
semi-invariant de poids x pour Indg T.

Soit a € Aut(G). Alors les représentations (Ind$; T') et IndaG( m T
sont canoniquement équivalentes et les opérateurs semi-invariants de poids
*, A}bI’T et A(;é’H),aT se correspondent & travers I’isomorphisme canonique.

En particulier, si la représentation Indg T est irréductible, on peut écrire :

a,

(28) A;{},T = Aa?H),aT’
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5.3.3. On se donne G = (G,j,G) un groupe presque algébrique réel
d’algebre de Lie g, (9,7) € X¢ et x un caractére semi-rationnel de G
dont on suppose qu’il est trivial sur G(g). On note K le noyau de x, ¢
son algebre de Lie, k la restriction de g & & et on pose K1 = K(k)Ky. On
conserve ces notations jusqu’a la fin du paragraphe 5.3.

Compte tenu du lemme 5.1.2, ¢ est un élément G(g)-invariant de
Cos(g), K, est le sous-groupe induisant associé et, d’apres le numéro 5.2.2,
on a K;(k) = K(k). Nous noterons donc également 7X la représentation
7K1 de K, (k) = K(k)* définie dans ce méme numéro. Par ailleurs, K est
également le sous-groupe induisant de K associé a ¢ € Cos(k). 1l résulte
alors du théoréme 5.2.1 et du théoreme d’induction par étages que l'on a
Tk g -x = Indf, Tk, g ,x et

(29) Te g = Ind§ T g ox-

5.3.4. On reprend les notations du numéro précédent et on se donne 1 une
fonction définie sur )y, semi-invariante de poids x. On note v la fonction
semi-invariante de poids x définie sur G par 94(z) = ¥(z.g). Compte tenu
de la formule 29, on peut considérer 'opérateur semi-invariant de poids x
pour T -, A}/)(‘jTK - défini par ’équation 27. On note cet opérateur Aé o7

ou plus simplement Agﬁ lorsque aucune confusion n’est possible.
On vérifie & ’aide de la formule 28 que, pour a € Aut(G), on a I’égalité

d’opérateurs semi-invariants de poids ®x pour la représentation Ty ;) :

(30) A

= AY
a.g,°T = Ag,T‘

6. La formule du caracteére
au voisinage des éléments elliptiques.

Pour la suite de cette section, on se donne un groupe presque
algébrique (G, 7, G) et on reprend les notations introduites dans le para-
graphe 3.1.

6.1. Définition et propriétés de la fonction og, , .

Dans ce paragraphe, on se donne un élément (g,7) de Xg et un
élément elliptique s de G. On considere I'orbite co-adjointe €2, de g et 27,
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I’ensemble des points fixes de s dans 4. On sait que (15 est une réunion
finie de G(s)-orbites (voir par exemple [13] Lemme 63); ce dernier résultat
reste d’ailleurs vrai si on suppose simplement s semi-simple.

Si H est un sous-groupe de G, on pose

Gy ={zr€G/zsz™! € H}.

6.1.1. On désigne simplement par i, le morphisme pg/q(4) de G(g)? dans
le groupe métaplectique de g/g(g) défini au numéro 4.1.2 et on considere
la fonction ® sur ce méme groupe métaplectique définie au numéro 4.2.3.

e . s . . s
On définit alors la fonction @ , (notée plus simplement @
lorsqu’aucune ambiguité n’est & craindre) sur (1 comme suit :

(31) &g, (1) = @((8)) Tr(*7(8)), 1 € g,

ou z € G est tel que I = z.g et § est un élément de G(1)? situé au-dessus
de s (on vérifie facilement que le membre de droite de 31 ne dépend ni du
choix de « € G tel que [ = x.g, ni du choix de ’élément § situé au-dessus
de s).

Cette fonction a déja été introduite dans [8] pour les groupes réductifs
connexes, et dans [2] pour les groupes réductifs généraux. Elle est G(s)-
invariante.

Lorsque s est central, on trouve la fonction constante égale & Tr 7(s)
sur §2,.

Enfin, on remarquera que 'on a

(32) SG,a:.g,z-r = sG,g,‘r’ S G.

6.1.2. Dans ce numéro, on se donne a C “g, un idéal abélien et G-invariant
et on reprend les notations du numéro 5.2.5.

Si H contient s, on note s; I'image de s dans G;. On a alors 0} = Q_f]i.
Avec ces notations, on a le :

LEMME 6.1.1. — On suppose que s est un élément de H. Alors, on a
(i)
(33) (I)SGlhgth = %yh:"'H'
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il) Soit x € G5 g et soit | € Qs tels que l, appartienne a Q. On a
) 9 b

. _ _ -1
(34) SG’g’.,_(.’l,‘ 1.l) = det(u/u(g))mmq (1 — T8X 1) 1@?2_,.;1 (l“)).
Démonstration. — Le point (i) est évident. Montrons le point (ii).
Par transport de structure, on a
s —ll - zsz ! l
G,g,T(x . ) - G,z‘g,IT( )

Soit 1 un sous-espace de h¢ contenant b(l}p) et tel que l; = I/b(l|b)c soit un
lagrangien positif et zsz~!-invariant de b/h(ly). Alors, 1 = 1/g(l)¢ est un
lagrangien positif et zsz~!-invariant de g/g(l). D’autre part, comme par
hypothese, [|y € 2, et comme Al =1+ ht, il existe y € H tel que | = y.g.
Les formules 7 et 31 montrent alors que le membre de gauche de ’équation
34 s’écrit :

(35) detin(g/g(1)) (1 — zsz~ )" Tx(6 ¥ ((zsz~1))).

msz‘l,C

On montre de méme que le membre de droite de 34 s’écrit :

(36) det(u/a(g)) (1- .CL‘S.’L'_l)_1

x dety, n(p /(1))

zsz—1
“x_lyc(l — zsz™ )T Te (89 H ((xsz™1))).

En tenant compte de la formule 19 donnant la relation existant entre
vr et ¥H et du fait que h(l;y) = g(l) + a, on voit facilement que les deux
expressions 35 et 36 sont égales. O

6.1.3. Dans ce numéro, on se donne un caractére semi-rationnel y de G
trivial sur G(g) et on reprend les notations du numéro 5.3.3. On a alors le
résultat suivant :

LEMME 6.1.2. — On suppose que s est un élément de K. Soit x € G g
-1
et soit | € Qg**  tels que ljy appartienne a (Y. Alors, on a

(37) SG,g,T(x_l'l) = (p?,gl:c;rk (l|?)

Démonstration.— On peut supposer que dxy # 0 : dans le cas
contraire, le résultat est trivial. Posons alors s’ = zsz~! et soit Rx C K
(resp. R C G) un facteur réductif de K (resp. G) d’algébre de Lie t (resp.
tx) et tel que 8’ € Rg C R. Soit X € t tel que RX| soit un supplémentaire
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R-invariant de vi dans t. Alors, on a vu au cours de la démonstration du
lemme 5.1.2 que X est centralisé par R et donc par s’. On a donc

(38) 8(s") = ¢(s") ® RX)
(39) gy = by,

D’autre part, comme la forme bilinéaire alternée B; induit une dualité G(I)-
invariante entre g/¢ et €(l;¢)/g(l), on voit que s’ agit trivialement dans ce
dernier espace.

Compte tenu de ces remarques, on montre alors facilement, en les
explicitant, que les deux membres de la formule 37 sont égaux. O

6.1.4. Dans ce numéro, on suppose que le radical unipotent de G est un
groupe de Heisenberg dont le centre est central dans G et que la restriction
de g au centre de “g n’est pas nulle. On reprend les notations N, Z, n, n,
Zo,V,R,t,7, R* = RY pin = py, 7% ,... des numéros 5.2.3, 4.3.2 et 4.3.1.
On obtient alors facilement le résultat suivant :

LEMME 6.1.3. — Soit s € R un élément elliptique et | € Q; tel que
liy =0. Alors on a

(40) QsG,g,T(l) = (P(/‘l’n(g))(pizn,r,-rli" (llt)7

ol § est un élément de R" situé au dessus de s.
6.2. La formule du caractére : énoncé du résultat.

6.2.1. Soit g € g* et s un élément semi-simple de G. On a vu que Qg
qui est contenu dans g(s)*, est une sous-variété localement fermée, réunion
finie de G(s)-orbites co-adjointes. Si elle est non vide, elle supporte une
mesure de Radon canonique, notée dﬁg;, dont la restriction & chaque G(s)-
orbite qu’elle contient est la mesure de Liouville de celle-ci. La mesure dﬁg;
s’appelle alors la mesure de Liouville sur §2g.

Soit 1 une fonction continue positive sur €,. Si 27 # 2, ’(/)d,BQS peut
étre vue de manieére naturelle comme une mesure borélienne sur g(s)*. Si
2, = @, on convient que ’(/)dﬂgg est la mesure borélienne nulle sur g(s)*.

6.2.2. Soit (g9,7) € Xg, x un caractére semi-rationnel de G dont la
restriction & G(g) est triviale, et ¢ une fonction réelle positive semi-
invariante de poids x sur ,. On considere I'opérateur A;"’T semi-invariant
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de poids x pour Ty, défini au numéro 5.3.4. Comme 1) est réelle, cet
opérateur est self-adjoint.

Nous dirons que la représentation Ty , est 1-tracable, si pour toute
mesure de Haar dxr & gauche sur G et tout ¢ € D(G), opérateur
AY T, (pdx)AY, est & trace. Si tel est le cas, I'application qui & @dz
fait correspondre AY T, ,(pdx)AY , est linéaire continue de Pespace des
densités C* sur G, dans ’espace des opérateurs a trace de I'espace de T} ,

comme il résulte du théoréme du graphe fermé. On en déduit que la formule
O 9,70 (i) = Te( AL, T, - (pdz) A,

définit une fonction généralisée y2-semi-invariante sur G' (pour Paction de
G sur lui-méme par automorphismes intérieurs). Lorsque aucune confusion
n’est possible, on note plus simplement ©, -, cette fonction généralisée.

Lorsque ¢ = 1, dire que la représentation T, , est i-tragable revient
a dire qu’elle est a trace, et dans ces conditions, la fonction généralisée
Og.r1 = Oy, est le caractere de Ty .

6.2.3. Soit s € Gen. Soit vy la fonction définie sur G(s) par

(41) Vvg,s(x) = detg, (1 — sz).

Si X € g(s)er(s), on a : v s(exp X) > 0 et detg, (1 — (sexp X)~1) > 0.
On définit alors des fonctions kg s et &g s positives sur g(s) et strictement
positives et analytiques sur g(s)¢(s) en posant (cf les formules 3 et 4) :

1
2

(42) ks (X) = Jo(o ()} | 2s(@RX)
Vg,s(1)
(43) 8g,0(X) = dety, (1 — (sexp X)) Sy (X).

On reprend les notations du numéro précédent. Le résultat principal
de cet article est le suivant :

THEOREME 6.2.1. — Soit G un groupe presque algébrique réel, (g, 7) €
Xa, x un caractére semi-rationnel de G dont la restriction & G(g) est tri-
viale, et ¢ une fonction réelle positive semi-invariante de poids x sur ).
On suppose que ’algébre de Lie g(g) est nilpotente. Alors,

(i) les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) la représentation T, , est y-tracable,
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(b) la mesure ’(/)Zdﬂgg est tempérée;

(ii) si les conditions équivalentes du (i) sont satisfaites et si s est un
élément elliptique de G tel que la mesure 1? dﬂg; soit également tempérée,
alors la restriction © , , de la fonction généralisée O,y & 9(5)e(s) est
donnée par

(44) €5, ,(pdY) = /Q (k1 pdY )y @S, 02 dfag, @ € D(a(s)e(s)),

9

ou dY est une mesure de Lebesgue sur g(s).

Remarque 6.2.1. — Soit g une forme linéaire telle que (2,4 soit fermée.
Alors, si 1 est une fonction positive sur {3, semi-invariante de poids un
caractere semi-rationnel, la mesure dfq, ainsi que les mesures wdﬁgg
pour s € G semi-simple sont tempérées (voir [4]). On voit alors que si
de plus g est bien polarisable, admissible et telle que g(g) soit nilpotente,
pour toute donnée d’admissibilté 7 en g, les assertions équivalentes du (i)
théoreme 6.2.1 sont satisfaites de méme que, pour tout s € Gejj, ’hypothese
du (i), et qu’enfin la formule 44 est vraie pour ©j . . Rappelons enfin
que si g est en position générique, elle est bien polarisable (voir [1]), que
g(g) est nilpotente (en fait commutative, voir [11]) et que, si de plus G
est unimodulaire, I'orbite 2, est fermée (voir [3]). Ainsi, lorsque G est
unimodulaire, la formule du caractére 44 s’applique aux représentations
T,.~ lorsque g est en position générique.

Les sections 7 et 8 de ce travail sont consacrées a la démonstration
du théoreme 6.2.1.

7. Réduction au cas ou y est trivial.

Dans cette section, on suppose que le résultat est démontré lorsque
X est le caractere trivial et on en déduit que le théoréme est vrai en toute
généralité. On suppose donc que le caractére x n’est pas trivial, i.e. dx # 0
et on reprend les notations du numéro 5.3.3, avec lesquelles on a

Tyr = Ind§ Tic p -

D’apres [17] Lemme 3, €(k) est une algebre de Lie nilpotente. Nous pouvons
donc appliquer notre hypothese au groupe K et a la représentation T y ,x .

On choisit une mesure de Haar & gauche dgz (resp. dxx) sur G (resp.
K), on note dgX (resp. deX) la mesure de Lebesgue tangente sur g (resp.
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t) et on réalise la représentation induite T, , = Indg Tk k- en utilisant la
mesure invariante di sur G/K, quotient de dgz par dxx (voir le numéro
2.15).

Soit o € D(G). Alors, il n’est pas difficile de voir que A , Ty - (adgz)AY ,
est un opérateur a noyau continu K, (z,y) donné par
(45)

Ka(2,9) = $(9)*x(zy) | dety 2] /K a2y YT prx()dxcz, 7,y € G.

7.1. Démonstration de I’assertion (i) du théoréme.

7.1.1. Dans ce numéro on suppose que la mesure 1/)2dﬂgg est tempérée.
Désignons par r I'application de restriction de g* sur €. Comme v est
manifestement constante sur 7~1(Q;) = K.g, il résulte de la formule 17,
appliquée avec b = ¢, B = K et b = k, que la mesure dfg, est tempérée.

Maintenant supposons que a € D(W(1, %)). Remarquons que,
comme X est & valeurs réelles, pour X € g, on a x(exp X) = 1, si et seule-
ment si X € £ Il s’ensuit que 'on a W(1, ) N K = Wgk(1, 5 ). Compte
tenu de notre hypothese, on voit alors que, pour tout z € G, 'opérateur
K,(z,x) est & trace et que sa trace est donnée par

Tr(Ka(z, 7)) = $(g)*x(z) 2| dety 2] /Q (®)jx o exp ki SedeZ); dB,.

Cependant, comme on a kg y = (kg1)je et St = (Sg)e, et compte tenu
de la formule 2 il vient

(16)  Tr(Ka(z,2))
= w(ox(@) M detgal [ [ (o o exphylSidsZ), -+ Nxda, ()

= /Q " (aoexp k;}Sgng);(m.(ll + A))(z.(11 + N))2dAdBa, (1),

ot d\ est la mesure sur £ duale de la mesure de Lebesgue sur g/¢ tangente
a la mesure invariante d& sur G/K considérée plus haut et [; désigne un
élément de g* dont la restriction a & est .

Compte tenu de la formule 17, toujours appliquée avec b = ¢, B = K
et b=k, on voit alors que, pour tout « € D(W(1, 7)), on a

Tr Ko (z, z)de = / (aoexp k;lngng);d,@Qg,
G/K Q,

les deux intégrales étant absolument convergentes.
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D’autre part, Popérateur AY T, (adgz)AY, est positif des que
lopérateur Ty .(adgz) Pest. Il n’est alors pas difficile de voir que les ar-
guments désormais classiques développés dans [15] permettent de conclure
que la représentation T . est i-tragable.

7.1.2. Dans ce numéro, on suppose qu’inversement la représentation est
1-tracable. Soit @« € D(G). Il résulte du théoreme de Mercer que,
pour presque tout * € G, lopérateur K,(z,z) est & trace et que
I'intégrale |, G/K Tr K (z, z)dz est absolument convergente. En particulier,
la représentation Tk 5 ,x est tracable. Par suite, compte tenu de notre hy-
pothése, la mesure dBq, est tempérée et la formule du caractere au voisi-
nage de I’élément neutre s’applique. Ainsi compte tenu de la formule 46, si

a € DW(1, %)), on peut écrire
Tr(A;f”TTg’T(adG:c)A;pﬂ,)

- /G /K{ /Q /EL (0 exp ky 1 Sede X), (2. (11 +)\))1/)(1:.(l1/\))2d)\dﬁgk(l)} di,

les intégrales étant successivement absolument convergentes. Comme la
fonction k. 1159 est C* et strictement positive sur gz, on déduit de ceci
que, pour tout a € D(gz ), dans I'expression suivante :

/G - { /Q ) /t | (adgX );(:v.(ll + A\)(z.(l + A))2dAdBa, (l)} di,

les intégrales sont successivement absolument convergentes. Maintenant
soit V un voisinage de 0 dans g tel que V — V soit contenu dans gz et
soit & € D(V). Appliquant ce que nous venons de dire & la fonction o * o*
et utilisant la formule d’intégration 17, toujours appliquée sous les mémes
conditions, on en déduit que I'intégrale ng (axa*) s wzdﬂng est convergente.

Il résulte alors du lemme 2.7.1 que la mesure 1/)2d,399 est tempérée.

Ceci achéve de ramener la démonstration du (i) du théoréme au cas
ou le caracteére x est trivial.

7.2. Démonstration de l’assertion (ii) du théoréme.

Dans ce numéro, on suppose & nouveau que la mesure z/z2dﬂgg est
tempérée et on se donne s € Gy tel que la mesure 1/12d693 est tempérée.
Nous voulons démontrer que si I’assertion (ii) du théoréme est vraie lorsque
x est trivial, alors elle est vraie en toute généralité.
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Compte tenu des numéros précédents, on sait que la représentation
Ty~ est 1p-tragable. Soit & € D(G). D’apres la formule 45 et le théoréme
de Mercer, on a alors

(47) Ogry(adez) = G/K"/)(Q)QX(:C)_2|detgz|®K)k,7K((az)|Kde)di'~

7.2.1. Comme Y est & valeurs positives, il est clair que s € K. Par ailleurs
il existe Xo € g(s) tel que g = € ® RXy (voir la démonstration du lemme
6.1.2). On en déduit que G = KG(s), G.sN K = K.s, €(s) = ex(s) et
W(s,e(s)) N K = Wk(s,€(s)).

Soit r (resp. rs) 'application de restriction de g* sur & (resp. g(s)*
sur £(s)*). On a rs = Tig(5)-- Si w est une K(s)-orbite contenue dans 3,
on pose [w] = G(s).r~}(w). Alors, on a le résultat suivant :

LEMME 7.2.1. — (i) Si w est une K(s)-orbite contenue dans 2} alors
r~1(w) est une K (s)-orbite dans g(s)*.

(ii) L’application w +— [w]| est une bijection entre les ensembles finis
d’orbites K(s)\Q} et G(s)\92;.

Démonstration. — (i) Soit Xy € g(s) tel que g(s) = #(s) & RX,.
Comme on a alors g = & @& RXj, on voit que, pour tout I € ¥(s)*,
r=1(1) = r;1(l) C g(s)*. On a donc 7~} (w) = r; }(w) C g(s)*

Maintenant soit | € w et I3 € r7}(l). On a vu au cours des
démonstrations des lemmes 5.1.2 et 6.1.2 que K(I) = G(L)Y(K()),
dimK(l) = 1 +dimG(l1), K(1)o.ly = r71(I) et que s agit trivialement
dans €(1)/g(l1). Soit donc Yy € “(¢(l)) fixé par s et tel que RYp soit un
supplémentaire de g(l;) dans £(l). De plus, “(¢(1))Ng(l1) est une sous-algebre
de Lie de codimension 1 de ’algebre de Lie unipotente “(¥(1)), donc un idéal.
On a alors K(1)g = exp RYG(l1)o et par suite exp RYy.l; = r=1(1), d’ou la
premiere assertion du lemme.

(ii) Soit = € G tel que z.g € ;. Comme on a G = expRXoK, on
peut écrire z = exptXoy avec t € R et y € K. Mais alors, le fait que Xg et
z.g sont s-invariants implique que y.g et y.k le sont aussi. Ceci montre que
Q; = G(s).r71(Q3) et donc que g = User(s)\2; [w]. Il nous reste donc &
voir que les [w] sont deux & deux disjoints.

Soient donc w et w’ dans K(s)\$2 tels que [w] = [w']. Comme
G(s) = expRX(K (s), on voit qu'il existe t e Rl € r~1(w) et I € r~1(w’)
tels que I’ = exptXy.l. Mais alors, on a ¥(I') = x(exp —tXo)¥(l). Comme
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r~Hw) et r~1(w’) sont tous deux contenus dans 7~1() qui n’est autre
que la K-orbite de g, on a ¥(I’) = ¥(!). Il s’ensuit que ¢t = 0. D’ou le lemme.
O

7.2.2. Comme, avec les notations du lemme 6.1.2, la formule 17 s’applique
aux orbites w et [w] dans ¥(s)* et g(s)*, on voit que la mesure 1>dfq: est
tempérée.

Maintenant soit @ € D(W(s,€(s))). Supposant que le théoreme est
vrai pour K et la représentation Tk j .x, compte tenu de ce qui précede,
de la formule 47, et de la proposition 3.2.3, on peut écrire

(48) Oy y(adgz) = ¢(g)2x(x>—2|detgx|{ / | dete y|
G/K K/K(s)

A

ou dy est la mesure invariante sur K/K(s) quotient de dxx par la mesure
de Haar & gauche sur K(s) tangente a la mesure de Lebesgue dys) et ou
les intégrales sont successivement convergentes.

((azy)|K(S €xXp ')ke-’slét,sdk(s)Z)E(S)Q‘;ﬂk’.rkdﬁﬂi } dy} dIL‘,

s
k

Cependant, comme g; = &, (voir la formule 39), on a ke slégvs =
(kga0g,5)je(s)- Désignant par ¥(s)* lorthogonal de ¥(s) dans g(s)*, par
dg(s)X une mesure de Lebesgue sur g(s) et par d\ la mesure sur £(s)* duale
de la mesure de Lebesgue sur g(s)/¥(s) quotient de dg5) X par dy)X, et
compte tenu de la formule 2, on peut réécrire comme suit la formule 48 :

Og,ry(adgx) = /G/K ¥(g)*x(x) 72| detgy | {/K/ | dete y|

()

X {/ {/ (a®™¥(s exp.)k;slég,sdg(s)Z)g(s)(h + )\)d)\}
Q7 B(s)L
X % . xdPas (l)} dy} di,
ou l; désigne un élément de g(s)* dont la restriction & £(s) est [ et ou les

intégrales sont successivement convergentes.

Comme la fonction @3, (resp. ¢ , ) est constante sur les K (s)-

orbites (resp. G(s)-orbites), les nombres @3, _«(w), w € K(s)\Q} (resp.

G.gr(W); w € G(s)\S2;) sont bien définis. Alors, compte tenu du lemme
6.1.2, on a

;{,k,TK (LU) = (I)SG,g,‘r([w])7 w e K(S)\QZ
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Modulo la convergence absolue d’intégrales qui sera justifiée ultérieurement,
on peut donc réécrire la formule 49 sous la forme

(0)  Opeplado)= Y @, (W)l (radez),
weK(s)\ 3,

ou k est l'unique fonction C>® et G-invariante sur W(s,e(s)) dont la
restriction & g(s)e(s) est kg_,slég,s et ol1 on a posé, pour w € K(s)\Q},

(8

X {/w {/E(S)L(awy(s exp.)dg(s)Z);\(s)(h + /\)d)\} dﬁw(l)} dy} di.

Soit w € K (s)\§25. On peut écrire, modulo la convergence absolue des
intégrales,

(651) I,(adgz) = /G/K ¥(g)%*x(z) 2| detq z| {/K/ | dete y|

L (adoz) = / ¥(g)?x(x) 2| detg 7|

G/K(s)

X {/w {/E(S)l (a*(s exp.)dg(s)Z)g(s)(ll + )\)d)\} dﬂw(l)} dz
= / x(z) 72| detyg x| { / | detgqs) yl9(9)*x(y)
G/G(s) G(s)/K(s)
X {/w {/E(S)J_ (azy(s eXp.)dg(s)Z)g(s)(h + )\)d/\} d,@w(l)} dy} dzr
= / X(z)7?| detg z| { / ¥(9)*x(y) 2
G/G(s) G(s)/K(s)

x {/ {/e( )l(az(s exp~)dg(s)Z);(s)(y.(l1 + )\))d,\} dﬂw(l)} dy} di,

la mesure invariante dz sur G/G(s) étant la mesure quotient de dgx par
la mesure de Haar & gauche sur G(s) tangente & d,Z.

Remarquant que la formule 17 s’applique aux orbites w et [w] dans
£(s)* et g(s)*, on obtient, toujours modulo la convergence absolue des
intégrales,
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(52) I(adgz) = /G o X ety

x { /[ ](az(sexp.)dg(s)Z);(s)(Z)zp(z)?dﬂ[w](n} di.

Comme la mesure 1/)2dﬂ[w] est tempérée, il n’est pas difficile de voir
que, si a € DW(s,€(s))), la fonction

Lyo(z) = /[ | (0 (5 exp )dg(s) Z) ey (D (1)2dBie (1),

est un élément de C.(G; G(s)). Il s’ensuit que, dans la formule 52 'intégrale
double est absolument convergente. On peut donc refaire a 'envers les
calculs ayant mené dans ce qui précede de la formule 51 a la formule 52,
pour justifier la convergence absolue de l'intégrale apparaissant dans la
formule 51. Reportant ceci dans 1’équation 50 et tenant compte du lemme
7.2.1, on obtient :

(63) Oyrvladon) = Y B (D [ (@)l detya]

weK (s)\Q2 G/G(s)

x{/[w]((ﬁa)z(se)(p')dﬂ(s)Z);(s)(l)d)(l)Zd,B[w](l)}dj}

- / x(z) 2| det, z|
G/G(s)

X { /Q S (kg s 8g,50%) (s exp )dg(s) Z ) g(5) P g, dBers }dd:.

g

D’ou la formule cherchée pour @;md,, compte tenu de la formule 6 de la
proposition 3.2.3.

8. Démonstration du théoréme
lorsque le caractére x est trivial.

Dans cette partie, on démontre le théoréme lorsque x est le caractére
trivial et la fonction 9 est constante égale & 1. Tout d’abord, I’assertion (i)
a été démontrée par Khalgui dans [17].
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Pour démontrer Passertion (ii), on raisonne par récurrence sur la
dimension de G. Ce faisant nous devons examiner deux cas de réduction.

8.1. Démonstration de ’assertion (ii) du théoréme

premier cas de réduction.

Dans ce paragraphe, on suppose soit que G est réductif, soit que
le radical unipotent de G est un groupe de Heisenberg dont le centre
est central dans G et que la restriction de g au centre de “g n’est pas
nulle. Le cas ot G est réductif ayant été traité par Bouaziz (voir [2]) on
se place, jusqu’a la fin de ce paragraphe, dans 'autre cas et on reprend
les notations du numéro 6.1.4. Avec ces notations, grace au théoreme 5.2.1
formule 24, on a Tg,g» = 11 ® STy, ol pour simplifier les notations on a
posé T1 = Tge , 5o

Compte tenu des hypotheses, lorbite de g est fermée (voir le numéro
5.2.3). Or il est bien connu que toute orbite co-adjointe fermée d’un groupe
presque algébrique est tempérée (voir [4]). On voit donc que la mesure dfq;
est tempérée, si bien que les hypothéses de I’assertion (ii) du théoréme sont
automatiquement satisfaites. Il nous reste a calculer ©7 .

On peut supposer que s est un élément de R de sorte que l'on a

8(s) = t(s) & n(s)
n(s) =V
G(s) = R(s)N(s).

On choisit une mesure de Lebesgue d: X (resp. dv(5) X, dvsv, dy, w) sur
chacun des espaces t (resp. t(s), V*, V). On identifie 3 avec R au moyen de
I’application t — tZj et on munit 3 de la mesure de Lebesgue d;Z image, par
cette application, de la mesure de Lebesgue sur R. On désigne par dg,) X
la mesure de Lebesgue sur g(s) produit des mesures dy(5) X, dysv et d;Z et
par dy X la mesure de Lebesgue sur g produit des mesures d..X, dy, w, dysv
et d,Z. Enfin, on désigne par dgz (resp. drz, dg(s)T et dg(s)z) la mesure de
Haar sur G (resp. R, G(s) et R(s)) tangente & la mesure de Lebesgue dg X
(resp. de X, dys)X et di(5)X) et par dg/g(s)T (resp. dr/r(s)®) la mesure
quotient correspondante sur G/G(s) (resp. R/R(s)).

Soit v : G X g(8)e(s) — W(s,¢€(s)) la submersion définie par y(z, X) =
zsexp Xz~ ! et désignons par +' I'application de R x V; x g(s)¢(s) dans
W(s, €(s)) définie par v'(z, X, Y) = y(zexp X,Y), (z, X,Y) € RxV;xg(s).
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Soit ¢ € D(g(5)e(s))- Alors 7 est également une submersion sur W(s, €(s)),
et on a le lemme suivant.

LEMME 8.1.1. — Soit © une fonction généralisée G-invariante sur
W(s,e(s)). Alors, si a € D(R x V;) est telle que [, adrzdy,w = 1,
pour tout ¢ € D(g(5)c(s)), on a

(54) @s(wdg(s)y) = e(’)’i (O‘dRIstw ® ‘pdg(s)Y))'

Démonstration. — Soit 3 € D(W(s,e(s))) telle que Bdgz = .
(adrzdy,w ® pdy(s)Y'). Par définition de I'image directe d’une densité par
une submersion, pour toute fonction ¥ € D(W(s, €(s))), on a :

(55) / $(@)B(z)dez
W(s,e(s))

= / Y(zexpwsexpY exp(—w)z ™)
RXYV, xg(s)s(s)
X a(a:,w)cp(Y)dedvswdg(s)Y

:/ Y(zexpwsexpY exp(—w)z 1)
R/R(8)X Vs xg(8)e(s)

X {/( )a(a:y,y_l.w)<p(Ady“1.Y)dR(s)y} dVSde(s)YdR/R(s)i;-
R(s

On déduit de ce que Papplication v induit un difféomorphisme de
G Xqg(s) 8(8)e(s) sur W(s,¢€(s)), que Papplication ' en induit également
un de R X g5y (Vs x g(8)e(s)) sur W(s, e(s)). Il en résulte qu’il existe une
fonction 8 € D(W(s,€(s))) telle que l'on ait

)
B(z expwsexp Y exp(—w)z ')

=6g,s(Y)" /R( | a(zy,y~ ' w)p(Ady 1Y )dR(s)y-

Par suite, la formule 55 s’écrit

[ w@p@des
W(s,e(s))

:/ {/ (wﬁ)(zsexpYx_l)ég,s(Y)dg(s)Y} d(;/(;(s)i.
G/G(S) B(S)e(s)

Appliquant la proposition 3.2.3 & la fonction généralisée constante égale
a 1 et a la fonction ¥ € D(W(s,¢e(s))), on voit que 'on a, pour tout
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Y € DW(s, ¢(s))),

/ b()B(x)dar = / $(@)(2)doz,
W(s,e(s))

W(s,e(s))
d’ott 'on déduit que 8 = §.
Mais alors, utilisant encore la proposition 3.2.3, et tenant compte de ce

que la distribution ©° est G(s)-invariante et de ce que [, adprdy,w =
1, on peut écrire :

O(fdgx) =/ {/( ) ©°(Y)B(z expwsexpY exp(—w)z ")
I S)e(s)

R/R(s)xV,

X 5973(Y)dg(s)Y}st’u}dR/R(s)i‘

-/ {/ eS(Y){/ oy, y10)
R/R(S)XVS g(s)e(s) R(S)

X (p(AdyWI'Y)dR(s)y}dg(s)Y}st wdpR/r(s)T

_ / {/ {/ @S(Y)¢(Ady‘1-Y)dg(s)Y}
R/R(s)xVs |/ R(s) |/ 8(5)e(s)

x a(zy, y'l-w)dR(s)y}dvs wdg/R(s)T

_ / o, w)drady, w X / 0% (Y)p(Y)dg(s)Y
RXV g(s)e(s)

= @s(<pdg(s)Y).
Ceci achéve la démonstration du lemme. O

Soit donc ¢ € D(g(s)e(s) €t soit @ € D(R x V;) comme dans le lemme.
11 vient donc :

(56) gg,g,r(wdg(S)Y) = @G,g,T(wf‘ (adpzdy,w ® (,Odg(s)Y)).

Nous devons donc dans un premier temps calculer I'opérateur a
trace Tg g,r (7. (adrzdy,w ® @dg5)Y)). On peut supposer que a s'écrit
a(z,v) = oy (z)as(w) avec oy € D(R) et az € D(V;) telles que

/Ral(x)dgx :/ az(w)dy,w = 1.

Vs
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Alors, compte tenu de la proposition 3.2.1, on a
TG,g,(Vi(@drzdy,w ® @dg()Y))

= / TG,qg.-(zexpwsexp(X + v + tZp) exp(—w)z ™)
RXx Vs xt(s)e(s) X VxR

X Qi (I)CMQ (’IU)(,D(X +v+ tZO)dedVS wdt(s)Xst vdt.
Cependant, on a

expwsexp(X + v + tZy) exp —w
1
= sexp (X +v+ (t - =B ((sepr)_lw,w)) Z())

2
exp (((sepr)—1 - 1) w) ,

de sorte que si § (resp. Z) désigne un élément de R" situé au-dessus de s
(resp. z), on a

16,9, (zexpwsexp(X + v+ tZp) exp(—w)z™!)
1
= expi (t - EB((S exp X)) tw, w)) Ti(z5expg. Xz 1)

® (S"(j)SﬂTn(geXpR"N(X +v))T, (exp((sexp X)—1 _ 1)W)Sn(:i_l)) .

Définissant 'opérateur K (5 expg. X) dans I’espace de S, T, en posant :
K(Sexpp. X)
—5(5) [ calwlp(X +v-+ e2p)eie BB X))
VexVsxR
X Sn T (5 exppan (X + v)) T (exp((sexp X) ™' — 1w)dy, wdysvdt,

on a

TG,q,+(Ve(adrzdy,w @ @dy5)Y)) = / a1 (z)Ti (x5 expgs Xz 1)
th(s)e(s)

®(Sn(2)K (3expge X)Sn(Z) ") drzdy(s) X.

On pose n® = ny) et on considére la représentation S,sT,s du
produit semi-direct R(s)"*) N(s). Comme s agit trivialement dans V*, on
peut supposer que p,(8) (voir le numéro 4.1.2) est un élément de Mp(Vs).
Dans ces conditions, compte tenu du numéro 4.1.4 et avec les notations du
numéro 4.2.4, on peut écrire

K (3exppn X) = K1(expp(s)ns X) ® J(a2dv,w, tn(8) ftn, (€XPg(syme X))
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oll on a posé
K1 (epr(s)n<s) X)

= / . O(X +v+tZ)e Sps Trs (expg(syra) n(s) (X + v))dysvdt.
Vex

Il résulte de [20], Lemma 5 et sa démonstration que les deux
opérateurs Ki(expg(sy X) et J(azdy,w, ta(8)pn, (eXPp(sm. X)) sont &
trace et, considérés comme des fonctions de la variable X & valeurs dans
P’espace des opérateurs & trace correspondant, sont C*. Il est alors clair que
X — Tr(K(3expg. X)) est un élément de D(t(s)(s)). On déduit facilement
de ces considérations que V'on a

06,9, (Ve(adrzdy,w ® pdy(Y))

=Tr / a1(z) Tr(K (3expps X)) T1 (23 expre X271 dpzd(5) X | -
RXt(S)E(s)

Comme d’apres [2], 5.5.3. Théoreéme, la formule du caracteére 44 est
vraie pour la représentation Ty = Tga ,. ,r» du groupe R" au voisinage de 3
et comme €(s) < epn(3), on a donc

@G’,g,r (’yi (adRdesw ® (Pdg(s)Y))

_ / (Tr(K (5 expge ) )izt dego) X )iy @an v .

D’une part, d’apres 3.1.2, on a €(s) < %e’(s) et d’autre part, il est
clair que €'(s) < €”(uq(8)). Mais alors, en tenant compte du corollaire 4.2.2,
on peut écrire

0c,g,r(Ve(adrzdy,w ® pdy()Y))

-~

dety, (1 —s71) 3 1
_ . Tr(K o DEldy 0 X
/Qr<( dety, (1 — (sexp.) 1) (Kalexpriopcr s drte «(s)

X q)(p’n(g))@%“,r;rf‘" dﬂQi )

De la décomposition
g(s) =t(s)@V° @3,
on déduit la décomposition duale

g(s)" =c(s) @ V7 @3"

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FORMULE DU CARACTERE POUR LES GROUPES DE LIE 1351

Dans ces conditions, I’application w — G(s).(w + n) induit une
bijection de I’ensemble des R(s)-orbites dans Q2 sur I’ensemble des G(s)-
orbites dans €23. Utilisant alors la proposition 4.3.1, tout en tenant compte
de ce que la fonction @3 n R €St constante sur les R(s)-orbites dans 7,
et du fait que

(G % (ress) - (o) g

on obtient

O¢,g,r(Ve(adrzdy,w @ pdy(5)Y))

= Y O(pn(3) P, e (2N E(5)7) / (kg dg(s) Y )g(s) @B
QeG(s)\g “

D’ou le résultat cherché dans le cas considéré, compte tenu du lemme 6.1.3
et de 56.

8.2. Démonstration de ’assertion (ii) du théoréme :

deuxiéme cas de réduction.

8.2.1. Dans cette partie, on se donne un idéal abélien G-invariant non nul
a contenu dans “g (il en existe toujours lorsque G n’est pas réductif) et
on reprend les notations du numéro 5.2.5. On sait alors que gi(g1) est
nilpotente (voir [16]).

Il découle de la formule 18 que la mesure dfq, est tempérée deés
que dfBq, 'est. On suppose de plus que 'on a démontré le résultat pour
le groupe G, et la représentation Tg, 4, r,. Il suffit alors d’en déduire le
résultat pour G et la représentation T 4, : en effet, ou bien G est de
dimension strictement inférieure a celle de G et on peut lui appliquer ainsi
qu’'a Tg, g,,m '’hypothése de récurrence, ou bien dans le cas contraire, G
et Tq, 4., satisfont les hypotheéses du premier cas de réduction.

8.2.2. Dans ce numéro nous supposons que 1’idéal a est contenu dans ker g.
Dans ce cas,ona q = a, G1 = G/Q et g1 = g/q, la forme linéaire g est dans
gt =g,* et 'ona g = g, Qg = Qy,, et les deux mesures de Liouville dfq,
et dfq, sont égales. Désignons par p aussi bien la projection canonique
de G sur G/Q que celle de g sur g/q. Alors, on a G1(g1) = p(G(g)) et
la restriction de p & G(g) induit de maniére canonique un morphisme
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surjectif, encore noté p de G(g)? sur G1(g1)%, et enfin,ona 7 =7 0p
et Te,gr = Tay,g1,m O P-

Soit s € G tel que la mesure dﬂg; est tempérée. On pose s; = p(s).
Alors s; est un élément de Gy en et 'on a €(s) < e, (s1). 11 est clair que
Q5 = Q! De plus, pour tout 0 < a < €(s), p envoie W(s,a) sur Pouvert
W(s1,a) de Gy.

Soit @ € D(W(s, €(8)) et soit dz une mesure de Haar sur G. Choisis-
sons une mesure de Haar dgz sur @, notons dq X la mesure de Lebesgue
tangente sur q et posons

ay(z) = /Qa(xy)dez/qa(xepr)qu.

Alors a; € D(W(s1,€(8))) et, si les mesures de Haar dgx (resp. dg, x)
sur G (resp. sur G1) sont telles que dgz = dg,zdgy, on a clairement

@g,T(adGm) = 601,91,7'1 (aldGlz)‘

Si QF = @, ’hypothese faite sur G; montre que la formule 44 est vraie
pour G.

Supposons donc que Q; # @. Compte tenu de la proposition 3.2.3, il

vient alors

Oy, (adg)
_ / | dety, z] / 0% . (X)a%(sexp X)bgy 0 (X)dyy s X ¢ di
G1/G1(s1) 91(8)e(s)

ou di est la mesure quotient de dg,z par la mesure de Haar sur G1(s1)
tangente a dg, (5,)X.

Grace & I'hypothese faite sur G et au lemme 6.1.1 (i), on en déduit

Oy,-(adgx) = / | detg, z|
G1/G1(s1)

x {/QSI (af(s exp.)kg_l}sl6gl,sldgl(sl)X)m(sl) @ dBos } di.
91

Evaluons la transformée de Fourier (af(sexp.)Yg,,s; dg; (s1)X )91 (s2)?

ou pour simplifier I'écriture des formules, nous avons posé v4 s = kg 5}69,3.
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En premier lieu, on a la décomposition q = q(s) @ qs, et on choisit les
mesures de Lebesgue dg(5) X et dq, X sur respectivement q(s) et g, de sorte
que dg X = dq(5) X dq, X . Remarquons que q(s) est un idéal abélien unipotent
de g(s). Alors, on peut écrire pour I € g1(s1)*,

o~

(aﬂf(s exXp ‘)791 ,81 d91 (s1 >‘X) g1 (51)(1)

=|det,q ml/ {/az(s exp X exp Y)qu} Yo1.51 (X)ei<l’x>dX
g1(s1) Wq

=|detq z| / a®(sexp X expY exp Z)dq(s)Y dg, Z}
91(s1) (Ja(s)xqs

X Vo1, (X)ei<l,X>dX
=|det, 1:[/ a®(sexp X exp Z)vg,,s, © P(X)
9(s) xqs

1—exp—X
x dety(s) (—%‘—’——) e <hX>4Xd7

_ | detq 2] / o ? (5 6xp X )g0 51 © P(X)
8(s)xqs

1- -X )
X detq(s) (—%——) | dety, (1 — (sexp X) 1) |e*<tX>dXdZ.

Cependant, on a

l1—exp—X ~
B6(X) = Bg1,01 © P(X) dete(s) (T") | detq, (1 — (sexp X)™Y)].

Comme G,/G1(s1) = G/G(s) expqs, on déduit de ce qui précede que ’on a

O, (adgr)

— —1 - s .

= /G/G(s) | det, z| {/ﬂ (a®(s exp.)kghsl%,sdg(s)X)g(s) ngrdﬁng}dz.
9

Autrement dit, on a démontré que ’'on a

(57) ez,r((pdy) = / (kg_l,lsl(pdy)g(s)Q‘f],-rdﬂ927 pe D(g(s)e(s))v

2

c’est-a-dire la formule cherchée avec k,_,, ala place de kg ;. Nous pourrions
dés maintenant montrer que 'on peut remplacer kg ,, par k;, sans
changer la validité de notre formule. Cependant, il est préférable de passer
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directement au cas suivant, qui contient celui-ci comme cas particulier,
d’autant que dans la démonstration nous aurons a utiliser la formule 57.
Il est d’ailleurs intéressant pour la suite de remarquer que cette formule
reste vraie dés que Gp, g et T satisfont aux conclusions du théoréme.
En particulier, il n’est nullement nécessaire de supposer que g(g) est une
algebre de Lie nilpotente.

8.2.3. Désormais nous retournons & la situation générale du cas considéré
au numéro 8.2.1.

On choisit une mesure de Haar & gauche dgz (resp. dgz) sur G (resp.
H), on note dgX (resp. dy X) la mesure de Lebesgue tangente sur g (resp. b)
et on réalise la représentation induite T, , = Indg Tw p,-u (voir la formule
25) en utilisant la mesure invariante dz sur G/H, quotient de dgx par duyx
(voir le numéro 2.15).

Soit a € D(G). Alors, Ty, -(adgx) est un opérateur & noyau continu
K,(z,y) donné par
(58)

Ka(xay) = |detgx|/ |detg/b(z)l_%a(mzyvl)TH,h,TH (z)dea T,y € G.
H

Gréce au théoreme de Mercer, on a alors

(59) O, (adgz) = / / | dety |©p 1+ (| dety sy |~ % (o) dmy)di,
G/H

I’intégrale étant absolument convergente.

8.2.4. Soit s € Gep. Faisons tout d’abord I’hypothése que G.s N H = @.
Alors, il résulte du lemme 3.1.2 (i) que W(s, €(s)) ne rencontre pas H. On
déduit alors de la formule 59 que si & € DWV(s, €(s))), on a O - (adgz) =
0. Comme il est clair par ailleurs que notre hypothese entraine que Q2 = &,
le théoréme est vrai dans ce cas.

8.2.5. Maintenant nous nous plagons dans le cas ot G.s N H # . Nous
pouvons méme supposer que s € H, ce que nous ferons & partir de
maintenant.

Posons Gs i = {z € G/zsz™! € H}. On sait que G.s N H est la
réunion disjointe d’un nombre fini de H-orbites, disons

G.sNH =g H. 5,
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avec s; = s de sorte que l'on a aussi
Gon = Micicn H:G(5),

ol, pour 1 < ¢ < n, z; € G est tel que xisxi_l = s;, avec T1 = 1
(voir [13], Lemme 63). Dans ces conditions et grace au lemme 3.1.2, on
a HNW(s,€e(s)) = iicn WH(Si,€(8)). De plus, il est immédiat que pour
1<i<n,onace(s)=ce(s;) < em(s:)

Maintenant soit @ € D(W(s,€(s))). Pour une telle fonction, on
pose as = lyy,(s.e(s)H, étant entendu que 1p désigne la. fonction
caractéristique de 'ensemble E. Comme le support de & € D(W(s, €(s)))
rencontre H suivant un compact contenu dans la réunion disjointe des
ouverts Wy (s;,€(s)), 1 < i < n, il est clair que as € D(Wg (s, €(s))) et
que o — ay est une application linéaire continue de D(W(s, €(s))) dans

D(Wr (s, €(s))).

Alors, il résulte de la formule 59 que ’on a
(60) Ogr(adgz) = / | dety |© 1 5, -4 (| detgsy |2 (0%)s,drry)ds,
1<ign Y G/H
modulo la convergence absolue des intégrales apparaissant dans la somme.
Si pour s € Hyy et a € D(W(s,€(s))), on pose

©61)  I(adez) = / | dety 21O 1p r (| dety s |~ (0 sdrry) i,
G/H
I’équation 60 s’écrit :

(62) Oy,r(adaz) = Y I, (adgz),

1<i<n

Avant d’étudier les integrales I, nous allons donner une description
de €27.

8.2.6. On garde les notations du numéro précédent. On désigne par r (resp.
r) Papplication de restriction, projection naturelle de g* (resp. g(s)*) sur
b* (resp. h(s)*). On a les décompositions en somme directe g* = g(s)* ® g
et h* = h(s)* @b, si bien que r; est la restriction de r & g(s)*. Si E est une
partie de Q3 , on pose [E]s; = G(s)r;1(E). On a alors le lemme suivant.

LEMME 8.2.1.— On a

(63) r 1 (Qn)=H.yg
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(64) (r=H () =71 (Q)
(65) 0y = Uicicnz; G(s:)(r™" ()™

De plus, chaque z;'G(s;)(r~1(Q))* = z;'[Q)]s,, 1 < i < n, est un
ouvert de €23, réunion finie de G(s)-orbites. Plus précisément, ’application
w > [w]s induit une bijection de H(s)\Q} sur G(s)\[2}]s-

Démonstration. — La premiere égalité est conséquence immédiate de
ce que 'on a Al =1+h*, 1 € Q (voir [23], p. 500-501).

Comme on a,
(66) A(s)l=1+p(s)*", 1€,

lorthogonal étant pris dans g(s)*, pour établir la deuxieme égalité, il suffit
de montrer que 75 induit une surjection de (r~!(2))* sur Q3. Soit donc
1 € Q. Alors, il existe y € H tel que | = y.h et y~ sy € H(h). Mais on
a vu au numéro 5.2.5 que H(h) = G(g)A. Comme les facteurs réductifs
de H(h) sont conjugués, on en déduit que, quitte & multiplier y & droite
par un élément de H(h), on peut supposer que ¥y~ 'sy € G(g). On a alors
y.g € Qf et r5(y.g) = [, d’olt notre assertion.

Maintenant, soit | € H.g et soit x € G. Alors, les assertions suivantes
sont clairement équivalentes :
(i) z.l €9y,
(ii) I € (H.g)® '** et z-lsz € H,
(iii) il existe 1 <i < n tel que z € G(s)z; 'Het | € (H.g)* 5=,
(iv) il existe 1 < i < net y € H tels que z € G(s)z;'y et | €
(H.g)¥" ' = y~1.(H.g)*,
(v) il existe 1 < i < n tel que z.l € 27 G(s;)r~1(Qn)*.
La troisieme égalité sera alors démontrée des que ’on aura établi
que les z; 'G(s;)r~ 1 (%) = G(s)x;'r7 (W), 1 < i < n, sont deux a
deux disjoints. Or si | € G(s)z;'r~ () N G(s)zj_lr_l(ﬂh), on voit
immédiatement qu'il existe z,z’ € G(s), ¥,y € H et z € G(g) tels que
TT; by =af ;z:j_ly’ z. Comme G(g) est inclus dans H et comme les doubles
classes G(s)z; 'H, 1 < i < n, sont deux & deux disjointes, notre assertion
est démontrée.
Comme pour 1 <7< n,ona
271G (sa) (r™ ()™ = Gs)ay (r™H (@)™,

I’avant derniére assertion du lemme est claire.
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Maintenant, soit w € H(s)\Q;. Alors, il résulte de 66, que r;!(w)
est une H(s)-orbite. Pour établir la derniere assertion du lemme, il suffit
de démontrer que, si w et w’' sont deux éléments de H(s)\2; tels que
[w]s = [w']s, alors on a w = Ww'. Or, compte tenu de ce que 'on vient de
voir, si I'on a [w], = [w']s, étant donnés I € w (resp. I' € w') et I; € 75 1(1)
(resp. If € r;1(l")), il existe z € G(s) tel que I} = z.l;. Mais l; et I} étant
tous deux dans Qp, on a (1), = (I1)je = a. Il s’ensuit que = € H(s) et
donc que w = w'. O

8.2.7. Dans ce numéro, nous reprenons 1’étude des intégrales I, introduites
en 8.2.5. Tout d’abord, il résulte du lemme 8.2.1 et de la formule 18 que la
mesure dfg: est tempérée.

Soit o € D(W(s, €(s))). Remarquons d’abord que, pour tous z € G et
X € h(8)e(s), ona (a®)s(sexp X) = a®(sexp X). Alors ’hypothése faite sur
G et Tg, g7, ainsi que les résultats du numéro 8.2.2 permettent d’écrire
que ’on a

eH,h,‘rH(ldEtg/b [_%(am)sdHy) = / | dety y|
H/H(s)
X{ |, (@7 (sexp )| det/p(s exp )| 2k, (6) Y Dy (s) @i, A }dz},
h

ou § désigne I'image de s par la projection canonique de H sur G, dy(;)Y
est une mesure de Lebesgue sur §(s) et dy est la mesure quotient de dgyy
par la mesure de Haar & gauche sur H(s) tangente & cette derniere. Il vient
alors :

(67) I (adgz) = / Idetgzc|{ / | dety, y|
G/H H/H(s)
_1,_ -
x{ Q3(oz“”’(sexp.)ldetg/h(sexp.)l 2k91%56b75d’)(5)y)b(s)
h
x @;I’h’THdﬁQi}dg)}di,

= Z i{,h,TH (w){/ | detg $|{/ | dety y|
G/H H/H(s)

mGH(s)\QfI
X {/(axy(seXPNdetg/h(sexp.)r%
X k;fs“sb,sdb(s)Y)f,(s)dﬂw}dz)}da‘c},
modulo la convergence absolue des intégrales portant sur G/H.
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Maintenant nous allons nous intéresser dans cette expression &
Vintégrale portant sur w. Soit w € H(s)\Q;. Nous allons montrer que,
pour a € D(h(8)e(s)), on a

1

(68) Q%,h,TH(w)/(a|detﬂ/h(8exp')|_2kg_l%‘ééh,sdh(s)y)h(s)dﬂw
w

= 05, ([ul.) [ (@hy Moo ¥ )yl

Pour ce faire, nous allons évaluer la fonction sur h(s).,) définie par

1, -
(69) C = |detgp(sexp.)|” 2k 8 okg o0y s-
Compte tenu des formules 42 et 43 définissant les fonctions kg s et

64 €t de ce que g1(3) = B(s)/a(s) et (g1)s = by/as, tandis que b agit
trivialement dans a/q = a(s)/q(s), il vient

_1 shX/2)*
(70)  C(X) = | detgp(sexp X)| 2detg<s)/b<s><X—/2>

1
2

e (X/2\ | dety 5, (1~ sexp X) | | dete, (1 — sexpX)
I\ "X/2 dety, /5. (1 — 5) detq, (1 — s)
i l—exp—X -1
x| detg, sy, (1 = (sexp X)71)| ™" detg(a)n(a) <T) :

Cependant, t = a(g) est un idéal s-invariant de b tandis que la forme
bilinéaire alternée B, induit une dualité H-invariante entre g/b et a/t. Par
suite, cette forme bilinéaire induit également une dualité H(s)-invariante
entre g(s)/h(s) et a(s)/t(s) d’une part et gs/hs et as/ts; d’autre part. Il en
résulte que, pour X € h(s), Pon a :

detg(s)/n(s) (ﬁ% ) = deta(s)/1(s) (%‘2@)

detg, /p, (1 — sexp X) = detq, s, (1 — (s expX)™h)
detg, 5, (1 — (sexp X)™!) = det,, /¢, (1 — sexp X)

1—exp—X expX —1
detg(s)/n(s) (—“——X ) = deta(s)/1(s) (——X )

detg/p(sexp X) = detq/i(sexp X)
= detq(s)/i(s) (exp X) " detq, /¢, (sexp X)L
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Reportant ces égalités dans 70, on obtient :
sh X/2 )
X/2
det,, (sexp X)
det,, s

dety, (1 — (sexp X)™1)
detts (1 — Svl)

C(X) = | detgyq(s exp X)|? detqs) (

_1
2

shX/Q)‘%

X/2

det,, (1 — sexp X)
det,, (1 — s)

x | detq, (1 — sexp X)| ™!

x | dety, (1 — sexp X)|

X dett(s) (

-1
2

expX —1\1 expX — 1
x detags) () detis (T —)
sh X/2 1
= dety(s) (exp X/2) detq ) (—3(7—2—)|detas(s exp X)|2
1
det, (sexp X)| 2 . exp X —1y\-1
deta, s | detq, (1-29)] deta(s) (——————X )
expX ~ 1 sh X/2\-3
X dett(s) (exp —X/2) det{(s) (—X—> dett(s) ( X/é ) :
1
_1|dety (1 - (sexpX)~1)|™2
x | dety, (sexp X)|™ 2 det (1= s-1)
x | dety, (1 — sexp X)|.
On en déduit facilement que, pour X € h(s)s) :
(71) C(X) = det,, 1, (1 — 5) ' D(X),
avec
1
dety, (1 — sexp X) |? shX/2\ 3
72 D(X) = 2
(72) X dety, (1 — s) detis) ( X/2 )

Compte tenu de 69, 71 et du lemme 6.1.1 (ii), le membre de gauche
de la formule 68 s’écrit

(73) 5 ([w]:) / (k1645 Dely ()Y )iy @B

On peut supposer que h € w. Alors h, vue comme forme linéaire
sur b est bien polarisable et on a h(h) = g(g) + a, de sorte que laction
de h(h) dans t est nilpotente. Compte tenu du lemme 5.1.1, on voit donc
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que la sous-algébre acceptable canonique by, associée & h agit de maniere
nilpotente dans t. Cependant, by, étant canonique, elle est invariante par s.
On en déduit facilement que b = by (s) est un élément de Cosu(h), ou h est
vue ici comme une forme linéaire sur h(s). Désignons par b la restriction
de h 4 b et par B le sous-groupe induisant de H(s) associé a b.

Soit maintenant ¢ € D(h(s)e(s))- Alors, d’apres la formule 18 dont on
reprend les notations, on peut écrire

(74) / (o Dy sy B0

N /1;1(8)/3 { Lb {/{;l (‘PDdh(s)Y);(s)(x'(l + )‘))d)\}dﬁﬂb (h)}d:i’.

Cependant, la formule d’inversion de Fourier permet d’écrire, pour
un choix convenable de la mesure de Lebesgue dX sur b,

[ @D Vo0 X)ar

= | dety(s) Ad | / o(x.X)D(z.X)e' < X>dX.
b

Cependant, on a vu que b, agit de maniére nilpotente dans t. 11
s’ensuit que b agit de maniere nilpotente & la fois dans t(s) et dans {,,
de sorte que I'on a D(z.X) = 1, pour tout X € b et tout z € H(s). Il vient
donc

/b ) (9Ddy(0)Y Yoy (@ + N))dA = /b ) (9ds) Y )gs) (@-(1 4+ X))dA.

Reportant cette derniere égalité dans 1’équation 74, on obtient
[Pt ¥ )t = [ (oYl ds
w w

On en déduit immédiatement la relation 68. Reportant cette derniére
dans 67, pour tout a € D(W(s, €(s))), il vient

@) hedor) = @] [ dea{ [ ey

wEH(s)\23 (s)
x{ / (a®¥ (s exp .)k;;@,sd,,(s)y)b(s)dﬂw}dy}da'c},
modulo la convergence absolue des intégrales portant sur G/H.
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Désignant par h(s) Porthogonal de h(s) dans g(s)*, par dg5)X une
mesure de Lebesgue sur g(s) et par d\ la mesure sur h(s)' duale de la
mesure de Lebesgue sur g(s)/h(s) quotient de dg(5)X par dy(s) X, on peut
alors, grace a la formule 2 et modulo la convergence absolue des intégrales
portant sur G/H, réécrire comme suit la formule 75 :

1) Lede)= 30 @ (] [ 1detqal Lo

| dety y|
WEH (s)\Q22 (s)

<{ /w /h It exp Vg 1 8g sl Vg (11 + NAN}dBL (1) }dj i},

ol I désigne un élément de g(s)* dont la restriction & h(s) est [ et ot les
intégrales sont toujours successivement convergentes.

8.2.8. On reprend les notations du numéro précédent. De la méme facon
qu’'aux numéros 7.2.1 et 7.2.2 on a établi la formule 52 ainsi que la
convergence absolue de lintégrale double y apparaissant, et en tenant
compte de ce que d’aprés le lemme 8.2.1, on a [Q}]s = Wuen(s)\: [W]s,
on obtient, pour tout & € D(W(s, €(s))) :

Is(adgx)

= / |detg:1:[{/
G/G(s) [©

ol dy)Y est une mesure de Lebesgue sur g(s), ou di est la mesure
invariante sur G/G(s) quotient de dgz par la mesure de Haar a gauche sur
G(s) tangente & dy(,)Y et ou I'intégrale double est absolument convergente.

(0% (s exp kg 18,0 dg(s) Y )g(oy 25 s }da’:,

wls

Reportant cette formule dans 62, on a, pour o € D(W(s, €(s))),

(1) ©y-(adez) = 3 /G | det, o]

1<i<n /G(sw)

X { /{Q%] (o (s exp -)kg_,slﬁg,sldg(s,)y)g(sl)q)zl,rdﬂﬂjl }di‘.
h 18,

Maintenant, soit 1 < 7 < n. Par transport de structure et grace

a la formule 32 on a ®3 (r;.l) = ®; (1), I € €, tandis que, comme
k;sllég,s,L (2i.X) =k 2655(X), X € g(s), on a pour I € g(s)* :

(a®(s; exp )kg_; 6,5, dg(s)Y )g(s,) (@i-l)
= C; (am:’ (8 exp .)k;.;l&g’sdg(s)y)g(s) (l),
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ot ¢; = |det(z; : g(s8) — g(s:))|, le déterminant étant calculé relativement
a une base de g(s) (resp. g(s;)) univolumique pour dy,)Y (resp. dg(,)Y).
Comme z; induit un isomorphisme de variétés symplectiques de

;' [Q]s, sur [Q5]s,, il résulte de ce qui précede que I'on a

(78) /[Qsz] (ax(Si exp ')kg_,;z69751dg(sz)Y)g(sl)CDZtTdﬁQ;l

h

s [ (O e ¥ 5
T, hz 84

Cependant, pour toute fonction ¢ € L'(G;G(s)), on a

(79) / p(zx;)dt = ci/ p(x)dt,
G/G(s.) G/G(s)

avec ¢, = |det(x; : gs — @s,)], le déterminant étant calculé relativement
4 une base de g, (resp. gs,) univolumique pour la mesure de Lebesgue
tangente & la mesure quotient considérée sur G/G(s) (resp. G/G(s;)). 11
est alors clair que ¢; ¢} = | detg z;|.

Il résulte alors de 78 et 79 que

/(;/G( )]detg x|{/[gsz] (a®(s; exp.)kg—’sllég,sldg(sl)Y)g(sl)(I';de,@Q;z}dx'
Sy h 1s,

= / | det,q :c|{ / (a®(sexp .)k;slég,sdg(s)Y)g(sl)<1>;ﬁd,39; }dj:.
G/G(s) Q0 s,
Reportant cette derniere formule dans 77 et tenant compte du lemme
8.2.1, on obtient finalement
0, (adcz)

- -1 - s .
- /G/G(s) | dety x|{ /Q (" (sexp.)ky; 5g,sdg(s)X)g(s) CPg’TdﬁQZ}dx,

s
g

Ceci achéve la démonstration du théoreme.
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