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SUITES LACUNAIRES DE SIDON,
ENSEMBLES PROPRES ET POINTS EXCEPTIONNELS

par Jean-Francois MELA

Introduction

- Dans [2], les auteurs obtiennent certains résultats sur
« ’abondance » des points exceptionnels pour la répartition
modulo 2n d’une suite de Sidon réelle, dans les ensembles
propres (§1) pour cette suite. (Ces résultats sont rappelés
au § 3).

Notre objet est de montrer que I'on peut obtenir de plus,
par la méme méthode, des résultats sur « ’abondance » des
points de divergence d’une série lacunaire dans les ensembles
propres pour la suite spectrale; on obtient ainsi une carac-
térisation de ces ensembles plus stricte que celle obtenue
dans [2]. (La condition de convergence uniforme est remplacée
ici par une condition de convergence simple) (§ 4, prop. 2).

On trouvera dans [2] des critéres et des exemples d’ensembles
propres pour des suites lacunaires convenables (cf. aussi [1]).

1. Rappels et notations.

Soit G un groupe abélien compact; soit [' son dual discret.
Si Ael, e G, on notera (z, A) la valeur du caractére A au
point z et I'on posera:

f) = [ (2, M)f(x) dz pour toute fe 11(G)
GO = [ (2,2 du(a)

pour toute mesure de Radon p sur G.
Soit A = {};{,2, < I' un ensemble de Sidon dénombrable [3].
. 27
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DeériniTioN. — Un compact K< G est dit propre pour
A[2], s’il existe un entier v >0 tel que pour U'ensemble des
polynémes trigonométriques sur G de la forme:

P@@)= 3 P(—1)) (=)
Jj2v
les normes sutvantes sont équivalentes:
[IPlls,. = sup. [P(z]],
ZEK
Pla = 3 IP(—2)l.

jzv
(Pour la clarté des notations nous supposerons dans la suite
que v =20.)
Pour un compact K quelconque nous noterons :
Fx I'ensemble des suites {(z, A;)};50 pour lesquelles z e K,

A

Mg Pensemble des suites {{(A;)};50 pour lesquelles p est une
mesure portée par K.

On a alors:
Fg c Mg I”(A).

On démontre par une méthode analogue a celle utilisée
dans [3] (cf. [2]) la propriété:
K propre pour A <= Mg = I"(N\).

2.

Soit a, une suite d’éléments de I*(/A\) ayant les propriétés :
pour tout ;>0 al—>0 (n— o).

(2) 51 llaale = 3 lail
ize
il existe des constantes m et M telles que pour tout n:

m < ||aq|lr <M.

Nota. — Ceci revient i considérer une classe de procédés de
sommation pour les suites de [”(A), de matrice (a)), qui
comprend notamment les procédés réguliers de Toeplitz (pour
lesquels 3 a) =1).

J
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Pour un compact K quelconque on a:
Lemme. — Si a, converge faiblement sur Jx, alors a, converge

faiblement sur Mx.
En effet supposons que :

3 ai(z,X;) converge (n — ) pour tout z K.
jzo

Comme d’autre part

3 ai(a, x;>|< Slal] < M,

jze0
pour toute mesure | portée par K:
'Y alfi(x,) converge (n — )

Jjzo
puisque

3 alp(h) = [, (3 al(n1) dp(a).

j>0 Jj>o

Prorosition 1. — St K est un compact propre pour A,
le sous-ensemble de Fx sur lequel a, ne converge pas farblement
est non dénombrable.

En effet si a, converge sur Fx, sauf peut-é&tre sur un sous-
ensemble dénombrable; 4 cause de (2) on peut en extraire,
par le procédé diagonal, une sous-suite a, qui converge
faiblement sur Fg, donc sur Mg (lemme), donc sur I°(A)
puisque K est propre. Alors a, converge fortement dans
P(A) [4] ce qui est impossible car il résulte de (1) et (2) que,
pour tout ny:

llan — anfle ~ {ladle + llan/le > 2m.

3. Répartition modulo 2r des suites de Sidon. Peints exceptionnels.

Dans le cas ou les @/ sont les coefficients d’une matrice de
sommation réguliére: de Toeplitz A, on a:

Cororramre 1. — Si K est un compact propre, pour tout
procédé régulier de sommation A, Uensemble des points x de K

pour lesquels {(z, A;)} ;5o n'est pas A-sommable est non dénom-
brable. '
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Dans les cas:

G =T = R/2rZ; =7
G = R compactifié de Bohr de R; ['= R discret

A est alors une suite d’entiers ou de réels.
Si KcTouKcRcRetzeKona: (r,\) = exp iAz.

Nous rappelons :

DeEriniTiON. — St A est un procédé régulier de sommation,
une suite réelle {u;} est dite A-répartie modulo 2% si {exp inu;}
est A-sommable pour tout neZ.

1 0 ..o

1 1

7 7 O --------
St Aapourmatrice: | ...................

1 1 '

— — 0

n n

on a la notion ordinaire de répartition.

Pour une suite A réelle, nous dirons que z € R est un point
exceptionnel pour un procédé A si {A;z} jzo 1 ’est pas A- repartle
On sait, par exemple, que pour une suite croissante d’ entiers
tendant vers I'infini, ’ensemble des points exceptionnels pour
la répartition ordinaire est de mesure nulle. Pour les suites
lacunaires on a des résultats plus précis:

Dans le cas qui nous occupe, le corollaire I prend la forme :

Cororraire 1. — Si K est un compact contenu dans R,
propre pour une sutte de Stdon réelle \ | alors, pour tout procédé
régulier de sommation A, U'ensemble des points exceptionnels
de K est non dénombrable.

4. Ensembles propres et points de divergence.

Soit A une suite de Sidon quelconque. Considérons une
série trigonométrique (S):

Y ajz, A), avec DRLTIES

Jj=0 Jj>o
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Soit A un procédé régulier de sommation de matrice (a})
dont les lignes sont finies (aj = 0 si n > n(p)).
Posons : ' '

Sa= 3 az, &), {TP§ =A§Sn§.

Jj<n
On a:
TP = 2 aZSm
n>0
T,= Y a Y oz, 2)) = 3 oz, A)) 3 a;
n20 Jj<n Jjzo n>j

soit en posant:

R} = 2_“’;’ T, = 2 oz, )\J'>R£'
> jzeo
Si en un point z € G la série (S) est A-sommable, la suite {T,}
est convergente en ce point. Alors il existe un procédé de
sommation B ayant les propriétés (1) et (2) qui somme la suite
f(z, X))} au point considéré. En effet il suffit de prendre:
B—(b) avee b =aRl3 |l|RY.
Jjzo
Alors, si
{Up$ = Bi(a, A4 Up:Tp/vg |e;|[ Ryl
J=o
Or il est facile de voir que:
3 lallRj] > (p—> o)
Jzo
car ¥ |oj| = o et Rj—=>1 (p > o; j fixé).
Jjzo
Ceci entraine que les propriétés (1) et (2) sont vérifiées et
que §{U,} converge (vers 0).
Dans ces conditions on déduit de la proposition 1:

Cororraire 2. — St K est un compact propre pour /\, pour
toute série (S): 3 a;(z, X)) avec Y, |aj| = oo, pour tout procédé
jzo Jjzo

régulier de sommation A a lignes finies, U'ensemble des points
de K ou (S) n’est pas A-sommable est non dénombrable.

Or s1 K n’est pas propre pour A\, il résulte de la définition
quiil existe une suite de polyndmes trigonométriques §{P,}
a spectre dans N\ avec:

1
Phla=1, [Pk < 5
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De plus on peut supposer les spectres des P, disjoints.

Sl P'l(x) = § aj(x’ )\j>a (kn—l < If,,),

J=kn—g+1
la série (S):jz a;x, A;) a ses sommes partielles de rang k,
=0
partout convergentes (n — o) sur K. Autrement dit, il existe
un procédé régulier de sommation a lignes finies qui somme
(S) en tout point de K alors que:

Y |l = .
iz

D’ou une caractérisation des ensembles non propres :

Prorosition 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour
que K soit non propre pour N\ est qu’il existe une série (S):

3, aj(z, A;), avec Y, |a;| = oo, et un procédé régulier de sommation
J2o0 Jj>o

d lignes finies A tel que (S) soit A-sommable sur K.

Remarque. — Dans tout ce paragraphe on peut remplacer
« A-sommable » par « A-bornée » comme on le voit aisément.

BIBLIOGRAPHIE

[4] J. P. Kanane et R. SaLeM, Ensembles parfaits et séries trigonométriques,
Hermann, Paris 1963.

[2] H. Herson et J. P. Kanang, A Fourier method in diophantine problems,
J. d’Analyse Math. d’Israél (a paraitre).

[3] W. Rupin, Trigonometric series with gaps. J. Math. Mech., 9 (1960),
203-228.

[4] Dunrorp et Scawartz, Linear Operators.

Manuscrit regu en Novembre 1964.

Jean-Frangois MELa,
69, rue Galande,
Paris (5¢),



