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UN PRINCIPE DU MAXIMUM
POUR LES SOUS-SOLUTIONS LOCALES

D'UNE ÉQUATION UNIFORMÉMENT ELLIPTIQUE
DE LA FORME

Lu=-Sôfs^-u)=0.i^x\^ ^xj/
par Rosé-Marie HERVÉ

On sait que les fonctions 9, limites dans L^Q) ainsi que
leurs dérivées partielles premières, de fonctions e3)(Q),
jouent le rôle de fonctions « nulles à la frontière ». Le principe
du maximum démontré dans cet article est le suivant : une
sous-solution locale de Lu == 0 dans l'ouvert Q, majorée
p.p. au voisinage de la frontière par une fonction 9, est
< 0 p.p. dans Q (th. 1).

Puis, en utilisant des propriétés maintenant classiques des
solutions locales de Lu == 0, on montre qu'elles constituent
un système de fonctions harmoniques satisfaisant à Faxioma-
tique de M. Brelot, ce qui permet de parler de fonctions sous-
harmoniques et de problème de Dirichlet au sens de Perron-
Wiener-Brelot. La question se posait alors de comparer la
solution du problème de Dirichlet à celle construite par
Littman, Stampacchia et Weinberger dans un article récent
[4]-Comme conséquences du th. 1, on démontre d'abord un
principe du maximum pour les fonctions sous-harmoniques :
une fonction sous-harmonique dans un ouvert Q, majorée
au voisinage de la frontière par une fonction 9 s.c.i., est
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<^ 0 dans Q (th. 2) ; puis on montre que la solution du pro-
blème de Dirichlet, correspondant à une donnée sur ôQ pro-
longeable en une fonction f continue sur Q et dont les dérivées
partielles premières e L^û), n'est autre que la solution de
Lu = 0 dans Q, telle que u-f soit une fonction y (th. 3).

Notations.

Q est un domaine borné de l'espace euclidien R".

L'opérateur Lu = — ̂  —( ^ Oy.ML) satisfait aux hypothèses
i oxi\ j ^j/

suivantes : a^x) == a^x) sont des fonctions mesurables dans Q
et, Vx e Q :

-1SS?<S^(^^<^S^
A l ^î l

où X ̂  1 ; de là résulte que les Oy sont bornés.
W^Q) est l'espace des fonctions f e L^Q), ç>l, telles

que -/ e L^(Q), i = 1, 2, . . . n, muni de la norme

ll/'llw-^^ll/'IlL^+llgrad/'ll^^

W^(Q) est l'espace des /'eW^Q') pour tout ouvert
û ' cQ 'cû ;

W^(û) est l'adhérence, dans W^Q), de ®(û) (espace des
fonctions indéfiniment différentiables et à support compact
dans Q); c'est aussi l'adhérence, dans W^^Q), des fonctions
eW^Q) à support compact dans Q. Pour les fonctions
f €E W^^Q), la norme de WMQ) est équivalente à ||grad /•||̂ (Q),
notée JI/'IIwi^cQ). _

C°(Q) est l'espace des fonctions continues sur [i et C^ii)
l'espace des fonctions <== C°(û), dont les dérivées partielles
premières dans Q sont prolongeables continûment dans Q.

Une solution (resp. une solution locale) de Lu == 0 dans
û est une fonction ueW^Q) (resp. W^(Q)) telle que

f^^S^05 v^^JQ 1,7 OXiOXj

ou encore VyeWi'^û) (resp. V^eW^^Q) à support compact



PRINCIPE DU MAXIMUM POUR LES SOUS-SOLUTIONS LOCALES 495

dans û) ; une sous-solution (resp. une sous-solution locale)
dans û est une fonction ueW1'2^) (resp. W^û)) telle que

F S^^^^V^Oet e3)(Q),
^Q lj ô^ô^y

ou encore V<p > 0 et eW^Q) (resp. Vy > 0, eW^Q) et
à support compact dans û).

Plus généralement, une solution de l'équation

Lu== V^
2J^,

dans Q, où /i, /g ... ^eL^Q), est une fonction ueW^Û)

telle que f ^a,,^^^- f ^fi^-dx, V^ e 3)(Q).
JQ ij 0^-0^ JQ ,. ^Xi

1. Un principe du maximum pour les sous-solutions.

LEMME 1.—L'application f—>\f\ de W1^(Q) dans lui-
même est continue. \f\ f

/*eW^(Q) entraîne |/1eW^(Q), car ^'^^(y^—y^-),

où ^A+ == ^eQ|/1^) > 0^ A- == ^eQ|/-(.r) < 0} et y^
désigne la fonction caractéristique de l'ensemble A.

Soit fn tendant vers f dans W1'^). On a :

l!IAI-l/>ilkû)<||A-/>!k(û)-^o.
D'autre part :

^-<^^^( _)
ôa;, ôa;, \ôa;; ôa;;/^» /•" /

+ ̂ : (7.̂  — y,A+ — XA,, + y,A-) ;

pour le premier terme de la somme :

'()/•„ ôA ,
-L".——L- 1 (y,+ — y
ôa;; î>xj ^ " /-

< ^_^
(̂Q) '̂  | ôa;. ôa;, (̂Q)

0;

comme le second terme est majoré en valeur absolue par^/*
2 -'- e 1^(0), il suffit d'extraire de la suite n une suite partielle

Oïl*.
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n' pour laquelle ^(/^ — ̂  — ̂  + y^-) -> 0 p.p.

dans Q: on choisit une suite partielle telle que /n'-^/'p.p.

dans Q, et on remarque que -^^O p.p. sur Q — ( A + u A-").
ôa^

Conséquence: si fn-^f et g/,-> g dans W^Q), alors
inf (A. gn) -> inf (/; g) et sup (/•„ g,) -> sup (/; g) dans W^(Q).

LEMME 2.—Soit çeW^Û), ^ yeW^^Q), >0 p.p. au
voisinage de ôQ (c'est-à-dire sur Q — im compact c Q). AZor^
inf(y,/ ')eW^(Q).

ç est limite dans W^^Q) d'une suite de fonctions
ç^eW^^Q), nulles au voisinage de où; donc inf (y, f) est
limite, dans W^Q), des fonctions inf (ç^,/>), qui sont nulles
p.p. au voisinage de ôQ; par suite inf (y, f) eWi'^Q).

Conséquence: si yeWi'^û), ç4- et y- aussi.

LEMME 3. — Soit /'eW^Q). 5'iZ éîra^e une fonction
çeWÎ^ ^fc çue 0</'<ç D.D. au wisinase de ôQ, aZor^
/•eW;'^).

D'après le lemme 2, inf (y, /*) e W^(Q), donc aussi /> qui lui
est égal p.p. au voisinage de où.

Une application du lemme 3 est la suivante : une fonction
eW^^Q), ,> m > 0 au voisinage de ôQ, n'appartient pas

.à W^(Q).
En effet, une constante non nulle $Wi'^(Q).

LEMME 4. (/1) — Soit u une sous-solution dans Q, majorée
p.p. au voisinage de où par une fonction çeWi'^Q). Alors
u ̂  0 p.p. dans û.

(p+eW^'^Q), et u <; ç p.p. au voisinage de ôQ entraîne
u+ < Î4' P-P- au voisinage de ôQ; donc u+ e Wi'^Q) (lemme 3).
On peut le porter dans la définition des sous-solutions
dans Q :

r ^ ôuôu4-, r ôu-^ôi^, ./,
^aij.-——dx= ^ a^————J^<0,

JQ .̂ 'ô^ ô.r, JQ ^ y ô.r, bx, " ?

(1) Ce principe du maximum sera étendu aux sous-solutions locales; c'est
^pourquoi, malgré ses conséquences, on ne l'énonce qu'en lemme.
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donc aussi ^ -i- == 0 en utilisant l'hypothèse d'uni-
i î |L»(Q)

forme ellipticité.
On en déduit : u+ = une constante p.p. dans Q, et cette

constante est 0 car i^eW^Q).

Remarque. — Plus généralement, si u est une sous-solution
dans Q, telle que u ̂  M + une fonction eW^^Q) p.p. au
voisinage de où, alors u <: M p.p. dans Q.

Conséquences du lemme 4.
1) On retrouve (corollaire ci-dessous) le principe du maxi-

mum démontré par Littman, Stampacchia et Weinberger [4],
et utilisant la notion de « fonction >. 0 sur où au sens de
H^û)»: H^Q) étant l'adhérence de C^O) dans W^Q),
une fonction ueH^Q) est > 0 sur ôQ au sens de ?^(0),
si elle ^est limite, dans W^Q), d'une suite de fonctions
u^eC^Û),^ sur ôQ.

COROLLAIRE. — Une sous-solution dans Q, e H1-2^) ^
< 0 sur ôQ au sens de H^Q), e^ < 0 p.p. dans Q.

Soit u une telle fonction^ elle est limite dans W^^Q) d'une
suite de fonctions u^eC^Q), qu'on peut rendre < 0 sur ôQ,
donc <0 au voisinage de où. Alors uf -> u4- dans W^^Q)
et chaque u^" est une fonction e W1'^^)), à support compact
dans Q. Par suite, u^eW^Q), et u, < u4- dans Q, satisfait
aux hypothèses du lemme 4.

2) On peut aussi déduire du lemme 4 un autre principe du
maximum, valable pour les sous-solutions locales :

PROPOSITION 1. — Si une sous-solution locale u dans Q
est telle que, pour chaque y e ôQ, lim sup ess (2) u(x) <; 0,
alors u ̂  0 p.p. dans Q. ^û

L'hypothèse entraîne, pour chaque £ > 0, l'existence d'un
voisinage V de où tel que u < £ p.p. dans V n Q. Si û' est
un ouvert de Q, tel que Q' c Q et V voisinage de ôQ', le lemme 4,
appliqué a u — £ dans Q', donne u — £ <; 0 p.p. dans Q',
donc aussi p.p. dans Q, et ceci quel que soit £ > 0.

(2) C'est-à-dire la borne inférieure, quand V décrit le filtre des voisinages de y,
du sup. ess. de u sur Vnû.
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2. Énoncés de théorèmes connus (3).

1) Propriétés des solutions locales de Lu == 0.
Une propriété bien connue des solutions locales est la sui-

vante (cf. par exemple [7]) :

LEMME.—Soi t u une solution locale de Lu == 0 dans Q.
Pour toute boule B(y, R), de centre y et de rayon R, contenue
dans Q :

S f (ÔUY^<4^f u^dx, W > 0 et <R.
i Jï)(y,R-o)\^/ O-2 jB(y,R)

Plus généralement pour tout compact K c Q, si a- est un
nombre > 0, et < la distance de K à ôQ, et K' l'ensemble des
points dont la distance à K est ^ o" :

v. F /ôu \2 ̂  ^ 4X4 F 2 ^
^ —————— ^<—, U2^.
f jK \ô^ / " Œ2 JK'

Les deux propriétés essentielles des solutions locales sont,
d'une part leur continuité, d'autre part une propriété de
Harnack pour les solutions ^ 0 :

THÉORÈME A [2, 9, 7] .—Une solution locale de Lu == 0
dans Q est localement lipschitzienne dans Q. Plus précisément, si

j u2 dx ̂  1, pour chaque compact K c Q, il existe deux cons"
J û
tantes a et (3 > 0, dépendant seulement de M, X, K e( Q, teMe5 que

\u{x) — u{x)\ < ̂ \x — x^ V a; et x e K.

THÉORÈME B [8]. — Si u est une solution locale ^ 0 de
Lu == 0 dans Q, pour tout compact K c Q :

sup u ̂  c inf u,
K K

où c est une constante > 0 dépendant seulement de n, X, K et Q.
2) Existence et unicité de la solution d'un problème aux

limites du type de Dirichlet.

(3) Ce rappel est directement inspiré de celui donné dans [4].
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Pour un domaine borné û quelconque, on a le théorème
suivant :

THÉORÈME C [5].—Soit f,, i=l, 2,...,n, n fonctions
eL^Q). Étant donné /"eW^^Û), il existe une fonction u

unique, solution de Lu = — S ^ans ^? et te^ Que.• ôrc,T ^i

En outre:
u—^w^Q).

l^-/1|w-(û)<^ fi-la^
i j ^j L2(Q)

où \ est la constante d'uniforme ellipticité de l'opérateur L.
En particulier, en prenant f, == 0, i = 1, 2, . . ., n, le théo-

rème C associe à chaque /'eW1'^), une solution unique de
Lu == 0 dans Q, notée L? dans la suite.

Si la frontière de Q est assez régulière, par exemple pour
des boules (3, on peut préciser l'allure à la frontière de la solu-
tion donnée par le théorème C :

THÉORÈME D [11,6].—Soit p une boule de R71 et
fi, i = 1, 2 ... M, n fonctions e L^jS), où p > n. Alors, la

solution dans 6 de Lu == — V -rl-, associée par le théorème C
i ^i

à chaque /'eW1'^^), est lipschitzienne dans ?.
En particulier, si ^eW1'^) avec p > n, L^ est lipschi-

tzienne dans P, donc peut être prolongée continûment à 8$
comme une fonction e= W;'2^), continue sur ^, est nulle sur
OR, si /•eC°(p) nW^^P), le prolongement de L^ est /* sur ô?
et L^ est la solution du problème classique de Dirichlet dans
la boule ?, pour la donnée /*.

3. Propriétés de l'application/-> L?.

Où L? est la solution de Lu == 0 dans Q, associée à chaque
/'eW1'2^), telle que f— L^ e W^(Q).

PROPOSITION 2.—L'application f -> L? ^ W^^Q) Jar^
lui-même est linéaire et croissante.
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La linéarité résulte de l'unicité de la solution donnée par
le théorème C.

Soit f et feW^Q), f^f p.p. dans Q.
L? — L^ == f— f + [une fonction 9 e Wi^Q)] < y p.p. dans
Q; donc (Femme 4) L? — L? < 0 dans Q.

PROPOSITION 3.—Inapplication /'->L? vérifie, pour
/^Co^nW^Q):

1) 5Up L9 ̂  SUp /*;
û ÔQ

2) S\\gradLW^^dsup\f\, V ou^rt Q'c 0'c Q, où S
'_ où

e5< fa distance de Q' a ôQ et d est une constante ne dépendant
que de n, X et Q ^4).

5i û e5< une fcoufe P, on a, pour /' e C°((î) n W1'^?) a^ec
P > n :

(1') sup 4 == sup />.
P ^

/> continue sur û entraîne /"^SUF/*-}" £ au voisinage de
ÔQ

ôQ; d'où L0 < sup/>+ £ + [une fonction eWi'^Q)] au voi-
&Q

sinage de ôQ, et, d'après le lemme 4 : L^ <; sup /*+ £ dans û.
ÔQ

On en déduit (1), et (1') en tenant compte du théorème D.
L'inégalité (2) résulte alors du lemme rappelé au n° 2.

PROPOSITION 4. — L'application f-> L^, de W^^û) dans
lui-même, est continue. On a même, pour tout ouvert (o c Q :

IIL îk^ îl̂ ik-w
où k ne dépend que de n, X et Q.

L'inégalité du théorème C s'écrit :

Hgrad^-^I^^ÀS S^ , •
i J ^J L2^)

Les a^ sont majorés par un nombre A ne dépendant que
de X $ d'où

Hgrad (Ly - f)\\^ < XA^Ugrad f\\^,

(4) Ces inégalités sont démontrées dans [4] pour les /eC1^).
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et
Hgrad L^ll^ < (1 + XA^)[|grad f\\^.

D'autre part, pour toute yeW^co):

llîlkca)) < llgrad yllc'co)) X le diamètre de co.

Donc, si d est le diamètre de Q :

IIL? - /HL^) < rfllgrad (17 - /•)1|^,
et

IMî ) < H/HLW+ ^A^Ugrad f\\^.

PROPOSITION 5. — Soit f <= W1' 2(Q) ; pour tout ouvert (D c Q,

la fonction /•„ = ̂  ̂  <û e W^- ̂ Q) e(
f dans il—(i) '

(1) ll^l|w^Q)</f'||/-||w^Q),

où k' ne dépend que de n, X et û.
Par 5uite, L^ est limite faible^ dans W^^û), de /^, pour

toute suite d'ouverts a)/» c Q teMe gu<° tout compact eu 5oi(
contenu dans <o^ cîes çue n e5t a^^ez grand.

Par hypothèse, y == Ly — fe Wi'^o)), donc

î==
<p dans (o
0 dans Q — (o

a pour dérivées partielles premières celles de y prolongées
par 0 dans û—œ[10]. On en déduit: çeWî^Q), d'où
/^csW^Q), puis l'inégalité (1), avec k' == k + 1, en utilisant
celle de la proposition 4.

(o^ étant une suite d'ouverts satisfaisant aux hypothèses de
l'énoncé, il existe, grâce à l'inégalité (1), une suite partielle
notée, n', telle que /^», converge faiblement vers u, dans
l'espace de Hilbert W1'^^). Il suffit de montrer que u = L^,
c'est-à-dire que u est solution de Lu == 0 dans Q et
u—/eWi'^Q). La première assertion est immédiate et la
seconde résulte de ce que Wi'^û) est fortement, donc aussi
faiblement, fermé dans W^Q).
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4. Les solutions locales de Lu == 0 forment un système
de fonctions harmoniques dans û,

satisfaisant à Faxiomatique de M. Brelot.

Dans chaque ouvert a) c Q, les solutions locales de Lu == 0,
appelées dans la suite fonctions harmoniques, sont finies
continues et forment un espace vectoriel sur R. Vérifions les
axiomes 1,2 et 3'.

Axiome 1. — u harmonique dans co entraîne u harmonique
dans tout ouvert partiel; u défini dans (o et harmonique dans
un voisinage ouvert Va, de chaque point o;eco entraîne u
harmonique dans (o.

Il suffit de faire le recouvrement de co à l'aide des voisinages
Va. et une partition de l'unité en fonctions indéfiniment diffé-
rentiables, subordonnée à ce recouvrement.

Axiome 2. — II existe une base des ouverts de Q formée
de domaines réguliers.

Montrons que toute boule ? c ̂  c û est un domaine régulier,
c'est-à-dire que toute fonction />, finie continue sur ô(3, admet
un prolongement unique, noté H^, harmonique dans (3, con-
tinu dans ]5, et ^.0 si f^ 0.

L'unicité du prolongement résulte de la proposition 1. Pour
en démontrer l'existence (5), on remarque que L^. répond à la
question si f est la trace sur ô? d'une fonction

F€=C°(^) nW11^?),

où p > M (théorème D et proposition 2). Le cas général s'en
déduit en utilisant la proposition 3 et le fait que toute fonction
e C°(ôp) peut être approchée, uniformément sur ô?, par les
restrictions à ôjî de fonctions F e C°(p) n W1'^) (par exemple,
des polynômes sur l'espace entier) ; enfin si f ̂  0, on peut
choisir F ̂  0.

Axiome 3'. — Une fonction harmonique ^0 dans un
domaine S est soit > 0, soit = 0 dans S; et les fonctions har-
moniques > 0 dans §, s'il en existe, égales à 1 en un point
XQ^S, sont également continues en XQ.

(6) Cette construction est très voisine de celle indiquée dans [4] pour un ouvert
quelconque.
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La première partie est une conséquence immédiate du
théorème B. Pour vérifier la seconde, on considère un ouvert
S's^o, o c § ; pour chacune des fonctions u en question:

sup u <; c inf u <; c ;
s' ï'

donc J^u^dx^ci, et (théorème A), si K est un voisinage
compact de XQ, c §' : \u(x) — 1| < ̂ \x — x^ Vx €E K.

Les axiomes 1, 2, 3' étant satisfaits, on peut définir les
fonctions sous-harmoniques et surharmoniques dans un
ouvert (o c Q, ainsi que les potentiels dans œ (ce sont les fonc-
tions surharmoniques dans (o, admettant 0, comme plus grande
minorante harmonique dans co).

Les solutions dans Q d'une équation de la forme

(1) Lu=-A
i ^ X i

où /, 6 L^Q) avec p > n, et V J± est une mesure >0 dans û,
i î^

fournissent un exemple de fonctions sous - harmoniques
continues dans Q : la continuité résulte du théorème D, car
une solution u de (1) dans Q et une solution de (1) dans une
boule (3 c Q diffèrent d'une fonction harmonique dans ?, et,
dans toute boule [ îc j î cQ, on a u <: H^ (proposition 1).

Si en outre la mesure Y -/L a pour support û, u n'est har-f ô^ r rr ?
monique dans aucun ouvert partiel.

D'autre part, le théorème C permet d'avoir ueW^fQ),
donc u <; 0 (lemme 4) : par suite, il existe dans û des poten-
tiels continus > 0.

5. Un principe du maximum pour les sous-solutions locales.
Le problème de Dirichlet dans D.

THÉORÈME 1.— Une sons-solution locale dans Q, majorée
p.p. au voisinage de ôQ par une fonction eW^'^Q), est
^ 0 p.p. dans Q.

Soit u une sous-solution locale dans Q et y la fonction
eWi'^Q) majorant u p.p. au voisinage de ôQ. On considère
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une suite croissante d'ouverts (o,, c ©„ c Q, dont la réunion est

Q; la suite ^ = ? ans(on a pour limite faible 0" y dans il — (D^ r

dans W^Q) (proposition 5). D'autre part, pour n assez
grand :

u <^ ç p.p. dans Q — co^, et p.p. au voisinage de ôco^, donc
aussi u—L^" <; ç—L^1 p.p. au voisinage de ôœ^; par
suite (lemme 4) :

u — L^" ̂  0 p.p. dans <o^, ou encore u — y^ <; 0 p.p.
dans Q. Alors, pour tout ensemble mesurable

E c E c Q : r (u—yj^<0 ;JE

comme \ <p^ cte ~> 0, on a ( u do; ̂  0 V E, d'où u ̂  0 p.p.
JE JE

dans Q.

COROLLAIRE. — Une fonction surharmonique ^0 dans
Q^Wi'^Q), est un potentiel dans Q.

Car toutes ses minorantes harmoniques dans Q sont ̂  0.

THÉORÈME 2. — Une fonction sous-harmonique dans û,
majorée au voisinage de ôQ par une fonction s.c.i e W^'^Q),
^ <0 dans Q(6).

Soit u sous-harmonique dans Q, et y une fonction s.c.i.
e W^fû) majorant u au voisinage de ôQ. Si co c co c Q est un
ouvert régulier, assez grand pour que u ̂  y sur Q — (o, en
chaque point y e ôco :

Km sup H^(^) < u(y) < ç(y) ;
a?e(o
.c-î-y

on en déduit, grâce à la s.c.i. de ç :
H? -^ y + £ au voisinage de ôd), ou encore

H^ — & — L^ ̂  y — L^ au voisinage de ôco.

Donc (théorème 1) :

H Ï — £ — L ^ < O dansco, V£ > 0, soit H? < L^ dans co.

(6) Note ajoutée sur les épreuves : un article, à paraître prochainement,
améliore ce résultat en supprimant l'hypothèse de s. c. i.
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On considère une suite croissante d'ouverts réguliers co^,
dont la réunion est Q [3; proposition 7.1]; H^ est une suite
croissante de fonctions harmoniques, donc sa limite h est
harmonique dans Q ou + oo. Or H^» est majoré par L^* dans
oy, donc (proposition 5), pour tout ensemble mesurable
E c E c Q : j^ h dx <; 0. Par suite, h est harmonique et
< 0 dans û, et u < h < 0 dans Q.

Remarque. — Comme cas particulier du théorème 2,
on voit qu'une fonction sous-harmonique continue dans
û.eWS^Q), est < 0 dans Q.

Le problème de Dirichlet dans Q, pour une donnée continue
sur ôQ.

Soit f une fonction continue sur où ; la solution du problème
de Dirichlet correspondante, H0, est l'enveloppe supérieure
des « sous-fonctions » (fonctions sous-harmoniques dans Q
dont la lim sup en chaque point frontière est ^ f) ou encore
l'enveloppe inférieure des « surfonctions ».

f-> H° est une application linéaire croissante de C°(ôQ)
dans l'espace des fonctions harmoniques dans Q; elle vérifie

(1) sup H° < sup f$
û ÔQ

on le voit, par exemple, en remarquant que H° == 1 et en
utilisant la croissance de l'application.

Dans [4], Littman, Stampacchia et Weinberger définissent
aussi une application f-> H'R de C°(ôQ) dans l'espace des
fonctions harmoniques dans Q, linéaire, croissante et véri-
fiant (1) : si f est la trace sur ôQ d'une fonction

FeCo^nW^Q),

H'? est la solution L? donnée par le théorème C; on passe
au cas général en approchant /*, uniformément sur ôQ, par les
traces sur ôQ de polynômes sur tout l'espace et en utilisant
la proposition 3.

Grâce à l'inégalité (1), pour comparer H? et H'?, il
suffit _de supposer que f est la trace sur ôQ d'une fonction
e C°(Q) n W1'2^); l'identité de ces deux fonctions résulte

alors du théorème suivant :
25
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THÉORÈME 3. — Si f est la trace sur ôQ Sune fonction
F e C°(û) n W^^Q), la solution du problème de Dirichlet, au
sens de Perron-Wiener-Brelot^ est la solution L.9 de Lu == 0
dans Q, telle que F — L? e W^û).

Soit u une «sous-fonction»; pour tout y e ôQ,

donc

limsup u{x) </*(î/),
•^ûx->y

u ̂  F + s au voisinage de ôQ,

ou encore u — L? < £ + une fonction continue e Wi'^Q),
au voisinage de où. On en déduit (théorème 2) :

u — L9 < e dans Q, V£ > 0, soit u < L? dans Q.

On a de même, pour toute « surfonction » 9 :v ̂  L? dans Q;
d'où LP == H?.

Remarque. — Une conséquence de l'identité de H^ et H'? est
gué les points réguliers définis dans [4] sont les points régu-
liers pour le problème de Dirichlet au sens de Perron-Wiener-
Brelot; ceux-ci ne dépendent donc pas de l'opérateur L et
coïncident avec les points A-réguliers [4]. Notons que la
méthode exposée dans [3] (pour des opérateurs à coefficients
localement lipschitziens) et utilisant Peffilement, conduirait
au même résultat.
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