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1. Introduction.

Soit X une variété riemanienne compacte de dimension d, T une appli-
cation de classe C! de X dans X, v une mesure de probabilité invariante
par T et ergodique, (T™)., la différentielle de I'itérée n-ieme T™ au point z.
Alors le théoréme ergodique multiplicatif [Os] donne les exposants caracté-
ristiques de T, relatifs & v sous la forme :

() =tim [ logl| ()2l av(a),

M)+ +(v) =1lim %/ log”A”(T”)'z“ dv(z), o 1<p<d,
n X
Nnw) >-- > v).

En dehors de situations liées & la géométrie ou a la théorie des groupes,
on connait peu d’exemples ou ces exposants ont été calculés ou estimés.
Dans une situation donnée, on peut se demander, par exemple, si la simpli-
cité du spectre (y1(¥) > -+ > v4(v)) est valide ou non. Cette question
apparait dans l’étude des algorithmes d’approximation simultanée de
plusieurs réels par des rationnels comme ceux de Jacobi-Perron ou de
Brun [S1] qui seront considérés ici; en ce cas, certaines inégalités entre
exposants peuvent s’interpréter en termes d’approximation, comme cela a
été remarqué dans [Lal] et [Ko].

On se propose ici d’établir de telles inégalités, de les interpréter dans le
cas de lalgorithme de Jacobi-Perron, et d’en déduire des réponses partielles

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



EXPOSANTS DE L’ALGORITHME DE JACOBI-PERRON 567

aux questions de ces auteurs. Un tel algorithme associe a v-presque tout
de X, une suite infinie de matrices d’ordre d + 1 notées A, (z) qui sont de la
forme A, (z) = A(T™ 'z). Il permet alors de «coder » le point z € X C P¢
sous la forme suivante. Si a3, aq,...,a, sont les applications projectives
de P4 associées & A1, Ao, ..., A,, on obtient :

Tr=aiag-  ap-Tp = lim ajas---an,-0,
n—oo

avec 0 et z,, dans X. Les ax sont les «quotients partiels» de z, et zj,
est le «n-iéme reste». Plus précisément, A(z) est une fonction & valeurs
matricielles définie sur X, a® est I’application projective associée et on
suppose que (a®)~! - z reste dans X pour presque tout = de X. Alors T est
défini par la relation fondamentale

r=a" Tz
etona A, = A(T" 'z), T"'x =T, T=a1--an-T"z.
Les d + 1 points rationnels
Jn=a1...0,-0,...,Jn4d =01 Qntq-0

de ’espace euclidien R? C P? forment un simplexe,

O'n(IZI) = (pn/qn, L apn+d/Qn+d)7

qui contient le point x et qui converge vers z. La forme asymptotique de
ce simplexe est donnée presque partout par les exposants v, (v), . .., Ya(V),
lorsque z est distribué selon la mesure v. Dans les cas considérés ici, T’
préserve une mesure équivalente & la mesure de Lebesgue, qui sera notée .
Comme 7 sera fixée, le symbole 7 sera omis dans les exposants qui seront
donc notés y; > -+ > 4.

Soit w I’endomorphisme de R4+! défini par
we; =ei+1 (1 <d), weqi1 =e1.
Pour a € R%, on note 7, ’endomorphisme de R4*+! défini par
d
reei=¢; (1<d), Ta€ar1=ear1+ Y aie;.
=1
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568 A. BROISE-ALAMICHEL, Y. GUIVARC’H

On note A = wr, et on note encore w,7,,a les applications projectives
de P? associées. Dans le cas de 1’algorithme de Jacobi-Perron, on a, avec
=10,1]4, 2= (zW,...,z@D) e X :

_z® 2@ 1)
W'$—<m”'~7ma;}—(i—i,

e 2@ 1
To={w-2} = ({Zn b 5o b ()
e

ote) = u-21 = (S, [ - [25)

et = w-(14-Txz) = a-Tz. Notant A,, = A(T™z), on est amené a considérer
le produit de matrices

Sp(z) =A1--- Ay

et les exposants caractéristiques de Sy, (z), si z est distribué selon =, seront
notés Ay > Ay > -+ > Mgy (ils vérifient Ay + Aa + -+ - + Ag41 = 0 car les
matrices sont unimodulaires). On a alors y1 = A1 — Ag1,.-.,7d = A1 — A2.

Avec ces notations, nos principaux résultats peuvent se résumer ainsi :

TuEoREME 1.1. — Pour l’algorithme de Jacobi-Perron, on a les
inégalités :

AL > A > o> Xgyp1 et >y > >4 >0,

THEOREME 1.2. — Pour ’algorithme de Jacobi-Perron, on a :

A1+ Ag41 > 0.
En particulier, sid = 2, on a Ay < 0.

Le théoréme 1.1 exprime que le simplexe o, (x) converge exponentiel-
lement vers un drapeau £(z), d’origine z. Le d-volume de o,(x) est égal a
(d'qn-* qnia) tetona:

h
d+1
ou h est 'entropie de T'. Cette situation est tout a fait analogue a celle de
I’algorithme classique des fractions continues pour d = 1.

1
A1 =lim —loggq, =
nn

L’inégalité A\ + Ag4+1 > 0 exprime que le (d — 1)-volume du bord
de o, (z) tend vers 0 plus vite que ¢n @D 5% & > 0 est assez petit.
Pour d = 2, ceci entraine la «convergence exponentielle» de P’algorithme
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EXPOSANTS DE L’ALGORITHME DE JACOBI-PERRON 569

conjecturée en [Lal] et [Ko]. Cette convergence exponentielle est prouvée
dans [IKO], pour I'algorithme de Brun et d = 2, grace & la formule explicite
de la densité de la mesure invariante (voir aussi [S3] et [Me] pour une
démonstration plus simple de ce dernier résultat). Afin de préciser, notons :

{gnz} = gz — P, € RY,

et observons que la taille du vecteur {g,z} exprime la qualité relative de
Papproximation de z par un rationnel de dénominateur ¢, [Lal]. On a alors

1
A2 = 1i7rln - log||{gnz} |

et la condition Ay < 0 exprime la convergence exponentielle de {g,z} vers
zéro, pour presque tout z. Puisque si d = 2, A\; + A2 + A3 = 0, le théoréme 2
donne donc Ay < 0.

Par ailleurs, le principe des tiroirs de Dirichlet montre que, pour tout
x € I, il existe une suite p!,/q/, € Q% telle que (¢,)'/¢{q,,x} soit bornée et
on peut se demander s’il est possible de construire une telle suite par un
algorithme du type précédent. Pour d = 1, I'algorithme classique répond &
cette question et donne p), /q}, = pn/¢n.

D’apres les relations précédentes, on a presque partout :

(A2 = X3) + -+ (A2 = Aat1)]-

Ul =

1 A
lim ~log[g/* - [{gnz}l]] = = + Ao =

La propriété précédente ne peut donc étre satisfaite, pour presque tout z,
quesi dg =A3 = = Ag41 = —\1/d.

Le théoréme 1.1 montre que 'algorithme de Jacobi-Perron ne possede
pas cette propriété si d > 2. Il en est de méme pour P’algorithme de Brun,
comme on le montre en appendice. Cependant pour des classes particulieres
de points z, en particulier pour une large classe d’irrationnels cubiques,
on peut voir que

lim g/*{gnz} = 0.
n
(Ce qui montre, pour ce cas, la validité de la conjecture de Littlewood, voir
[S1], p. 48.) D’autre part, un algorithme « géodésique » basé sur la réduction

des réseaux de R4*+! vérifiant la condition q,l/ d{qnw} bornée pour tout z
a été décrit en [La2)].
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570 A. BROISE-ALAMICHEL, Y. GUIVARC’H

En fait Palgorithme de Jacobi-Perron posséde des propriétés de
nature différente, qui généralisent aussi celles de ’algorithme unidimen-
sionnel, mais qui ne conduisent pas & des approximations simultanées
optimales, presque partout relativement & la mesure de Lebesgue, d’apres
ce qui précede.

Par définition de ’algorithme, la somme des d-volumes des sim-
plexes de sommets x, ayant une face commune avec o, (z), est égale au
d-volume de o, (z). Notant

Qu(@) = |{anz} A - - A{tntk—12} A ansk+12} A A {Gnraz}]|
pour 0 < k < d, on obtient :

d
Z Qn+kQ7kl(w) =1
k=0

Cette relation est fondamentale en dimension 1, car alors Q}(z) = {gnz},
Q2(z) = {gn+12} (cf. [Ca], p. 3 et suivantes).

Cette relation implique
S‘l ,1 < L
5@ Dl < 1Sl

ou S, = A --- A, et c est une constante. En particulier, si x n’est pas situé
dans un hyperplan rationnel, ’algorithme de Jacobi-Perron fournit une
suite Sy, € SI(d + 1,Z") telle que S, !(z,1) converge vers zéro rapidement,
plus précisément Q%(z) < 1/g,. Cette relation entraine immédiatement
(¢f. [CGu)) la propriété de densité de l'orbite de (x,1) dans R4*! sous
SI(d + 1,Z) (cf. [D], p.70). La relation entre ce type de propriétés et
la minimalité du flot horocyclique a été étudié par L. Greenberg [Gr].
Une relation différente entre algorithme de fractions continues et flot
horocyclique a aussi été étudiée, dans le cas de la dimension 2, par
A.Nogueira [N]. On peut donc voir aussi l'algorithme (homogeéne) de
Jacobi-Perron, comme la construction d’une suite de matrices S,(z)
vérifiant ||, ! (z)(z,1)|| < ¢/||Sn|l, plutdt que comme un algorithme
d’approximation simultanée.

Pour d = 1, cette propriété définit la suite des meilleures approxi-
mations d’un réel par des rationnels. Pour d > 1, elle implique aussi la
convergence de a; - --a, - 0 € I¢ vers z, mais la formulation quantitative
considérée plus haut fait intervenir les d-volumes associés & z, ou les
coordonnées barycentriques de = dans le simplexe o, (z), plutét que les
longueurs ||{g,z}|| qui jouent en quelque sorte un réle dual. Ceci explique
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EXPOSANTS DE L’ALGORITHME DE JACOBI-PERRON 571

la non-optimalité de l’algorithme de Jacobi-Perron du point de vue des
approximations simultanées, pour presque tout z. La remarque précédente,
pour d = 2, montre cependant que ces approximations sont optimales
pour de larges classes de points irrationnels. On peut d’autre part obtenir
des résultats plus précis sur la vitesse de convergence de o, (z) vers z en
utilisant des inégalités du type Paley-Ursell [PUJ.

En particulier, le théoréme 1.2 repose sur une inégalité généralisant
un résultat remarquable de Paley et Ursell [PU], qui exprime que si d = 2,
pour tout z, la suite {g,z} est bornée. On peut montrer, par des exemples
analogues & ceux considérés au paragaphe 16, qu’une telle propriété n’est
plus valide pour d > 3. On ignore si cette propriété reste valide pour presque
tout x, ce qui fournirait la convergence forte de I’algorithme conjecturée
par [Ko] et [HK1].

La généralisation de l'inégalité de Paley-Ursell, qui est donnée ici,
exprime que la suite des (d — 1)-multivecteurs {g,z} A {gn+12} A ... A
{@nt+d—22} est bornée. L’étude de certaines équations cohomologiques, en
utilisant les points périodiques de T', qui sont denses dans X, permettent
alors de déduire le théoréme 1.2 du théoreme 1.1.

Afin de donner quelques indications sur les preuves des théoremes 1.1
et 1.2, considérons I’ensemble A des drapeaux ¢ de P? dont Porigine z
appartient & X. On peut identifier A &4 X x P41, On note aussi T
Iextension de T & A au moyen de la différentielle, m la mesure de Lebesgue
sur A. On note P Vopérateur markovien sur X adjoint de T' par rapport
a la mesure 7, P Dextension de P aux drapeaux appartenant & A. On a
alors le :

TuEorEME 1.3. — Il existe une application mesurable de X dans A
notée x — £(x), ot £(x) est un drapeau d’origine z, telle que I'on ait :

lim P'in =7 = / 8¢ (z) A ().

La suite T™m converge aussi vers une mesure 7~ . Il existe une mesure de
probabilité \ sur P41, ne chargeant pas de sous-variété algébrique, telle
que T~ soit absolument continue par rapport 4w X A.

La démonstration du théoreme 1.1 découle de ’étude des convergences
précédentes et des mesures limites. On est amené a montrer que ’adhérence
de Zariski du semi-groupe engendré par certaines matrices génériques A(z)
contient Sl{d+1,Z) et on utilise alors le caractére « fortement stochastique »
de T par rapport & la mesure de Lebesgue.
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572 A. BROISE-ALAMICHEL, Y. GUIVARC'H

Le théoréme 1.1 permet de montrer le théoréme suivant sur lequel est
basé le théoreme 1.2.

THEOREME 1.4. — Soit H.(A) I'espace des fonctions holdériennes
sur A, d’exposant € > 0. Il existe € > 0 tel que I'opérateur ﬁ, sur H.(A),
admette 1 comme valeur spectrale (dominante) isolée. Toute solution
mesurable g de I'équation

f=g9-goT
ot f appartient 4 H.(A) est égale, T-presque partout, 4 un élément de H.(A).

A partir du fait que la suite [|[{gnz} A ... A {gnid—27}| est bornée,
ce théoreme permet de montrer la convergence exponentielle vers zéro de
cette suite, pour presque tout x.

Pour d = 2, le théoréme 1.2 peut étre obtenu sans utiliser le théo-
reme 1.1. On a ici mis & profit cette circonstance en I et en II, ce qui
permet d’introduire plusieurs notions et arguments utilisés dans une plus
grande généralité ensuite (en III et IV), notamment les propriétés de
quasi-compacité des opérateurs }3, qui permettent 1’étude des équations
cohomologiques intervenant dans la preuve du théoréme 1.2.

Les arguments développés ici dans le cas de ’algorithme de Jacobi-
Perron restent valides pour d’autres algorithmes, comme on le montre pour
celui de Brun (en annexe). Pour des algorithmes de fractions continues,
associés aux échanges d’intervalles, des résultats analogues a ceux établis ici
ont été conjecturés par A. Zorich [Z] et semblent susceptibles d’étre prouvés
par les mémes méthodes.

Par ailleurs, I’étude de Palgorithme homogene [AN] peut étre regardée
comme celle d’un produit croisé au-dessus de (X,T). Les propriétés
d’ergodicité, en mesure infinie, d’un tel systéme peuvent alors étre étudiées
suivant les méthodes de [Gul] et [GuR2]| en se basant sur la quasi-compacité
des opérateurs P considérés en II et IV.

Les auteurs sont reconnaissants a J.-P. Conze, Y. Derriennic, K. Khanin
et G.A. Margulis pour d’utiles remarques et références.
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I. Rappels

2. Généralités sur I’algorithme et la transformation
de Jacobi-Perron.

La construction qui suit est une généralisation d’une construction
géométrique des approximations rationnelles d’un réel par I’algorithme des
fractions continues donnée par H. Poincaré [Po].

2.1. Une construction de Poincaré.

Elle a été reprise par A. Nogueira [N], elle repose sur 1'idée suivante :
approcher un point z de [0,1] par des rationnels p/q revient & approcher
la droite de direction (z, 1) par des points (p,q) de Z2. On part de la base
canonique du réseau Z?2, (e_1, eg), on trace la droite D d’équation ug = zvo.
On note M; lintersection de D avec la droite A; d’équation ug = 1.
Dans (e—1, €p), M1 a pour coordonnées

(1,&) =(1,a1) + (0,z1) ou a3 = [;H, z = {%} =Tz,

T est la transformation «fraction continue» de [0,1].

Remarque. — Comme z est dans [0, 1], le point M; est sur la demi-
droite ug = 1 et vg > 1; donc a; est un entier strictement positif.

On pose e; = e_; + a;eg. On se place maintenant dans la base (e, e1)
du réseau Z2, ’équation de D devient u; = xjv;. Si 1 n’est pas nul,
on peut recommencer. On construit alors une suite de points (en)n>0 du
réseau Z?2 par récurrence (voir la figure 1),

1
€ntl = €n—1+ Anyi1€n, Qpi1 = [—], Tp, =T"z.
Tn
Si z est rationnel, la suite (e, )n>0 est finie, sinon on obtient une suite
infinie. Dans la base (e—1, eg), les coordonnées de e, sont données par la
derniere colonne de la matrice
n
0 1 0 1 0 1 _
0 VAl Bl ) B Ol B fAad
o Lloa 1 a 1 an Gn—-1 Gn
Comme pour tout n > 0, det S,, = (—1)", on en déduit que le couple
(eén_1, €n) forme une base du réseau Z? qui est directe si n est pair, indirecte
sinon. Ainsi le développement en fraction continue de z correspond a la
donnée d’une suite de bases ((€n_1,€5))n>0 du réseau Z?2, dont les vecteurs
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574 A. BROISE-ALAMICHEL, Y. GUIVARC'H

Vo Al D A2
. .
L . .
L . .
€g ] o
- > * ug

Figure 1

de base sont de part et d’autre de D. En effet, e, est le dernier point de
la forme e,+1 = en—1 + bey,, b entier, tel que e, et e, soient du méme
coté de D. Les points e, tendent en direction vers la direction (z,1).

On projette maintenant coniquement toutes ces bases sur la
droite vp = 1, on obtient une suite d’intervalles (o, (z))n>0 qui contiennent
tous le point z et qui sont emboités, ils convergent vers le point x.

2.2. Généralisation de cette construction.

2.2.1. Cas de la dimension 2. — Afin de décrire géométriquement
P’algorithme en dimension 2, on adopte provisoirement des notations simpli-
fiées.

On note (4, §, k) = (o, jo, ko) la base canonique de R3. Tout ce qui suit
repose sur l'idée qu’approcher un point z = (a, §) de [0,1] x [0,1] par un
couple (p/q,p’/q) de rationnels revient & approcher la droite D de vecteur
directeur OM = u = o + Bj + k par des points entiers (p,p’, ¢). On observe
que M est défini comme le point d’intersection de D avec le réseau Ry
des parallélogrammes semi-ouverts de sommets k + mi + nj, (m,n € Z).
Le point M appartient & un et seul de ces parallélogrammes, noté P de
sommets Ag, By, Cy, Dy avec O_XS =k, OE; =k +1, O—D(; =k+7jet
O_C_O) = k + i + j. Pour obtenir le nouveau parallélogramme Pj, on note R;
le réseau des parallélogrammes de sommets ¢ + mj + nk, (m,n € Z), et on
note M; le point d’intersection de D avec le réseau R;. Si a n’est pas nul,
M; est bien défini car D n’est pas parallele & R;. Alors M; appartient & un
unique parallélogramme P; de sommets A, By,C, D;. La relation entre
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EXPOSANTS DE L’ALGORITHME DE JACOBI-PERRON 575

(D, My, Py) est la méme que celle entre (D, My, Pp) et on peut donc réitérer
la construction précédente. On obtient ainsi une suite, finie ou infinie, de
parallélogrammes P,, de sommets A,, By, Cyn, D, coupant D en M,, tels
que les cones correspondants de sommets O soient emboités et convergent
vers D.

A chacun de ces parallélogrammes est associée une base (in, jn, kn),

—_—) . _— . -— - . .
avec k, = OA,, i, = A,Bn, jn = AnD,. Les projections coniques des
triangles A, _2A,_1A, dans Py forment une suite de triangles rationnels
emboités contenant le point M et convergeant vers M (voir la figure 3).

Afin d’expliciter I’algorithme, on écrit :

- 1
OM = aOM, = a[i-l— gj-l— ak} = afaniy + fujr + ki

avec k1 = i+ [Ba~Yj + a7 Yk, i1 =4, j1 = k, a1 = {B/a} et B = {a"1}.
L’algorithme d’Euclide, utilisé dans le cas classique pour d = 1, est donc
remplacé ici par la décomposition :

(53 = GLED+(EHE) = @o+ e,
avec a et b des entiers. Dans Py, le point M; a pour coordonnées (a1, (1)

— —
avec (a1, 1) = T(a, B). La relation OM = aOM; s’écrit alors :

_ 1 ﬂ_a1+a'
T Bi+b’ T Bitb

(67

La n-iéme base (in, jn, ko) associée & P, se déduit de (i, 7, k) par le produit
de matrices Sy, (z) considéré dans 'introduction. La suite de ces bases est
emboitée et converge en direction vers D. L’algorithme décrit ici permet
donc de coder un point par une suite de couples d’entiers. En fait cet
algorithme construit une suite de matrices entieres d’ordre 3 qui convergent
apres normalisation vers une matrice de rang 1 et dont le sous-espace image
est la direction de z. Le comportement asymptotique de l’algorithme est
alors décrit par celui du produit de matrices obtenu.

A partir de maintenant, on reprend des notations plus générales,
en particulier comme ¢, = j,—1 = k,_2, on notera la n-iéme base
(en—2,€n—1,€xn).

Comme dans le cas unidimensionnel, la suite obtenue vérifie des
conditions d’admissibilité :
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ProrosITION 2.1. — La suite (a,) = ((a%l),af)))nw associée & un
point x de I? par I'algorithme de Jacobi-Perron vérifie la condition (C)
suivante :

©) 0 0<al <a et o >1,
pour tout n > 0,
si o) =al? alors ai}ll > 1.
Démonstration. — La construction géométrique que ’on vient de

faire permet de vérifier beaucoup plus naturellement la condition (C) que
dans [Br2] ou dans [S1].

1l suffit de le voir au rang 1. Comme z est dans I2, le point M;
appartient a la partie Py du plan Il délimitée inférieurement par les
demi-droites suivantes :

U0=1, u0=1a u0=17
vo =0, wo = 1, Vo = Wo,
wOZL OSU()Sla 'U)O_>_1
wo D Wo
P
i / : T H 4
] i
IO A S —
Po .- iey ;"" : :
+ » ¥ ¥
T ¥ 1
e{f;';“ ool €0 4t
R 2! .
E ! Vo
0 6_1_; Vo 0 6_1-‘
ARy T — NSO B B
e_2 L\ N \\rfr
7 e_g \
Ug 12 Ug T
Figure 2

Le point e; = e_o + a(ll)e_l + a?)eo est dans Py NZ3; il vérifie donc

0< agl) < ag2) et a§2) > 1.

On appelle Ay I’ensemble des couples a = (aV),a(®) de N? qui vérifient
cette condition.

Si agl) # a§2) , alors T'z peut prendre n’importe quelle valeur de I?;

on en déduit donc que e; = e_; + agl)eo + a?)el peut prendre n’importe
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quelle valeur dans Py N Z3. Par contre, si a(ll) = a§2), alors T'z décrit le

triangle
T={0<zW <@ <1}.

De plus si x est dans 7, le point M, appartient & la partie Pj du plan IIy
délimitée inférieurement par les demi-droites suivantes :

UO=1, U()=1,
U():la Vo = Wo,
’UJ(]Z]. 'w021.

Alors les points du réseau qui appartiennent & P} sont de la forme
e1 = e—o+aWe_; +aPey avec 1 < oM < a®@. Donc si a(ll) = a§2)
(1)

alors ay ’ > 1. O

Ainsi, & tout point z de I?, on peut associer une suite de points
(€n)n>0 du réseau Z3. Cette suite est définie par récurrence :
1 2
€nt1 = €n—2 + aEH)_len—l + a;.g)_lem
(2)

W @ y_ ([ ! _

@hah) = (S5 ) ) o =1
Zn Zn

Si = n’appartient pas & certaines droites rationnelles de R?, la suite (e, )n>0
est infinie; sinon on obtient une suite finie. Les coordonnées de e,, dans la
base canonique sont données par la derniére colonne de la matrice

2 [0 0 1 00 1 00 1
So=T[|1 0 a”|=]|10a|...|1 0 o
=110 1 agz) 10 1 a(lz) 01 af

—pn—2 DPn—1 DPn
= [Ph2 Pho1 Ph
Ldn—2 4n-1 dn

Comme det S,, = 1 pour tout n > 0, on en déduit que les triplets
(én—2,€n_1,€,) forment une base directe du réseau Z3. Par construction,
la droite D est & l’intérieur du cone positif engendré par les directions e,,_o,
en_1 €t e, ; car, pour tout n, le vecteur e,y est le vecteur du réseau Z3
appartenant au plan II,, d’équation u,, = 1, qui est le plus proche du point
d’intersection de D avec II,. Si on note J, la projection conique de e,
sur le plan d’équation wo = 1, J, a pour coordonnées (pn/qn,D,/qn) €t
lim, o ||z — Jnl| = 0.
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01

En effet, on note a - x Paction projective de la matrice A, = [ la

le point z; donc

| sur

1 z® + oM
a- - = ’
(:L'(2) + a(z) g;(z) —+ a(2))

alorsona J,=a1---a,-0etx=a;: -a, - T,

Mais dans [Br2], § 2.1, on montre qu’il existe une distance § sur I? qui
est équivalente & la distance euclidienne, et qui est contractée par toutes les
transformations = +— a - z, a dans Ay (avec un coefficient de contraction p
commun). Cette distance se déduit de la distance de Hilbert relative & un
convexe contenant I2. Donc,

|z — Jnll <C6(a1---an-0,a1--an - Ty)
< Cp"8(xn,0) < C'p" avec 0<p<1,
qui tend bien vers 0 et donc e,, converge en direction vers (1, z).

On projette cette suite de bases ((en—2,€n—1,€n))n>0 sur le plan II
d’équation vy = 1; on obtient alors une suite de triangles o,_2(z) =
(Jn—2Jn-1Jn), qui sont emboités, qui contiennent tous z et qui convergent
vers z, quand n tend vers +o0.

J4 J

J3
Jo J1

Figure 3. Schéma des premiers triangles pour un point
dont le développement par lalgorithme de Jacobi-Perron
commence par (0,1),(1,2),(1,1),(1,2).

2.2.2. Cas de la dimension d > 3. — On note (e_g4,e_g4+1,..-,€0) la
base canonique du réseau Z4+1. On fixe un point z = (3", .., z3?) de I.
On trace la droite D d’équation
u(()l) = w(()l)wo, ‘o ,u(()d) = m(()d)wo.

Soit IIy I’hyperplan d’équation u(()l) = 1. On définit M; le point
d’intersection de D avec Iy ; M, est le point de coordonnées
(2) @ 4
(1250 B —5) = (La) + (0,21)
Ty Zo  To
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ou

2) () L y
o= (%] [35): []) = el

$1=({§§},. . { (d)} {é;})sz_(xgl), .,xgd)),

T est la transformation de I¢ associée & I’algorithme de Jacobi-Perron.
On pose alors :

(1)

e1=e_qg+a; e_ d+1+...+a§d)eo

Dans le repére (O, e_g41,-- -, €0, €1), 'équation de la droite D s’écrit
1 1 d d
I N C S
Si wgl) n’est pas nul, on peut recommencer. L’algorithme permet alors

de coder un point par une suite de d-uplets d’entiers. On obtient ainsi
une suite de bases «emboitées» qui définissent une suite de matrices S, ()
(cf. plus bas). La suite (a)n, obtenue n’est pas quelconque, elle vérifie
les conditions d’admissibilité suivantes, dues & O.Perron (voir [Pe], [S1]
et [Br2]) :

ProprosiTION 2.2. — On appelle E ’ensemble

ﬂ Tz e 1?: 2™ #0}.

k>0

A tout point x de E, lalgorithme de Jacobi-Perron associe une suite
infinie (ay)n>0 de points de N¢ qui vérifie la condition (C) suivante : pour
tout n > 0,

pouri#d,ona 0<a) <a® et a!¥ >1;
si pour 1 <t <1, onade plus:
d 1 d-1 ¢ d—t
( "051)7 5:+1) —_a;H), cee S:+t) _a£l+t)’
(©)
alors
si t=i—1,a% 0 > 1,
| sit<i—1,a05P <aldtoh.

On appelle suite admissible toute suite (a,)n>o de points de N¢
vérifiant la condition (C). Réciproquement, & toute suite admissible
correspond un unique point de E.
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Démonstration. — Il suffit de le voir au rang 1. Comme z est dans I¢,
le point M; appartient & la partie Py de ’hyperplan Il suivante :

Po=Ihn...NFy

ou F; est le domaine limité inférieurement par les ensembles suivants :

W) =0, WD 1) W) = ),
ug) =1, uf) =1, uf =1,
ult >, 0<ul’ <1, ut > 1.,

On en déduit alors que le point a; est dans

Ag = {a = (a(l),...,a(d)) :0<a® < qgl@ sii#det a® > 1}.

On remarque que, si pour tout 1 < i < d, a( # a(? alors Tz peut
prendre n’importe quelle valeur de I¢; on en déduit donc qu’il n’y a pas de
condition sur as.

On remarque que si a® = a(? (i # d), alors Tz est dans
Ta={zel*: 0<z® <z <1}
et quesi a® = a0 (1 <i#j<d)etsizt+) <20+ alors Tz est dans
T;={zel*: 0<z® <z <1}.
On fixe maintenant (¢, j) tel que 1 <3 < j < d. On choisit  dans 7 ; ;
alors le point M; est dans la partie P; ; de Ilg suivante :
Py = {Poﬂ{u((f:) < u(()j)} sii#1,
CoAPon{u) >1} sii=1,
Donc a € Ay vérifie donc de plus les relations suivantes :
D <alD g i£1, aUV>1 s i=1
On peut alors démontrer le reste de la condition (C). On suppose que
agi) = agd) ; alors Tz est dans 7; 4 et on a donc
o™ <al® s i1, oV >1 s i=1
(i-1) _ aéd—l)

Si on suppose de plus que a,, , alors comme Tz est dans 7; 4,
on en déduit que T2z est dans Ti—1,d-1; on a alors

of P <al™? i iz, ofTV>1 s i=2

On peut continuer ainsi jusqu’au rang ¢ — 1, ou bien jusqu’a ce que l'on
obtienne une inégalité stricte. On retrouve la condition (C) annoncée. La
réciproque est justifiée dans [Br2], prop. 2.7. O
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Ainsi, & tout point z de I%, on peut associer une suite de points
(€n)n>0 du réseau Z*!. Cette suite est définie par récurrence : pour
tout n > 0,0n a

1 d
€ntl =€n—d+ asl_)Hen——d+1 +---+ a'EL—})—lenv

(2) (d)
o= (5] [Fiob zw)):

_ i3
n=T"x.

Cette suite est infinie si z n’appartient pas a certains hyperplans rationnels
de R4 (d’équation mizy + -+ - + mgxg + mgr1 = 0, m; entiers); sinon on
obtient une suite finie. Les coordonnées de e,, dans la base (e_g4,...,e_1,¢€p)
sont données par la derniére colonne de la matrice

NP
ol o=l o[ 2]l
bl 1 a; Iy a1} |1y an p(nd)d psld)
n—d --- Gn
Comme pour tout > 0, on a
det S, = (—1)"¢,
on en déduit que les (d + 1)-uplets (en—q,...,e,) forment une base du

réseau Z4+1. Par construction, la droite D est & 'intérieur du céne positif
engendré par cette base. On projette ces bases sur Phyperplan II d’équa-
tion u(()dH) = 1 et on obtient une suite de simplexes o, _g(z) = (Jp—g .. Jn)
qui sont emboités et qui contiennent tous le point . On a, en notant a - x

Paction de la matrice | (I)d ] sur le point z,

Jp=a1--a,-0 et T=a1 - an-Tp.
Ainsi,
lz — Jul| < Cé(ar - an-0,a1-apn - T,) < Cp™6(xy,0) < C'p".

La distance § est déduite de la distance de Hilbert mentionnée plus
haut. Cette distance est équivalente & la distance euclidienne sur I¢ et est
contractée par toutes les transformations a : £ — a -z, avec a dans Ay
(voir [Br2]). Comme 0 < p < 1, on a donc :

lim ||z — J,|| =0.

On en déduit que les points e, convergent, en direction, vers la
direction (z, 1).

TOME 51 (2001), FASCICULE 3



582 A. BROISE-ALAMICHEL, Y. GUIVARC'H

2.3. Quelques résultats sur 1’algorithme de Jacobi-Perron.

On rappelle les notations et les résultats de [Br2] qui vont servir ici.
Pour ¢ une permutation de G4, on note W, le simplexe

{Zﬂ :0< zle() <... < 2lo(d) < 1}.

Le premier résultat utile ici est I’existence d’une mesure invariante pour 7',
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue :

TuEorREME 2.3. — Il existe une unique mesure de probabilité
invariante par T qui est équivalente i la mesure de Lebesgue sur I°.
Sa densité h est une fonction analytique strictement positive sur chacun
des simplexes W, avec o dans Gg.

Pour montrer ce résultat on utilise ® ’opérateur de Perron-Frobenius
associé & T', et on cherche une solution de ®(h) = h. L’opérateur ® vaut,
si f est dans L}, (I9) :

Z (m(d +a<d) a1 17K.(2),

ot K, = I*Na- I (c’est 'ensemble des points de I dont le développement
de Jacobi-Perron commence par a) et ® s'identifie & adjoint de T
dans LZ,(I%). Comme la partition du cube I? : X = U,eq, Wo est
préservée par toutes les transformations z — a - z, on peut voir ¢ f comme
le vecteur ((®f),), de ses restrictions aux simplexes W,. Ce que I’on écrira
sous la forme, si o est dans Gy, si x est dans W, :

(®f)o(z) = Z fla-2)p(z,a,0) ol p(z,a,0) = W—Jr_i(_d))d_'__llTKa ().

Dans cette écriture, on fait la somme sur tous les a de Ay que 'on
peut faire agir sur un x de W, (z dans a~11¢ N I?), donc ¢(z, a, o) est soit
strictement positif sur W, soit identiquement nul sur W,. On remarque
alors que I'opérateur ainsi défini préserve les fonctions f qui sont continues,
holdériennes, analytiques sur chacun des simplexes W, (voir aussi [Ma]).
Dans toute la suite, on partitionne le cube I¢ par les «diagonales» et on le
remplace par X = UaEGd W, ou le signe U signifie réunion disjointe. On
dira qu’une fonction est continue, h6éldérienne, analytique,... sur X si elle
est continue, holdérienne, analytique,... sur chacun des simplexes W,,. Un
autre résultat important, montré en [Go] (voir aussi [Br2]) est :
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ProprosITION 2.4. — Le systéme dynamique (X,B,T,n) est mélan-
geant. Ici B est la tribu des boréliens de X et m désigne la mesure hm.
Le mélange est exponentiel sur les fonctions analytiques.

2.4. Définition d’un opérateur markovien associé a T.

Comme h ne s’annule pas sur X, on peut alors normaliser ® de fagon
a ce qu’il devienne markovien (P1 = 1). On pose pour tout f de L}, (X) :

alors P s’identifie & I'adjoint de T dans L2(X). On écrit, pour = dans W,
et o dans G, :
z,a,0)h(a-x
(PDo(0) = ¥ fa-2)p(oa,0) avec pa,a,0) = LRSI,

a€Ay

On peut voir p(z,a,0) comme la probabilité de faire agir a sur z qui est
dans W,. Comme ’ensemble TK, N W, est vide ou W, tout entier, on
en déduit que les fonctions p(-,a,o) sont nulles ou strictement positives
et analytiques sur W,. On verra plus loin que cet opérateur est associé a
l’extension naturelle de T'.

On doit préciser encore quelques notations et définitions. On note
Doma=a"'XNX

et on observe que, d’aprés [Br2], Doma est une réunion finie de sim-
plexes W,, tandis que I'image par a de chacun de ces simplexes W, est
contenue dans 'intérieur d’un seul simplexe W (4 »). On pose aussi :

Doma; ---a, = X Na;' X Najla}, XN...Na - a7t X.

On voit que Doma; - - - ap41 C Domay - - - ay.

DEFINITION 2.5. — On dit que la suite finie w, = (ay,...,a,) est
z-admissible (x dans X), si « est dans Doma, - - - ay,.

La suite w,, est dite admissible si Doma; - - - a,, n’est pas vide.
Enfin la suite infinie w = (ax)ren de points de Ay est admissible si

tous ses blocs finis sont admissibles.
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Remarque. — Si w = (ag)ken est admissible, pour tout n de N, on a :
Doma; - - -a, = X,
ol X, est une réunion finie de simplexes. La relation

Domaj ---apy1 C Domay ---ay,

implique que l'intersection X, des X, est aussi une réunion finie non vide
de simplexes. On a aussi, d’apres [Br2],

ﬂ(al -rapXoo) = {z} ol z est dans X.

La proposition 2.2 implique alors que w vérifie la condition (C). La
réciproque est justifiée dans [Br2]. L’admissibilité d’une suite infinie se lit
donc sur ses blocs de longueur d et coincide bien avec la notion considérée
plus haut.

Par la suite, on aura besoin des puissances de I'opérateur P ; on pose
pour x dans W,,, avec o dans Gg4, pourn > 0 :

(Pnf Z f(al an-w)p(m,al,...,an,a),
.an €AY
ou
p(x,a1,...,8n,0) =p(az...0n - T,01,Tay. .an,0) - P(T,0n,0),

Ta,...an,c €St une permutation de &4 qui est entierement déterminée par
ai...an - €Wy, sia;...a, est admissible; sinon p(z,a1...,an,0)
est nul et on prend pour 7,,.. 4, » N’importe quelle permutation de G4 (par
exemple I'identité). Comme p(z,a1,...,a,,0) est nul siaq, ..., a, n’est pas
z-admissible, on écrira souvent

(P™f)o(z) = Zf(wn z) p(x,wn, 0),

ou on fait la somme sur tous les w, = (as,...,a,) qui sont z-admissibles.
On peut voir p(z,wy, o) comme la probabilité de faire agir w,, sur le point z
qui est dans W, ; dans cette écriture, on suppose que les poids p( -, wn, o)
sont strictement positifs et analytiques sur W,.

On remarque tout de suite que si z et y sont dans W, alors le
rapport p(z, wn,0)/p(y, wn, o) est uniformément majoré par une constante.
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En effet, si on note (gn—d,---,qn—1,9n) la derniere ligne de la matrice qui
correspond & wy,, alors

h(wp, - x) 1
hMz)  (gn-az® + - + gr12(D + g, )¢+

p(x,wn,a) =

On a donc, si z et y sont dans W, :

p(2,wn,0) c( n )d+1
PY,wn,0) ~ \gn+qna1+-+Gna
c inf cra h(z)\2
> ————— ol c= (—E—) .
= (d+ 1)1 Sup,cya h(x)

Comme X est la réunion disjointe des W,, en régle générale, on
omettra l'indice o qui indique dans quel simplexe de X le point x se trouve
et on écrira

P i(@) = 3 f(wn - @) pla,wn),

ou l'on fait la somme sur tous les w, = (ay,...,a,) z-admissibles.

On a plus précisément la proposition suivante :

ProrosiTiON 2.6. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que si w,, est
admissible et si z et y sont dans W,,, avec p(x,w,)p(y,wr) > 0, on ait :

p(x,wn)

-1 <ecb(z,y).
p(Y,wn) < eb@y)

Démonstration. — Considérons la fonction

_ _ 1
Pa(z) = ¢(z,0) = COEr o=,

Alors, comme a(® > 1 et (9 >0,

||grad ‘Pa“ _ d+1
2. s@gg@ Sdtl
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On en déduit que

[log p(x, wn) — log p(y,wn)|
< |log h(z) — log h(y)| + |log h(wn - z) — log A(wn, - v)|

n
+ leoggo(ak @ T,ak-1) —logp(ag - an Y, ag-1)]
k=2

< 016(1', y) + clé(wn * T, Wn - y)

+cz(d+1)25(ak~--an'z,ak---an-y)
k=2

<dé(z,y Zpk < 6(z Y),
k=0

avec ¢’ = sup{2cy, cz}, les ¢; dépendent de h et de la comparaison de ||ZY||
et de 6(z,y). Si u < 0 est borné, il existe une constante ¢’ > 0 telle que
|u — 1] < ¢’|logu|. Prenant u = p(z,w,)/p(y,wn), on a vu ci-dessus que u
était borné; on en conclut

p(z,wn) wn)| o
p(y,wn) y,wn)

D’ou1 I’énoncé avec ¢ = ¢’c’ /(1 — p). o

- 1’ < c"‘log = (x,y)

On énonce maintenant un résultat utile pour la construction de la
mesure 7 :

PROPOSITION 2.7. — On fixe a dans Ag. 1l existe une constante e(a)
telle que si wy, est admissible telle que (wp,a) est encore admissible alors
ona:

a _ fX p(x, (wn7 a)) de(ZE)

e o= > ¢(a) > 0.
“n fxp(zawn) dﬂ‘(fl:)
Démonstration. — Comme h est une fonction strictement positive
et analytique sur X, il existe deux constantes réelles positives c et
C telles que si on note (gn—d,---,qn) la derniére ligne de la matrice

M, =M, M,,...M,, etsip(-,wy) nes’annule pas, on a :

c
(qn—dx(l) +- 4+ Qn—lx(d) + Qn)d+1

c
(qn—dx(l) i qn—1$(d) + gn)4H!

< p(l’, wn)h(x) <
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De méme, si p(z, (wn,a)) ne s’annule pas, on a :
c
(Qn—d+1m(1) + -+ oz @D + gpyg)dH <pl
< C b

= (Gnoar1® + - + grr(@ 4 g y)dH!
avec gni1 = qn-da+ a0V gn_g_1 +---+a¥gq,. Comme (w,, a) est admissible,
il existe au moins un simplexe W, de X sur lequel p( -, (wn, a)) ne s’annule
pas. On a donc :

/p(m, (wn,a)) d7(z) Z/ p(z, (wn,a)) dr(z)
X

r

(wn,a))h(z)

dz® ... dz(@
>c .
- /w, (Gn-d—12M + -+ - + gnz(D + gny1)4+!

Mais on a :
1
(qn-d+1x(1) + -+ gua@ + Qny1)dt!
1
>
~ (gn-gz® + - + gn12@ + ¢,) (1 + gny1/gn)]4H1
1 1

= (Gna+-+q)2+aD +--- + a(d))d+1'
On a donc :
c 1 1
/X:D(x, (wn, a)) dn(z) > PRCES YR e T
On a aussi :

dz® ... dz@ C
/xp (% 0m) d(z) < C/X (@t @+ ¥ gu 2@+ g) — (ga) T
On obtient alors :
> ! 1 L
wn = O (d+ 1)d+1 d! (2 + a) + -t a(d))d+1

=¢(a) > 0. O

Remarques. — 1) Les minorations que l’on vient de faire sont tres
grossieres. L’essentiel ici est qu’on ait une domination 72 > e(a) > 0 dés
que (wp, a) est admissible.

2) La méme démonstration permet de montrer que si v = (bo - - - bg)
est admissible, alors il existe une constante €(y) telle que pour tout wy
admissible vérifiant (w,7y) admissible, on ait :

= fX p(x, (wn,')’)) dﬂ'(x)
o Jx p(x,wy) dn(z)

>e(y) > 0.
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3. Définitions des exposants de I’algorithme.
3.1. Rappels sur les exposants de Lyapunov.

On rappelle ici quelques définitions et propriétés des exposants de
Lyapunov d’une suite stationnaire de matrices réelles d’ordre d. On fixe un
systéme ergodique probabilisé (2, F, T, w) et une application mesurable A
de Q vers ’ensemble des matrices d’ordre d. On suppose que la fonction
log™ ||Al| est intégrable. Pour tout entier n > 0, on note

Cp(w) = A(T" 'w) -+ A(Tw)A(w) ;

pour tout entier 1 < p < d, on note APA I'application linéaire de APR?
définie pour tout p-uplet 1 <4y < --- <1ip, < d par

APA(ei, N...Nei,) = Aey, A... A Aey,.

Alors pour tout 1 < p < d, la limite de la suite n™! [, log [|APC, || dm
existe dans R U {—oo}; on la note A; + --- + A,. Si on suppose de plus
que log|det A| est intégrable, alors tous les A, sont finis. (Ces limites ne
dépendent pas des normes choisies sur les espaces de matrices.) Dans le cas
oi1 A est unimodulaire, on a A\; + -+ + A\g = 0 car |det A] = |[A%A|| = 1.

On peut aussi définir directement les ();), en utilisant la décomposi-
tion polaire de la matrice C,,,

Cn = KnDnKylu
K,, K] orthogonales, D,, est diagonale avec §;(Cy,) > --- > 84(C,) > 0.
On a alors A, = limp—.o0 = [, 108 6,(Cr) dmr et done Ap > --- > Ag.
Comme le systeme (Q, F, T, ) est ergodique, le théoréme ergodique

sous-additif de Kingman permet d’écrire que pour w-presque tout w de €2,
pourtout 1 <p<d,ona:

ALt A= %log“Ai”Cn(w)H et Ap= ,}LI&%IOg‘SP(C"(“’))'

Les exposants de Lyapunov associés au produit de matrices {4, =
AoT™n > 0} sont les nombres (\p)i<p<qs que 'on vient de définir.
Il faut remarquer que

1) Les résultats précédents restent valables pour le produit de
matrices suivant : B(w)B(Tw) - -+ B(T™ 'w) = £,(w) ot B est une matrice
unimodulaire d’ordre d. Car si on remplace B par A = !B, les parties
diagonales des décompositions polaires de C,, et de X, sont les mémes.

2) Si A est inversible, comme 6,(A™!) = [6411-p(A4)] 7}, les exposants
du produit A=(z)--- A~Y(T"x) sont —Ag, ..., —A1.
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3.2. Définition des exposants de 1’algorithme de Jacobi-Perron.

3.2.1. Définition des A;. — On applique les résultats que l'on
vient de rappeler au systéme ergodique (X,B,T,r). Pour tout z de
Xo = {z € I*: (V) #£ 0}, on définit la matrice unimodulaire suivante :

= [0 1] s =0 = (o] o] ]

Si z est dans E = (5, T-*X,, son développement par I'algorithme de
Jacobi-Perron est infini et on peut donc définir pour tout n > 0 la matrice
produit :

p(nl)d o ptb

. 0 1 0 1
Sule) = A(z) ... A(T"'z) = [Id ] - [Id an]= SO
dn—-d - qn

On remarque que

LEMME 3.1. — Pour tout z de (5o T~* Xo,
(|5 (2)]| = sup|(Sn(@))i ;| = gn(z) = gn.
z’]
De plus on a :

d
Int1 = aﬁz-i?-IQn +-+ afll_|).1Qn—d+1 + Gn—d-

Démonstration. — La relation

d 1
In+1 = a'(n.{).1Qn +- a(n-|)-1Qn—d+1 + Gn—d

découle de Sp41(x) = Sp(z)A(T™z). Comme a vaut au moins (0 ,0,1),
on a donc g,+1 > q,. Les mémes relations sont vraies pour les p Pour 1
dans {—d,...,0,1}, on a p(] ) < g;, alors par récurrence, pour tout n > 0,
on a pslj ) < gn. a

On désigne par A(np ) (z) la plus grande des valeurs absolues des mineurs
d’ordre p de Sy, (z). Alors, comme

+oo
. log b
/ log* ||Al|d7 < C* Z oy
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est fini, il existe d + 1 réels A1, ..., A\gy1 vérifiant Ay > Ao > -+ > Agpq,
A1+ A2+ -+ Ag+1 = 0 tels que
1
A1+ + A = lim —/ log AP dr,
X

n—oo N
1
Ao+ = lim ~log AP (z) m-p.p.

En particulier, on a A\; = lim, . n " !logg,(z) m-p.p. On les appelle
exposants de Lyapunov de T. On a aussi :

ProPOSITION 3.2. — On a A\; > logfy; > 0, Agy1 < 0, ot B4 est Ia

plus grande racine réelle (en module) du polynéme %! — z¢ — 1.

Démonstration. — C’est un corollaire du lemme 3.1, pour tout = de
Ni>o T *Xo, les a, valent au moins (0, ...,0,1), donc gnt1 > gn + Gn—d-
Les ¢, sont des entiers positifs, donc g, > C* 37, ou B4 est la plus grande
racine réelle (en module) du polynéme z?t! — ¢ — 1; elle appartient
a ](2d+1)/2d,2[. Ainsi A\; > logfBs > 0. Comme A; + -+ + Agy1 = 0,
alors A\g41 < 0. 0

3.2.2. Définition des 7y;. — Dans la suite on utilisera aussi les exposants
associés a la matrice jacobienne de T :

- (2) -
~Gmy s 0 ... 0
®
IS0 0
- .
T = : 0 0
@
@y 0 0 =0
l—Gmy 0 0 ... 0
-z@ 0 0 ... 0
1 —z® 0 - 0
= @Mz f 0 o0
—z@ 0 o0 ... z®
-1 0 o ... 0

Alors (T™),, = Tpn-1,Tpn 2, --T,. On définit alors les ezposants de
Lyapunov de ce produit de matrices, en posant pour 1 <p < d:

1
Mt = lim —/ log]AP(Tn)/| dn
n—ooo N [y
1
ou m 4= lim ~ log|AP(T™),| m-p.p.
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ProposiTIiON 3.3. — On a les relations suivantes pour 1 <p < d:

Tp = A1 — Adt2-p-

Démonstration. — Pour montrer ces relations, il est plus facile
d’utiliser les transformations z — a-z. On fixe un x qui a pour
développement (a;);>0 et alors, pour tout n, on a a;---a, - T"x = z.
Donc,

I =(a1)ay-an-172(02)asan- Tz - (an)1ma(T™)g
= (1) 12(a3) 122 - - (a7) T2 (T,
et donc
(T™); = [(@)re(@h) 720+ (@h)ea)
= [B@)- BT '2) " = [Sa(@)]

ou B(z) est la matrice (a®)}, qui est d’ordre d. On rappelle que
a®*(y) = a1 -y, si a; est le premier terme du développement de z. Les
exposants de Lyapunov de X, sont les opposés de ceux de (T™)’, on a donc
pour m-presque tout x :

1
~Ya == Yamprr = lim ~ log||APE,(z)||

=AM+ A — P+ DA
=2 = A)+ -+ Qpr1 — M)
En effet, si on note f(z) = S, -z, on a f, = X,(x) et comme |det S,| =1,

alors ||APX,(z)|| est, & une constante multiplicative prés, de lordre de
|APHLS, () || /1S () ||PF2. On a donc v, = A1 — Aay2—p. O

4. Rappels sur les sommes de Birkhoff.

On rappelle dans cette partie quelques résultats de théorie ergodique
utiles par la suite.

LemME 4.1. — Soit Y un espace métrique compact, soit Q un
opérateur markovien qui préserve les fonctions continues sur Y et qui laisse
invariante une unique mesure de probabilité v. Alors pour toute fonction

. 1 k . ¢
continue f sur Y, la moyenne n Eog k<n—1 Q" f converge uniformément
surY vers v(f).

C’est un résultat classique, la démonstration est donnée dans [F].
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On suppose maintenant que (A, B, T) est un systéme dynamique et
que 7 est une mesure de probabilité invariante par T

LEMME 4.2. — Soit f une fonction de LL(A) a valeurs réelles telle que

1) 7(f) =0,
2) il existe une constante c telle que pour T-presque tout £ de A, pour
tout entier n > 0, on ait Y p_, f o T*(€) < c.

Alors il existe une fonction g de LL(A) a valeurs réelles telle que
f=9g—goT T-presque partout.
De plus si on impose que 7(g) soit nul, alors cette solution est unique.

Démonstration. — Si g et h sont deux solutions de f = g —goT
7-presque partout et si 7(g) = 7(h) =0, alors on a :

(g—h)oT =g—-h.

Comme le systéme (A, B, T, 7) est ergodique, g — h est constante et donc
nulle 7-presque partout.

Pour tout £ de A, tout entier n > 0, on pose :
n—1
g(6) = foTH©).
k=0

Comme Y724 f o T*(€) < ¢, la fonction

9(&) = sup{gn(£), n > 0}

est finie et est mesurable de A vers R. La fonction g est dans L1(A) car
f < g <c Légalité

gn(Tg) = gn+1(€) - f(g)

entraine que tout & :

9(T¢€) < g(&) — f(§)

Alors, la fonction f — (g — g o T') est négative et d’intégrale nulle; donc
ona:

f) =(g—goT)(&) m-presque partout. ]
On utilisera aussi le résultat suivant :
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LEmMME 4.3. — Soit (X,B,T,7) un systéme dynamique, soit f une
fonction de LL(X). Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) pour w-presque tout z de X, on a limy,_,« | Z:;é foT*(x)| = oo;
2) 7(f) n’est pas nul.

En particulier, si pour n-presque tout x de X :
n—1 .
nlgr;o;foT (z) = —o0,
alors, m(f) est strictement négatif.
La démonstration suit [At], [Ke] et [GuR1].

I1. Cas de la dimension 2

Dans toute cette partie, on se place dans le cas de la dimension 2.
Dans un premier temps on va montrer que Ay est négatif ou nul.

5. )\, est négatif ou nul.

Ce premier renseignement est donné par une inégalité entre || A2S, (z)||
et [|Sn(z)]-

5.1. Une inégalité entre ||A2S,,(z)|| et ||S,(z)]-

Elle est donnée par :

THEOREME 5.1. — Pour tout x de E, on a :

[A28n(2)]| < 2|Sa(2)],
[A%All = sup |Bi;| si A*A=(Bi;)i<i <3
1<4,j<3
3
l|A||=1851223;|ai,j| si A= (a;j)1<ij<3-

Dans toute la suite, on note :
sn=pP +pP +qn et An(z)=|A%S.(2)|-

TOME 51 (2001), FASCICULE 3



594 A. BROISE-ALAMICHEL, Y. GUIVARC'H

La quantité s,, représente la somme des coefficients de la derniére colonne
de la matrice Sy, ; elle est égale & ||.S,,||. L’inégalité précédente s’écrit alors

An(z) < 28p(x).

Avant de donner la démonstration, on énonce un corollaire de cette
inégalité.

THEOREME 5.2. — En dimension 2, les exposants de Lyapunov de
Palgorithme de Jacobi-Perron vérifient

AM>0>X >3, A3<0, A1+A+A3=0.

Démonstration. — Az est défini comme la limite den™! [, log &2(Sy) dr.
On a 62(Sn) = An/gn < 3A, /8, < 6. Ainsi Mg <lim, . log6/n=0. O

Démonstration du théoréme 5.1. — Dans [PU], Paley et Ursell
montrent que A, < S,; la version donnée ici se démontre beaucoup
plus simplement, par récurrence. On donne d’abord des relations entre
les coefficents des matrices A%S,,. On se place dans la base (e}, e}, e}) =
(62 Nes,es Ney, e N\ 62)

LEMME 5.3. — Pour tout n > 0, pour tout x de

E=T*zer1*: 2™ #£0},
k>0

(1) 5(2) 3(3)
n

on note B, Br’, les colonnes de la matrice A%2S,,. On a alors :

1 1 2 2 3
ﬂf,ll = _O‘SL-})-IIB'SLI) +89, @(1421 = ‘agh)tlﬁr(zl) +89, /61(1-31 =Y.

Démonstration. — Comme S, = A;---An,ona A%S, = A2A;---A2A,,
il reste donc & calculer A2A. On a Ae; = ey, Aey; = e3 et Aes =
e1 + aMey + aPes, donc A%2Ae; = eb — aVel, A2Ael = e — aPe}
et A2Ae} = e}. Ainsi dans (e, €3, e}),ona:

—agl) —a(lz) 1 —a%l) —a(nz) 1
A%S,=| 1 0 0f---| 1 0 0
0 1 0 0 1 0
Ce qui prouve les relations annoncées. O
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On peut alors montrer le théoréme 5.1 par récurrence; il suffit de
montrer que pour 1 < 7,5 < 3, les coefficients 3,(i,j) de la matrice A%2S,
vérifient |8, (4, 7)| < 2s, ou si on oublie I'indice j des colonnes | ﬂ,(f)l < 2s,
si 1 < i < 3. On remarque alors qu’il suffit de montrer que : |ﬂ7(11)| < 8p; les
relations du lemme 5.3 entrainent alors que

3 2 2
Iﬁr(l,-zll < 5p < 28541, ‘167(14).1| <Sp_1+ asl.zlsn < 8pt1 + Sn—1 < 28541.

Maintenant, on montre par récurrence que |ﬂ,(L1)| < $p. Si on suppose
que c’est vrai jusqu’au rang n, alors,
1 1 1
188211 = | = 2180 + 82| < (@l + 1)sn + sp2.

1 1
D’autre part, s,41 = aillsn + aﬁl_)Hsn_l + 8,_2. Donc, lﬂfl_,m < Sp41 sauf

. . 2 Lo
éventuellement si afl ll = afw)rl Dans ce cas, on écrit

(=

Sn+1 = (aslz.;)_l - l)sn + aglz_,)_lsn—l + Sp—2 + Sn.

On itére les relations de récurrence pour les derniers termes des égalités et
on trouve

{mﬂ—<wlnw>wwﬂwwz+wnﬂm
Sny1 = (asl_z1 —1)s, + (agH)_1 +aP)sp_1 + (@D +1)sp_2 + 5,3

On a alors :

|3 ,(zl_gll < (0531 —1)sp + (af) - afll) +1)8p—1 + Sp—2 + Sn—3.

(2) (

Comme a,,, + af? > al? —al’ +1, on a donc lﬁn+1| < Spti1-

Pour terminer la démonstration il suffit de montrer que I’inégalité est
aussi vraie pour les quatre premiers rangs; on remarque que l’on a

0 01
Sn = w3S,, ot westlamatrice |1 0 0
010

En posant A_o = A_; = Ag = w, on a alors A2A_, = A%2A_; =
A%2Ay = w; on peut donc écrire S, = [[I-_, A; et A2S, = [[;_, A%A;.
Les relations de récurrence restent valables. L’inégalité est vérifiée pour
n = 0,-1,-2 et sup;; j<3161(, )| = a?, s =1+alV + §2), ce qui
acheéve la démonstration. O
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5.2. Applications aux approximations de deux réels obtenues
par l’algorithme de Jacobi-Perron.

On fixe un point z de X; il a un développement fini ou infini par
I’algorithme de Jacobi-Perron. On peut donc construire une suite finie ou
infinie de triangles 7,, = (J,—2Jn—1Jn) qui sont emboités et qui convergent
vers le point . On a alors :

THEOREME 5.4. — On pose § = —X3/\; > 0. 1l existe € > 0 tel que
pour m-presque tout x de X, pour n assez grand, on a :

1
le = Jull < 5=
Démonstration. — Le point = est & 'intérieur du triangle 7, on a

donc :
lz = Jull < max{HJn 1 = Jull, [In-2 = Jull, [ Jn-1 — Jn—2“}
< V2A4(2)
- qn 2(1.)

On choisit maintenant un point z de F, tel que \; = limilog gn(z) et
AL+ A = limilog A, (x). On sait que 'ensemble de ces points est de
mesure 1. Alors, pour tout € > 0, pour n assez grand, on a :

An($) < e(/\1+)\2+e)n et q5—2($) > e(/\l—s)(Qn—él).
Ainsi on a ||z — J,|| < V2 e e er2=it3)n Doaytre part, on a aussi
1
e" < (gne™)>1. Ainsi,

1

1+é6—¢

||:1: _ Jn” < \/5 eA1—s(ensqn) e(3€+A2—A1)/A1 <

si n est assez grand, car Ay — A\; + 3¢ est strictement négatif si € est assez
petit. O

N

Pour répondre & la question posée par Lagarias [Lal], savoir si
lim,— oo gullz — Jnll = limpooo [{gnz}]|| = 0, il reste & démontrer que
A2 est strictement négatif et on aura en fait pour € > 0 bien choisi
lim,, o0 g1 7¢||z — Jn|| = 0. Pour faire cela on va étendre de fagon naturelle
la transformation T aux drapeaux.

A partir de maintenant, on suppose que A2 est nul et on va obtenir
une contradiction.
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6. Extension de I’algorithme aux drapeaux.

6.1. Définitions des extensions.

On étend maintenant la transformation aux drapeaux; cela revient
3 préciser & quelle droite chaque point  de X C P2 appartient. Une telle
droite D, C P? est entierement déterminée par un vecteur directeur u.
Un point y de R? est sur D, si Ty = aju;, avec o; dans R.

On appelle drapeau de P? la donnée d’un point z de X et d’une
droite D,, issue de z. On note F, I’ensemble des drapeaux de P% et A C Fa,
I’ensemble des drapeaux d’origine z dans X.

On remarque que pour tout réel A non nul, les drapeaux (z,u) et
(z, Au) sont les mémes, on peut donc identifier A avec X x P! ou P! est le
cercle unité de R? ol on a identifié les points u et —u. On note £ = (z,u)
un point de A. Des sous-variétés spéciales de F» s’introduisent par la suite :
pour une droite D de P? (respectivement un point p de P2), on note D
(respectivement p) I’ensemble des drapeaux dont I'origine appartient & D
(respectivement dont la droite passe par p). On a encore une décomposition
de A en simplexes. On définit maintenant la distance d sur A utilisée
dans la suite.

DEFINITION 6.1. — Pour £ = (z,u), £’ = (¢/,v') dans A, on pose :

d(§,¢') = 6(z, ") + d(u, u).

6 est la distance sur X précédente, elle est contractée par toutes les
transformations a — a - x, avec a dans As. Ici, 9(u,u’) désigne la valeur
absolue du sinus de Pangle entre les vecteurs u et u’.

ProposITION 6.2. — d est une distance sur A.

Démonstration. — 1l suffit de montrer I'inégalité triangulaire pour 0.
En dimension 2, c’est élémentaire. O

Si on munit R? du produit scalaire habituel (-,-) et de la norme
euclidienne || -||, alors pour calculer la distance O on peut utiliser les
formules suivantes :

o O(u,u)=[1- (u,u’)2]1/2 =|lu Au'|| si uetu sontdans P!,

(u, u')?

S ol Rl = si uet u sont dans R2.
flwl|? {12

. /2 Jund|
e O(u,u) = (1 ) ]l - (1]
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Comme T est localement projective, on étend naturellement 7' & A
en regardant comment T transforme la droite; on note T cette extension.
Soit £ = (z,u). Le vecteur u est transformé par T en T,u ot T, désigne la
matrice jacobienne de T au point z. On a de plus :

(2)
T — ~ oy ;<11_)] 1 [_x(z) 33(1)]
ety o] @Rl o

donc par exemple dans X x (R?)*,ona:

Te = ({%} {;%} MO x(l)um),u(l))_

On étend exactement de la méme fagon les transformations z +— a -z
de X & A. En utilisant les notations précédentes, on trouve par exemple,
avec £ € A:

a-&=(a-z,a,u)

1 :L'(l) —+ a(l) 2 1
— . ) 2) @)y _ .2 (1) 1
o (:1;'(2) +a® ’ 2@ + o@)° ul )a ul (17( +a ) u )(:1; + af )))

Si w, = (a1,...,a,) est admissible, on note w, - £ le drapeau défini par
récurrence par : Wy, + £ = wp—1 - (an - ).

On étend aussi 'opérateur markovien P & A. Pour une fonction f
de A vers C, on définit si & = (z,u),

Pf&)=Y_ f(a-&p(z,a).

a€ A
Remarque. — P préserve les fonctions analytiques sur A, continues
sur A, ete. (cf. 2.3).

6.2. Construction de la mesure 7.

On suppose maintenant que A est nul. Alors, si z admet (a,)n>1 pour
développement par 1’algorithme de Jacobi-Perron, le produit de matrice

so=[1 a7 o] 17 el
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admet donc trois exposants distincts. Il en est de méme pour le produit des
matrices inverses

so=[ [ ][]
= B(T"z)B(T" 'z)--- B(z)

ou B(z) est la matrice

-a” 1 0
—a(lz) 01
1 00

On remarque que S, !(z) -z = T"z.

On note (X,T,7) lextension naturelle du systéme (X, T,m). Un
point de X de projection = dans X sera noté £. On peut voir X comme
Pensemble des suites (a,)nez de Az qui vérifient pour tout k de Z, (an)n>«
est admissible. T peut alors étre vu comme le décalage & gauche des suites
bilateres.

Le théoréme ergodique multiplicatif [Os], [Ra] assure alors I'existence
d’un ensemble B de B, #(B) =1, T-!B = B, sur lequel on a :

ProposITION 6.3. — Pour tout & de B , il existe trois vecteurs
linéairement indépendants €%, e et e tels que

1) les fonctions % +— e’” 1< j < 3, sont mesurables de X vers R3;
2) B(2)Re? = Re® (i = 1,2, 3);
3) siv = aef + bed + cet, alors
/\1 si ¢ 75 0,
lim — log”S E)v||=40 sic=0,b#0,
n—oo N
—A1 sic=b=0,a#0.

DEFINITION 6.4. — On appelle drapeau contractant du cocycle S, (%)

le drapeau &(z) = (%, €% A ef) de P? qui est associé pour - presque tout
aux deux sous-espaces vectoriels de R? :

.1 “1/x ;
Vi(z) = {’u eR3: nlin;o -~ log ||S;; 1 (&) < —)\1} = Ref,
.1 1. 3 .
Va(z) = {v eR3: nh_'ngo - log ||S;, 1 (2)v]| < 0} = Re7 & Reg,
ou €% et e sont définis par la proposition 6.3.
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ProposiTiON 6.5. — Considérons le drapeau contractant £, de
S-1(z). Alors &, = &(x) est d’origine x. Soit p une probabilité sur A,
non concentrée sur un ensemble de la forme p U D C A ou p est un point
de P? et D une droite de P?. Alors pour m-presque tout x, &, est un atome
de chaque valeur d’adhérence de la suite de mesures Sy (z) - fi.

Remarque. — Dans la proposition 6.5, I’énoncé le plus naturel est le
suivant : si u ne charge pas de sous-ensemble de la forme pU DcC A, alors
Sn(z) - 1 converge vers 6¢,. Cet énoncé est plus simple & montrer mais ne
suffirait pas ici.

Démonstration. — La condition 2) de la proposition 6.3 permet
d’écrire B(z) - £, = &r, et donc &r, = T&z. La définition de &, et la
proposition 6.3 montrent que &, ne dépend de & que par I'intermédiaire
de z, ce qui justifie la notation. Si z(z) désigne 1'origine de &, on a donc
z(z) = a1 - 2(Tx), ceci implique z(z) = z. Donc &, est d’origine x.

Si S;Y(z) = K, D, K], est la décomposition de Cartan de la matrice
S-1(z), on sait alors que

n
-1 -1
(ERIECT )
converge m-presque partout vers une matrice symétrique dont les valeurs
propres sont el e~*. De plus lim, K’ 'DY*"K! = K''DK'.
La matrice D est diagonale, D = diag (et,1, e*1), et la base K''e; est
la base orthonormée associée & la base ef.

i/2n _ K,’l_lDimnK;

En particulier, pour tout drapeau £ de A, la suite K;_l - & converge
vers K’ ! -&. On note X7 C X, ’ensemble des points de X qui vérifient
ces convergences. On fixe x dans X; et n; une suite d’entiers strictement
croissante telle que K ! converge vers K 1. Soit p le point de P? défini par
Ke; et D la droite définie par (Ke;, Keg). Puisque S, = K;L_lD;lK;l,
les convergences précédentes montrent que si £ ¢ pU 13, ona:

lm S, €= &.

Soit maintenant une mesure non concentrée sur un ensemble de la
forme p’' U D'. On appelle p, p la restriction de p au complémentaire de
pU D et ¢ la masse de i, p (¢ > 0). Le lemme de la convergence dominée
entraine donc que lim; o Sn; - thp,p = €6¢,. On en déduit donc que toute
valeur d’adhérence de Sy, - i1 est supérieure & £6¢, oit € > 0 est une constante
qui dépend de p et de la sous-suite choisie. Ainsi £, est un atome de chaque
valeur d’adhérence de S, - p- O
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Sur A, on définit alors la mesure de probabilité 7 par

#(f) = /X f(&2) dn ().

On a alors :

PROPOSITION 6.6. — La mesure T est invariante par T. L’opérateur P
est I'adjoint de T' sur A relativement & la mesure 7. Le systéme dynamique
(A, Ba,T,7) est mélangeant.

Démonstration. — On remarque que si f est dans LL(A), alors la
fonction ¢ définie par ¢(z) = f(&,) est dans L1(X). On a alors 7(f) = m(¢p).
La proposition découle donc des faits suivants : f{z = &7, et west invariante
par T, P est 'adjoint de T sur X relativement & 7 et le systéme (X, B, T, )
est mélangeant. O

En fait, on va montrer beaucoup plus :

THEOREME 6.7. — La mesure T est 'unique mesure de probabilité
sur A qui se projette sur la mesure  sur X et qui est invariante par P.

La démonstration du théoréme 6.7 va se faire en plusieurs étapes.
Soit z fixé dans X ; on définit les suites (a;);>1 et (;)i>o par

o =2

To =01 T1

1 =a2-T2 OU I =aiaz- I

Tpno1=0Qp -Tp OU T =0103...0y Tp.

On a alors le résultat suivant :

LEMME 6.8. — Soit w, = (a1 ...a,) admissible. Alors la loi n,,, de z,
sachant w,, a pour densité (par rapport a m) :

dn.,, (@) p(T,wn)

dr - Jx p(z,wy) dr(z)

Remarque. — Comme w, est admissible, la fonction p(-,w,) est
strictement positive sur au moins I'un des deux triangles W, ou W..
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Démonstration. — Soit A un ensemble mesurable de B, quitte a le
découper en deux, on peut toujours supposer que A est entiérement contenu
dans I'un des triangles W, on a alors :

mlay...an- Al 7w, - A
mlay . an-X| Twn-X]

oll wy, - A désigne 'image de A par la transformation x — w, - . Pour
calculer 7|wy, - 4], on va utiliser le fait que pour tout n > 0, P™ laisse la
mesure 7 invariante. On écrit

On

W[$n€A|wn] =

(on fait ici la somme sur tous les #,, qui sont z-admissibles 6,, = (b ...by)).
On a donc :

m(wn - A) = 7(lo,a) = T(PM1e.4) = /X S L 4(0n  2)p(z,0a) dr(2).
0

Comme 'image par 6,, de la partie de X sur laquelle on peut le faire
agirest Ko, = Ky, NT 'Ky, N... NT~ "V K, et comme (Kjy, )s, forme
une partition de X, on a donc :

0 si O, # Wn,

1, .4(6, - ) =
wa(bn - 2) {IA(x) si 0, = wn.

Donc on a 7wy - A] = [y 14(x)p(z,w,) dn(z). De méme on trouve que
T[wn - X] = [ p(2,wn) d7w(z). Ce qui montre bien le résultat annoncé. O

On appelle S5y 'ensemble des suites admissibles de longueur finie. On
note M I'adhérence de I’ensemble des mesures 7., quand w parcourt S(y).

LEMME 6.9. — Si 7 est dans M ; alors n admet une densité par rapport
a m qui est une fonction analytique sur X. M est relativement compact
pour la norme des variations des mesures.

Démonstration. — Soit 1 une mesure de M, alors il existe une suite
w(™) de points de S(y) telle que pour toute fonction continue sur X, bornée,
on ait 7(f) = limy oo Ny (f)- La mesure 1, a pour densité Ctep( -, w™)
par rapport & w. Sur chacun des triangles W, et W, cette fonction est
analytique bornée. Le théoréme de Montel [Mo] montre donc I'existence
d’une sous-suite de d7,,m)/dm qui converge vers une fonction analytique
bornée sur X et donc i admet bien une densité par rapport a m et cette
densité est analytique sur X.
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Si maintenant on prend une suite de points de M, cela revient a se
donner une suite de fonctions analytiques bornées sur X. On peut encore
appliquer le théoréeme de Montel et on en déduit I’existence d’une sous-suite
convergente dans M et donc M est relativement compacte pour la norme
des variations des mesures. O

On aura aussi besoin d’un autre résultat pour montrer le théoréme 6.7.

On note a® = a; et a - 7 la mesure image de 7 par la transformation
a:xw— a-z,avec a dans A;. On a donc :

o n(f) = /X f(a-z)dn(z);

2)

éventuellement, si a{!) = a(®)| on integre sur le triangle W,.

LEMME 6.10. — Soit a dans As ; pour w-presque tout x de X, si p(z, a)
n’est pas nul, on a :

p(Tz,a)

da-n(m)={0 si a#a”,

dmr 1 si a=a".

Démonstration. — Pour montrer ce résultat, on utilise le fait que 7
est une mesure invariante par P. Fixant une fonction f dans L1 (X), on a:

W) =PH = [ ¥ fa-2)pla,0) dn(a).
X a
Mais pour tout = de X tel que p(z, a) n’est pas nul, on a Ta - ¢ = . Ainsi,
0= [ 3 fla-0)p(Ta-2,0) dn(e)
= Z/Xf(a-:v)p(Ta-a:,a) dr(x)

éventuellement en prolongeant les fonctions p( -, a) par zéro la ou elles ne
sont pas définies. Dans chaque intégrale, on fait alors le changement de
variable £’ = a - . L’ensemble X est transformé en K,. Donc,

(=Y /K £(2)p(Tz,a) d(a - 7)(z).
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Mais si = est dans K, alors a® = a, donc

da- -7

(=Y [ 1@nrs.0 G e dn(a)

da® -7

dr

=/ f(z)p(Tz,a”) (z) dn(z),
x

car [, 4, Ko = X. Ainsi, m-presque partout, on a :
da® -7
dm

Si maintenant, on fixe x et a de A; tels que a # a*, alors comme la
mesure a - 7 a pour support K, qui est disjoint de K =, on a :

p(Tz,a”®) (z) =1.

de -7
dm
ce qui montre le résultat annoncé. O

(z) =0,

On passe maintenant aux drapeaux. On rappelle ici que P f est défini
sur A par

Pf(&) =) fla-&)p(z,a,0) si &= (zu).

On cherche les mesures de probabilité qui sont définies sur A, qui sont
invariantes par P. Puisque 7 est I’'unique mesure P-invariante, elles sont de
la forme

o) = /A F(€)va(d€)m(dz)

olt (Vz)zex est une famille de mesures sur {z} x P! qui est contenu dans A.
On peut voir les mesures v, comme des désintégrations de v et donc la
fonction z — v, est mesurable. On peut donc aussi supposer que les v, sont
des mesures de probabilité sur {z} x P!. Comme la mesure v, ne charge que
les sous-ensembles de A de la forme {z} x P!, on utilisera le plus souvent
la notation abusive suivante :

() = /A F () (du)n(da).

LemMME 6.11. — Soit U une mesure sur A de la forme v(f) =
Ja f(z,w)vy(du)w(dz). Alors U est invariante par P si et seulement si
pour m-presque tout x de X, on a :

a® - vry = vg.

La démonstration est classique, elle est laissée au lecteur.
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LEMME 6.12. — Soit p un point de P2, soit 7 une mesure de probabilité
sur A qui est invariante par P. Soit o une permutation de G, et W, la
partie de X correspondante. Alors sur un ensemble non négligeable de W,
ona:vgy(p) < 1.

Démonstration. — On appelle A, I'ensemble des a de A, tels que K,
est contenu dans W,. A, est I’ensemble des a de Ay qui vérifient : si x
appartient & W, alors a -  est encore dans W, en particulier p(z,a) > 0.

Supposons que, pour w-presque tout z de W, v,(p) = 1. Montrons
alors que, pour tout a de A,, on a a-p = p. Sinon, supposons a - p # p
et considérons ’équation (valide m-presque partout) a - vy = v,., dés que
p(z,a) > 0. On a donc pour tout a de A,, m-presque partout sur W,

Vaz(P) = a vz (P) = vz(a™' - p) = L.

Cette condition signifie que, m-presque partout sur W,, v, est
concentrée sur le drapeau d’origine x dont la droite passe par a! - p.
Comme on a aussi v (p) = 1, m-presque partout, on en déduit, sia=!-p # p,
que les points z, p et a~! - p sont alignés m-presque partout sur W,. Donc
la restriction de la mesure ™ & W, est portée par la droite qui passe par les
points p et a~! - p. Ceci est impossible car 7 est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue. Ainsi pour tout a de A,,onaa-p = p.

Si p = (a,08), le point a-p a pour coordonnées (o',f') avec

o =1/(B+a?), B =a+aV/(B+a?). L'équation a - p = p revient
alorsda =1/(8+a®) et B = (a+ aM)a donc a
od+aWa?+aPa=1.

Mais si o est I'identité e, A. = {a € Az : 0 < aV < a@} et si o est

la transposition qui échange 1 et 2, A, = {a € Ay : () =0, a® > 0}.

L’équation a-p = p revient donc dans le premier cas & a®+aMo2+aPa =1

pour tous les entiers tels que 0 < a < a®, dans le second cas &

a® + a@a = 1 pour tout entier a/® > 0. Il n’y a pas de solution pour

ces deux familles d’équations. Il n’existe donc pas de point p de P? tel que

A, - p = p. Ainsi, on a v;(p) < 1 sur une partie non négligeable de W,. 0O

On définit alors pour w, = (ai,...,a,) une suite admissible la
mesure v, sur A par

_ fA [z, w)vz(du) p(z, wy) dr(z)
[x p(z, wn) dmr(z) :

) = [ vel)dne, @
On a alors :
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ProprosITION 6.13. — Soit x un point de X dont le développement
par ’algorithme de Jacobi-Perron est (an),>1 et soit v une mesure de
probabilité sur A invariante par P. Alors la suite a - - - ay, - v, =wn-V,
est une martingale qui converge m-presque partout vers v,. De plus pour

m-presque tout x, £, est un atome de v,.

Démonstration. — Par définition de v/, on a :

wn V), =Erlvg|ay,..., 0]

Donc wy, - l/i,n est une martingale qui converge presque partout vers v, au
sens vague.

Pour montrer la deuxiéme assertion, on écrit :

N p('awn)ﬂ'
v, =/uzdwnz ou 7, = -
- Teon(E) O Tow = Tl ) dn(a)

Le lemme 6.9 permet d’extraire de 7,, une sous-suite convergente en
variation totale lim, o7, = g(-)7. La fonction ¢ est de plus une

fonction analytique sur X; c’est la limite de la suite de fonctions
p(+,wn)/ [ p(z,wn) dr(z) et elle est non nulle sur au moins I'un des W,.

On a alors :
v =limy, , = /qu(x) dn(z).

On vérifie alors que pour tout point p de P? fixé, toute droite D fixée,
V(U D) < 1. Comme n(D) = 0, alors v/(D) = 0. Si on avait /() = 1,
on aurait 7-presque partout sur au moins un des Wy, v,(p) = 1. D’apreés le
lemme 6.12, c’est impossible.

La proposition 6.5 dit alors que &, est un atome de n’importe
quelle valeur d’adhérence de a; ---a, - ¥'. Comme la variation totale de

la mesure a - - - @y - u(",n, —ay -Gy -V est égale A la variation totale de la
mesure v,, , — v/, on en déduit que
n
. . . '
Ve = lim wp - vy, = lim wy -y, , = lim wy - v > ebg,. O
n—oo n'—o00 n n’—o0

Remarque. — Si on pose e(z) = sup{e > 0; v, > £8,}, la fonction ¢
est mesurable.
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Démonstration du théoreme 6.7. — Soit ¥ une mesure de probabilité
sur A, on suppose que ¥ est ergodique et invariante par P. On va montrer
que 7 ne peut étre que 7. La proposition 6.13 montre qu’il existe une
fonction mesurable strictement positive telle que

v= /yz dm(z) 2/ e(x)be, dm(z).
b
On a aussi :

PAF > / (e(@) A 1), dn(z) > 0.
X

Mais, 7 = vAT+ (U —DAT) et comme ¥ et T sont toutes les deux ergodiques,
onadonc VAT =0oubien v AT = b.

Le cas 7 A ™ = 0 est impossible & cause de 'inégalité précédente; le
cas U AT = U entraine alors que 7 = 7.

La mesure 7 est donc 'unique mesure de probabilité sur A qui est
ergodique et invariante par P. O

Remarque. — On ignore si 7(p) = 0 pour tout point p de P2. Ceci
entraine des complications techniques dans la démonstration précédente.

7. Propriétés de contraction de P et équations
cohomologiques.

On suppose toujours que Az est nul. Soit & dans ]0, 1], on dit que la
fonction f est e-héldérienne sur A, si son coefficient de Holder [f]. est fini.
La quantité [f]. est définie par

1) - 1€
d(§,¢)¢
ou ’on prend le supremum sur les couples de drapeaux qui sont différents

et qui ont leur origine dans le méme triangle. On appelle H.(A) I'ensemble
des fonctions holdériennes sur A. On définit aussi la norme de f par

£l =St;p|f(§)|-

[f]a = Sup

Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant et d’en déduire
la régularité des solutions g de ’équation f = g — Pg ou f € H.(A) est
donnée :
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THEOREME 7.1. — Il existe un entier n > 0, il existe € dans |0,1] et
deux constantes 0 < a < 1 et 8 > 0 tels que pour toute fonction f de
H.(A) on ait

[P"f]. < alf] + BIIfIl.

Démonstration. — Elle est fondée sur un argument de [LeP] repris
dans [GuR2]. On fixe € dans |0, 1[, n un entier, une fonction f de H.(A)
et un couple de drapeaux différents (&,¢’) = ((z,u), (z',u’)) qui ont leurs
origines dans le méme triangle. Alors,

[P f(&) = PNl _ Z |f (@n - ©)p(,wn) = f(wn - €&’ wn)]

d(§,&')e d(¢,¢')*
<112 (2o ) pi0, )
Ip(l‘ wn) - (x’ wn)l
+ HfHZ dE.E)

Le deuxiéme terme ne va pas poser de probléme; en effet, les fonctions
p(,wn) sont analytiques sur X, elles ne dépendent pas de la direction
choisie et on a donc si z et 2’ sont distincts :

p(z,wn) — p(e, wn)| _ [P(z,wn) — P, wn)|
d(¢,¢)e - 6(z,z')
lo(x, wn) — p(x', wn)
£ 6(x, )¢
90(‘7;""}71) h’(wn ) x) _ h(wn i .’L")
§(z,z')el  h(z) h(z’)
’SO(%wn) - ‘p(zluwn)l
6(z,x")e

<cC

+ L0802 e+ ),

ou [h] est le coefficient de Lipschitz de la fonction analytique h, ¢ est
une constante non nulle qui minore h, C' est une constante positive qui
majore le rapport h(x)/h(y) sur X2. Les fonctions ¢( -,w,) sont les poids
de Popérateur ", (- ,wy,) est dérivable sur X et on a :

|‘P($awn) - cp(x',w")l C
-,Wn)| = sup < .
[‘P( )] iy §(z, x') (agz) - (1512))4
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Ainsi,

lp(z,wn) — oz’ wn)| N1— c
E , < sup é(z,z') "¢ -
d(§,&')e - :v;éaI:)’ (@) ; (@ - o)

<o ()"

a>1

Wn

Cette derniére série est convergente. Comme la série ) |, ¢(x,wn) converge
aussi, on a donc bien montré ’existence d’une constante finie § > 0, et ceci

quelles que soient les valeurs de € dans ]0, 1] et de n.
On estime maintenant le premier terme ) (é(i;—é%)f/))sp(w, Wn).-
Ona:

(d(wn -&,wn '5,))6

8(wn - Ty wn, - ') + O((wn) 5w, (wn)hu')\ &
g ) = )

8(z,z") + O(u,u’)
8(wn - Tywn - ') O((wn)hu, (wn)lu')\¢
= ( 6(z,x") + O(u,u’) )

ou éventuellement I’'un des deux termes n’existe pas et vaut 0,

Wn & wn - E)\E Wn " T,wn - ')\ O((wn) e, (wr)o u')\ €
(d( dé,{’) é)) S(6( 6(2,25’) )) +( . g(u,iﬂ)) )>
O((wn)ou, (wn)hu')\e
Spne+< (( 29(u,(u’)) ))

car § est contractée par toutes les transformations a de Az. Ainsi,

e
< +Z( ()t e ),

Pour démontrer le théoréme 7.1 il reste & montrer que ’on peut rendre

O(wn)lu, (wn)u')\ e
"¢ + su su L = T,w
e e s 3 (T ) plaen)

strictement plus petit que 1 si on choisit bien ¢ dans ]0, 1 et n dans N*.
On utilise ici les propriétés des exposants de Lyapunov associés a T. On
appelle ici M I’ensemble des couples de drapeaux (§,¢') = ((z,u), (z',u’))
qui ont leurs origines dans le méme triangle et qui vérifient u # u’'.
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On note P, ’ensemble des applications projectives de R? vers R. On définit
I’application 6 de P, x M dans R, par

_ 9azu, al,u')

Alors 6 est un cocycle multiplicatif. En effet on a (ab), = a; b, et
b-&=(b-z,bu), (ab)u = aj . (blu) ce qui entraine

g(a‘b’ (g’ 51)) = 0((1, (b ) f’ b- f'))a(% (§’ 6’)) .

On compactifie M en lui ajoutant M’ ol
M ={(z,V):z €, VEMp_py}

M, est I'ensemble des drapeaux de dimension 2 de R2, c’est-a-dire
P’ensemble des couples V = (V;, V,) d’espaces vectoriels vérifiant V; C V3,
dimV; =1 et dim V5 = 2. Ici, comme V, = R?, on peut identifier M’ & A.
On note :

M=MUM.

On munit alors M de la topologie suivante : M est un ouvert de M
et (&n,&),) converge vers (z,V) si et seulement si lim, o0 6(Zn,z,) = 0,
limp— 00 O(tn, u,) = 0, c’est-a-dire z,, et ), convergent vers z, V( Y2 = Ru,
converge vers V; et V,g = Ru,, @ Ru!, converge vers V, = R2. On appelle
alors u un vecteur unitaire qui engendre V1, u A u’ un bivecteur unitaire qui
engendre V5.

On peut alors prolonger par continuité la fonction 8(a, (¢,¢')) & M,
en posant :

l|azull? llazull?
Ce qu’on écrit :
det(al)|
f(a,&) = Lﬁ avec |ull=1
T

car on peut identifier M’ avec A.

La fonction (£,&') = 3, 8(wn,(§,€))°p(z,ws) de M vers R se
prolonge alors par continuité au compact M et il existe donc &, dans M
tel que

sup Ze Wn, (€,€ )) p(z,wn) = Za(wnaén)sp(xmwn)'

(£.£1)eM "
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Pour tout réel z, on a e” < 1+ z + 2z%el*l; on a donc pour tout
entier n :

Un,e = Zo(wnaén)sp(mmwn)

<1+e)  1ogh(wn,&n)p(Tn,wn)

Wn

2
e
+5 > log 8(wn, )] eV 0B o t)lp(z,, ).

Wn

LEMME 7.2. — La série

3" [log 8w, €)]” el B Dlp(z, w,,)

Wn

converge uniformément sur M.

Démonstration. — On a :

| det((wn)z)
A [PRiRE
Comme (wp)’, est inversible, on a :
flull
S (PR

Ainsi, on obtient :
9(‘*)117(5»5/)) < Sgpidet((wn);)l ” (wn)z) 1“

On rappelle que w,, - T =ay -+ ap - = Sy - ; comme det .S, =1,ona:
1 < 1
(Gn—20M + gr_12® +¢,)3 ~ g3

Si on note (¢n—2, gn—1,¢») la derniére ligne de la matrice Sp, on a aussi :

[[(@n)e) 71| < 201A%8all - 1Sall < 411Sall?,

|det((wn)z)| =

d’aprés Pinégalité du théoréme 5.1. On a donc 0(wn,§) < Cgy. Alors,

Z[log 0(wn,5)]2e€“°€9(wfm,§)lp(x,w <Cl Z log(an)]quLp(a:,wn)

Wn,

< C.y Z [Og(CQn)]

Cette derniére série converge dés que 3 — & > 2 donc dés que e < 1. O
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LeMME 7.3. — Il existe un réel v, —\; < v < 0, tel qu’a partir d’un
certain rang, on ait :

Zlogﬁ(wn,ﬁn)p(xn,wn,an) <ny<0.

Wn

Démonstration. — En utilisant la propriété de cocycle de 8, on montre
le résultat suivant :

LEMME 7.4. — Pour § = (z,u) dans A, on définit f par

= 3" log0(a,€) p(z, a).

On a alors :
n—1
> 108 0(wn, &n) P(Tn,wn) = D P f(€n)-
wWn k=0

Démonstration. — On note w, = ajas - - - a,. La propriété de cocycle
de 6 entraine que

IOge(wrugn) = ZIOga(aka Q41 0p - 571)
k=1

On a aussi pour tout & :

P(Zn,wn) =p(az- - an-Tn,a1) - P(Akg1 - Cn - Tn,ak) P(Tn, (Akg1 -+ @n)).

On a alors :
3" g 0w, Ex)p(min) = 3 2 (ZlogO(ak, Wh_g+&n)
Wn k= lw

X P - Tny k) )P (T, i)

avec w),_, = (@k41---an), CAT

Z Y plaz--an-Tp,a1) - plak - an - Tn,ax-1) = 1.

Ak —1
D’ou

n

Z IOga(wn’gn)p(zmwn) =z Z f(w;—k gn) (:L'ny Z Pkf(gn

Wn k=1 w:;—k

O
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Fin de la démonstration du lemme 7.3. — La fonction f étant continue
sur A, le lemme 4.1 entraine que n~} Zz;é Pk f(¢) converge uniformément
vers 7(f). De plus,

7(f) / f(&) dm(z / Zlog@ a,&;) p(z,a)dn(z).
Notant g la fonction g(¢) = log8(a®, T€) si £ = (z,u), on a ﬁg({) = f(€) et

7(0) = [ Poe)dnta) = [ gl dn(a) =da = da = —Ai <0
X X
car A = 0 et \; > 0. On en déduit alors qu’il existe un réel v, —A\; <y <0
tel qu’a partir d’un certain rang, on ait :

n—1

> PEf(E) <my <o

k=0

Ceci termine la démonstration du lemme 7.3 |

On peut alors finir la démonstration du théoréeme 7.1. On fixe un
entier n assez grand pour que I'inégalité du lemme 7.3 soit vérifiée et on
choisit alors € dans ]0, 1[ assez petit pour que

1) -1 <nye <0,

2) le terme " + 12, [log 0(wn, (6,€))] e 80 €€ Ip(z, )
soit négligeable devant nye. On en déduit que

supz (M) p(z,0m) <o < 1,

d’ou le théoréme 7.1. O

On fixe ainsi € et n dans toute la suite. On peut alors montrer que :

THEOREME 7.5. — Si f est une fonction de A vers R telle que 7(f)
est nul et Pf est dans H.(A), alors il existe une fonction g de H.(A) qui
est solution de ’équation

Pf=Pg—g.
De plus si on impose que 7(g) soit nul, alors cette solution est unique.
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Démonstration. — Comme pour tout f de H.(A), on a:

[P"f]. < a[fle + BIfI,

le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu [ITM] donne la décomposition
spectrale de 'opérateur P dans H.(A) : il a un nombre fini de valeurs
propres de module 1 qui sont de multiplicité finie et le reste du spectre est
a lintérieur d’un disque centré en 0 et de rayon 0 < p < 1. On peut écrire :

p
Pf=3 NPf+Rf

=1

ou les A; sont les valeurs propres de module 1, les P; sont les projections
sur les espaces propres qui sont de dimension finie et R est un opérateur
linéaire de H.(A) qui a pour rayon spectral r strictement 1nfer1eur al
Comme le systeme dynamique (A, BA,T 7) est mélangeant et que P est
I’adjoint de T relativement & 7, on en déduit que 1 est 'unique valeur
propre de module 1 de P et qu’elle est simple. De plus, comme Pl= 1, on
en déduit que pour tout entier n > 1 pour toute fonction f telle que P f est
dans H.(A), on peut écrire :

P"f =%(f)+ R"f avec ||R"f|| <7"|fl

Ainsi si g et h sont deux solutions de Pf = Pg — g et si 7(g) =7(h) =0,
alors on a :

P(g—h)=(g—h)

donc g — h est constant (car dans H.(A)), donc nul.

Soit f une fonction telle que Pf est dans H.(A) et d’intégrale nulle;
on peut maintenant exhiber une solution de I’équation :

}Bf:f’g—g.

En effet, la solution ne peut &tre que g = — Y 7o, P¥ f; on va montrer que
g est dans H.(A) ce qui terminera la démonstration du théoréme 7.5.

Comme 7(f) =0, on a Pmf = R"f donc,

1P £l < 7 I£1-
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Soit k£ un entier, on ’écrit k = kyn +nj avec 1 <n; < n;on a alors :

[PEfle = [(P™) (P™ )l

a[(PM)E=1(P™ f)]_+ prot—DEmy g

IN A

< akl [ﬁnlf]e + ,B(T‘n(kl_l)+nl + arn(k1—2)+"1 4o ak1—1rﬂ1)“f||.

Quitte & changer de r, on peut toujours supposer que a < r™, alors on
obtient :

Sk ki[pn1 pr*
[P*£]e < " [P fle + = — I fIl.

Donc, on a :
N
Prf) < YIPS.
S Ifll =
(X a’“)(Z[Pffl )ttt
Ic=1

k1=0
ﬂllf”
(Z[Péf] ) )1 =7)

qui est une constante indépendante de N. Ceci montre que la fonction
g = —Y e, P¥f est bien dans H.(A) et termine la démonstration du
théoréme 7.5. O

x~
Il

i

ﬂ

IA

I/\

On est maintenant en mesure de compléter le lemme 4.2.

COROLLAIRE 7.6. — Soit f une fonction de Li(A) & valeurs réelles;
on suppose que

1) 7(f) est nul,
2) Pf est dans H.(A),

3) il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout entier n > 0, pour
F-presque tout € on ait Y p_y f o T*(€) < c.

Alors il existe une unique fonction g de H.(A) telle que

7(g) =0, f=g—go T 7-presque partout,

lsf = ]39 — g partout.
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Démonstration. — Le lemme 4.2 entraine I’existence d’une fonction g
de Li(A) telle que

7(g)=0 et f=g—go T #-presque partout.
Comme g est dans L1(A), on a:
Pf = ﬁ(g —go T) = Pg— }3(9 oT) = Pg—g T-presque partout.
Mais le théoréme 7.5 dit que g1 = — Y 7o, Pk f est P'unique solution de :

g1 est dans H.(A), 7(g1) =0,
Pf=Pg, — g, partout.

On en déduit que ¢; est égale T-presque partout & la solution g précédente.
Ainsi g; vérifie :

g1 est dans H.(A), 7(g1) =0,
f=g1—gioT 7-presque partout, O
13f = ﬁgl — g partout.

8. Fin de la démonstration de )\, < 0.

On suppose toujours que A est nul. On définit maintenant le cocycle o
sur G1(3,R) x P2 par

e
@(0.6) = 1= s €= (mu)

Alors, on a :

LEMME 8.1. — Pour 7-presque tout £ = (z,u) de A, siw,, = ajas - - ay
représente les n premiers éléments du développement de x par Palgorithme
de Jacobi-Perron, on a :

lim = log [a(wn, T™E)] = Xa = 0.

n—oo 3N
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Démonstration. — Comme w,, - = S, -z et det S, =1,on a:
1
(Qn—2m(1) + %-117(2) + Qn)3

idet((wn)lz)l =

La mesure 7 ne charge que les drapeaux de la forme &, = (ef,ef A ef).
Ona:

= [(wn)ngef A €S
own, TTE,) = = .
me | det((wn)7nz)l
En utilisant la proposition 6.3, on obtient le résultat. O

On définit maintenant la fonction f sur
= A\ {¢=(z,u): 2V =0}

par f(§) = % log a(a®, T{), ot a® désigne le premier terme du développe-
ment de x dans Palgorithme de Jacobi-Perron. On remarque déja que :

LEMME 8.2. — La fonction f est continue sur A*, elle est dans L1 (A).

Démonstration. — Comme (2/7)|0] < |sinf| < ||, il suffit de
montrer que la fonction (z,0) — f(z;cosf,sinf) est continue sur
10,1] x [0,1] x [———7r, 277] C’est bien le cas car si £ = (z;cos6,sin6)
ona:

T¢ = (Tz,u')

(2) 1
= (gm (@)W,

a®)®; cos 0z — sin 0z, cosb).
Gy

Alors,

(@), = 1 0 -17 [0 —(zM)
e = Wl — (@)D + @) OF | L =2 |7 o0 g0 |

On a donc :
f(€) =logz® — %log[(cos 02 — sin 0z(V)? 4 cos? 6].

Cette formule montre bien que f est une fonction holdérienne sur les
compacts de A*. Une étude de la fonction 8 — f(€) sur [—2 —m, %71]

2
montre que
1 2(zM)? ]

O
g %8 [1 + (zM)2 + ()2 + VD

sf(é)sll

. [1 + (zM)? +2(:c<2>)2 + \/B}
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avec D = (22MWz@)2 4 (1 — ()2 + (z(?)2)2. Ainsion a :
9z(1) I

14 (zW)2 + (2@)2+ VDV

1, 1+ M)+ @@)2+vD

- log] 1}

2 2
Cette fonction est bien intégrable sur X. Donc f est dans LL(A). m|

)] < max { |5 Tog]

On a aussi le :

LEMME 8.3. — On a @(f) = A2 =0.

Démonstration. — Le théoréme ergodique de Birkhoff entraine que
pour T-presque tout z de A, on a :

n—1
Jim ~ " foT*(&) =7(f)
k=0
De plus on a :
1 n~1 . o~
= Z foT*e =3 log a(a® ®, T*1¢)
k=0
1 foa ke Tz TR+ n—len
=3 loga(a® %, a ™€)
k=0
L log a(a®a Tz, . T e T"¢) = ——l—loga(w T¢)
3 bl 3n ny b

ol wy, désigne les n premiers termes du développement de z par 1’algorithme
de Jacobi-Perron. Le lemme 8.1 permet alors de conclure. O

LEMME 8.4. — La fonction Pf est dans H.(A).

Démonstration. — Si € = (z,u),on a:
~ 1
Pf= ; f(a : §)p($, a) = g Zajloga(av §)p($, a)'
Si on prend u = (cos 6,sin ), O dans [— %w, %w], alors
% log a(a, &) = % log[sin® @ + (cos O(z + a?) —sin Oz + aV))?].

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



EXPOSANTS DE L’ALGORITHME DE JACOBI-PERRON 619

Pour tout a, cette fonction est dans H.(A) et on a :

1 1
3 loga(a, &) < §log(1 + (2a®)?) < log(1 + 2a?).

Comme la série ), log(1+ 2a?) sup, p(x, a) est convergente, on en déduit
que Pf est aussi dans H.(A). O

On est alors en mesure de montrer que A2 ne peut pas étre nul. On
vient de vérifier les hypothéses du corollaire 7.6, il existe donc une fonction
g de H.(A) telle que

7(g)=0 et f=g-—go T m-presque partout.
On fixe un a de A, on se place maintenant sur A, = {€ = (z,u) : ¢ € K,}.
Sur cet ensemble on a :

(6) = 3 log a(a, Te).

Donc f est une fonction continue sur A,, on a donc pour tout £ de A

f(&) =9(&) —goT(§).
On choisit maintenant a dans Ay, de fagon & ce que la matrice A, ait
trois valeurs propres réelles distinctes; on prend par exemple a = (5,5), on
considere le point fixe & de A,. On a alors & = (z(1), 2(?); cos 8, sin §) avec

(2) 1 1
n_T° @_ _* _ -+
U= Ty TS gm Y WS e

Donc tanf = (z2 +e/(z®@)2 — 42()/22() avec € qui vaut 1 ou —1.

On a alors :
()2

—0= [
1(%) 2 log cos? 6 + (cos z(?) — sin Oz (1))2
Apres calcul, on trouve :

] = log | tan 6] +log (V).

f(&)=0=log ‘— + -+ 6\/(1‘(1))2 + 10z — 42(2) + 5‘ +log zM).
Mais le point z est dans le trlangle de sommets (%,1), (3,1) et (3, 2). Donc,

esie=1,ona:

1(60) € [log (T; \/%)—logﬁ,log (13+\/§7§) ~log5]  [~0,74;~0,09),

esie=—-1,ona:

f(éo) € \/2_77;| \/g‘—logf)] C [~1,96; —1,64)].

Comme 0 n est dans aucun de ces 1ntervalles, on a une contradiction et
donc le théoréme 1.1 est démontré en dimension 2. Il peut s’énoncer ainsi :
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THEOREME 8.5. — Le deuxiéme exposant de Lyapunov de 'algorithme
de Jacobi-Perron est strictement négatif. On a donc pour m-presque tout
de I?, si J, désigne la niéme approximation de z et q, le dénominateur
commun :

lim gnllz - Jn” =0.
n—00
De plus, il existe € > 0 tel que

lim ¢L.*¢||lz — J,|| = 0.
n—00

ITI1. Simplicité du spectre de Lyapunov

On suppose & partir de maintenant que la dimension d est quelconque.

9. Introduction.

D’apres le paragraphe I, la transformation T' de Jacobi-Perron satis-
fait, pour z € X, la relation z = a - Tz ou a = a® désigne 'application
projective de P définie par la matrice A(z) € GI(d + 1,Z) donnée en 1.3.
On note a,, = a" '@, A, = AoT" ! et on considere le produit matriciel :

Sy (z) = Ap(z) - Ay(2).

Lorsque z est distribué suivant la mesure m, on note Aj, Ag,..., Ag+1 les
exposants caractéristiques de St. On a donc a priori: Ay > Ag > ... > Agq1
et on prouve dans ce paragraphe 'inégalité stricte

AL > Ao > o> gy

On est aussi amené & considérer le produit S, (x) = A, (z)--- A7 (z) qui
joue un role dual de S!(z). La transformation projective correspondante
est a;l---a]!, et elle coincide localement avec l'itérée T™. L’action de
la différentielle itérée (T™)', dans les espaces de drapeaux projectifs,
coincide donc avec ’extension aux drapeaux de la transformation projective
a;l...al—l. Les exposants de S;! sont —Ag41, —Ad, ..., —A; et ceux de
(T™) valent Ay — Agy1, A1 — Ad, - - - , A1 — A2. Le drapeau contractant de S;, !
est la suite de sous-espaces vectoriels V;(x) définis par

1
Vi(z) = {v € R4, lim ~ log 185 )] < —Xi}-

Il lui correspond un drapeau projectif qui coincide avec le drapeau
contractant de la différentielle de T'. La preuve de la simplicité des spectres
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de S!(x) et S, 1(z) est basée sur le «caractere stochastiquey de T, qui
s’exprime ici par les propriétés de contraction et d’irréductibilité du semi-
groupe engendré par les branches inverses de T'. On utilise aussi le fait que
A(z) ne dépend que de la premiere coordonnée du codage naturel de z.
On précise et on justifie maintenant la démarche suivie.

Soit Fq lespace des drapeaux complets de P4 FZ% l'espace des
drapeaux dorigine z € P%, A = |J,.x F3. On note T Dextension de
T a A par la différentielle; si € € A est d’origine £ € X, on a
T¢ = (a®)~! - €. L'opérateur de transfert P = T* défini en 1.2 par la
formule Po(z) = 3 ,c4,¢(a - z)p(z,a) s’étend aussi & A en utilisant

I’extension de a et sera noté P :
Py&) = Y v(a-&p(,a)
a€Ay4
o~t1~§ € A est d’origine x € X. On observe que, pour tout £ € A on a
T[Pb¢] = 6.

L’étude du spectre de S, ! se raméne & celle de certaines sommes
de Birkhoff pour le systéme dynamique (A,T) de la maniére suivante.
On peut repérer un drapeau projectif £ € Fy4 d’origine quelconque par

la suite de multivecteurs (z1,21 A Za,...,Z1 Aza A ... Ax4) de sorte que
le i-éme sous-espace de £ corresponde au sous-espace vectoriel défini par
v; = &1 Aza2 A... ANz;. On peut de plus supposer ||v;]| = 1 pour tout

i € [1,d]. On note alors 0;(g,£) le cocycle sur Gl(d + 1) x Fq défini par
(A" g)(vi—1) A (A g) (vis )]l
[[A%g(vi)|?

Ce cocycle donne le coefficient de multiplication des longueurs le long de la
courbe de Fy passant par ¢ définie en fixant les v; = v;(£) pour tout j # i.

Ui(g7§) =

D’apres le théoréme ergodique multiplicatif, si le spectre de S;; ! est
simple, S ! posseéde un drapeau projectif contractant complet tel que si £
est opposé a ce drapeau on a T-presque partout :

lim ©logoui[S;}(x),€] = lim_ = logoi[Sh(2),€7] = A1 — N

n—-+oo N n—+00

ol £ est le drapeau dual de £&. On est donc amené & considérer I’espace
produit X = X x F, et la transformation T de X dans lui-méme définie
par :

T(z,f) = (Ta:, (a‘””)—1 §)
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Si A C X désigne l'ensemble des couples (z,£) ou £ a pour origine x
dans X, T préserve A et sa restriction & A s’identifie & 'action de T sur A.
Dans la suite, deux mesures de probabilité invariantes par T sur X, et de
projection 7 jouent un rdle. L’une est concentrée sur A et correspond donc
3 une mesure, notée T, invariante par T sur A. Elle est construite ci-dessous
et satisfait la relation :
7= lim P"m
n—0
ol m est la mesure de Lebesgue sur A. L’autre mesure 7 est concentrée
sur X \ A et satisfait :
7= lim T"m
n—oo

ou m est la mesure de Lebesgue sur X. Elle fournit aussi une mesure
invariante par T sur A au moyen de la projection de X \ A sur A décrite
de la maniére suivante. A tout couple (z,€) de X \ A, on peut associer
le drapeau £* de A d’origine z et dont le k-iéme sous-espace (k > 1) est
engendré par z et par le (k — 1)-iéme sous-espace de €. Cette application
commute avec T, et avec la restriction de T a X \ A. La projection 7~
de T sur A est donc invariante par T. On a aussi 7~ = limy, oo T™. On
verra que 7 est la loi du drapeau dilatant de T™ tandis que 7 est la loi du
drapeau contractant de T™ et qu’elles sont étrangeres.

Les constructions de 7 et de #~ sont décrites ci-dessous, de maniére

différente. La mesure T est «non singuliére» par rapport au drapeau
contractant de S;; ! et elle donne I’asymptotique de la somme de Birkhoff

logoq_;[S;'(z), €& ZszT (z,€)

ol fi(z,&) =logoa—i[A™(z),£]. On est donc amené & prouver :

lim —Zfonk(ac £ <

n—oo N

presque partout au sens de 7.
Soit m la mesure de Lebesgue sur A. On construit d’abord une

fonction mesurable {(z) & valeurs dans F] telle que 'on ait m-presque
partout

(**) nllf{{loo ar-ln - m = 65(@
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~

On note £(z) la sous-variété des drapeaux non opposés a £(z), et on
en déduit par un argument géométrique (cf. théoréme 10.14)

lim logog_;[S; ' (2),&] = lim logo; [SE(z), €] = —o0

n— 400

~

pour tout & & £(z) et i € [1,d]. Supposant T connue et désintégrée suivant
les fibres = x Fy, sous la forme T = [ 6, X pg dm(z), il suffit (cf. lemme
4.4) pour obtenir (*) de voir que I'on a m-presque partout pig [E (z)] = 0.
Cette observation conduit au choix de 7 [cf. lemme 13.4] et on montre
que, T étant ainsi choisie, les mesures p, ne chargent pas de sous-variétés
algébriques de Fy.

La construction de £(x) est basée sur les observations suivantes. Si
Pon suppose A1 > A2 > ... > Agy1, le théoréme ergodique multiplicatif
appliqué & S;(z) et m fournit un drapeau complet £(z) € FZ tel que
I’on ait

) ay - §(Tz) = &().

Alors la mesure T = [ 6(,)dn(x) satisfait 'équation :
(1) P7 =T,

On montre alors (cf. théoréme 11.1) l'existence et 'unicité de 7
vérifiant (1’). On montre de plus que 7 se désintégre sous la forme

T = /%E dn(zx)

ou 7, est une mesure de Dirac sur F7, ce qui permet de définir {(z) par
o = O¢(z)-

L’étude de 7 est basée sur les propriétés de densité du semi-groupe
engendré par les branches inverses de T'; en particulier, le théoreme de
convergence des martingales permet de montrer la relation (**) :

nEI_}_lw ai...anp-mMm= 65(1)

d’out ’on déduit aussi lim,, P"m = 7.

Comme pour &(z), la construction du noyau z +— p, repose sur un
théoréme de point fixe (théoreme 12.2). Il est commode de considérer
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Pespace 2~ des suites (an)n<o telles que a, € A4 et wy, = (ayn ...ag) soit
admissible pour tout n < 0. L’espace X C 2~ x X des suites (w, z) telles
que w, soit z-admissible pour tout n < 0 est une réalisation de 1’espace des
trajectoires de la chalne de Markov de noyau P. Une trajectoire s’écrit sous
la forme (wy, - )n<o et le décalage 8 sur cet espace s’écrit :

b(w,z) = (6w, ao - )
ol 0 est le décalage sur 2. Alors I’extension naturelle de T' est donnée par

T(w,z) = (way, Tz).

On note par {w,) = (ay, ...ao) un cylindre de O, et Q= est muni des
probabilités de Markov P, définies par

Py ((wn)) = p(z,a0) p(ao - z,a-1) - p(wn—1 - T,an).

L’espace des trajectoires X est alors muni de la mesure markovienne
6-invariante T = [ P, x 6, dm(z). Les projections de 7 sur 2~ et X sont
respectivement P, = [ P, dn(z) et 7; on a donc Tw = 7w et 0(P,) = Px.

D’apres II (cf. proposition 2.6), la probabilité P, sur Q~ dépend
continiiment de x en variation et donc P, est absolument continue par
rapport a Pr. Toujours en supposant Ay > Ay > .-+ > Agy1, le théoréme
ergodique multiplicatif appliqué a S, }(w) pour n < 0 et & la mesure P;
fournit un drapeau complet £~ (w) contractant pour S;!(w). On a donc
I’équation

(2) £ (w)=a5" ¢ (Bw).

Notons que, d’apres le théoréme ergodique multiplicatif, £~ (w) est
opposé & &(z); on peut voir de plus que 'hyperplan de £~ (w) ne coupe
pas X. Si py = £ [P;] désigne la loi de £~ (w) sous P, on a donc, pour
tout x :

(2) pe= Y @' oz p(z,a)
a€Aqy
qui découle de (2) et de la relation de Markov 0P, = }_  , Pos p(z,a).

De plus la relation p, = £ (P,) et la continuité en variation du
noyau x +— P, entrainent la continuité en variation du noyau z — pu,.
On montre alors (voir théoremes 12.2 et 13.7) ’existence et I'unicité d’une
solution de (2') continue en variation, toujours en utilisant les propriétés
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d’irréductibilité du semi-groupe des branches inverses de 7T'. Alors la mesure
7 sur X x Fy définie par ¥ = [ 6, x pydmr(z) est T-invariante. Cette
invariance permet d’exploiter la relation lim,,_,, 0[S, (), £] = 0, établie
plus haut pour certains £ de Fy, et d’en déduire (c¢f. théoréme 13.1)
Pinégalité A; > Ay > --- > Ag+1. On peut alors construire le drapeau
dilatant £(z,w) de la différentielle de T & partir de £~ (w) en projetant
X \ A sur A comme indiqué plus haut. On note alors £~ (z,w) = [~ (w)]*
le drapeau de F] C A ainsi déduit de (z,&). Les équations fonctionnelles
satisfaites par £~ (w) et £ (z,w) montrent que £~ (z,w) est le drapeau
dilatant de la différentielle de T au point z. Si alors i, désigne la loi
de £~ (z,w) sous Py, on a:

#E—Za oz P(T, Q) ;

a€Ay
on notera que i, et u, satisfont la méme équation mais que i, n’est pas
continue en variation, contrairement & p,, car ||fiz — i || = 2 si ¢ # z’. Le

noyau r — 8¢ () satisfait aussi cette équation sans étre continu en variation.

La mesure 7~ sur A, définie par 7~ = [ i, dn(z) est alors T-
invariante. Les propriétés de p, impliquent pu, [E ()] = 0 et on peut
voir alors que lim,,_, o Trim = 7, et lim, o P"i = %. On notera que
pour d > 2, les mesures 7~ et 7 sont singuliéres I'une par rapport & I’autre
car Tp[€(x)] =1 et ﬁ[g (z)] = 0. Cette dissymétrie est & rapprocher du fait
que la relation Ay = -+ = Ag41 ne peut étre satisfaite pour d > 2, comme
cela a été mentionné dans 'introduction.

10. Applications quasi-projectives et ensembles
critiques.

Le but de ce paragraphe est de calculer 'ensemble de continuité
d’une limite simple d’applications projectives et de donner des informations
quantitatives sur cette convergence (théorémes 10.8 et 10.14).

DErFINITION 10.1. — Soit Y un espace métrique compact et g, une
suite d’applications continues de Y dans Y. On appelle ensemble critique
de la suite g, le complémentaire de I’ensemble des points y € Y tels qu’il
existe un voisinage de y sur lequel la suite g,, est équicontinue.

Remarque. — Par définition un ensemble critique est fermé ; la notion
n’a d’intérét que lorsque cet ensemble est non vide, ce qui sera le cas dans
ce qui suit.
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DEFINITION 10.2. — L’espace R*t! est muni d’un produit scalaire et
les espaces A'R%*! (1 <4 <d+ 1) des normes correspondantes. Soit g,, une
suite d’endomorphismes de R%*t1. On dira que la suite g,, est fondamentale
si les suites Alg,/||A*gn|| (1 < i < d+ 1) sont convergentes vers des
endomorphismes u; € End(A*R4*1).

On précise dans ce paragraphe 1’ensemble critique de certaines suites
d’applications projectives g, opérant sur ’espace Y = Fy des drapeaux
complets de P4 et on donne des informations quantitatives sur les modules
de continuité des applications g,. Ces considérations sont proches de
celles developpées en [GuR1], [GuR2], [GuR3] et [BL]. Il a été cependant
nécessaire ici de préciser ces développements sur certains points. Pour des
informations complémentaires on pourra se reporter a [GuR1], [GuR2],
[GuR3] et [BL).

ProposiTioN 10.3. — Supposons que la suite g, € Gl(d + 1,R) soit
fondamentale et décomposons g,, sous sa forme polaire g, = knank,, avec ki,
et k!, dans O(d + 1) et a,, = diag(al,...,ad*1) avec al > --- > adt! > 0.
Alors, pour tout i < d + 1 la limite du rapport a%t!/al, existe.

Démonstration. — Par compacité, on peut supposer lim, k, = k,
lim, k!, = k', de sorte que
Aa ; ,
lim ——— = (A%k) "ty (AR 7L
poy ||A’an|| ( ) 1«( )
On peut donc aussi supposer g, = a,. Dans ce cas |Ala,|| = al ---ai, et
A'a, est diagonale de coefficients a; = af! ---af: avec J = (j1,...,J:) et

J1 < j2 < ... < j;. Il suffit alors de choisir J = (1,2,...,i — 1,5+ 1) et
d’appliquer A’a,/||A’ay,|| au vecteur e; = e; A...Ae;—1 Ae;q1 pour obtenir
la convergence annoncée. [

DErFiNniTION 10.4. — Soit g, une suite fondamentale et 0 =
61 U602 U...U8, la partition de (1,2,...,d + 1) définie par la relation
d’équivalence i ~ j si et seulement si la suite a’,/a}, a une limite finie non
nulle. On dira alors que la suite g, est f-fondamentale et on notera «;
(i > 1) le complémentaire de 6, U0 U ... U0;.

ProposITION 10.5. — Soit g, = knank,, une suite -fondamentale et
V; (1 <i < d+ 1) la suite des sous-espaces de R¥*! définie par

Vi={x€Rd+1; lim@zO}.

n
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Soit k' une valeur d’adhérence de k!, et posons pour i donné :

1=inf{j, j>1, i ¢ o5} (7 <19).

Alors la suite des V; est décroissante au sens large et V; = k' ~1( Re;).

jEaz

Démonstration. — On peut clairement supposer g, = a, afin de
prouver la derniére assertion qui implique évidemment la premiere. Or

a al
—E-ej = —'.‘ej
as an
et la définition de o; donne la formule V; = P ,,,, Re;. O
DEFINITION 10.6. — On appelle drapeau L de R*t! une suite
emboitée de sous-espaces stricts et on note L = (Li,Lo,...,L;) avec

LicLy,C---CL,.

e On appelle drapeau complet f = (f1, f2,--.,fa) un drapeau avec
dim f; = i. On notera F; I’ensemble des drapeaux complets de R4+1.

o On appelle drapeau associé a la suite g, le drapeau défini par les
V; = {z € R*!; lim,, g,x/at, = 0}.

Remarques.

o Un drapeau complet peut étre repéré par une suite u = [uz,u; A
U2,...,U1 A...Aug] de multivecteurs unitaires.

o Tout drapeau définit une suite croissante de sous-espaces projectifs
de P9 et inversement.

o A tout drapeau complet f = (fi,fa, ..., fs) de R%*! est associé
un drapeau complet dual de (R%+1)* noté f¢ dont les sous-espaces sont
les orthogonaux dans (R4*!)* des sous-espaces de f. Pour un drapeau
projectif £, on notera &' le drapeau dual, lorsque la distinction sera
nécessaire.

DeriniTiON 10.7. — Soient L = (L1, Lg,...,L,) un drapeau et
f = (f1, f2,--., fa) un drapeau complet. On dira que f est subordonné
a L s’il existe i et un sous-espace L; de L de codimension au moins %
tels que l'intersection f; N L; ne soit pas réduite a zéro. On notera Lla
sous-variété des drapeaux complets subordonnés a L et on dira que L est
la sous-variété subordonnée a L. On dit que deux drapeaux complets sont
opposés si I’'un n’est pas subordonné a autre.
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Remarque. — On adoptera maintenant les mémes notations pour
les drapeaux vectoriels et les drapeaux projectifs correspondants. On fera
de méme pour les applications linéaires et les applications projectives
correspondantes, ’action de u € GL(d+1,R) sur z € P4 étant notée u-z. Ces
applications projectives operent naturellement sur les espaces de drapeaux.

On a alors le

TuEoREME 10.8. — Soit g, une suite fondamentale et L le drapeau
associé. Alors pour tout drapeau complet § ¢ f, la suite g, - £ converge.
La convergence est uniforme sur tout compact de L et I'ensemble critique
de g, est égal a L.

Ce théoréme découle de deux lemmes.

LemMmE 10.9. — Avec les notations précédentes, un multivecteur
décomposable appartient au noyau de u; noté ker u; si et seulement s’il est
de la forme z Av avec z € V; et v multivecteur décomposable de A*"'R+1,

Démonstration. — On peut clairement supposer g, = a, et on calcule
alors ker u;. Dans la base ey avec J = (1,72, .--,Ji) o J1 < Jo < -+ < Ji,
u; est diagonale de coefficients donnés par lim, a; /al - --a?, < 1.

Cette limite est nulle dés que J contient un indice de o; et les ey
correspondants forment une base de ker u;. Donc

keru; = {w € A'R™!; wA eq, = 0}.

La condition wAeq, = 0, pour un multivecteur décomposable w, signifie que
le sous-espace défini par w et le sous-espace Re; ont une intersection

JjEoz
non réduite & zéro. Donc, si w € ker u;, w est de la forme x A v avec z € V;
et v € A" 1R+, La réciproque est évidente. |
LemMmE 10.10. — Soit g, € Gl(d + 1,R) une suite telle que

lim,, g,/|lgn|| = © € End(R*+1). Alors I’ensemble critique de g, sur P4
est la sous-variété projective définie par le noyau de u. La suite g, - x
converge pour tout x n’appartenant pas a ce sous-espace et la convergence
est uniforme sur tout compact ne rencontrant pas ce sous-espace.

Démonstration. — Soit = ¢ keru tel que ||z|| = 1, z = lim,, z, avec
|zn]| = 1. On a alors, avec un, = gn/||gn| :
InTn _ UnTn et lim InTn _ ur .
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Si ’on note Z,, le point de P? associé & T,, cette relation s’écrit
limg, %, =u-Z.
n

Ceci prouve la convergence uniforme de g, - y vers u - y au voisinage de
et fournit la derniere assertion.

Donc l’ensemble critique de g, est contenu dans la sous-variété
projective définie par kerwu. L’appartenance de x & ’ensemble critique
de g, équivaut a lexistence de deux suites z,, et ), avec

limz, =limz, =z, limg, -z, =y#limg, -z, =y

n n n n
Si g, s’écrit g, = knank], en décomposition polaire, on peut supposer
lim, k, = k, lim, k;, = k’. L’ensemble critique de a,, est alors l'image
par k' de lensemble critique de g,. On peut donc supposer g, = a,
et lim, a’,/||a,|| = o. Prenons dans P¢ ’hyperplan & Dinfini défini par
’équation z! = 0 (ici pour alléger les notations on note z! et non z(\) la
premiére coordonnée de z); alors a, s’identifie & la transformation affine
de R définie par les équations

Y=ol (2<j<d+1)

avec o, = al, /||an| < 1.

Le sous-espace correspondant & ker u est alors contenu dans ’hyper-
plan & I'infini et est défini par les équations z7 = 0 (2 < j < r). Considérons
la droite vectorielle de vecteur directeur v = (v, ...,v%*!) avec v/ = 0 pour
j <7 et les deux suites de points définies par =, = t,v, z, = 2t,v avec
t, = 1/ar*!. Par définition de r on a lim,, ¢, = oo, lim,, a,, -z, =y € RI™1,
lim, a, - 7, = y' = 2y avec y # 0 dés que v"*! # 0. De plus les deux
suites z, et z, convergent vers le point & l'infini de la droite de vecteur
directeur v. Ce point est arbitraire dans le sous-espace projectif associé a

ker u et il appartient a I’ensemble critique de a,, ; d’ou I’énoncé. O

Démonstration du théoréme 10.8. — La convergence uniforme
annoncée découle de la définition des suites fondamentales et du
lemme 10.10 appliqué aux produits extérieurs A‘R4*+1; le lemme 10.9
donne la forme de kerwu; et la proposition 10.5 donne la forme de L en
fonction des sous espaces ker u;.

L’ensemble critique de g, est donc contenu dans L. D’apres le
lemme 10.10, il lui est égal. O
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DErFiNiTION 10.11. — Soit g,, une suite fondamentale d’applications
projectives et soit L le drapeau associé. Pour tout £ ¢ E, on note
T-& = lim, g, - £ et on dira que T est une application quasi projective
de F, et que g, converge vers T.

Remarque. — Si g,, est une suite d’applications quasi projectives, on
peut toujours en extraire une sous-suite fondamentale qui converge vers
une application quasi projective 7. La convergence de g, - £ vers 7 - £ est
uniforme en dehors d’un ensemble L d’intérieur vide et 7 est définie et
continue en dehors de L.

DerFiniTION 10.12. — Soit une mesure sur Fy telle que pour tout
drapeau L on ait m(f) = 0. On dit que la suite g, € Gl(d + 1,R) est
contractante vers n € F4 si la suite de mesures g, - m converge vers la
mesure de Dirac 6.

Remarque. — On pourra se reporter & [GuR1] pour les formulations
différentes de la notion de suite contractante. On voit que le choix de m
ne joue pas de role en considérant les suites fondamentales extraites et en
appliquant le théoréme 10.8 qui fournit 6; = {i} et caractérise les sous-
espaces de 7 comme étant les sous-espaces images des u;. Les noyaux des u;
dépendent de la suite fondamentale choisie. La suite g,, est contractante si
et seulement si rgu; = 1.

DerFiNiTION 10.13. — Soient V et V' deux sous-espaces de dimension i
repérés par les multivecteurs v et v'. On définit la distance de V et V' par
la formule :

lloAd|l
[[oll - flvl

oV, V') =

On note 9 la distance sur Fy4 définie par la somme :
d
D 0i(ur A Ausup AL A)
=1

des distances des multivecteurs unitaires qui repérent les deux drapeaux
f=lu,u1 Aug,...;u1 A  Augl et f/=[uf,u] Aub,...,u] AL Aull

Remarques.

¢ Si un espace vectoriel E est muni d’un produit scalaire (z,y), un
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produit scalaire se trouve aussi défini sur A2E par

(,y) (z,9)
(',y) (',y")

En particulier, 9(z,y) = ||z A y|| est alors le sinus (positif) de 'angle des
vecteurs unitaires z et y. L’inégalité triangulaire 8(z, z) < d(z,y) + 9(y, 2)
se réduit alors a une vérification élémentaire dans ’espace de dimension < 3,
engendré par les trois vecteurs. Elle est laissée au lecteur.

(zAz yny') =

o A chaque sous-espace V de R%t! de dimension p, on peut associer
par orthogonalité un sous-espace de (R%*1)* de dimension d + 1 — p. Grace
aux produits scalaires précédents, on peut associer a un p-multivecteur v
de APR¥*! un (d + 1 — p)-multivecteur de A4*1=P(RI+1)* qui sera noté v’.
On a par exemple les formules :

(AH17Pg)(vt) = [AP(¢") " 0]",  8p(Vi, V) = Bar1-p(VY, V5)

ou g est dans Gl(d+1,R) et V; et V5 sont deux sous-espaces de dimension p
de R+1,

o Le produit extérieur v A v’ (oi1 v, v’ sont dans A*R?+1) ne doit pas
étre confondu avec un vecteur de AZR%*1. Avec ces définitions, on a par
exemple :

2
lo A2+ [, = [[o]|? - ]2

et si (v,v") = ||v|| - ||v'|| cos 6, le nombre |Jv A V'||/(||v]| - ||v']]) est le sinus de
langle 6 des deux i-plans définis par v et v'.

THEOREME 10.14. — Soit g, € Gl(d+1,R) une suite contractante vers
n € Fu, (g%) la suite des applications transposées. Alors I'ensemble critique
de gt est égal 4t et le coefficient de Lipschitz de g}, sur un compact donné
du complémentaire de 7}t tend vers zéro.

Démonstration. — Comme l'image de g, et le noyau de g! se
correspondent par dualité, le passage aux suites fondamentales extraites
de gt montre que celles-ci ont toutes pour drapeau associé nt. D’apres le
théoreme 10.8, N est donc contenu dans ’ensemble critique de gf,. 11 suffit
donc maintenant de prouver la derniére assertion.

On choisit la base e; de R%*! de facon que 7 soit défini par les
multivecteurs ej,e; Aes,...,e; A... Aeg et 'on décompose g, sous la
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forme g, = knank!,. Le passage aux suites fondamentales extraites montre
que knp(er A ... Ae;) converge en direction vers e; A ... A e;. Notons
J=(1,2,...,7), J) = (1,2,...,4 — 1,7 + 1) et observons que la norme
de Alg, vaut a) = al. ... a} tandis que celle de (A’g,) A (A’g,) vaut a’a .
Considérons deux sous-espaces V; et Vo de dimension 7 non subordonnés
a n. Donc V{ et Vi sont non subordonnés & n'. Si V; et Va sont repérés
par les multivecteurs unitaires vy et vz, ceci signifie que les composantes vy
et v, de vy et vp suivant e; dans la base canonique de A'R?*! sont non

nulles. On a :

- Ly
lghoill = llanky ot > Fanlv’
pour n assez grand car k,ejy et e; sont proches en direction. De méme

llghvll > Lal|v'’|. D’autre part,

! 4
lgnvi A grosll < anaqy llvi Avsll = aga; [lor A e
On en déduit :
4 ”’U1 A ’U2” (IH—I
o . t Vt t Vt < M2 Pl P |
d+1 1(gn 129n 2)— |’Ui’||U§]| a%
Finalement, pour n assez grand :
Oar1-i(9n V1, 91 V) 4 et
Oar1—i(V,VE) = [vf|-|vf| @i
Le second membre converge uniformément vers zéro sur tout compact du
complémentaire de 7t, ce qui fournit ’assertion annoncée. O

Remarque. — Soient U, V, W trois sous-espaces emboités de dimen-
sionsi—1,7et i+ 1, g € Gl(d+ 1,R) et u,v,w des multivecteurs unitaires
repérant U, V,W. Un calcul simple montre que le coefficient infinitésimal
de multiplication des distances en v, pour la famille de sous-espaces de
dimension 7 contenant u et contenus dans w a pour expression :

(0.6 — WAl 1A gul
l|A*gul|?
ou & désigne un drapeau complet contenant u,v,w. En particulier, dans
les conditions de la proposition o;(gt,&) tend vers zéro uniformément
sur tout compact du complémentaire de 7t. Notons aussi la relation
0i(9,€) = oar1-s[(g") 71, €.

La notion d’adhérence de Zariski donne une condition suffisante qui
permet souvent de montrer I’existence de suites contractantes dans un
semi-groupe donné [GM] et qui sera utile ici. Plus précisément on a 1’énoncé
suivant, justifié en [GuR3]. On note Zc(Y) I'adhérence de Zariski d’une
partie Y d’une variété algébrique affine.
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LeMME 10.15. — Soit S un semi-groupe de Gl(d + 1,R) ne laissant
pas invariante une réunion finie de sous-espaces et Zc(S) son adhérence de
Zariski (qui est un groupe). Alors si Zc¢(S) contient une suite contractante
il en est de méme de S. C’est le cas en particulier si Zc(S) contient
SI(d + 1, R).

On rappelle que si Y est une partie d’une variété algébrique affine X,
définie sur R, Z¢(Y') est ensemble des zéros communs aux polynémes nuls
sur Y. Le groupe Gl(d, R) est une sous-variété algébrique affine de RE+1,

11. Construction d’un champ de drapeaux T-invariant.

11.1. Quelques notations.

Précisons d’abord quelques notations de I. On considere le cube I¢ et
ses simplexes W, ; on note X = |J, W, la réunion disjointe des W, muni
de la topologie naturelle.

On désigne par Ay lensemble des éléments de N?¢ de la forme
a = (aW,a®,...  a¥) avec al® > 1 et 0 < a® < al® pour tout i.
On note aussi a la transformation projective de P4 définie par wr,. Si on la
restreint a X, son domaine

Doma=a"'XNX
est une réunion finie de simplexes W, tandis que son image vaut :
Ima=a(a"'XNX)=XnNaX.

De plus on a vu en I que I'image par a de chacun des simplexes W, est
contenu dans un unique simplexe de la méme forme. Considérons alors :

Aq={a€ As; a® < a@ v < d},
i={acAs; 1<aV <o <ol <0}
et le semi-groupe S’ engendré par A, = {wr,;a € A'4}, respectivement
le semi-groupe S” engendré par A/} = {wr,;a € A”;}. D’apres la
proposition 2.2, on voit aussi que si w, = (ai,...,a,) est admissible

et que si v = (by,...,bx) est une suite finie d’éléments de A/}, alors (wn,?)
est admissible.

On sait que Doma = X sia € A’y et donc que S’ et S” préservent X.
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D’apres 1, il existe une distance § sur I¢, équivalente & la distance
euclidienne, et p € ]0,1] tel que é§(a - z,a-y) < pb(z,y) pour tous a € Ag,
(z,y) € I% x I%. On appellera aussi 6 la distance sur X induite par la
distance § sur I%. Il est commode d’identifier un drapeau projectif d’origine
z € P4 3 un couple (z,Y) o1 Y est un drapeau projectif de ’espace tangent
en & P%; on peut repérer Y par une suite de multivecteurs unitaires
u = (u1,u1 Aug,...,us A ... Aug—1). On identifiera I’espace des drapeaux
d’origine z € X & X x F4_; et on note d la distance sur I¢ x F;_; définie par

d[(a:, Y), (@, Y’)] = é(z,2') +0(Y,Y’)
ol O a été définie en 10.13. Une distance analogue, notée encore d, se trouve
alors définie sur A = X x Fy_1.

On a vu en I que 'opérateur P adjoint de la transformation T par
rapport & la mesure 7T-invariante m opére sur les fonctions continues sur
X =, W, par la formule :

Po(z) = > p(z,a)p(a-z)
a€Ay

ou les p(z,a) (cf. I) sont pour a € A, des fonctions continues sur X, et
sont en restriction & un W, donné des fonctions analytiques strictement
positives ou identiquement nulles. On a vu en I que p(z,a) > 0 équivaut &
z € Dom a. Si wp41 = (a1,...,0n+1) est dans AZH et si z est dans X, on
note wp41 - = le point de X défini par récurrence :

Wntl " T =wWp - (Ant1 - x) sl wyy est z-admissible.

On a donc (¢f. 1) :

in(x) = Zp(z’wn)‘p(wn : :L‘)
Wn
ou les w, = (a4, ..., a,) sont z-admissibles et ot :

p(@,0n) = p(&,01) .. p(as... . n - 3, 01),

Les fonctions p(z,w,) sont strictement positives si et seulement si
z € Dom (a;...an).

On prolonge naturellement T" & A = X x Fy_; par la différentielle.
Si T, désigne la matrice jacobienne de T au point z et £ = (z,Y) =
(z,u1,uy Aug...ug A... Aug_1), alors £ est transformé par T en :

Té‘ = [T:L‘, Ta,cul’ Asz(ul AN ’UQ), - ,Ad_lT;(ul VANPRAN ud_l)] .
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On étend exactement de la méme fagon les transformations  — a - x
de X & A par :

a-&=la-z,alur, A% (w1 Aug),..., A Yal(ug AL . A Ug—1)]

ou a, désigne la différentielle de a au point z. Puisque T et a sont
localement projectives, ces extensions coincident avec les extensions &
X x Fy4_; comme transformations projectives. On notera P Dextension de
P a A ainsi obtenue :

Pp(&) = Y p(z,a)p(a- &)

a€EAg

et on peut observer que P préserve les fonctions analytiques sur A, continues
sur A, etc.

Pour z fixé dans X on définit les suites a; (¢ > 1) et ; (¢ > 0) par :

Top=2
Top=a1"T1
T1 = ag- T2, T =a1a2 - T2
Tp_1 = Gp * T, T=0a1...0n " Tn.
Pour une suite admissible w, = (a1,as,...,a,) on note alors 7, la loi

conditionnelle de x, sachant w,. Sa densité par rapport a 7 est donnée
ci-dessous par la formule :

_%(m) _ p(z, wn) .
dr [ p(z,wn)dm(z)

Pour une mesure P-invariante sur A donnée par la désintégration :
v= / v dr(z)
ol v, est concentrée sur les drapeaux d’origine x, on considére les mesures :

v, = /l/x dn,,, ().

Ces mesures sont clairement absolument continues par rapport a v et leurs
densités sont les fonctions dn,,, / dw(x).
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11.2. La mesure P-invariante.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 11.1. — L’équation vP = v a une unique solution. Elle
est de la forme :

V= /6§(x) d’IT(SL') =7

etz — §(x) € F3 est 'unique application mesurable de X dans A qui vérifie
£(a-z) = a-&(z) dés que p(z,a) > 0. En particulier, on a £(Tz) = T¢(x).
La suite de mesures a; - - - anV,, est une martingale qui converge m-presque
partout vers 8¢(y). La suite de transformations projectives aj---an est
contractante vers &(z) (m-p.p.).

La démonstration du théoréme 11.1 va découler de plusieurs propo-
sitions et d’un théoréme apparemment plus faible que le théoreme 11.1 :
le théoreme 11.10. On énonce tout de suite un corollaire :

COROLLAIRE 11.2. — La mesure T est f—invariante, Papplication
x — &(x) est un isomorphisme du systéme (X, T, ) sur le systéme (A, T, T)
et P est 'adjoint de T' par rapport a 7.

Démonstration. — Clairement z — &(z) est injectif, et 7 est 'image
de 7 par cette application de X dans A. De plus la relation § (a-z) = a-&(z),
dés que p(z, a) > 0, implique &(Tz) = T¢(z). O

Les quatre lemmes qui suivent sont des généralisations immédiates de
résultats déja établis dans le cas de la dimension 2.

LeMME 11.3. — Soit w, = (a; - - - a,) une suite admissible. Alors la loi
Nw, de z, sachant wy, a pour densité (par rapport & m) :

dnCUn (x) — p(m7 wn) .
dr Jx p(z,wy) dn(x)

Démonstration. — Méme démonstration que celle du lemme 6.8. O

On note a® = a; et a - 7 la mesure image de 7 par la transformation
a:z+— a-z,adans Ag. On a alors :

a-n(f) = /X f(a-z)dn(2).
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LEMME 11.4. — Soit a dans A,4. Alors, pour w-presque tout z de X,
si p(T'z, a) n’est pas nul, on a :

da-ﬁ(m)z {O si a # a®,

p(Tz,a)

dm 1 sia=a".

Démonstration. — C’est la méme démonstration que celle du
lemme 6.10. O

On appelle S(5) I'ensemble des suites admissibles de longueur finie. On
note M I'adhérence de I’ensemble des mesures 7, quand w parcourt Sy).

LEMME 11.5. — M est relativement compact pour la norme des
variations des mesures.

Démonstration. — C’est la méme démonstration que celle du
lemme 6.9. O

On passe maintenant aux drapeaux. On rappelle ici que P f est défini
sur A par :

Pf&)=>_ f(a-&p(x,a)

sié=(z,Y)=(z,u1,...,u1 A... Aug_1).

On cherche les mesures définies sur A qui sont invariantes par I’action
de P et qui se projettent sur X sur la mesure 7. Elles sont donc de la
forme :

v(f) = /Af(f)um(dé)ﬂ'( dz), avec &= (z,Y)€ X x Fy_1,

ol (v;)zex est une famille de mesures sur F4 concentrées sur {z} X Fg_1 =
Fj. La fonction x +— v, est mesurable.

LEMME 11.6. — Soit ¥ une mesure invariante par P qui se projette
sur la mesure w. Alors, pour m-presque tout x de X, on a :

a® - vrg = vg.
Inversement, cette relation implique que v = [ v, dm(z) est P-invariante.

Démonstration. — C’est la méme démonstration que celle du
lemme 6.11. o
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Soit w dans S5y et soit 7, la mesure (dans M) associée. On définit
alors la mesure v/, sur A par

§vz(d§)p(z, w) dr(x)
Jx p(z,w) dr(z)

avec £ = (z,Y) € X X Fyg_1. On a alors le résultat suivant :

v (f) = / ve(f) dno(a) = 121

LEMME 11.7. — Soit = dans X, (ag)x son développement de
Jacobi-Perron. Soit v = (b1,...,b;) une suite finie d’éléments de Zg
et (wn,y) = (a1,.--,0n,b1,...,bx) € S5. Alors la suite ay ---an - v, est

une martingale et ’on a m-presque partout :

lim a; - @p-by---bp-v, = lim ay--an- -V, =uvg.
oo 1 n 1 k WnY nsoo 1 n Wn fe
Démonstration. — On remarque d’abord que pour 7-presque tout x
de X,
!
a1 an -V, =E|vy|ao,... an].

Donc a;---ay - v/, est une martingale. Soit ¢ une fonction de C(A), on
n & Y

w.
pose :

fn(w) =fn=ay - -an- V(,Ian(@) = Wn - V‘,‘,n(@)a
hi(w) = h) = a1+~ anby - by - v, o (0) = wny -V, 4 (),

ﬂ'z;n = 7'r[a’nﬂ-l = bla"'7a’n+k = by, I ai, .. .,(ln].
La propriété de martingale entraine alors que

Z(fn - h;yz)zﬂ'ln = Er [fr2z+k | ai,. .. 7an] - 72w

~

(on fait ici la somme sur tous les v = (by---bx) tels que (wp,7y) soit
dans S¢). En effet,

D (fn—h2)?mY, = [f2—2h] fu + (h])*] 7]
vy

¥
= fay omd, = 2fay hAml + Y (hY)?mD,
v v R
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Mais,

E 71'2,“: E ﬂ[an+1=b1,...,an+k=bk]al,...,an]:1,
v y=(b1,...,bk)

Z him} = anfy Vg (@) [ant1 = b1, ..o angk = bi | a1, -, an]
¥ ¥
=FE, [fn+k | ai,... ,an] = f, car (f,) est une martingale,

S (h))?*nY, = Exlf2 ik | a1, an).
Y

Ainsi, pour tout w, admissible fixé, on a :
Z(fn - h?x)zﬂln = E, [f721+k | wn] - fr%(wn)
¥

ol la somme porte sur tout les v de longueur & tels que (wy,y) soit dans Sy.
Fixons alors v comme dans ’énoncé et observons que (w,7y) est admissible
des que w, 'est. Pour tout wy,

(fa— h;yz)27r;y;n < Ex [fvzz-q—k | wn] = Eﬂ'(fvzz)

En intégrant par rapport a m,

Ex [(fn - hZ)27r<7:n] <E; [f72L+k | wn] - Eﬂ'(f?z)

Dot YV Ex[(fu — h)?72 ] < 2k|¢p?|e. On en déduit alors que m-
presque partout lim,(f, — h:i)zﬂln = (0. Mais d’apres la proposition 2.7,
si (wpy) = (a1,...,an,b1,...,bg) est une suite admissible, il existe une
constante () telle que

my > e(y) > 0.
On en déduit alors que pour tout 7y fixé lim,, o (fn — h))? = 0 m-presque

partout. D’ol la convergence annoncée en faisant varier ¢ dans une partie
dénombrable dense de C(A). O

LEMME 11.8. — Le groupe H engendré par A’y (resp. .Z:i’) est le
groupe des matrices & coefficients entiers de déterminant 1 si d est pair et
le groupe des matrices entiéres de déterminant +1 si d est impair.
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Démonstration. — Comme A’} C A4, il suffit de considérer le cas
de AY. Si wr, et wr, appartiennent & A/, on a:

g = (wrp) Y wr,) = Tasp

et g appartient au groupe engendré par A M A 7. 11 est immédiat
que Al — Al] engendre Z4. Donc le groupe H contient 7, pour tout a
de Z4; il contient aussi w = (w7,)7,'. Donc H contient les sous-groupes
wrr,w™k(a € Z%) et k € Z. Si E;; désigne la matrice dont tous les termes
sont nuls & I'exception du terme d’indice (%,7) qui vaut 1, on obtient que
les matrices I + E;; (i # j) appartiennent a H. On sait qu’elles forment
un systéme de générateurs de Sl(d 4 1,Z) et donc H contient Sl(d + 1,Z).
Sidetw =1,0ona H =SI(d +1,Z) et si detw = —1, H est 'ensemble des

matrices entiéres de déterminant +1. O

CoroLLAIRE 11.9. — L’adhérence de Zariski du semi-groupe S’
(resp. S") engendré par A', (respectivement par A'}) contient le groupe
des matrices réelles de déterminant 1.

Démonstration. — Zc(S") est un groupe, donc contient Sl(d + 1,Z)
d’apres le lemme 11.8. D’apres le théoréme de densité de Borel, celui-ci
est dense au sens de Zariski dans le groupe indiqué car Sl(d + 1,Z) est de
co-volume fini dans Sl(d + 1, R) (¢f. [Bo], p. 17). O

TuEorEME 11.10. — II existe une application mesurable x — &(x)
de X dans A telle que £(z) soit d’origine z et telle que pour toute

probabilité v sur A qui soit P-invariante, il existe €, > 0 avec
v> Ey/é&(m) dﬂ'(l')

La démonstration découlera de trois lemmes qui correspondent aux
énoncés 6.11, 6.12 et 6.13.

LemMME 11.11. — Soit v une probabilité P-invariante et écrivons sa
désintégration v = [ v, dn(x). Supposons qu’il existe une pfrmutation o,
un drapeau L tel que m-presque partout sur W, on ait v, (L) = 1. Alors,
pour tout drapeau £ € A, d’origine x € W, appartenant au support d(/e\ Vg,

pour toute suite admissible w,, qui satisfait w, -x € W,,on aw, -£ € L.
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Démonstration. — D’apres le lemme 11.6, ’équation vP=vy implique
vy = a” - vy T-presque partout, donc aussi vg.o = a- v, dés que p(z,a) > 0.
Le méme raisonnement vaut pour P et donne Vpp.z = Wp - Vy dés
que p(z, wn) > 0. Siz € W, et w, -z € W, on a w-presque partout
1 = vy, .2(L) = wn - v(L). Pour tout & du support de Vg, OU § € L, le
drapeau wy, - £ appartient alors au support de v,,,.;;, donc & L. O

LemME 11.12. — Soient L un drapeau et L sa sous-variété subor-
donnée. Soit M le compact (en variation) formé des mesures valeurs
d’adhérence des mesures 1, 0ol w, est admissible, et M, le compact (en
variation) des mesures sur A qui s'écrivent sous la forme v' = [ v, dn(z)
avecn € Met v mesure P-invariante fixée de désintégration v = [ ve dn(z).
Alors il existe e(L,v) = ¢ > 0 tel que /(L) < 1 — ¢ pour tout v/ € M,.

Démonstration. — Comme la fonction v/ — v/(L) est continue sur le
compact M, elle atteint sa borne supérieure, et il suffit donc de voir que
I’équation v/ (E) = 1 est impossible. Or si v/ = [ v, dn(z), une telle relation
implique uz(f) = 1, n-presque partout, donc pour w-presque tout x dans
un certain W,. Le lemme 11.11 montre alors qu'’il existe £ € A d’origine
z € W, tel que les relations wn -z € W, et p(z,wyp) > 0 impliquent
wp - € € L cette propriété est valide pour presque tout i3 dans W,,. Fixons
alors a € A’ avec a - X C W,. On obtient alors as - & € L pour tout s € §’.
Ceci est impossible car d’aprés le corollaire 11.9, ’adhérence de Zariski
de S’ contient Sl(d + 1,R), donc Zc(S') - £ = Fq . O

LeMME 11.13. — Soit L un drapeau et L sa sous-variété subordonnée.
Avec les notations du lemme précédent, il existe o & L une suite
contractante vy, € S” et ¢ > 0 tels que, pour toute mesure v’ de M,,
les valeurs d’adhérence de la suite v, - V' soient supérieures a €b,,. La méme
conclusion vaut pour toute suite v;, de M,.

Démonstration. — On sait d’aprés [GM] que, puisque Padhérence
de Zariski de S” contient Sl(d + 1,R) (corollaire 11.9 et lemme 10.15), le
semi-groupe S” contient aussi une suite contractante y,. On extrait une
sous-suite fondamentale +y,, de 7, et on note L’ son drapeau associé, de
sorte que

VEZL, limy,-€=o.

Sia € L, on remplace v, par vy, avec vy € S” de sorte que - o & L, ce qui
est possible d’apres la propriété de densité au sens de Zariski de S” C S'.
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Soit alors & = e(L’, ) donné par le lemme 11.12 : v/(L’) < 1 — £ pour tout
v € M,. Soit V" la restriction de v/ & f’c, mesure dont la masse est au
moins € > 0. On peut supposer les suites v, - V' et v, - V" convergentes.
Alors lim,, 7y, - v/ > lim, y,, - V" > €6, , puisque 7, est contractante vers o.
La derniére assertion découle de la convergence uniforme de +, - z vers a
sur les compacts de (f’ )e. |

Démonstration du théoréme 11.10. — On fixe une partie X; de X de
mesure 1 ou la convergence du lemme 11.7 a lieu. En extrayant une sous-
suite de a; - - - an, , On peut supposer que la suite a; - - - ap, est fondamentale
et converge vers I’application quasi-projective 7, (x € X;). En utilisant le
lemme 11.7 on peut supposer que, pour tout v € S”, et tout z € X; on a:

. /
Vy = 117rlna1 Ay Y Vg,

Notons Ez le sous-ensemble critique de 7. Alors,

. ’ ~
Vg > h}cnal ©rtQpy (’wank'y)|L§’

Siv, €85”, o€ A ete >0 sont définis par le lemme 11.13; on a

. ’ T . / .
lim, Yo - v, ., > €6o avec a ¢ L, puisque Vi, v VaIie dans le compact

(en variations M,. On en déduit :
Vg 2 €Tz0q

puisque 7, est continue sur LS. Ceci prouve le théoréme avec € = ¢,,
&(z) = 1za pour z € X;. o

COROLLAIRE 11.14. — L’équation vP = v a une unique solution et il
existe r > 1 et des fonctions mesurables £;(x) de X dans A telles que, si v
sécritv = [vydn(z), on a:

1 T
ve == ) bea
=1

Démonstration. — a) Soient v et V' deux mesures P-invariantes
extrémales distinctes : elles sont étrangeres; or d’apres le théoreme 11.10,

v> /eég(x) dr(z) (¢>0) et V' > /5'6§(z) dn(z) (¢ >0).

Il y a donc contradiction et solution unique de ’équation vP =v.

b) On peut décomposer v, en sa partie atomique 10 et sa partie
diffuse v2 : v, = 2 + v¢. L'équation a® - vr, = v, donne a® - V3, = VY,
d

a® - v§, = vd. D’apres le lemme 11.6, les mesures v° = [10dn(z) et
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v? = [vddn(z) sont P-invariantes. Donc 1° et v sont proportionnelles
4 v d’aprés a). Le théoréme 11.10 montre que v = 0 et 2 > €0¢ 4y
donc v, = V0.

c) Les atomes de v, de masse maximale m(z) sont en nombre fini r(z)
et on peut encore décomposer v, sous la forme :
vy =V Uy
ou les atomes de v} sont de masse inférieure & m(z) et ceux de vJ* de
masse m(z). L’équation a® - vy, = v, implique :

a”® - vp, =g a” - vp, = vy

Comme en b), on conclut que [ v dr(z) est proportionnelle & v, de méme
que [ v} dm(x). Comme elles sont étrangeres et dominent e [ &¢(y) dm(z),

on conclut que v} = 0 et v, = V', m-presque partout. L’équation
a® - v, = v7* donne m(Tz) = m(z),n(Tz) = n(z), et par ergodicité

de T, m(z) =m=C*,r(z)=r=C" etdoncr, =713 _ 8 (z). O

Fin de la démonstration du théoréme 11.1. — On prouve d’abord que,
avec les notations du corollaire 11.14 on a 7 = 1. Au lieu de considérer A,
on considére A", ’espace compact des parties de A formées de r drapeaux
de méme origine; ces drapeaux sont distincts ou non mais en ce cas ils
sont comptés avec leurs multiplicités. Alors A" est fibré au-dessus de X,
comme A ’était au-dessus de X, la nouvelle fibre au-dessus de z € X étant
le produit symmétrisé de r copies de ’ensemble des drapeaux d’origine x.
Les transformations projectives s’étendent naturellement & A”™ ainsi que le
noyau P :

Prp(m) = p(z,a)p(a-n)

oun = {&,&,...,& } est un ensemble non ordonné de r drapeaux de méme
origine. On pose avec les notations du corollaire précédent :

7](];) = {fl(x)7§2($)? e 751‘(17)}

L’application z — n(z) de X dans A" vérifie donc a® - n(Tz) = n(z) Il en
découle comme ci-dessus (lemme 11.6) que la mesure XA = [ 8 X 8, d(x)
est }Sr—invariante.

D’autre part, la diagonale A] de A" est invariante par les
transformations projectives et compacte. Comme le noyau P, opere
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continiment sur cette diagonale, il admet une mesure invariante p portée
par A7 C A”. Pour montrer que r = 1, il suffit donc de voir que P,
admet une unique mesure invariante sur A", c’est-a-dire ’analogue du
théoréeme 11.10 précédent.

Au lieu de donner une démonstration détaillée, observons que le
théoréme 11.10 reposait sur les faits suivants :

a) Pexistence pour un drapeau donné L et la variété subordonnée f,
d’une suite contractante vy, € S’ telle que 7y, - £ converge vers a ¢ L sauf
si £ appartient a I’ensemble critique de 7,

b) le fait que toute probabilité v sur A qui est P-invariante satisfait
v(L) < 1 pour toute variété subordonnée L donnée & I’avance.

¢) le fait que, pour une variété subordonnée L et un drapeau £ € A il
existe y € S, avecy-£ & L.

Dans A, les ensembles critiques, ensemble de discontinuité des
applications quasi-projectives, sont des variétés subordonnées a des
drapeaux. Ici, dans A", si L™ est un ensemble critique d’une suite
d’applications projectives, L™ est égal & 'ensemble des {&1,&2,...,&}, tels
que l'un des &; (1 < i < r) appartienne & une sous-variété L subordonnée
a un drapeau L. La propriété c) correspond donc ici & la propriété que
pour une variété subordonnée L, et des drapeaux complets &; 1<i<r),
il existe v € S’ tel que v- & & L pour tout i € {1,2,...,r}. Elle est bien
réalisée car S’ est dense au sens de Zariski dans Sl(d + 1, R). La propriété
a) découle de Dexistence de suites contractantes et de c). Elle est donc
encore réalisée ici, d’apres la densité de S’. La propriété b) est conséquence
formelle de c) et de I’équation de P-invariance. Elle est donc valide ici.
Le corollaire 11.14 implique alors v, = 6¢(;). La martingale a; ---a,, - v/,
converge alors m-presque partout vers la mesure 6¢ ().

Si &'(z) satisfait £'(a-z) = a - €&'(z) dés que p(z,a) > 0, la mesure
v = &'(m) sur A satisfait vP = v. L’unicité de v implique £’ = £ m-presque
partout. Afin de montrer que la suite a; - - - a,, est contractante vers &(z),
il suffit de voir que toute valeur d’adhérence 7, d’une suite fondamentale
extraite est de rang 1. Soit Ez I’ensemble critique d’une telle sous-suite
a1 - Qp,. Par continuité de 7, en dehors de Ez, et d’apreés la premiere
partie de la preuve, on a :

1 ’ o~
b¢(z) —hlrcnal---an,c Vi, 2Tz V|L¢

x

ou v/ € M, est valeur d’adhérence v, . Comme v/|7, est de masse non
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nulle, et n’est pas portée par un ensemble de la forme E, ona:

Im7, =£&(x).
Donc 7, est de rang 1 et pour toute mesure m ne chargeant pas d’ensemble
de la forme L, on a limg a1 - -~ @p, - m = 75 - m = b¢(5)- O
CoROLLAIRE 11.15. — Soit m la mesure de Lebesgue sur A =

X X Fg-1,® = [ b¢(y) dm(z). Alors P™, converge vaguement vers 7.

Démonstration. — Soit m?~! la mesure de Lebesgue sur Fy_; et
considérons d’abord la mesure 7¢ = 7 x m?®~! qui est équivalente & m.
Ona:

Pt = /a-n+1 -ag - (6 x m¥1) AP, (w) dm(x)

= /a1 vty - (bpng x mE ) dr(z),

d’apres I'invariance de T = [ P, x 6, dm(z) sous T et en notant a = ax(z)
pour k£ > 0.

Considérons les mesures §7ng xmd™1 = w%nz et la suite d’applications

projectives aj - - - a,, et montrons que m-presque partout,
hTILIl ay...an W’(Ii‘nz = 65(13).

En raison de la positivité des matrices S, = A; - - - A, il est clair que pour
tout y = (z,1) € I x {1}, on a ||Spy|| > ¢y et donc lim,, ||S,y||/||S.| > 0
sur I¢. Comme la suite a;---a, est contractante vers £(z), le drapeau
associé a n’importe quelle suite fondamentale a; - --a,, extraite est un
drapeau complet. L’observation précédente montre que I’hyperplan de ce
drapeau complet ne coupe pas I%. Il en découle que les mesures 72, z € I,
ne chargent pas l’ensemble critique de la suite fondamentale précédente.
Comme la méme propriété est vraie pour leurs valeurs d’adhérence, on a
d

= bg(py et limp ay - an - Ty = bg(a).-

par continuité limg aq - - - @y, - T2

Par convergence dominée, on a lim,, P"m¢ = J be(z) dm(z) =T
Si m = hm, le méme calcul donne :
~~ 1
P'm = /(11 R 2% 'W%nzm dﬂ'(.’L‘)

Fixons ¢ € C*(A) et posons

<P'n(a:) = [al e Qp e 77’(11‘"55] (<P)
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On a donc lim, ¢n(z) = ¢[{(z)] T-presque partout. Cette convergence a
aussi lieu dans L' (7) car |, (z)| < |¢|oo- Evaluons alors P*r¢ — P™m

~ ~ 1
n.d __ pn~ — P —.
(Pt~ Pi)(e) = [ (@)1= gy | am(@)
Introduisant 'opérateur adjoint de 7', on obtient :
- - 1
(P"r? — P"in)(p) = /P"(gon) [1 - E] dr.
Puisque lim,, ¢, (z) = p[é(x)] = v(z) dans LL et que lim,, P"v = 7(v), on
obtient :
s [pn.d_ pn~ 1
lim[P"r? — P"m](p) = m(v) [1 - E] dr =0.
D’oi1 lim,, P = 7. O

Avant d’aller plus loin, on remarque qu’en dimension d = 2, le support
de la mesure 7 est A. On énonce aussi :

CoNJECTURE. — En dimension d quelconque, on considére ’action du
semi-groupe S’ sur A. Alors pour tout £ de A, S’ - £ = A.

Ceci est équivalent au fait que le support de la mesure T est A.
La conjecture revient & montrer que les points T-périodiques sont denses
dans A.

Pour le moment, on ne sait montrer ce résultat qu’en dimension d = 2.

ProrosiTiON 11.16. — Pour d = 2, I'image de [P’application
x € X — &, € A est dense dans A.

Remarque. — Cette proposition montre alors que le support de la
mesure 7 est A.

Démonstration. — Il suffit de montrer qu’il existe une matrice M,,
a dans A3 qui a une valeur propre dominante réelle positive et une valeur
propre de la forme 7 e* avec e?® qui n’est pas racine de Iunité. En effet, si
on définit les drapeaux

Epom = (May -+ Mo, )PMG" - (0,€1) = (Tp,m, Up,m)-

Pour p assez grand, m quelconque, le point x, ,,, est aussi proche du point
périodique qui a pour développement (a;...ax) et les vecteurs (Upm)m
forment une suite dense de P!.
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On considére les matrices M,, = M, avec a = (0,n) et n > 0. Le
quadrant {z € R®; z; > 0} est invariant par M, ; le théoréme de Perron-
Frobenius dit alors que M,, a une valeur propre réelle positive dominante
et que les autres sont en module strictement plus petites. On a :

P, (z) = det(M,, — xI3) = —(z> — na® — 1),

P,(n)=1, P,(n+1)=-n*-2n<0.
Il existe donc « dans |n,n + 1] tel que P,(e) = 0. Comme P)(x) =
—2z(xz — n) et comme P,(0) =1, P, a comme unique racine réelle « et les

deux autres racines sont complexes conjuguées. On va maintenant montrer

que les racines non réelles de P, ne sont pas de la forme r e avec e*® racine

de I'unité. On suppose le contraire : il existe un réel positif r strictement
plus petit que a et deux entiers p et g premiers entre eux, tel que r e*27P/q
soit racine de P,. Alors,

3 ei61rp/q _ TZT2 ei47rp/q =1.
En séparant partie réelle et partie imaginaire, on trouve :

(1) 3 cos(6mp/q) — nr? cos(4np/q) = 1,
(2) 3 sin(6mp/q) — nr? sin(4mwp/q) = 0.
o L’équation (1) entraine que r ne peut pas étre nul. Alors I’équa-

tion (2) entraine que sin(67p/q) et sin(47p/q) ne peuvent pas étre nuls car
sinon % vaudrait -1 ou 1. Donc p/q n’appartient ni & %Z, ni a %Z.

o L’équation (2) donne :

. nsin(4mp/q)
"~ sin(67p/q)

En remplagant dans (1), on obtient

3) nd [sin(47rp/q)]2 sin(27wp/q) = — [sin(ﬁﬂp/q)]a.

Si n est grand, cette derniére équation n’est vraie que si les sinus sont
nuls. Mais sin(27p/q) ne pas étre nul car p et g sont premiers entre eux,
sin(4mp/q) et sin(6np/q) ne peuvent pas étre nuls car p/q n’appartient
nia 37, nia iZ. O
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12. Propriétés de certains noyaux harmoniques.

12.1. Notations.

Afin de dégager le role des diverses conditions qui apparaissent dans le
paragraphe 13, on va se placer dans une situation plus générale qui concerne
deux espaces compacts X et Y, une famille dénombrable A d’applications
continues de X dans X. On se donne aussi une application « de A vers
le semi-groupe des applications continues de Y dans Y et on note S le
semi-groupe engendré par a(A). On se donne aussi une famille de fonctions
positives p(z, a) continues pour chaque a de A et telleque ) . 4 p(z,a) = 1.
Au paragraphe 13, on aura X = |J,cgq Wo,Y = Fq et S sera formé de
transformations projectives.

On supposera ici que X = |J, X, est une réunion finie disjointe de
parties ouvertes et fermées et que A opere aussi sur X, au sens o1 chaque a
de A définit une transformation continue d’une partie X, = Dom a de X,
réunion de certains X, dans X. On suppose que Dom a = {z; p(z,a) > 0}
et que 'image de chaque X, inclus dans Dom a est contenue dans un
unique X, (voir la remarque 2.4). On notera l'action de a € A sur z € X,
par a - z et celle de a sur Y par a(a).

DEFINITION 12.1. — Soient X, Y, A, p(x,a) comme ci-dessus et v, un
noyau markovien de X dans Y. On dira que x — v, est p-harmonique si
lPon a:

(1) VzeX, v,= Zp(xaa)a(a)l/a-z-
a€A

On va s’intéresser surtout aux solutions de (1) qui sont continues en
variation, c’est-a-dire :

lim ||vy —vg|| = 0.
T/ >z

Pour ces solutions on va s’intéresser aux supports Y, de v, et on sou-
haite montrer la «non-dégérescence » de v, relativement a certaines familles
spéciales de fermés que ’on précisera au paragraphe 12.3 et qui seront des
sous-variétés algébriques de F,; au paragraphe 13. De telles équations
interviennent également dans [GuLeP].
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12.2. Construction de noyaux p-harmoniques continus en
variation.

Comme au paragraphe 2.4, on définit p(z,w,) ol w, = (a1,a2, - ay,)
est z-admissible :

p(z,wn) = p(x, an)p(an - T,an-1) - -plaz- - an - T,a;).
La nullité de p(z,w, ) ne dépend que de X, et de wy,, (x est dans X,;). Ona

alors le :

THEOREME 12.2. — Avec les notations précédentes, supposons que
pour tout x de X,

lim sup 3| (p(a,wn) — p(y:wn)| = 0.

Wn

Alors il existe un noyau p-harmonique de X dans Y qui est continu en
variation.

Démonstration. — On définit un opérateur P sur les noyaux
markoviens continus de X dans Y par

(Pv), = Zp(x, a)a(a)Vg.q.
a
Alors on vérifie que

(P™v), = Zp(x, wp)a(an) -+ a(a1)vey ay, -

Prenons en particulier pour v, un noyau constant v; = m. Alors,

(P"m), = Zp(ax, wp)a(an) - - ala;)m
et' wn
[(P"m)z — (P"m), || <D _[p(z,wn) — p(y,wn)]|-

Considérons alors la suite de noyaux v? = n=! Y 7(P*m),, et munissons
I’espace des probabilités sur Y de la topologie vague. Alors

I = vyl < sup > Ip(e,w) — p(y,wi)|,

Wk
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la suite de fonctions z — v est équicontinue par hypothése, et est & valeurs
dans un espace métrique compact. D’aprés le théoréeme d’Ascoli, on peut
en extraire une sous-suite v* qui soit convergente en topologie vague :
limg v2* = ;. Or,

(P)e =22 + 1 [P 1m)e ],

et & la limite (Pv), = v,. D’autre part, pour toute fonction continue ¢
surY,ona:

12 (9) = 15 )] < llplloo sup > |p(,w) = ply; we)],

Wk

vz () — vy (0)]| < llelloo sglpZIP(x, wn) = p(y, wn)|-

Dot ||lvy —vyll < sup, 3=, [P(z,wn) — p(y,wn)|- On a donc ainsi construit
un noyau I — v, qui est continu en variation et qui satisfait :

Ve e X, v,= Zp(z,a)a(a)ua.z. O

12.3. Irréductibilité des noyaux p-harmoniques.

SiY est une variété algébrique projective sur laquelle opére un groupe
de transformations projectives, des familles de fermés de Y particuliéres
s’introduisent, et on est amené & étudier si une mesure v, donne une
masse positive & I'un de ces fermés spéciaux. Ceci conduit & formaliser la
situation pour S et Y de la fagon suivante, en s’inspirant de la topologie
de Zariski et de la dynamique topologique. Soit 7 la famille des fermés
d’une nouvelle topologie sur Y. Rappelons que Y est dit noethérien si
toute famille strictement décroissante de fermés est finie. Un fermé Y’ de
Y est dit irréductible s’il ne peut s’écrire Y/ = ZU Z' avec Z,Z2' € T
et Z # 0, Z' # 0. On appelle dimension de Y la plus grande longueur
possible des suites strictement décroissantes de fermés irréductibles. Si la
dimension de Y est finie, tout élément Y’ de 7 est réunion d’un nombre
fini d’éléments irréductibles de 7 appelés composantes irréductibles de Y.
On note A’ C A lensemble des a de A tels que p(z,a) > 0 pour tout z
de X (ou Doma = X) et on note S’ le semi-groupe de S engendré par A’.
On fera sur (p, a,Y) les hypothéses suivantes :

a) dimY < +oo et Y est irréductible;

b) pour tout F de 7 irréductible et tout s de S, s~ F appartient & 7
et s71F est irréductible de méme dimension que F;
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c) tout F' de T est un fermé de la topologie d’espace compact de Y ;

d) S’ est totalement irréductible sur (Y,7) au sens ot les relations
FeT,F#0ets 'F C F pour tout s € S’ impliquent F =Y.

DEriNITION 12.3 (¢f. [CR]). — On dira qu’un ensemble F' de X est
un p-fermé invariant si F' est fermé et si de plus les conditions x € F,
p(z,a) > 0 impliquent a -z € F. On dira que action de A sur X est
p-minimale si ¢ et X sont les seuls ensembles p-fermés invariants.

On a alors le :

THEOREME 12.4. — Soit A un ensemble dénombrable de C(X, X),
soit a une application de A vers C(Y,Y), S le semi-groupe engendré par
a(A). Soit p(z,a) une famille de fonctions sur X x A, comme ci-dessus, et
soit * — v, un noyau markovien p-harmonique continu en variation. On
suppose Y muni d’une structure d’espace noethérien (Y,T), vérifiant les
conditions a, b, ¢, d ci-dessus. Alors si ’action de A sur X est p-minimale les
conditions F € T, z € X, v(F) > 0 impliquent F =Y.

La démonstration découlera de deux lemmes. Le lemme suivant
montre le role de la condition de «type noethérien) pour une mesure
de probabilité.

LEMME 12.5. — Soit v une mesure de probabilité sur I’espace compact
et noethérien Y, d, la dimension minimale des fermés F' de T tels que
v(F) > 0. Alors pour tout @ > 0, Pensemble des éléments H de T
irréductibles tels que dim H = d,, et v(H) > « est fini.

Démonstration. — Observons que si H et H' de T sont irréductibles
de dimension d, et si H # H',onav(HNH') = 0. En effet, si HNH' # ¢,
HNH' # H,le fermé HN H' C H est de dimension strictement inférieure
a d, car H est irréductible; donc v(H N H') = 0. Si alors H; (ol i € I)
est un ensemble fini de fermés irréductibles distincts de dimension d, avec
v(H;) > a,ona

1> V(UHi) =ZV(Hi) > acard I,

el el

car v(H; N H;) = 0. Alors card I < a1 et il y a donc au plus [a}] fermés
irréductibles de dimension d, et de masse a au moins. O
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Remarque. — Il découle du lemme 12.5 que la borne supérieure m,,
des nombres v(H) pour H € 7 irréductible et de dimension d,, est atteinte;
il existe donc H dans 7, irréductible avec v(H) = m,, et 'ensemble des H
de ce type est fini. De plus il existe £ > 0, tel que si H est irréductible de
dimension d,,, on a v(H) = m, ou v(H) < m, —e¢.

DErFINITION 12.6. — Avec les notations du lemme 12.5, on appellera
T -atome principal de v tout fermé irréductible H de dimension d,, tel que

v(H)=m, =sup{v(H); HET, H#Y}.

On notera W, la réunion (finie) des T -atomes principaux de v.

LeEMME 12.7. — Soit ‘H une famille de fermés de Y, x — v, un
noyau p-harmonique continu en variation et h(z) = supycy Vz(H). Alors
la fonction h est continue. Si de plus ‘H vérifie la condition :

VHeH,VseS, s '(H)cH,

et si A est p-minimal sur X, alors h est constante.

Démonstration. — Pour H fixé, v,(H) est fonction continue de z, car
le noyau x — v, est continu en variation. Pour ¢ fixé et z’ assez voisin de z
fixé on a donc :

—e<vy(H)—vy(H)<e et vy(H)<e+v,(H) <e+h(z).

On a donc aussi h(z') < £ + h(z) de méme h(z) < e+ h(z'), ce qui justifie
la continuité de h. Comme le noyau est p-harmonique, on a :

v (H) = Zp(z,a)ua.z (a(a)™'H)

a€A

pour tout H de H. D’ot, puisque a(a) " 'H € H,

h(z) < Y p(x,a)h(a- ).

a€A

Soit z¢ dans X vérifiant h(zo) = sup ¢ x k(). Comme ) p(z,a) =1,
il en découle h(a - xo9) = h(xo) si p(zo,a) > 0. L’ensemble

Xo = {.’L‘; h(fl?) = h(l’o)} cX

est donc un p-fermé invariant. Par p-minimalité de Paction de A sur X,
il est égal & X : h(z) = h(zo). |
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Démonstration du théoréme 12.4. — Soit W(z) la réunion des 7-
atomes principaux de v, et

d(z) = dimW(z), p(z)=rvs[W(z)].

Soit n(z) le nombre des 7T-atomes principaux de v, et m(x) la masse de
'un quelconque de ces atomes : par définition de y, on a u(z) = n(z)m(z).
On va prouver que W(z) =Y, n(z) =1 et m(z) = 1.

Soit & = infyex d(x) = d(z) et H la famille des éléments irréductibles
de 7 de dimension 6. On pose :

h(z) = ;1;;7){ vz(H).

Par hypothése si H € H, on a s"}(H) € H. Le lemme 12.7 permet de
conclure h(z) = C*. Le choix de § donne h(zo) = m(zo) > 0 et donc
h(z) = m(zo) > 0, pour tout z € X. La définition de ¢ implique donc aussi
d(z) = 6 et la définition de h(z) donne m(z) = h(z) = m pour tout z.

Puisque v, est une probabilité on a n(z)m < 1 et donc n(x) est
bornée. Posons :

k = supn(z) = n(z;)

et considérons I'’ensemble H' des réunions finies L de k éléments irréduc-
tibles H de 7. On définit la fonction :

h'(z) = sup vg(L).
LeH’

Les hypotheses du lemme 12.7 sont satisfaites par H’ pour Paction de S
sur H' : on obtient h'(z) = C* = ¢ = h/(z;). Par définition de k et 1,
il est clair que

K (z1) = va, [W(z1)] = SUp Vg W(z)] = km.

La condition h'(z) = km implique clairement :
n(z) =k, vz[W(x)]=km

pour tout z. Autrement dit, le nombre des atomes principaux de v, est
constamment égal & k et leur masse vaut m. L’équation :

km = v, [W(m)] = Zp(x, @) Vg [a(a)‘IW(sc)],
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et la condition :
Vaz [0(a) " 'W(z)] < B (a-z) = km,
impliquent :
Vaz [@(a) T W(2)] = km, a(a)"'W(z) = W(az)

pour tout z tel que p(z,a) > 0.

On montre maintenant que la fonction z — W(z) de X dans H’ est
localement constante. Soit z fixé et

Aa) = sup{v,(H); H €M, H¢ W(z)}.
D’apres la remarque suivant le lemme 12.5, on a A(z) < m. Soit alors z’

assez voisin de z pour que lon ait ||vy — vz|| < m — A(z), et soit Fys I'une
quelconque des composantes irréductibles de W(z’). On a :

m— vy (Fypr) = |1/,,(sz) — ux:(Fz/)‘ <Nz = ver|| < m = Az).
D’ot vz (Fy) > A(z). Par définition de A(z) on obtient que F,s est égal &
l'une des composantes irréductibles de W(z); comme n(z) = n(z’), il en

découle W(z') = W(x). Alors W = |J,x W(x) appartient & 7 comme
réunion finie d’éléments de 7 et satisfait :

Vae A, a(a)™'W= U a(a)"'W(z) = U W(az) C W.

T€X zeX
On a aussi s7'W C W pour tout s € S’. Les propriétés de S’ et

7 impliquent alors W(z) =Y, et lirréductibilité de Y donne W(z) =Y,
n(z) =1, m(z) = v, (Y)=1. a

13. Application a la simplicité du spectre de Lyapunov.

On considere ici les produits de matrices :
S l(z)=A"1 (T 2)--- A7 (z)

dont ’étude est cruciale pour celle des exposants de la différentielle. Le
systéme dynamique de base est (X, T, ) et il est ergodique.
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THEOREME 13.1. — Les exposants du produit de matrices station-
naires :

S l(x) =AY (T ) A7 (=)

sont tous différents.

Avant de montrer cet énoncé, nous introduisons quelques nota-
tions. Si le drapeau £ € F; est repéré par la suite de multivecteurs
(z1,21 NZ2,...,T1 A+ A zq), on note o;(g, ) le cocycle défini par

oi(a.6) = INTg@ A Azl A g(@ Ao Azl
i\9, |Aig(zi A--- A i)

On note aussi Aj > Xy > --- > X +1 la suite des exposants de S, L
répétés avec leurs multiplicités, et A\; > Ay > --- > A, les valeurs distinctes
M =Aret A=A, ,).

DerINITION 13.2. — Soit (Y, S, ) un systéme dynamique inversible,
Y,.(x) un produit de matrices stationnaires d’ordre d + 1, satisfaisant le
théoréme ergodique multiplicatif et soit Ay > Ay > --- > A, la suite de ses
exposants caractéristiques.

On appelle drapeau contractant (respectivement dilatant) le dra-
peau Cy, de sous-espaces Cj D C2 D --- D C};~! défini par

1
k-1 _ d+1, —
Ch 1= {v € R*; - log [|Za(y)vll < /\k}

lim
n—+00

pour 2 < k < r, respectivement le drapeau D,, de sous-espaces
Dy > --- D D2 > D, défini par

1
D}l = {v € R™L lim  — log || Zn(y)v]| < —Ak}.
n oo o]
La démonstration du théoréme va résulter des deux lemmes suivants
ou l'on note L, le drapeau contractatnt de ¥, (z) :

LemME 13.3. — II existe un borélien X' C X de w-mesure 1, tel que
pour tout drapeau complet non subordonné a L, (£ & L), on ait :

1
Vz e X', lim - logo; (S, H(z),€) = A1y — AL
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Démonstration. — Si £ est repéré par (1,21 A Z2,...,Z1 A ... A Zq),
le théoréme ergodique multiplicatif implique que, si le sous-espace engendré
par (1,2, ...,Zx) a une intersection réduite & {0} avec L, on a m-presque
partout,

lim — log“Ak Yo A Aag)|| = AL+ 25+ + A

On prendra pour X’ I’ensemble de validité de cette formule. Donc, si £ ¢ Zz
etz e X,

1
lim - log ok [S; M (), €] = Apy1 — Ak O

LeEMME 13.4. — On considére 'action de a € Ay sur F; définie par
I’action projective de a=!, I'action de a sur X étant celle considérée plus
haut. Il existe alors un noyau p-harmonique, de X dans F4 qui est continu

en variation :
_ -1
—E p(z,a)a™" - Pz
a

Alors la transformation T de X x F, dans lui-méme définie par

T(z,&) = (Tx, a—l(z)f)

laisse invariante la mesure

=/ bz X pg dm(z)
X
De plus on a, pour T-presque tout (x,&) :

lim % logo; (S, ! (2),€) < 0.

Démonstration. — Ici les notations sont celles introduites en ITI.11
et I11.12 avec a(a) = a~1. L’existence de u, découle directement du théo-
reme 12.2, car on a :

p z, wn
p(z,wn) — p(y,wn)| = 1lpy,w
avec de plus |p(z, wy)/p(y,wn) —1| < cé(m, y) en vertu de la proposition 2.6;
ces relations impliquent :

Y Ip(@,wn) = p(y,wa)| < cblz,9) Y p(y,wn) = cb(z,y)

Wy Wn

et la condition de validité du théoréeme 12.2 est donc satisfaite.
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Soient ¢ et ¥ deux fonctions continues sur X et F4. On a :

Tr(op) = / DTp((a®) ™ - €) dua(€) dn(a).

Par définition de 'adjoint P de T sur (X, =), on obtient :

Trew) = [ o) 0@ - Op(y:0) dhay (€) (o).

Tm = /5y X Zp(%a)a—l *Ha-y dm(y).

Puisque le noyau y — p, est p-harmonique, on obtient Tw = 7.

D’apreés les théoremes 11.1 et 10.14, on sait que lim,, 0;(S;; }(z),£) =0

pour 7-presque tout z et tout £ & £(x).

Observons maintenant que si Y = Fy et Ag agit sur Y par a — a™ 1,

les conditions de validité du théoréme 12.4 sont satisfaites. Ici 7 est la
topologie de Zariski et le semi-groupe S’ est engendré par .Z:i; clairement
L € T. La condition d) de p-minimalité de ’action de A4 sur X découle du
lemme 2.10 de [Br2]. Puisque le semi-groupe S’ engendré par A/, est dense
au sens de Zariski, il ne laisse pas de sous-variété algébrique invariante
dans Fy. D’apres le théoréme 12.4, on déduit que pour tout z € X ou E (z)
est défini on a uz[g(z)] = 0. Donc on a lim, 0;(S;; }(z),£) = 0 T-presque
partout, et le lemme 4.3 implique alors lim, n~!logo;(S;!(z),£) < 0
T-presque partout. a

Démonstration du théoréme 13.1. — Supposons X;,, = \j; d’apres
le lemme 13.3 pour presque tout x de X et pour tout £ & Ez, on a
lim, n~tlogo;(S,;1(z),£) = 0. Le lemme 13.4 implique alors que pour
presque tout z € X, on a M(E;) = 0 donc pg(Ly) = 1. D’apres le
théoréme 12.4, une telle relation est impossible, car le semi-groupe S’ est
Zariski-dense. Donc,

A >A > >N, et r=d+ 1 O

CoOROLLAIRE 13.5. — Si 'on note Ay > Ay > --- > Agy1 les exposants
caractéristiques du produit de matrices stationnaires Sp(z), les exposants
caractéristiques de la différentielle (T™)", sont égaux & v; = A\ — Ag+2—i
(1 <4 < d). IIs sont donc distincts et 'on a 4 > 0. De plus le drapeau

caractéristique de (T™)!, est égal & £(z).
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Démonstration. — Dans cette démonstration, la notation a® est
remplacée par a;. On a la relation ¢ = a® - Tz = a; - Tz, d’ou par
différentiation (a1)7,Ts = Id et

(T = [(a102 -~ an)lpng] " = [(@n)png] -+ [(@2)ip2g] " [(01)g] ™"

Considérons le produit A=}(T™z)--- A~1(Tz) dont les exposants sont :

—Ad41 > —Ag > - > =

Notons n(z) le drapeau caractéristique : il satisfait I’équation (7-pres-
que partout) :

al_1 Nz = "]al—l‘z‘
D’apres le théoreme 11.1, il y a unicité de la solution de cette équation
1z = &(z). Considérons I’extension naturelle (X, T, 7) du systéme (X, T, ),
et une base ey (Z) de R%*!, fournie par le théoréme ergodique multiplicatif,
pour le produit
S7Yz) = A Y(T7) -

n

A7)

= AT z)--- A7 (2) = S, ' (z), sin>0,
Sy ' (z)e(8) = afex(T")

avec af € Ret lim, 4 oon tloglak| = -\ 1<k <d+1).

L’application projective associée & S;;!(x) est a; ! --- al_l, et les points
de P4 correspondant & ey (Z) seront notés & (Z); clairement e, (Z) = z et le
drapeau défini par cette base est égal & £(z) : a;'---a; ' - £(7) = f(f’"fﬁ)
On peut prendre une base dans espace tangent en z & X, formée de
vecteurs unitaires Ex(Z) d’origine z et colinéaires aux droites [z, ex(Z)].
Alorson a :

-1 —1ys A o Pz
(an Tl )zEk(m) = a—lEk(T 1‘)
n

D’autre part, on sait que

k

. a
lim —log—’f =1 — A
n—+oo N o

Soit M(Z) la matrice des vecteurs Ei(Z) dans la base canonique
de R? : les propriétés des ex(Z) donnent :

lim i

nE T log||M(T"7)|| = 0.
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Donc les exposants de (T™), = (a;'---a7')” sont :

)\1—)\d+1>)\1—)\d>"'>)\1—/\2

et le drapeau caractéristique de (T™)’, (lorsque n — +o00) est égal & £(z). O

On va montrer maintenant que la mesure ., utilisée dans la preuve
du théoréme, est la loi conditionnelle, lorsque x est fixé, du drapeau carac-
téristique du cocycle S;!(Z) quand n — —oo. Il n’est donc pas étonnant
que Pon ait p, [E(m)] =0.

DEFINITION 13.6. — Pour un sous espace-projectif v de P4 et un point
z de P4, (x ¢ v), on note v® le sous-espace projectif engendré par x et v.
Pour un drapeau £ de sous-espaces Li, Lo, ..., L,, on note £ le drapeau
défini par les sous-espaces Ly, L3, ..., LZ.

THEOREME 13.7. — Soit £~ (w) le drapeau dilatant du produit de
matrices stationnaire S, . Alors la loi de £~ (w) sous Py est égale & p, qui
est I'unique solution continue en variation de I’équation :

=T sl

Soit . I'image de p, par Dlapplication & — &* de Fq dans A et

7~ = [ fiy dm(z). On a alors, en convergence vague,
HmT ™(r x m%) =% =limT"(m x m%) et lLmT"(m)=7",
n n n
ot m? désigne la mesure de Lebesgue sur Fy.

Démonstration. — Le théoréme ergodique multiplicatif entraine que
la suite ag 1...a”} est contractante vers £~ (w). Donc pour toute mesure v
ne chargeant pas la sous-variété critique L d’une sous-suite fondamentale

-1 -1 .
ay ---a’p.,ona:
| -1 _
hlina0 g, V= G- (0)-

La méme observation reste valide lorsque I'on remplace v par une
suite vx dont les valeurs d’adhérence ne chargent pas L. D’apres le
lemme 13.4, pu, ne charge pas de sous-variété algébrique. Comme de plus
4z est continue en variation, on a bien :

L1 -1 -1
hlrcna0 aZy @ q, Ha_p, a_jagm = = 8¢ (w)-
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Comme le second membre est indépendant de la sous-suite choisie, on
en déduit

. -1 _-1 -1
hrrlnao aA_1° "0 _p - MHa_,-a_jagz = 65_(‘”)’

D’autre part, ’équation :

Za * Pa-zP(Z,0)

montre que
/ a5 aZt - aly  Haopacrags APe(W) = o
et donc, par convergence dominée :
/ b¢-(w) AP (w) = £ [Px]

d’ou la premiere assertion.

On a d’autre part :
T"m xm?] = /6Tnz x (a7t a7t -m?)dn(z)
/5 x ( -aZ} ;- m?) dn(z) dPy(w).

Comme ag'...a”"} +1 -m® converge P,-presque partout vers £~ (w), on

obtient par convergence dominée,

11mT"[7r x md] = /6 X 8¢~ () APy (w) dm(z) = 7.

Une formule analogue vaut pour TnH[m x m?]. On obtient

_ 6a
T [m x m :/h—(m x (agt - -aZyyy - m?) dr(z) dPs(w).
Pour ¢ dans C*(X) et ¢ dans C*(F,), en posant :

Yn(w) =(ag"--a 31+1 m?) (),

on obtient alors

T (mxmd) (Y ®¢) = / mﬁ%wn(w) dr(z) dPy(w).
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Puisque v, (w) converge vers 9~ (w) = ¥[¢~ (w)] dans L'(P;), le second
membre est proche, pour n grand, de

dn(w, ),

p(z) e o
/ Man ag 2y ¥ WdTw) = / (¥~ ®p)(w,z)

ho 67 (w, )

ou §(w, z) = (bw, ag - x). La propriété de mélange de § donne alors :

lm T+ (m x m?) (4 @ o) = /(w- ®¢)d%/%d%=%'(w®ap).

n

Soit T = lim, TnH[

dans A commute avec T et T, la relation

m x m?]. Puisque I’application (z,£) — £% de X x Fy

7~ = lim T[]
n

est conséquence de la relation précédente. O

IV. Stricte positivité de la somme des
exposants extrémes \; + A; , ;

Cette partie est une généralisation en dimension d > 2 de la partie II;
on va montrer que la somme des exposants extrémes est strictement positive.

Ce résultat entraine que les volumes des (d — 1)-faces des simplexes o, (z)
décroissent vers 0 plus vite que gn, (d_l)'s, pour un certain € > 0.

14. Propriétés de contraction de P.

Dans cette partie, on se restreint & des fonctions définies sur A, qui
dépendent uniquement des composantes = et u; A ... A ug—1, et non du
drapeau complet,

f(g) =f(x;u1,u1/\ug,...,ull\.../\ud_l) =f(:r,u1/\.../\ud_1).

Soit & dans [0, 1], on dit qu’une telle fonction est héldérienne si

1£(6) = £(&)]
d(€,¢')*

est fini, ou le supremum est pris sur ’ensemble des couples de drapeaux

[f]e = Sup
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qui sont différents, et qui ont leurs origines dans le méme simplexe de X.
Ce qui revient ici a

= su |f(:1c,u) — f(a:’,u')|
e = 59 500 ) T 00w, )¢

< 00

car on peut toujours voir u; A ... Aug—; comme un vecteur de R?. On note
encore d la distance :

d((z,u), (z',u)) = 6(z,2") + 8(u, u).

On appelle H.(A) 'ensemble de ces fonctions holdériennes. On définit aussi
la norme de f par

Il = s%plf(§)|~

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme suivant, analogue
au théoréme 7.1 :

THEOREME 14.1. — II existe € dans |0,1], un entier n > 0, une cons-
tante 0 < a < 1 et une constante 3 > 0 tels que pour toute fonction f
de H.(A) on ait

[P"f]. < alf] + BIIfI.

Démonstration. — On fixe un couple ((z,u), (z',u')), (z,u) # (', v),
les points z et z’ étant dans le méme simplexe. On se donne aussi un € > 0
et une fonction f de H.(A). On rappelle que

P"f(z,u) = Z f(wn - (z,u)) p(z,wn)

wn - (T,u) = (wn - 2, A% Hwn) ).

On a donc :

|13nf(z,u) - Isnf(z/,u/“ d(wn - (T,w),wn - (&', )\ y
d((mvu)’(x,’ul))e = [f]eZ( d((iU u) (xl UI)) ) p(z, n)

0> e
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Le deuxiéme terme ne va pas poser de probleme; en effet, les fonctions
p(-,wn) sont analytiques sur X et ne dépendent que de z, et on a donc
si z et =’ sont distincts :

p(z,wn) — p(z’,wn)| _ |p(z,wn) = p(z’,wn)]
d((z,u), (z',u))e  — 6(z,z")®

|‘p(x7wn) — So(m/’wn”
s 6(x, x')e

+ ' p(x,wn)

ou ¢’ et C sont des constantes qui dépendent de n et &, ©(-,wy,) est le
poids correspondant dans ’opérateur ®”. La fonction ¢( -, ws,) est dérivable
sur X et ona:

lSD(x, wn) - (p(:t’,wn” c
. — < :
[e(-,wn)] ::f, 5(z, ') = (agd)...a;d))dw

Ainsi,

|pn (z, wn) —pn(z’,wn)] , 1
< [ —
; d((x’u),(wl’ul))e = C+C E (agd) '~-a£1d))d+2

Wn

coro(y ey

d+2
a
a>1

et cette derniére série est convergente. On a donc bien montré ’existence
d’une constante finie 3 > 0, comme dans I’énoncé.

On estime maintenant le premier terme; on a :

(d(wn - (z,u),wn - (917',1/)))‘e
e (sz(,jn)-)z,wn ~w)\e | (O(AT (W )ott, AT (W) \
S (__E(x_,x’)—) + ( A(u,u’) )

ou éventuellement 'un des deux termes n’existe pas et vaut 0. Comme 6
est contractée par toutes les transformations z — a - z, on a la majoration
6(wn + T, wy - 2')/8(z,2") < p™. On aura donc montré le théoréme si on peut
rendre strictement plus petite que 1 la quantité suivante :

(A (wy)eu, A1 (w)oru') \ € ne
5;13;( o) ) p(z,wy) + P,

en faisant un bon choix pour € et n. On utilise ici les propriétés des
exposants caractéristiques de la matrice jacobienne de T
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On appelle M l’ensemble des couples ((z,u), (z',u’)), u # v/, z et z’
dans le méme simplexe de X. On note 6 le cocycle de A4 x M suivant :

d=1(g/)_u, A1 (a’) o0
G(a, (($,U)a($,,ul))) = B(A ( ?(u’,tl) ( ) )

_ 1A (@)zu A AT @)orud||
[A4=1(a")oull - |A%H(a")or |
L’ensemble M n’étant pas compact, on le compactifie en lui rajoutant
Mis = {(z,u,uAv), € X, u€ RY, uAv e A’RY,
lull =1, [luAvl =1}

On note M = M U M; 2. L’ensemble M est compact si on le munit la
topologie suivante :

e M est un ouvert de M,
e ((zn,un), (2}, u,)) converge vers (z,u,u A v) si

lim §(z,,z) = hm 6(z),,x) =0, lim O(un,u,) =0,

n—o0

lim Ru, =V®,  lim Ru, ®Ru/, =V®
n—oo

n—oo

Les espaces vectoriels V(%) sont de dimension i et V2 contient V1. Le
bivecteur (u,u A v) engendre le drapeau (V1) V),

On peut alors prolonger par continuité le cocycle § & M en posant :
A%~ (a")zu A A% (a')z0]|

[[A4=1(a")oull?

La fonction ((z,u),(z',u')) + >, 0°(wn,((z,u),(z',u)))p(z,wn)
est continue sur M et se prolonge par continuité sur M, qui est compact.
1l existe donc un point ¢, = (Zr, Un, Un A v,) de M tel que

ZG wn, ((z,u), (¢',v"))) p(z,wn)
=" 6% (wn, Cn) P(Tn, wn).

Wn

0(a, (z,u,u Av)) =

(zyu), (z u/))EM

On rappelle maintenant que pour tout x réel, e* <1+ z + %272 ell.
On a donc

Zea(wm(:n)p(xnawn) <1+ €X:IOgo(Wna(n)p(mm"-)n)

Wn
“5221% 0% (wn, Cn) €118 wmcn)lp(@"mwn)-
La convergence de la deuxiéme série est assurée par le résultat suivant :
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LEMME 14.2. — Pour tout n > 0, pour tout € < 1/(2d + 2), la série :
Z 1og? 0% (wy, Cn ) €118 0@n i) p(z, )

est convergente.

Démonstration. — On a :

”Ad_l(wn);nun A Ad_l(wn);nvn”
0(&)”, CTL) = ”Ad_l( ), '

Wn znunllz

Comme la matrice A%~} (wy)’, est inversible, on a :

1= “unH < Il [Ad_l(wn);n]_lH ’ HAd_l(wn), un“

Tn

On a de plus :

_ 1 -1
AN (wr)y, = Wt[(wn);n]

-1
= (gn + gn-12P + -+ guoaz) H(wa)h ]
Donc,

1

Ad—l 11 <
I (wn)e ]l (Gn + Q012D 1+ g gDyt

et (wn),, est la matrice de terme général :

1 a+l (z) (3)
- Zd [ n—d+j Pn—dtk | ,(k)
(qn + qn— lwfn ) c+ Qn— dfl?( )2 dn—d+j 4n—d+k

avec 2™ = 1. Donc [(wn)f, | < 2d. Ainsi,

4d2 Ad—l / Ad—l /
H(L{Jn, Cn) < _q2d+2 ” (Wn)mnun A (wn)znvnH.

Les composantes du vecteur A%"!(wy), u, sont de la forme
x .. ] ) p—
> 1<j<d Mi,jnls, oU les mi;n sont les mineurs d’ordre d — 1 de la
matrice (wp)} . On a donc :

2(d—1)

qn
mzyjn<CWSC
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ou C est une constante qui dépend de d et de x,,. On a donc :
Cl
0(wn, Cn) < Sdvs
an

Alors,

> " log? 0% (wn, G) €118 on MIp(z,,, wy,)

Wn
<C"Y (108 ¢n)* @) p(@n, wn).
Wn
Cette derniére série converge dés que £(2d + 2) < 1. 0

LEMME 14.3. — Il existe un réel vy avec y2 — 1 < v < 0 tel qu’a partir
d’un certain rang, on ait :

Z lOge(wny Cn)p(mmwn) <ny<0.

Wn

Démonstration. — La, propriété de cocycle de 6 permet d’écrire que :

Zlog@(wn,Cn)p(xmwn)
= Z Z lOg a(ak,ak+1 ceclp <n)p(znawn)

wp=(a1---an) k=1

=" > logf(ak,akt1an - Ca) p(Tn,wn)

k=1lw,=(a1--an)

n—1
= Z Z Zloge(a’w"—k : Cn) p(wn—k . xn,a) p(m‘n,wn_k),

k=0wn_r a

avec wy_r = (ak+1 S Qp),

Z PPt f(Ga) ot £(¢) = 3 log#(a, ) plz, ).

La fonction f est continue sur A, donc d’apreés le lemme 4.1, la suite
n1 Zz;é P~k f converge uniformément sur A vers [, fd7. On a de
plus :

[ rai= [ reran@ = [ 310800, &) (2. (2
= [ tog0(a r.) dn(a) =22 = .
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En effet,

0(0x7§Tz) — ”Ad_l(a'z)ifzuTl‘ A Ad_l(am)’fl"a:’UTx” — ”T:;uTz A T;UT:B“
A4 (a®) 7z ur= 12 1Tz urs

si éry = (Tx; ury, UTy A VUTg,. . .). L'intégrale est donc égale a la différence

des deux premiers exposants caractéristiques de la matrice jacobienne de T .

Comme tous les v; sont différents, alors v — 1 est strictement négatif.

On fixe alors un réel v vérifiant 2 —y; < v < 0; alors a partir d’un certain

rang, on a :

b

1 n—1 ~
2 -—m)-v< -y PF<y <o,
k=0
et donc a partir d’un certain rang, on a bien :

ZIOg G(Wan) p(zmwn) <ny<0. O

On est alors en mesure de montrer le théoreme 14.1. D’apres les
lemmes 14.2 et 14.3, si n est suffisament grand et € < (2d + 2) 71,

2
€
p"e + Zee(wn7<‘n)p(mmwn) <P +1-nye+ "2—871,5-
Wn
On fixe un n assez grand, on choisit alors un & assez petit pour que
le terme p™* + %52&1,5 soit négligeable devant nye et que —1 < nye < 0.

On a alors :

P+ Y65 (Wn,Cn) P(Tn,wn) S @ < 1.

Wn
Ce qui acheve la démonstration du théoreme 14.1. O
Remarque. — Une démonstration analogue, basée sur le corol-

laire 13.5, montre que le théoréme 14.1 reste vrai si on prend une fonction
qui dépend du drapeau complet. Si on note

|f(&) — F(&)]

d(§,¢')¢
ou on prend le supremum sur I’ensemble des couples de drapeaux complets
qui sont différents et qui ont leurs origines dans le méme simplexe de X. On
note H.(A) 'ensemble des fonctions qui ont un coefficient de Holder fini.
Alors il existe un entier n, un € > 0, deux constantes 0 < @ < let 8> 0
tels que, pour toute fonction f de H.(A), on ait

[P"fl. < alf]- +BIfIl-

[f]e = sup
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15. Généralisation d’une inégalité de Paley et Ursell en
dimension d > 3.

THEOREME 15.1. — Pour toute dimension d > 3 et pour tout
entier n > 0, si w, = (a1,...,a,) est une suite admissible et si on note
Sn =My Mg, ---M,, ,ona:

IA%S, ]l < d]Sall,
ol
d+1
A4S, | = sup A%S,) Sull = sup .
IA%Sall = _sup, < (A%l Sell = sup I(Sss
Démonstration. — On précise dans un premier temps les notations.
Ona:
PR
g - 0 1 0 1 0 1| :
"I a ) [ oa| T an] pild)d psld)
qn—-d --- qn

On a: pg)_k < pgf), Qn—_k < qn pour tout 1 < k < d. Donc,

I1Sall = P + P + -+ + 5P +

Dans toute la suite, on notera w, & la place de ||Sy,||. La suite (w,) est
strictement croissante et vérifie la relation de récurrence suivante :

(d) (a-1) (1)
Wnt1 = Gy 1Wn + apt1 Wn—-1 +-- + Q11 Wn—d+1 + Wn—q-

En écrivant que a&?_l = (asld_zl — 1) + 1 et en utilisant d fois la relation
précédente, on obtient : pour n > d,

W41 = (aff?_l - Dw, + ( (d 1) + a(d) Dwp—1+---

+(a (2)1 + a(3) + . Szd)d+3 — Dwp—d+2
1 d
R TN

+(1+a® 4+ +a? . waa

+o-+(1+ ai,,_)d+1)wn—2d+l + Wp—24-
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On remarque que tous les coefficients de cette égalité sont positifs.

Comme A%M, = (—1)¢[7° (ﬂ, on a donc :

AdSn=(—1)d"[_?1 (1)] {_}12 (1)][—?" (1)]

Les colonnes (ﬂ,(f))lsrsdH de A%S, vérifient donc les relations de
récurrence suivantes :

{ﬁ ) = (—1)4—aBM + B0Y], 1<r<d,
LY = (~1)BD.

On peut exprimer toutes ces relations en fonction des ,8 , et on trouve
pour 1 <r<d+1:

d—r
E : +k) 1 T 1

ﬁf:ii)—l = d+1[ kd 5:—1—1 k'B’EL )k:l +( 1)d(d +1)ﬂ7(l-27‘—d—1'
k=0

On remarque maintenant qu’il suffit de montrer que | ,8 )| < wy,, pour
montrer le théoréeme. En effet, on a alors :

d+1
1650 < wa < dwnga,

d
15 7(1-21| < anlﬂ"n + Wp_1 < Wpy1 + Wpo1 < dwpg,

d—1) (d—1
|ﬂ( l < an+1 )wn + W + Wp—2 < Wny1 + Wn + Wp_2 < dwpy,

| n+1| < anllwn + (Wn + Wn—1 + -+ + Wn—dt2 + Wn—d),

S Wpy1 + -+ + Wnodp2 + Wnog < dwWnyi.

On rappelle aussi les conditions d’admissibilité de la suite (an)n>0;
elles sont essentielles pour la démonstration du théoréeme. On a pour
tout n > 0:

0<al) <al® (1<k<d-1), o >1,

et si de plus

k—1 d—1 k—t d—t
a%k) = agld)’ ai+1 )= 5;+1 )a 'El-l—t )= afz—{—t ),
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alors :

esi k—t=1, ona aildj;t_,__ll) >1,

esi k—t>1, ona aﬁl’:;‘f) < aiﬁt_fll).

On va maintenant montrer par récurrence que | ﬁn )| < wp, ; on suppose
que pour tout k < n, |ﬂk | < wg et que n est suffisamment grand, pour
utiliser les relations de récurrence précédentes. L’équation :

1 1+k) (1 1
51(1421_ d+1z l)kd 51:1)k()k+( ) ﬁ()
donne alors que
(1)1| < Z aleilk—)kwn—k + Wn—g-

1 .
En comparant avec wy,4+; on a donc I,B,(L _31 < wWpy1, sauf si I'une des

inégalités suivantes n’est pas vraie :

1 d
(1) 'Ez-l)-l < a'EH)—I -1,
k d—k d
(Ap) 511:1)1; <a( )_+_a(d k+1) 4 .. (ll L — 1,
(1 <k<d-1).

L’inégalité (1) n’est pas vraie si et seulement si aﬁl = a&?_l

L’inégalité (Ax) n’est pas vraie si et seulement si :

(k+1) (d) (d=k) _ _(d—k+1) _ _ (d-1) _
Qpy1 g = 0Opipi— € apyy sz = = Qo =0

Les conditions d’admissibilité de la suite (a,) entrainent alors que

(k+1) __ _(d) (k) (d-1) : (a-1) _
Qpi1ok = Opii_p donc apis , <@, ", mas a, ;" =0,

donc on a I'égalité et ainsi de suite. On obtient alors que I'inégalité (Ag)
n’est pas vraie si et seulement si :

a® (d—k

n+1 - a’n+1 ) = - 0’
al® = a(d+1-k) =,

(k) (d-1)

Upto g = Gpip =0,
k+1 d

{ £z+1 )k = alel k> 0.

Donc, au plus une des inégalités (1) ou (Ax) n’est pas vérifiée.
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On se place dans le cas ol a(nl_,)_1 = aiﬂl Alors :
Bt = (“0* (o = DB + (B - 7))
— (1, — DD 4 S DM oY,
+ (- l)d(d 1) (d—)d+ ﬁfll-)d +_(_1)d2+d+1ﬂ(1)d_ + (= 1)d2ﬂfll_)d
Ainsi,

1] < (@ = Dwn + Z o = 0 s

+ (afld_)dﬂ)wn_d + Wp_g—1-

1 . .z sz . .
Donc | ﬂ,(L lll < Wn+1, sauf si 'une des inégalités suivantes n’est pas vraie :

B) ’a (1+k) _ (2_+k)[ <a d k 1) +a51d_k)+ +a(d) —1,

(0<k<d-2).
L’inégalité (Bx) est toujours vraie, sinon, on aurait :
(1+k) _ (@)
Ak Ak
e Cas (Bkl)
Qld=k=1) _ (d—k) . = g@ D (2+k) =0,
Ont1 = n—k+1 =
(2+k) (d)
(B ) Ak an k>
cas
* F2) O\ Q@=k-1) _ pd—k) gD (k)
A1 a, - n—k+1 = On—fk =
Le cas (B;C ) ne peut pas avoir lieu : les conditions d’admissibilité
(A+k) _ (d) (k) _ od-1) (1) _ ,(d=k)
entrainent Gy =0 0 1 = Oy iy, Qn’ = On , et donc
ald k=1 > 1, ce qui n’est pas le cas.
Ap i1
Le cas (Bg,) n’a pas lieu non plus, sinon on aurait a( +k) =
d k+1 d—1 2 d—k 1 d—k—1
gl)k’ 51 k-f)—l = aSL—kll’ s o) = af )v et donc aﬁu)-l < 'El+]. )’

donc o', = =0, ce qui est impossible.
n+1

. d
Donc, dans le cas ot a;ll = aill, on a aussi | n+1| < Wrta-

On regarde maintenant le cas ou 'inégalité (Ag,) n’est pas vérifiée.

On remarque déja que si afldll —1#0, ou s'il existe un k < kg tel que

oD (d—k) (d)
A1k F Onp “tany gL

1 .
alors on a |,6£L 421| < wp41; en effet, on peut alors majorer aitll ko Wn—ko

d d
par (aiH)_l_ko — 1 wp—k, + wn ou par (ailll_ko — 1Dwn—ky + Wn—k-
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On suppose donc que (Ay,) n’est pas vraie et que pour k < ko, on a :

(k+1)
'n.+1 k=

d
agH)»l =1

(d k)+a(d+1 d 4 ..

Ce qui revient a supposer que :

(o)

(1) (d—ko)
n+1

(d-1) _
n+1 — an—l—l

= 1’ a n+1

=0eta

(d)
an+2—k0

(1+4ko)
\ ot 1—ko

(ko) (d-1)

= 1’ an+2 ko — = an+2 ko —

(d)
n+l—ko"

=0;

=a
On en déduit que :

d
(agz—i)-l—ko - l)wn—ko

d—ko—1
+ (a51+1 o=1)

Wn+1 =
+aliTk) 4.
+--- +(a£31 +aP 4+
+ (afzkfzf)l 4o
+(1+al?, +
+...

+a()

+(1+a()
d—1

k 1 1
(=137 (1D B0+ (-1
k=ko

ﬂn+1 =

;. (ko—{—l)
On écrit que a,, )y =

apres calculs, on obtient

a¥

Api1 ko — (a‘n-l—l

(d)
n+1—ko
d—2—ko

+( 1 d(ko+1)+1 Z

k=l
0 d—1

+(_1)ko(d+1)+1 Z (- l)kd (k+1)

57(:_21 = (=1)dko+1)+1(4(¢

1
1)[37(1-)1%

kd(a(k+1)

aSLd) =1, aﬁf) = asld“_k“) =0 et aﬁld"l =

n ko—k -

(d)

-+ a‘n+1 k 1

(d ko+1) _
n+1 07

- a%d—ko—i—?) — 0’

a'®

a,_ ko
a@
n —d+3

1)wn—-k0—1

— Dwn—g42

n—d+2)wn—d+1
-+ agll))wn_d

n_d+1)wn—2d+1 + Wn—24;

2
%M,

1) + 1 et on décompose ﬂ( ko

k+ko+2)\ (1
agt—koo—k))ﬂn)ko k—1

(1)
nkgkﬂnkokl

k=d—1—ko

)d(k0+1)+d2+1ﬁ(1)

+( ’I’l-—o].d
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Donc, on a

!ﬂn—i—ll <(a n-|)-1 kol)wn-—ko

d—2—kq
(k+1) (k+ko+2)
+ § : | Qp—ko—k ~ On—ko—k |wn—k0—k—1
k=0 g1
(k+1)
+ Oy go—kWn—ko—k—1 + Wn—ko—1-d + Wn—d.
k=d—1—ko
La relation
(k+1) (k+ko+2) (d—k—ko—1) (d—k—ko) (d)

|0y ke = Onkg k| < Opp + ay, +oota, 1

est toujours vraie, car dans le cas contraire, 'une des deux propriétés

suivantes serait vraie :
(k+1) (d)

Ay ko—k = On_ko—k>

T glk—ko-D) _ L (d-1) _ gk+Rot2) _
n+1 - Y'm—ko—k+1 — n ko—k ’
(k+ko+2) _ (d)
n—ko—k n ko—k>

[ ]
gld—k—ko=1) _ _ (d-1) (k+1)
Opt1 =Gy k41 = G gg—k = 0

Le premier cas entrainerait que

(k) _ (d-1) (1) (d k)
Qo ko—k+1 = P—ko—k+17 1B gy = Ak,

d—k—1 . X .
et donc ail_ ko +1) > 1. Le deuxiéme cas entrainerait que

(k+ko+1) _ (d-1) (2) _ ,(d—k—ko)
n—ko—k+1 — An—ko—k+10" - 0n an

et donc afllll > 1. Ce qui est exclu par hypothese.

De plus, on a :

d—1
(k+1)
an ko—

k=d—1—ko

g Wn—ko—k—1 + Wn—ky—1—d + Wn—d

<(2+ aild__dkﬁ)wn—d +Wp—g—1+ " +Wn-d—kg-

On aura montré que | ﬁn +1| < Wp41, si on vérifie que 'on a toujours :

2+ aizd dkﬂ <1+ a"ELd)d+1 + aizd-_dl-l)—2 +-o +ad).

TOME 51 (2001), FASCICULE 3



674 A. BROISE-ALAMICHEL, Y. GUIVARC’H

Cette inégalité est vérifiée sauf si

ald=ko) _ ,(d) 1) _ (2) _ (d—1)
G g4l = Op_gy1 ©b o) =a,’, = C = 0n gy =
ce qui entraine
(d—ko—1) (d=1)  (d—ko—2) (d-2) (2 _ (ko+1)
n—d+2 = On—dt2 Op_g43 T Op_gyz> cor 0 Oplg1 = Gp_go1s
donc ail_) ko = 1 donc agll_) ko = afld) k, = 1 donc aid:klo) +1 > 1, ce qui est exclu

par les hypotheses.
Donc si I'inégalité (Ax) n’est pas vérifiée, on a encore Wy(;l-;)-ﬂ < Wpy.

Pour terminer la démonstration, il suffit de montrer que la relation
est vraie pour les 2d + 2 premiers rangs. Soit w la matrice de la permutation
e > eg - > egr1. On a w?t! = I et A%w = w. On pose :

Ma—(2d+1) =My ,y= =My, =My, =w
et S, Ma_za41y """ Ma, pour n > —(2d + 1). Toutes les relations

precedentes restent valables et ’inégalité du théoréme est vérifiée de fagon
élémentaire pour les premiers rangs, ce qui achéve la démonstration du
théoreme. O

16. Fin de la démonstration \; + \gy1 > 0.

Le résultat suivant relie A\; + Ag41 aux exposants de la matrice
jacobienne de T'.

LEMME 16.1. — On a

d d
d—1
At +Ag=—(A1+ A = — i — ;e
2+ -+ Ag (A1 + Aay1) d+1;% ;%
Démonstration. — Pour tout 1 < ¢ < d, on a vy = A1 — Agya—i-

On a donc :
d+1

E'y,—d)\l ZA = (d+ 1),
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car E‘H’l A; =0.On a aussi :

d

d
Z"yi = (d— 1))\1 —Z)\l

i=2 =2
Donc,

d
Xt da=d-Dh - %

d—1 T
Im;%—;%’=’h d+12% a

Sur A*={£e€A: (1) # 0}, on définit la fonction f & valeurs réelles

par
1 AT uy AL Aug_q |2
f() = log” £ /d—ld 2 ’
d+1 [det T7%]
ol & = (z,u1,...,u1 A ... Aug_1) avec les uy A ... A u; unitaires. Alors :
PropPosITION 16.2. — Pour T-presque tout £ de A, on a :
1 n—1
. Tk
Jim -~ D ATFE) =M+ Aagr-
k=0
Démonstration. — On a :
1 ||Ad‘1T’u1 A .../\ud_1[|d+1
T T
£©)+ 1) = T log e
N 1 10 |Ad1Ty. (Ad T uy Ao Aug_y)||9H!
d+ ||Ad Tl uy A A ud_1||d+1[det T, 14!
1 o IAS=H(T2) g A ..o Augq |4+
“d+1 % [det(T2).]d-1
car T, T!. = (T?)".. De méme, on a :
13 Z f(T*¢) = 1 llAd-l(T");u1 A Aug|ttt
n d + 1 [det(T™).]d-1

Mais la mesure 7 ne charge que les drapeaux de la forme &, qui sont
les drapeaux caractéristiques de (I™)’.. Donc, T-presque partout,

d
nlin;o;Zf (T*¢) = Z%—%Z% O
=2 =1
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LEMME 16.3. — La fonction f est continue sur A*, elle est holdérienne
sur tous les compacts de A*.

Démonstration. — Si € = (z,uy,...,u1 A...Aug_1) avec ug A...Au;
unitaire, et si

d
Uy N...\Nug—y = E ;é;
=1

A d
aveceé; =erAN...Nej_1Ner1N...Neq et Zi=1af=1,ona:

d+1
£(6) 1 ) {\/27?:201‘24‘((114-021‘(2)+---+ada:(d))2}

T d+1 8 (z(M)d-1
On a donc :
1 1 —a%+(a1 +a2x(2) +...+adx(d))2
f(é) = 510 [ (m(l))2(d—1) ]

Cette fonction est bien définie sur A* et est continue sur A*, h6ldérienne
sur tous les compacts de A*. O

LEMME 16.4. — La fonction f est dans LL(A).

Démonstration. — Soit ¢ = 1 — a2 4 (a1 + azz® + - - + agz(@)?| les
a; et les () sont en module plus petits que 1, donc,

d
S\ 2
c<1+ (Zm(’)) < d2.
1=2

On remarque que c est une fonction croissante de «; si Z?=2 a;z®) est
positif, décroissante sinon. La valeur minimale de c est (1—| Z?zi, a;z¥])?;
elle est atteinte pour a% =1, les autres o; sont donc nuls et donc ¢ > 1. On
en déduit que

d
|f(§)| < max{(d— 1)|logz™|, |log WI} < c|log:c(1)[.

Comme la mesure 7 est équivalente a la mesure de Lebesgue, f est donc
bien une fonction de L1 (X). a
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LEMME 16.5. — La fonction Pf est dans H.(A).

Démonstration. — On a Pf(€) = ¥, f(a- €)p(z,a). Pour a dans Ag

et sié = (z,u1,...,u1 A... ANug_1),0na:
1 AT o1 Ao Avg—q]|2FE
fla-§= log AT
d+1 (det T2 ,)
ot vi A ... Awvg_p = A¥lalug AL Augo/||AYalug AL Aug]

Comme T _al, =I,ona:
d—1 d—1_7
AT T A razur AL Aug_a| =1

et donc on a :

1 _
fla-¢) = e log[HAd‘la;ul Ao ANugo]|* - | det T0 %71

. s e . d N
Si on écrit maintenant u; A ... Aug_1 = Zi:l Q;€;,0na:

(th(d) + a(d))(d+1)(d—1) J
[(Z,Ldzl(l‘(z) + a(i))ai)Z + Z?z—ll a?](d-{-l)/Z .
Comme u; A ... A ug—1 est unitaire, on a :

(Tiza (@ +aD)a;)? +1 - af
(:I;(d) —+ a(d))Q(d—l) ’

f(a‘s)zdillog[

fla-€)= 3 log

Chaque fonction £ — f(a - £) est donc bien holdérienne. La majoration du
lemme précédent permet d’écrire que

|f(a . {)I < cloga(®

ol ¢ est une constante indépendante de a. La série ), log a@ sup, p(z, a)
est convergente, donc P f est aussi hdldérienne. O

Si on suppose que A + - - - + Ag est nul, alors d’apres le corollaire 7.6,
il existe une fonction g de H.(A) telle que

7(g)=0, f=g—goT 7pp. et Pf=Pg—g partout.

Sur A, = {{ : z € K,}, avec a dans A4, T est continue, de méme que f
et g; donc pour tout £ dans A,, d’origine z, on a

(1) f(&) = g(&) — g(T¢).

On a alors le :
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LEMME 16.6. — La fonction f n’est pas de la forme f(§) = g(§)—g(f§)
avec g continue.

Démonstration. — On montre que cette équation ne peut pas avoir
lieu en la testant sur des points périodiques x pour lesquels on peut
construire un drapeau £ particulier. Ils sont tels que leur développement
par lalgorithme de Jacobi-Perron soit une suite périodique (a; - --ax) de
période k et tels que la matrice A, --- A,, ait exactement d + 1 valeurs

propres distinctes en module. On calcule alors :

o 1 ASHTR) ug Ao Augoq ||4TY
FO+- +f(T*¢) = g 15— [c)le‘?(l’l’k);]d_lw !

d+1

et on montre que cette quantité ne peut pas étre nulle. Si &, est alors le
drapeau complet d’origine z, dont le sous-espace projectif de dimension
p < d est engendré par les p vecteurs propres de (T7)* correspondant
aux p plus petites valeurs propres y; (en module |u;| = e*), la quantité
k=SSR F(TEE) vaut Ay — Mgy

11 suffit donc de connaitre I'existence d’un produit A,, - -+ 4,4, de S’,
dont les valeurs propres p; sont réelles, distinctes en module et telles que
|p1par1] # 1. Cette existence découle du lemme suivant qui est un cas
particulier du lemme 1.4 de [GGu].

LEMME 16.7. — Soit S’ un semi-groupe Zariski-dense dans Sl (d+1, R)
et T' € S l'ensemble des v de S’ dont les valeurs propres sont réelles,
distinctes en module. Alors T est aussi Zariski-dense dans Sl (d + 1, R).

La démonstration du lemme 16.6 s’achéve aisément. Pour un élément
g de Sl (d + 1, R) de valeurs propres p;(g), la fonction

[1(#3(9) - #3(9) - 1) = R(g)

i#j

est une fonction symétrique des racines, qui est elle-méme un polynome
par rapport aux fonctions symétriques élémentaires des racines, donc un
polynoéme par rapport aux coefficients de la matrice g. Puisque I' est dense
au sens de Zariski dans Sl (d + 1, R), la relation R(g) = 0 pour tout g de T’
implique R(g) = 0 pour tout g de Sl (d+ 1,R), ce qui n’est pas le cas. Donc
il existe v dans I" C S’ avec R(7y) # 0 et donc dans ce cas |pipa+1| # 1,
ce qui achéve la démonstration du lemme. O
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Complément. — Pour illustrer les considérations précédentes, on
donne des exemples explicites. En dimensions 3 et 4, on peut en effet faire
tous les calculs et donner des points qui vérifient les conditions précédentes.

a) En dimension 3, on prend le point z du cube I® de développement
périodique par l'algorithme de Jacobi-Perron (a,b) ott a = (9,9,10) et
b= (1,1,1). En ce point les quantités précédentes se calculent, ce sont les
logarithmes des racines des modules des valeurs propres de la matrice A, Ap.
Ona:

00 1 1
00 9 10
Adady= |1 g g 19
0 1 10 11

qui a pour polynéme caractéristique
P(z) = z* — 2023 — 1222 + z + 1.

Les racines de P sont toutes les quatre différentes et réelles; elles sont
proches de —0.47, —0.38, 0.27 et 20.6. La valeur absolue du produit des
racines extrémes vaut environ 9.7 et est donc bien différente de 1. La
fonction f ne s’écrit donc pas sous la forme g — g o T, pour

|A2Tuy A ugl*

7O =18 fqer(r P

ou & = (z,u1,u1 A ug).

b) En dimension 4, on choisit par exemple le point qui a pour
développement par I’algorithme de Jacobi-Perron (ab) avec a = (2,2,2,2)
et b = (10,10,10,10). Les valeurs propres de la matrice A,Ap sont les
racines du polynoéme

—z% + 3204 + 3223 — 822 -8z + 1

qui valent & peu pres —0.9, —0.62, 0.12, 0.45, 32.96. On vérifie que f n’est
pas de la forme g — g o T' exactement de la méme fagon qu’en dimension 3.

Remarque. — En suivant les arguments de [Gu2], on peut donner une
autre caractérisation des A, analogue & celle considérée en [Z] :
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THEOREME 16.8. — Considérons l’algorithme de Jacobi-Perron et
posons

Su(z) = A(z)A(Tz) - - A(T™ 'z).

Alors pour m-presque tout x, il existe un entier n = n(z) tel que S,(z) ait
(d+ 1) valeurs propres réelles, distinctes en module iy (z), (1 <p < d+1).
Si ces ,u;'(a:) sont ordonnés par module décroissant, on a :

1
hrrln - logl,u;’(m)l = Ap.

Le drapeau correspondant £™(x) converge vers £(z) w-presque partout.

Annexe : résultats pour ’algorithme de Brun

Dans ce paragraphe, on montre brievement que les résultats obtenus
sont aussi valables pour 1’algorithme de Brun. On peut voir cet algorithme
comme la restriction de l’algorithme de Jacobi-Perron & l’ensemble
{z € I4: z) < z(D} 11 faut noter que la densité de la mesure invariante
est connue explicitement [S2], [AN], & cause de la relation de cet algorithme
avec les échanges d’intervalles. Cette densité vaut

d
1
h(z) = Z H 1t Z;=1 206

c€G, i=1

Il faut remarquer que cet algorithme apparait comme une généralisation
«moins naturelle» de ’algorithme classique des fractions continues, car
dans la construction géométrique (voir 2.2) des approximations, au lieu
de projeter sur un demi-plan, on projette sur la réunion des demi-bandes
suivantes :

d
U{e® =1,0<u <1, 1<i#j <d, ul™) eRy}.

=1

Ceci entraine que les simplexes qui approchent le point z ne sont pas
construits aussi simplement que dans le cas de algorithme de Jacobi-
Perron. Cependant, on peut utiliser cette structure supplémentaire pour
obtenir un algorithme ayant des propriétés de symétrie trés analogues a
celles de I’algorithme classique des fractions continues [HK2].
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Tout ce qu’on a fait précédemment reste valable pour ’algorithme de
Brun, 4 condition de montrer que I’analogue de 'inégalité de Paley et Ursell
est encore vraie pour cet algorithme, et que le semi-groupe de matrices qui
apparait est dense au sens de Zariski.

Supposons d > 2, soit ¢ = (z(1), 2@ ... (D) un point de I¢. On
définit 7(z) = 7 si (7 = max;<j<q{z\9}. L’algorithme de Brun est défini
par la transformation de I¢ suivante :

$(7‘+1) m(d) 1 a’;(l) 1.(7‘—1)
{zo ) )

B(.’I]’)z(—————x(r) 7"'5@7 ;(-57"-1———1:(7‘)
On définit aussi Pentier ¢(x) = [1/z()]; alors

.T(T+1) :r(d) 1 1-(1) :1;(7'_1)
B(z’): (_7""__"——0,—‘7"'7——_—)
z(r) () " () () z(™)

Un point de I? est entierement déterminé par la suite (cn,7n)
construite ainsi par récurrence. On considere w la matrice de la permutation
e1 — ez +— -+ > eqy1 — e et n la matrice de Myy1(R) qui a des
coefficients tous nuls, sauf le coefficient n44+1,4+1 qui vaut 1. On a alors

x= [w’"(’”) + ¢(z)n] - Bz = M(z) - Bz.

Pour construire une distance équivalente & la distance euclidienne et
qui est contractée par toutes les homographies ¥, (z) = (w" + cn) - z,
on remarque que le polyédre symétrique convexe qui a pour sommets
les points (—¢,...,—¢), (¢7%,...,e71), 0(2,~2¢,...,~2¢), 0 € Gy, est
envoyé strictement & I'intérieur de lui-méme si ¢ est suffisamment petit (par
exemple on peut prendre € = %) Pour le voir, il suffit, comme tout est
symétrique, de le faire pour d = 2. Ensuite, comme dans [Br2], on déduit
de la distance de Hilbert une distance § qui est contractée par tous les ¥ ..

Comme dans le cas de algorithme de Jacobi-Perron, on construit
une suite de bases du réseau Z*t! par récurrence, en partant de la base
canonique du réseau (ei,...,eq+1). La n-itme base est alors 'image de
cette base par la matrice S, (z) = M(z)M(Bz) --- M(B™" 'z). On a donc :

353-1 — e’(nrn+1+i) (1 S i S d) et e;d‘:—ll) — eglrn.{-l) + cn+1e£1d+1),

dans les indices, on fait les sommes modulo d + 1.
On note s,, la somme de la derniére colonne de la matrice S,,. On a

alors :
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LeMME 16.9. — Soit k le plus petit entier tel que rp41+- -+ 7n—k =0
modulo (d + 1) ; alors on a :
Sn41 = Cn4+1Sn + Sn—k—1-
Eventuellement, si n — k est négatif, on a sp4+1 = Cny15n + 1.

Démonstration. — On note ('y,(f) )i<i<d+1 les colonnes de la matrice S, .
On a alors :

YO = At ) (sil<i<d) et MY =) 4 enpy(HHY,

dans les indices on fait les sommes modulo d + 1. Donc,

d+1 n n n nTr n—
D = it ) L (D = = et AT o)

ol k est le plus petit entier tel que r,41 +7n + - +7p—x =0 [d+1]. D’ot,

d+1 d+1
roD = YD) + a1y Y.
Ainsi $p41 = Cnt18n + Sn—k-1. O

L’inégalité de Paley-Ursell généralisée est alors donnée par :

ProposITION 16.10. — Pour tout = qui a un développement jusqu’au
rangn,ona:

A28, (2)|| < sn(z)-

Démonstration. — On calcule d’abord A?M(z). On a :

A?M(z) = [M(z)] " = (~1)%@ [wh =@ 4 e(z)n]

1
det M (x)
— (_l)dr(z) [wr(a:) _ c(z.)wr(z)nwr(z)] .
Alors, si z a pour développement (cy, 7, ) par 'algorithme de Brun :
AdSn.H — (_1)drn+1AdSn[wrn+1 — cn+1wrn+1nwrn+1]_
Si on note (aﬁzj ))15 j<d+1 les colonnes de la matrice A%S,,, on a alors :
@) B (_1)d7‘n+1 a’g"n"'l"'i) sig # — T4,
i (—1)drn+ (a%dﬂ) - cn+1a£f"+‘)) sinon,
dans les indices, on fait les sommes modulo d + 1.

Pour montrer la proposition, il suffit de montrer que |a£,_r") | < 8n,
ot |a| désigne le plus grand en module des coefficients de A%S,,. On le fait
par récurrence.
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e C’est vrai pour les entiers compris entre —d et 0, car on impose
pour £<0,7p=1let ¢, =0.

« On suppose que c’est vrai jusqu’au rang n; on a alors

al ) = (1) (@) — eallm)

= (_1)d7'n+1a’£”d+1) _ Cn+1(—1)d(r"+‘+r")agjfl+r“)

= (1)1 QD) — g (1) FT AT )

ol k est le plus petit entier tel que rp,41 +7,+ -+ 7Tp—g =0[d+1]. Ona
alors :

(=rn+1) _ dr d+1) (=Tn-k)
™ = (-1) "“O‘Sl — Cn41Q, -

Donc,
o3 < 1ol + ot |
< 8p+ Cnt18n—k—1 = Sn + (Cnt1 — 1)Sn—k—1 + Sn—k—1 < Sn+1

car la suite (s,,) est croissante. O

On a aussi le résultat suivant :

ProprosiTION 16.11. — Soit G le groupe engendré par I’ensemble des
matrices

{w"+cn, ceN*, 1 <7 <d}.

Alors G est le groupe des matrices a coefficients entiers de déterminant 1 si
d est pair et le groupe des matrices a coefficients entiers de déterminant +1
si d est impair.

Démonstration. — Le groupe G contient toutes les matrices I+ Eg1,r
et I + E; 441, 1 <r < d. En effet,
(W™ +en) (W + (c+ 1)n) =1 + Egy1-rdt1,
(w" + cn)(w" + (c— l)n)_1 =1+ Eg1,d41-r
Alors G contient aussi la matrice w car
(I+Eg411) (w+n) =1 - Egap1)(w+n) = w.

Donc G contient wk(I + Ed+1’r)w‘k = I + Ey r+&- Ainsi G contient toutes
les matrices I + E; j, 1 <14 # j < d+ 1 qui engendrent Sl(d + 1, Z). Comme
detw = (—1)%, on a donc G = Si(d + 1,Z), si d est pair; G est le groupe
des matrices a coefficients entiers de déterminant +1 si d est impair. O
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Ce résultat entraine alors que ’adhérence de Zariski du semi-groupe
S’ engendré par {w"+cn,c € N*,1 < r < d} contient le groupe des matrices
réelles de déterminant 1. Ainsi tous les résultats que 'on a montrés pour
I’algorithme de Jacobi-Perron sont valables pour I’algorithme de Brun. Ce
qu’on peut énoncer ainsi :

THEOREME 16.12. — Les exposants caractéristiques de I’algorithme
de Brun sont tous différents et la somme des exposants extrémes est
strictement positive.

BIBLIOGRAPHIE

[AN] P. ARNOUX, A. NOGUEIRA, Mesures de Gauss pour des algorithmes de fractions
continues, Ann. Ecole Norm. Sup., 26 (1993), 645-664.

[At] G. ATKINSON, Recurrence of cocycles and random walks, J. London Math. Soc.,
13 (1976), 486-488.
[Bal] P.R. BALDWIN, A multidimensional continued fractions and some of its statistical
properties, J. Stat. Physics, 66-5/6 (1992), 1463-1505.
[Ba2] P.R.BALDWIN, A convergence exponent for multidimensional continued fractions
algorithms, J. Stat. Physics, 66-5/6 (1992), 1507-1526.
[Bo] A.BOREL, Introduction aux groupes arithmétiques, Hermann, Paris, 1969.
[BL] P.BOUGEROL, J. LACROIX, Products of random matrices with applications to
Schrédinger operators, Progress in Probability and Statistics, 8, Birkhauser, 1985.
[Brl] A.BROISE, These et annexe, Université de Rennes I, 1994.
[Br2] A.BROISE, Fractions continues multidimensionnelles et lois stables, Bull. Soc.
Math. France, 124 (1996), 97-139.
[Ca] J.W.S.CASSELS, An introduction to diophantine approximation, Cambridge
University Press, Cambridge, 1957.

[CGu] J.-P. CONZE, Y. GUIVARC’'H, Limits sets of groups of linear transformations,
Sankya : The Indian Journal of Statistics, Special issue on Ergodic Theory and
Harmonic Analysis, 62, Serie A, Pt 3 (2000), 367-385.

[CR] J.-P. CONZE, A. RAUGI, Fonctions harmoniques pour un opérateur de transition
et applications, Bull. Soc. Math. France, 118 (1990), 273-310.
[D] S.G.DANI, Dynamical systems on homogeneous spaces, Encyclopediae of Mathe-
matical Sciences, vol. 100, chap. 6, Math. Physics I : Dynamical systems, Ergodic
theory and Applications, Ya.G. Sinai, ed., Springer, 2000.
[F] H.FURSTENBERG, Non commuting random products, Trans. Amer. Math. Soc.,
108 (1963), 377-428.
[GGu] I. GOLDSHEID, Y. GUIVARC'H, Zariski closure and the dimension of the Gaussian
law of the product of random matrices. I, Probab. Theory Relat. Fields, 105
(1996), 109-142.
[GM] I. GOLDSHEID, G.A. MARGULIS, Simplicity of the Liapunoff spectrum for product
of random matrices, Soviet Math., 35 (1987), 309-313.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



(Gol
(Gr]
[Gu1l]

[Gu2]

[GuLeP]

[GuR1]
[GuR2]

[GuR3]

[HK1]

[HK2]
[IT™]

[IKO]

[Lal]
[La2]

[LeP]

[Ma]

[Me]

EXPOSANTS DE L’ALGORITHME DE JACOBI-PERRON 685

M. GORDIN, Exponentially fast mixing, Sov. Math. Dokl., 12 (1971), 331-335.

W.L. GREENBERG, Discrete groups with dense orbits, in ‘Flows on homogeneous
spaces’, L. Auslander, L. Green, F. Hahn, eds., Princeton University Press, Prince-
ton, p. 85-103, 1963.

Y. GUIVARC'H, Propriétés ergodiques, en mesure infinie, de certains systémes
dynamiques fibrés, Ergodic Th. Dynam. Systems, 9 (1989), 433-453.

Y. GUIVARC’H, Produits de matrices aléatoires et applications aux propriétés
géométriques des sous—groupes du groupe linéaire, Ergodic Th. Dynam. Systems,
10 (1990), 483-512.

Y. GUIVARC'H, E. LE PAGE, Transformée de Laplace d’une mesure de probabilité
sur le groupe linéaire et applications, Prépublication, Rennes, IRMAR, n° 00-26,
2000.

Y. GUIVARC’H, A. RAUGI, Frontiére de Furstenberg, propriétés de contraction et
théorémes de convergence, Z. Wahr. Verw. Geb., 69 (1985), 187-242.

Y. GUIVARC’H, A. RAUGI, Product of random matrices : convergence theorems,
Contemp. Math., 50 (1986), 31-54.

Y. GUIVARC’H, A.RAUGI, Propriétés de contraction d’un semi-groupe de
matrices inversibles. Ceefficients de Liapunoff d’un produit de matrices aléatoires
indépendantes, Israel J. Math., 65 (1989), 165-196.

D.M. HARDCASTLE, K. KHANIN, On almost everywhere strong convergence of
multidimensionnal continued fractions algorithms, Ergodic Th. Dynam. Systems,
20 (2000), 1711-1733.

D.M. HARDCASTLE, K. KHANIN, Continued fractions and the d-dimensionnal
Gauss transformation, Prépublication, 30 p., Edinburgh, 2000.

C.T.IONESCU-TULCEA, G. MARINESCU, Théorie ergodique pour des classes
d’opérations non complétement continues, Ann. Math., 52 (1950), 140-147.

S.ITO, M. KEANE, M. OHTSUKI, Almost everywhere exponential convergence of
the modified Jacobi-Perron algorithm, Ergodic Th. Dynam. Systems, 13, 319-334,
1993 et (avec FUJITA), 16 (1996), 1345-1352.

H. KESTEN, Sums of stationary sequences cannot grow slower than linearly, Proc.
Amer. Math. Soc., 49 (1975), 205-211.

D.V.KOSYGIN, Multidimensional KAM theory from the renormalisation group
viewpoint, in ‘Dynamical System and Statistical Mechanics’, Advances in Soviet
Math., 1991.

J.C. LAGARIAS, The quality of the diophantine approximations found by the
Jacobi-Perron and related algorithms, Mh. Math., 115 (1993), 299-328.

J.C. LAGARIAS, Geodesic multidimensionnal continued fractions, Proc. Lond.
Math. Soc., III. Ser. 69, No. 3 (1994), 464-488.

E. LE PAGE, Régularité du plus grand exposant caractéristique des produits de
matrices aléatoires indépendantes et applications, Ann. Inst. Henri Poincaré, 25
(1989), 109-142.

D. MAYER, Approach to equilibrium for locally expanding maps in RF, Comm.
Math. Phys., 9 (1984), 1-15.

R. MEESTER, A simple proof of the exponential convergence of the modified
Jacobi-Perron algorithm, Ergodic Th. Dynam. Systems, 19 (1999), 1077-1083.

TOME 51 (2001), FASCICULE 3



A. BROISE-ALAMICHEL, Y. GUIVARC’H

P. MONTEL, Legons sur les familles normales de fonctions analytiques et leurs
applications, chap. I et IX, Gauthier-Villars, Paris, 1927.

A.NOGUEIRA, The three-dimensional Poincaré continued fractions algorithm,
Israel J. Math., 90 (1995), 373-401.

V.I. OSELEDETS, A multiplicative ergodic theorem, Trans. Moscow Math. Soc.,
19 (1968), 197-231.

R.E.A.C. PALEY, H.D. URSELL, Continued fractions in several dimensions, Proc.
Camb. Phil. Soc., 26 (1930), 127-144.

O. PERRON, Grundlagen fiir eine Theorie des Jacobischen Kettenbruchalgo-
rithmus, Math. Ann., 64 (1907), 1-76.

H. POINCARE, Sur une généralisation des fractions continues, C. R. Acad. Sci.
Paris, 99, 8 déc. 1884; (Euvres complétes de H. Poincaré, t. V, p. 185-188.

M.S. RAGHUNATHAN, A proof of Oseledets multiplicative ergodic theorem, Israel
J. Math., 32 (1979), 356-362.

F. SCHWEIGER, The metrical theory of the Jacobi-Perron algorithm, Lecture
Notes in Mathematics, Springer, 334 (1973).

F. SCHWEIGER, A modified Jacobi-Perron algorithm with explicitely given
invariant measure, Lecture Notes in Mathematics, Springer, 729 (1979), 199-202.

F. SCHWEIGER, The exponent of convergence for the two—dimensional Jacobi-
Perron algorithm, Proceedings Conference on Analytic and Elementary Number
Theory, W.G. Nowak, J. Schoissengeier, eds., Vienne, 1996, p. 207-213.

A.ZORICH, Finite Gauss measure on the space of interval exchange transforma-
tions. Lyapunoff exponents, Annales de I'Institut Fourier, 46-2 (1996), 325-370.

Manuscrit regu le 5 novembre 1999,
accepté le 7 septembre 2000.

Anne BROISE-ALAMICHEL,
Université Paris-Sud
Mathématiques — UMR 8628 du CNRS
Bat. 425

91405 Orsay Cedex (France).
Anne.Broise@math.u—psud.fr

&

Yves GUIVARC’H,

Université de Rennes I

IRMAR - UMR 6625 du CNRS
Campus de Beaulieu

35042 Rennes Cedex (France).
guivarch@maths.univ-rennes1.fr

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



