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ESPACE DES GERMES D’ARCS REELS
ET SERIE DE POINCARE D’UN ENSEMBLE
SEMI-ALGEBRIQUE

par Ronan QUAREZ

Introduction.

Dans [DL], Denef et Loeser considérent I'anneau de Grothendieck M
des variétés algébriques sur un corps k de caractéristique nulle (que nous
prendrons égal & C pour fixer les idées). L’anneau M est engendré par les
symboles [V] ol V est une variété algébrique sur C; il vérifie les relations
[V] = [V'] si V est isomorphe & V', [V] = [V \ V'] + [V'] si V' est une
sous-variété fermée de V, et [V x V'] = [V] x [V'].

Ils définissent ensuite £(V'), Pespace des germes d’arcs tracés sur la
variété algébrique V. Si V est affine, un élément de £(V') est un morphisme
de C-algebres C[V] — C[[t] avec C[V] I'anneau de coordonnées de V. De
méme, est défini £,(V'), ’espace des arcs tronqués & 1’ordre n tracés sur V,
par I’ensemble des morphismes de C-algebres C[V] — C[[t]]/t"*1C[[t]]. On
dispose alors d’un morphisme de troncation canonique 7, : £(V) — £,(V).

Ce fut J. Nash ([Na]) qui, le premier, étudia les ensembles construc-
tibles 7, (£(V)) en relation avec la résolution des singularités d’Hironaka.
Citons aussi sur le sujet, les travaux de [LJ] et [Hil.

Mots-clés : Germe d’arc — Elimination des quantificateurs — Semi-algébrique — Série de
Poincaré — Spectre réel.
Classification math. : 14Gxx — 14Pxx.
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Le résultat fondamental de [DL] donne que

400
Py(T) =) [ma(£(V)IT"
n=0
est une fraction rationelle dans ’anneau M[[T]] ol l'on a inversé [C[X]].
La démonstration utilise deux outils essentiels : I’élimination des quanti-
ficateurs pour les ensembles semi-algébriques définis au-dessus des séries
formelles, résultat di & [Pa]; ainsi que I’intégration motivique sur 1'espace
des arcs, s’inspirant d’une idée due a Kontsevitch.

Dans cet article, nous entamons ’étude de I’analogue réel de cette
théorie. Tout d’abord considérons M l’anneau de Grothendieck engendré
par les symboles [S] d’ensembles semi-algébriques S sur R, avec les relations
[S] = [S'] si S est homéomorphe & S’, [S] =[S\ §'] + [S'] si S’ est un
semi-algébrique fermé dans S, et [S x S’] = [S] x [S’]. Alors les relations
précédentes impliquent que M = Z et [] est la caractéristique d’Euler-
Poincaré. Pour voir cela, remarquons que tout ensemble semi-algébrique
S C R™ est homéomorphe & une union finie disjointe d’ensembles By =
] — 1,1[¢, avec la convention By = un point ([BCR, 2.3.6]). Or, on peut
découper B, en deux morceaux homéomorphes & By se recollant suivant un
morceau homéomorphe & By_;. Alors, on obtient [By] = 1 et [By] = (—1)4.

De méme l'anneau de Grothendieck engendré par les symboles [C]
ou C est un constructible réel d’une variété algébrique réelle X (i.e. X
est un schéma de type fini sur R, réduit et séparé), modulo les rela-
tions précédentes, est isomorphe & Z et [.] est la caractéristique d’Euler-
Poincaré. Il suffit de remarquer que localement, on obtient le résultat en
considérant les propriétés de application qui & un semi-algébrique S de
R™ associe canoniquement le constructible S de Spec, R[X1, ..., Xpn] (cf.
[BCR, 7.2]).

Dans la section 1, on montre que l'on peut définir £(5), Pespace des
germes d’arcs réels tracés sur un ensemble semi-algébrique S C R™. Et
plus géneralement, nous introduisons Z)(X ) Pespace des germes d’arcs réels
tracés sur une variété algébrique réelle X ainsi que le sous-espace E(C) des
germes d’arcs réels tracés sur le constructible réel C' de X.

En sections 2 et 3, on introduit ’analogue réel du langage de Pas,
rappelant les propriétés de base ainsi que leurs démonstrations.

Puis, dans la section 4, nous nous intéressons a la série de Poincaré
Ps(T) = S22 [1,(£(S))]T™ d’un ensemble semi-algébrique S C R™. En
reprenant les idées de [DL, Th. 5.1], nous montrons que la série Ps(T') est
en fait un élément de Q[T].
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Je remercie Michel Coste de m’avoir suggéré ce travail et aussi pour
ses précieux conseils tout au long de sa réalisation.

Merci aussi a Frangois Loeser pour m’avoir indiqué comment utiliser
efficacement les résultats de [DL].

Préliminaires.

Soit A un anneau commutatif contenant Q. Un sous-ensemble « de
A est appelé un ordre non réduit s’il satisfait les propriétés suivantes :
a+aCaaxCa —-1¢a {a®|ae€ A Ca aU—-a= A Side
plus a N —a est un idéal premier de A alors, on dit que « est un ordre
premier ou en abrégé un ordre. Modulo I’élimination de la redondance
des conditions précédemment citées, ce point de vue coincide avec la
terminologie de [MS]. L’ensemble des ordres de A peut étre muni d’une
structure d’espace topologique appelé spectre réel de A et noté Spec, A
(pour la définition et les propriétés du spectre réel, on pourra se référer
a [BCR]). Citons, entre autre chose, qu’un morphisme d’anneau A — B
induit une application continue Spec,, B — Spec,. A. Une base d’ouverts
pour la topologie de Spec, A est donné par les ensembles U (a1,...,ap) =
{o € Spec, A | a1(a) > 0,...,ap(c) > 0} avec aq,...,a, € A (on note
a(a) > 0 lorsque a € o\ (—a)). Un sous-ensemble de Spec, A qui est une
combinaison booléenne d’ouverts de bases est appelé ensemble constructible
de Spec, A. A un ensemble semi-algébrique S C R? on peut donc associer
canoniquement un ensemble constructible S de Spec, R[ X7, ..., X4] (cf.
[BCR, 7.2]). Nous aurons aussi besoin de la topologie constructible dont une
base d’ouvert est donnée par les ensembles constructibles, i.e. les ensembles
qui s’écrivent comme combinaison booléenne finie d’ouverts de base pour
la topologie du spectre réel.

Un peu moins classique, ’ensemble des ordres non réduits de A
peut étre muni d’une structure d’espace topologique noté Ord (A) (cet
espace et ses propriétés de base sont étudiés dans [MS]). De méme que
précédemment, un morphisme d’anneau A — B induit une application
continue Ord B — Ord A ([MS, 2.3]). De plus, & un semi-algébrique
S C R™, donné avec ses équations, on peut associer canoniquement un
ensemble constructible S de Ord (R[X1,...,Xmn]), constructible qui dépend
fondamentalement des équations. Pour tout ordre non réduit «, on note
I’ensemble de ses éléments strictement positifs o™ = a \ (—a).

TOME 51 (2001), FASCICULE 1
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On considere aussi ’anneau des séries de Laurent en une indéterminée
R((t)). On note ord la valuation habituelle, et ac (x) le coefficient de plus
petit degré de z € R((t)) (on pose par convention ac (0) = 0).

Le spectre réel de 'anneau des séries formelles R[[t]] est composé de
3 éléments : {f € R[[t]] | f(0) > 0}, 04 = {f e R{[t]] | ac(f) > 0},
0_ = {f € R[] | -1Da (f) > 0},

Le spectre réel de I’anneau R[[t]]/t"T'R][[t]] comprend uniquement
Pordre o = {ag + ... + ant™ | ap(0) > 0}. Dans la suite on est amené a
considérer aussi 'ordre non réduit a, = {f = ap+...+a,t" | a,(f) > 0}
ol €, (f) désigne le coefficient de plus petit degré du polynéme f de degré
< n. On peut voir 'ordre 04 de R[[¢]] comme la limite projective des ordres
non réduits o,.

Pour tout ce qui concerne ces préliminaires, on peut bien entendu
remplacer R par un corps réel clos quelconque R.

1. Espaces des germes d’arcs réels.

1.1. Germes d’arcs tracés sur un semi-algébrique.

DerFiniTION 1.1.— Soit S un ensemble semi-algébrique de R™. Un
germe d’arc réel tracé sur S est la donnée d’un morphisme de R-algébres
v :R[X1,. .., Xm] — R[[t], avec 71(04) € S ot § est le constructible de
Spec, R[ X}, ..., Xn] associé au semi-algébrique S.

On note £(S) 'ensemble des germes d’arcs tracés sur S. Du fait que le
morphisme -y soit caractérisé par les images 71, - - .,vm des indéterminées
Xi,..., X dans R[[]], on peut voir £(S) comme un sous-ensemble de
£(R™) ~ R[[t]]™. On notera aussi, si T est un ensemble semi-algébrique de
R?, £(St) pour I'ensemble des germes d’arcs tracés sur S dont Iorigine est
dans T, i.e. vy € £(St) siy € £(S) et v(0) € T

De la méme maniére, si on fixe des équations pour le semi-algébrique
S, on peut définir £,(S) (resp. £,(St)), 'ensemble des germes d’arcs
tracés sur S tronqués a lordre n (resp. et d’origine dans T'), comme les
morphismes de R-algébres v : R[X1,...,Xm] — R[[t]]/t"'R[[t]] tels que
YY) € 8 (resp. et v(0) € T ).

Si on représente les images 71, ..., %V, des indéterminées Xy, ..., X,
par des polynémes de R[t] de degré < n, ou plus exactement par la liste
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de leurs coefficients, £,(S) et £,(St) peuvent étre interprétés comme des
sous-ensembles de R(®+1)m

Du morphisme canonique de troncation & I'ordre n, R[[t]] — R[[¢]]/
t"*R[[¢]], on déduit un morphisme m, : £(R™) — £,(R™). On dispose
aussi des morphismes naturels de projection pour p > n, 7, : £,(R™) —
£,(R™).

Les ensembles £,(R™) ~ R(™*D™ sont munis de la topologie eucli-
dienne, alors £(R™) ~ R[[t]]™ est muni de la topologie induite : la topologie
la moins fine qui rende les applications 7, continues.

Remarque 1.2. — L’ensemble £(.5) ne dépend pas des équations de S
du fait que S n’en dépende pas ([BCR, 7.2.2]). En revanche, £,(S) dépend
fondamentalement des équations de S comme on peut s’en convaincre en
comparant £,(X > 0) et £,(X3 > 0), pour A = R[X]. Ce fait est déja
apparent dans le cadre algébrique : £, (X = 0) # £,(X3 =0).

— De plus, un arc -y est centré “a distance finie” (i.e. en y(0)), donc
£(S) dépend du plongement de S dans R™.

Soit @ € Spec,.R[X3,...,Xm] = R™. On a I’équivalence F €
v 104) < Vt €0,¢] F(y) > 0 <= ac(F(y)) > 0. Donc
a=~"1(04) se traduit par F € o < ac(F(y)) > 0.

Supposons ’ensemble semi-algébrique S donné par les équations
S = Uy Nty {fij = 0,955 > 0}. Alors § = Ul N, {a e R™ | fi; €
an-—a,g;j € a\ —a}. Donc v~ 1(04) = @ € S signifie qu’il existe 4 tel
que pour tout j = 1,...,l; on a f;;(y) = 0 et ac(g;;(y)) > 0. De méme,
£n(S) = {v e R[{)l/t"H'R([t] | F¥5  fi;(7) = 0,8Cn(gs5(7)) > O}.

Si S est localement fermé de la forme S = {fy = 0,...,f, =
0,91 > 0,...,9s > 0} alors on dispose des morphismes de troncation
T 2 £(Ss) — £,(Ss) et, pour p > n, 1, £,(Ss) — £,(Ss).

Dans la suite, on aura recours a la forme suivante du théoréme
d’approximation d’Artin :

THEOREME 1.3 (Artin). — Notons X = (Xq,...,X,) et R{{X}},
R[[X]] respectivement les algébres des séries convergentes et des séries
formelles en les indéterminées X. Soit F = (Fy,...,F.) € R{{t,X}}"
tel que F(0,0) = 0. Alors pour tout n € N et toute solution formelle
~(t) € Ek[[t]]P du systéme F'(t,~(t)) = 0, il existe une solution convergente
5(t) € R{{t}}* telle que F(§) = 0 et v = § mod t"*!. L’énoncé reste
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valable si on remplace R{{X}} par I'anneau R[[X]]., des séries formelles
algébriques sur R[X].

De plus, il existe une application e : N — N telle que, n € N
étant fixé : si v € R[[t]|]P est une solution modulo t*™*! du systéme,
ie. F(t,v(t)) = 0 mod t*(™*1  alors il existe une solution 8 € R[[t]|? du
systéeme F(t, 3(t)) = 0 telle que v = 8 mod t"+1.

Mentionnons que la derniere assertion est en fait un résultat de
Greenberg [Gg]. L’estimation de la fonction d’Artin est un probleme difficile
dont on a que des résultats partiels et peu nombreux. On peut citer, par
exemple, [LJ] et [Hi], ou il est montré que si f(t,z) € R{{¢, X}} définit le
germe a 'origine d’une hypersurface a singularité isolée, alors sa fonction
d’Artin vérifie e(n) < Elvn] + n ol E[] désigne la partie entitre et v
I'exposant de Lojasiewicz de la singularité.

ProrosiTION 1.4. Soit S un ensemble semi-algébrique de R™.
Alors mo(£(S)) est I'adhérence S de S pour la topologie euclidienne.

Démonstration. — Supposons le semi-algébrique S donné par S =
I,
Uizy N72g {fij = 0,945 > 0}

Montrons que mo(£(S)) D S. Soit a € S. D’aprés le lemme de
sélection des courbes [BCR, 2.5.5], il existe 6(t) = (61(¢),...,0m(t)) une
fonction analytique réelle de [0,1] dans R™ (en fait, on peut prendre pour
§ une fonction de Nash) telle que 6(]0,1]) € S et 6(0) = a. La fonction
6 est développable en série entiére au voisinage de 0, disons sur [0, €] avec
0 < € < 1, et on continue de noter 6 son développement sur ce voisinage. On
considére le germe d’arc défini par § : R[X1,..., X,,] — R[[t]], Xi — &(¢).
Alors, on a m(6) = a et (61(£),-..,6m(t)) € S pour 0 < t < e. Donc, pour
tout 0 < t < ¢, il existe i tel que pour tout j, fi;(6(t)) = 0,9:;(6(t)) > 0.
Or, pour tout polynéme f, la condition f(6(t)) = 0 pour tout 0 < t < €
équivaut & f(6(t)) = 0 pour tout ¢ € [0, 1] par prolongement analytique. De
plus, pour tout polynéme g, la condition g(6(¢)) > 0 pour tout 0 < ¢t < ¢
équivaut & ac (g(6(¢))) > 0. Ce qui prouve que § € £(S) avec 6(0) = a.

Réciproquement, montrons que mo(£(S)) C S. Soity = (71,---,Vm) €
£(S). Considérons u = max{ord (g;;(7))}. Notons alors 7 le tronqué de v &
l'ordre u + 1. La condition ac (g;;(y)) > 0 est équivalente & ac (g:;(7)) > 0
ou encore & Vexistence de 0 < € < 1 tel que g;;(7(t)) > 0 pour tout
O0<t<eg .
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D’aprés 1.3 il existe § € k{{t}}¢ telle que f;;(6) = 0 et v =
6 mod t“*!1. Par conséquent, pour tout 0 < € < 1 on a g;;(6(t)) > 0 et
fij(8) = 0. D’ou 6(]0,€]) C S. Donc v(0) = §(0) € S.

ProrposiTiON 1.5.— Soit S un ensemble semi-algébrique fermé de
R™. Alors 7,(£(S)) est un sous-ensemble semi-algébrique de R(®+1)m,

Démonstration. — Par définition, on a toujours 7, (£(S)) C £,(9).

D’apres le théoréme de finitude [BCR, 2.7.1], on peut supposer le
semi-algébrique fermé S donné par S = U]_; ﬂ;’zl {fi; = 0}.

Soit v € Le(n)(S). 1l existe ¢ tel que pour tout j = 1,...,l; on
a, 8C¢(n)(fij (7)) > 0. La condition aC¢(n)(fij(7)) > 0 est équivalente &
Pexistence de &; € R[[t]]/t*™TR[[t] tel que fi;(7) = 67 ou fi;(v) = t62.

Il suffit donc d’appliquer 1.3 pour obtenir I'existence de «, 8; € R[[t]|™
tels que fi;(c) = 57 ou fi;() = /32, ce qui équivaut & ac ( fij(«)) > 0. Donc
T (£(S)) D ﬂﬁ(")ﬁe(n)(S’)_ On en déduit que m,(£(S)) = Te(n),nLe(n)(S)-

Or il est clair que pour tout n, ’ensemble £,(S) est un ensemble
semi-algébrique de R("*1)™ En effet, une condition du type f(y) = 0,
avec f un polyndme et v € R[[t]]/t"T1R[[t]] s’exprime par une condition
algébrique sur les coefficients de . De méme, une condition du type
acn(g(y)) > 0, avec g un polynoéme, s’exprime, dans chaque cas de la
disjonction ordg(y) = 0,...,n, par une condition semi-algébrique sur les
coefficients de 7.

Donc, 7, (£(S)) est ensemble semi-algébrique comme projection d’un
ensemble semi-algébrique.

Remarque 1.6.— On peut aussi définir ’espace £2"(S) des germes
d’arcs analytiques tracés sur S, en considérant les morphismes ~y
R[X1,..., Xm] — R{{t}} tels que y~1(0,) € S. De méme, 'espace £2'% (S)
des germes d’arcs de Nash tracés sur S (au sujet des fonctions de Nash voir
[BCR, chapitre 8]), en considérant les morphismes v : R[X1,...,Xn] —
R[[t]]aig tels que y~1(04) € S.

D’apres 1.3 et en suivant la preuve de 1.5, on a £,(S) ~ £27(S) ~
£218 (3), relativement & des équations fixées de S.

On peut étendre lidentité mo(£(S)) = mo(£(S)) de la maniere
suivante :

ProprosiTION 1.7.— Soit S un ensemble semi-algébrique de R™.
Alors, pour tout n € N, on a m,(£(S)) = mn(£(S)).

TOME 51 (2001), FASCICULE 1
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Démonstration. — Soit v € £(5) \ £(S). On peut considérer Y une
sous-variété analytique (et méme de Nash d’apres la remarque précédente)
de dimension 1 telle que v € £(Y) et Y NS = @. D’aprés le lemme de
l'aile ([BCR, 9.6.3]), qui se déduit d’une version paramétrée du lemme
de sélection des courbes, d’ol1 I'analogie avec 1.4, il existe un nombre fini
d’ouverts semi-algébriques Ui, ..., Ux de Y tels que Y \ UF_,U; est une
union finie de points et que pour chaque i = 1,...,k, il existe une aile de
Nash d’axe Uj, i.e. une fonction de Nash w; :] — 1, 1[xU; — R™ telle que

(i) pour tout y € Y, w;(0,y) =y,

(if) pour tout t €] — 1,1[, w;(t,y) € T et p(w;(t,y)) = y ot T est un
voisinage tubulaire de Y avec la rétraction orthogonale p: 7' — Y,

(iii) w;(]0, 1[xU;) C 8.

Méme si Porigine 7(0) n’appartient pas & 'un des U;, on peut
construire un arc analytique tracé sur 'un des ensembles w;(]0, 1[xU;) et
tangent a v jusqu’a lordre n. Ce qui permet d’étendre 1.5 & un semi-
algébrique quelconque S. Dans le cas non singulier, 'espace des arcs est
facile a décrire :

ProrosiTiON 1.8. — Soient S C R™ et T C RP des ensembles semi-
algébriques qui sont des sous-variétés C*°. Alors S et T sont des ensembles
analytiques réels et toute application analytique h : S — T induit, par
composition des arcs, une application £*(S) — £2(T). Si S et T sont
analytiquement difféomorphes alors £2*(S) ~ £2*(T)).

On a une trivialisation de I’espace des arcs dans le cas d’un ensemble
algébrique non singulier :

ProrosiTioN 1.9. — Supposons que ’ensemble semi-algébrique S C
R™ est une sous-variété C* de dimension d. Alors il existe des ensembles
semi-algébriques (S;);e; ouverts dans S tels que S = U;c1S;, et pour tout
i € I on ait un homéomorphisme semi-algébrique m,(£(Ss,)) ~ S; xR(n+1)d
(rappelons que £(Ss,) est I'ensembles des arcs tracés sur S et d’origine dans
S;). Et méme, pour tout ensemble semi-algébrique T' C S;, 7 (£(ST)) ~
T % R(n+1)d.

Démonstration. — Soit a € S. Il existe un voisinage ouvert semi-
algébrique S, de a dans S tel que la projection orthogonale p de S sur
Pespace tangent T, & S en a induise un difffomorphisme analytique de S,
sur son image. De plus, la projection orthogonale ne “change pas l'ordre
d’un arc” donc m,(£(S4,S)) ~ m(£(p(Sa),p(S))). A un changement
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linéaire de coordonnées pres, on peut supposer que ’équation du plan
tangent est X411 = ... = X, = 0. Par 1.10, on déduit que 7, (£(S4,5)) ~
Sq x R4 @01 le résultat souhaité.

Un changement affine de coordonnées ne change pas ’espace des arcs.

LEMME 1.10. — Soient X = (X1,...,X,,), A une matrice inversible
m X m & coeflicients dans R et B € R™. Alors 'application h : R[X] —
R[X], X — AX+ B induit un homéomorphisme £(R™) ~ £(R™) et mieux,
des homéorphismes £, (R™) ~ £,(R™) pour tout n.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que A(y) = B mod t"
équivaut & vy = A~1B mod t™.

1.2. Germes d’arcs tracés sur une variété algébrique réelle.

Avant tout, décrivons une autre maniére de voir le spectre réel. Soit
A une R-algebre. Un élément de Spec,. A est un morphisme ¢ : A — R ou
R est une extension réelle close de R. Pour toute extension de corps réels
clos f: R — S, on identifie les points donnés par ¢ et f o¢. En considérant
I'image réciproque par ¢ de 'unique ordre du corps réel clos R, on retombe
sur la méme définition de Spec, A (au moins en tant qu’ensemble) que celle
donnée en introduction. Notons A = Spec, R[X].

Par recollement, on peut définir 'espace topologique X,., le spectre
réel associé & un schéma quelconque X. Cette opération est fonctorielle : a
un morphisme de schémas f: X — Y on associe une application continue
f : X, — Y,.. Dans toute la suite, X désigne une variété algébrique réelle,
i.e. un schéma de type fini sur R, réduit et séparé. Pour la topologie du
spectre réel, X, est alors un espace topologique quasi-compact qui possede
une base d’ouverts quasi-compacts et stable par intersections finies.

Dans [DL], I’espace des germes d’arcs tracés sur X tronqués a l'ordre
n, H,(X) est défini par la propriété suivante : pour toute R-algebre R, on
a un isomorphisme (fonctoriel en R)

Hom g (Spec R, H,(X)) ~ Hom g(Spec R[t]/t" T R[t], X).

De maniere analogue a 1.1, on peut définir E;(X ), Pespace des arcs
réels tracés sur X et tronqués a I’ordre n, comme ’ensemble des morphismes
¢ : Spec R[t]/t"*1R[t] — X ol R est une extension réelle close de R, en
identifiant, lorsque 1’on a un morphisme de corps réels clos f : R — S (et le
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morphisme qu'il induit f : R[[t]]/t"* R[[t]] — S[[t]]/¢"+'S[[t]]), les points
donnés par ¢ et f o ¢. Il vient alors clairement que £,(X) ~ ($,(X)),, et
Iidentification est un homéomorphisme pour la topologie du spectre réel.
Puis la limite projective £(X) de la famille (E;(X ))nen donne
I’espace des germes d’arcs réels tracés sur X, muni d’une struture d’espace

topologique (celle du spectre réel). On dispose toujours d’un morphisme de
troncation m, : £(X) — £,(X).

Soient X une variété algébrique réelle et C un ensemble construtible
de X,. On définit £(C) = {v : SpecR[[t] — X € £(X) | v(04) € C},
avec R réel clos contenant R et I'identification habituelle sur les points. De
méme, on peut définir £(Cp), Pensemble des arcs tracés sur C avec origine
dans D, pour tous ensembles construtibles C' et D de X,..

On obtient alors des résultats analogues a ceux de la section
précédente. Citons :
PROPOSITION 1.11. — a) L’ensemble 7, (£(X)) est un ensemble construc-

tible de £,(X).

b) Lorsque X est lisse de dimension pure d, on a un homéomorphisme
local pour tous m > n : £,(X)) ~ Am—)d x ¢ (X).

¢) Soient S un semi-algébrique de R?, donné avec ses équations,
et S défini par les mémes équations dans Spec, R[X1,...,X,n]. On a
£,(8) ~ £,(95).

2. Ensembles simples.

Par convention, les variables décrivant R((¢)) sont notées z1,...,Zm
et les variables décrivant Z sont notées l4,...,1,.

DEriNITION 2.1.— Une condition simple de R((t))™ x Z", notée
0(z1,...&m,l1,...,1), est une combinaison booléenne de conditions de
la forme :

(i) ordifi(z1,...,zm) 2 ordifo(z1,. .., Zm) + L4, ..., 1)
(it) ordefi(z1,..-y2m) = L(l,...,l) mod d
(i)  h@EC(fi(z1,.- sZm)),--- 8 (fp(z1,-..,2m))) 20
ou f1,..., fp, h sont des polyndémes & coefficients dans R, L est un polynéme

de degré au plus 1 & coeflicients dans Z et d € N.
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— Un sous-ensemble de R((t))™ X Z" est dit simple lorsqu’il est donné
par une condition simple. Une fonction R((t))™ x Z" — Z est dite simple
lorsque son graphe est un ensemble simple.

— Les sous-ensembles simples de Z" (donnés par une combinaison
booléenne de conditions de type (i) ou (ii), avec m = 0) sont appelés
ensembles de Presburger et seront étudiés dans la section suivante.

On a un résultat d’élimination des quantificateurs portant sur les
variables entiéres qui interviennent dans la description des ensembles
simples. C’est un résultat élémentaire dit & Presburger [Pr] qu’on peut
démontrer par un argument similaire & celui de la preuve de 3.2.

ProprosITION 2.2. — Soit 6 une condition simple de R((t))™ x Z".
Alors la formule 3l; € Z  0(z1,...,Tm,l1,...,1l;) est simple.

Le résultat fondamental suivant est la version réelle du résultat de
Pas [Pa, Th 4.1] :

THEOREME 2.3. — Soit 6 une condition simple. Alors la condition

Jz; € R((t)) O0(x1,-- s Ty iy -y lr)

est simple.
De plus, pour toute extension réelle close S de R, la condition
Az, € S((t)) O(z1,---sTm,l1y---, L)
est simple et peut étre définie par la condition précédente, indépendamment
de S.

Démonstration. — Attachons-nous d’abord & démontrer la premiere
assertion. On aménage légérement le résultat de Pas a notre cadre réel.

Tout d’abord, on considére K un corps valué de valuation ord : K —
IF'U{ooc}. On note R = {r € K | ordz > 0}, P = {z € K | ordz > 0},
U= {z € K| ordz = 0}. Soit K = K/P le corps résiduel et
Res : R — K la projection canonique. L’analogue des conditions [Pa, 2.4]
sont les suivantes :

(i) K et K sont de caractéristique nulle,
(ii) K est hensélien,
(iii) K et K sont réels, munis respectivement des deux ordres premiers

aet a,
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(iv) K a une application composante angulaire modulo P, notée ac :
K — K qui satisfait les 3 conditions : a¢ (0) = 0; ac induit, en restriction
3 K™ un morphisme multiplicatif K% — K> ; ac et Res induisent le méme
morphisme, en restriction & U. De plus, on suppose que ac est compatible
avec les ordres de K et K, i.e. ac ~!(a) = a.

Considérons le langage du premier ordre £ = {£k, £x, £r,0rd ,ac }
(resp. L' = {Lk,L%,Lr,ord,ac}) ol : Lk est le langage des corps
ordonnés K (resp. £ est le langage des corps K), £x est le langage des
corps ordonnés résiduels K (resp. L' est le langage des corps résiduels K),
Lr est extension du langage des groupes abéliens I' avec un élément oo,
ord : K — I est un symbole de fonction valuation, a : K — K est un
symbole de fonction composante angulaire modulo P.

Alors, (K, K,T' U {oo},ord,ac) est une structure pour le langage £
ainsi que pour le langage L'

L’analogue du théoréme [Pa, 4.1] dit que

ProPOSITION 2.4.— La structure (K,K,T' U {co},ord,ac) admet
Pélimination des K-quantificateurs dans le langage L.

Démonstration. — On fait appel de maniére centrale au théoréme de
décomposition cellulaire [Pa, 3.2].

Il suffit de considérer une formule du genre

(1) (@) ¥ (y,z,m, k)
oll ¥ est une formule dans £ sans K-quantificateurs, y est une K-variable,
x = (x1,...,2,) des K-variables, 1 et k sont des uplets de K et I-variables
respectivement. Dans 1), les formules atomiques de la forme h(z,y) > 0
peuvent étre remplacées par ac (h(z,y)) > 0 ol h est un polynéme &
coefficients entiers en les variables (z,y). On peut donc supposer que
y n’apparait dans 1 que dans les K-termes ac fi(z,y),...,ac¢ fr(7,y) et
les I-termes ord g;{(x,y),...,ord gs(z,y) ou fi,..., fr,91,--.,9s sont des
polynémes A coefficients entiers en les variables (z,y).

Considérons ¢ la formule obtenue en remplacant dans 9, ac f;(z,y)
par une K-variable p; et ord g;(z,y) par une I-variable [;. Alors (1) est
équivalente a

(ay)(apl) tee (apr)(all) co (-:jls) [¢(I7 m ka P15 7pral17- - 7ls)

A(i:;\lﬁfi(w,y) =Pi> A ( Z\lordgj(x,y) = lj)}-
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Comme ¢ ne contient pas la variable y on peut pousser le quantifica-
teur (Jy) et il suffit de ’éliminer de la formule

(2) (Jy) [(z/\lacfl z,y) ) </\lordg] z,y) =1, )]

On applique alors le théoreme de décomposition cellulaire [Pa, IT theorem
3.2] aux polyndmes f1,..., fr,91,---,9s- Il existe une partition de K™ x K
en un nombre fini de cellules A = U.A(€) de parametres € = (e1,...,€,) et
de centre c(z, €) telle que pour (z,t) € A(e) on a

Rfi(x,y):eﬂ(i) i=1,...,7r
ord gj(z,y) = ord (hj(z,€)(y — c(z,€))?) j=1,...,s

ol 4 est une application {1,...,r} — {1,...,n}, u; € N et les h; sont des
fonctions définissables dans le langage de Pas £’ (elles sont donc a fortiori
définissables dans notre langage réel £). Par définition d’une cellule, la
condition (z,y) € A(e) est de la forme

0(z,€e,0rd (y — c(z,€))) Nac (y — c(z,€)) = €
ou 6 est une formule simple de £’ et ¢(z, €) est définissable dans L'.

On peut donc supposer que (2) est équivalente &
@ @oE)-- G [0 € 460 A ( Acuo =01)
/\( /\ ord hj(z,€) + vjord (y — c(z, e)) = lj)] .
j=1

Si on introduit une nouvelle I'-variable ! pour ord (y — ¢(z,¢€)), la
formule (3) devient

(3y)(3ey) ... (36n)(3l)q[9(x 61) A (/\ €uli) = pz)
/\( /s\ ord hj(z,€) + vl = l]-) Aord (t —c(z,€)) = LABC (t — c(z,€)) = €1].
Si on pousse (3t) de nouveau, il vient la formule
(3y)lord (y — c(z,€) = L AT (y — c(z,€)) = €]

de laquelle on peut trivialement éliminer le quantificateur.
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La premiere assertion du théoréme n’est alors qu’un corollaire. En
. — Q1 a )
effet, notons f;(z1,...,x,) = Za:{al,...,an}EN" Qq 27" .. 2™ Vensemble
des polynémes intervenant dans la description de la condition simple 6.

On considere chacun de leurs coefficients ao; € R comme une
nouvelle variable de R((¢)). Il en résulte une formule dans la structure
(R((t)),R,Z U {oc},ord ,ac ). On peut alors éliminer le quantificateur 3z, .
Ce faisant, il apparait de nouveaux quantificateurs portant sur des variables
de R qu’on élimine du fait que R est réel clos (voir [BCR, 2.2.4] par
exemple). Il apparait aussi de nouveaux quantificateurs portant sur des
variables de Z qu’on élimine par 2.2. Reste ensuite a substituer les variables
auxiliaires a,,; de R((t)) par les coefficients des polynomes de départ qui
leur ont été respectivement associés.

La seconde assertion du théoréme découle, d’une part du fait que la
décomposition cellulaire de Pas est valable uniformément pour tout corps
satisfaisant aux conditions [Pa, 2.4], d’autre part du théoréme de Tarski-
Seidenberg (voir par exemple la formulation [BCR, 1.4.6]).

A ce stade, nous sommes en mesure d’introduire la notion d’ensembles
simples de £(R9) et de £(X) pour une variété algébrique réelle X. Toutes
les définitions et propriétés suivantes sont de nouveau directement inspirées

de [DLJ.

Soit v € £(X) et k., le corps résiduel (réel) correspondant. On peut
voir v comme un morphisme de schémas vy : Speck, — Z}(X ), ou encore de
maniére équivalente comme un morphisme 7 : Spec k,[[t]] — X. Lorsque X
est un ouvert affine de Zariski de R? on pourra méme considérer y € E(X )
comme un élément de R[[t]]¢ ot R est une extension réelle close de R (la
cloture réelle de k., par exemple).

DEFINITION 2.5. — Une famille de sous-ensembles (A, ) ez de £(R™)
est dite famille simple d’ensembles simples (ou simplement un ensemble
simple lorsque r = 0) s’il existe une condition simple § de R((¢))™ x Z"
telle que

Ap ={y € ER™) | 0(71,-- -, Ym,n)}.

Soit X une variété algébrique réelle. Une famille de sous-ensembles
(Ap)pezr de £(X) est dite famille simple d’ensembles simples s’il existe
un recouvrement de X par des ouverts affines de Zariski U tels que

ANEW) ={y € £U) | 0(h1(7),- - s hm(¥);n)}
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ou hy,..., hy, sont des fonctions réguliéres sur U et 0 est une condition
simple de R((t))™ x Z7. Les h; et 6 dépendent de U et h;(7y)est un élément
de k,[[t] avec k, le corps résiduel de £(X) en ~.

Notons que pour tout ensemble semi-algébrique S de RY, £(.S) est un
ensemble simple de £(R?). Comme l'origine d’un arc v € R][[t]] est donné
par la formule simple (ag (y) si ord ¢(7y) = 0 et 0 sinon), il apparait aussi que
pour tous semi-algébriques S et T' de R%, £(Sr) est un ensemble simple de
S(Rd) De méme, pour tous constructibles C' et D de X, le sous-ensemble

£(Cp) de £(X) est simple.

ProposITION 2.6. — Soit un morphisme de R-algébres
h: R[Xh..., ]—>R[Y1, ..,Ym].

Considérons un ensemble simple A de £(RP) et B un ensemble simple de
£(R™). Alors h induit un morphisme £(R™) — £(RP). De plus, h~1(A) est
un ensemble simple de £(R™) et h(B) est un ensemble simple de £(RP).

De méme, soient h : X — Y un morphisme de variétés algébriques
réelles, F un ensemble simple de £(X) et G un ensemble simple de £(Y).
Alors h(F) est un ensemble simple de £(Y) et h™'(G) est un ensemble
simple de £(X).

Démonstration. — Nous nous limitons & prouver la premiére asser-
tion, la seconde se démontrant de maniére similaire. Un élément v de £(R™)
est donné par un morphisme de R-algébres R[Y7, ..., Y,,] — R[[t]]. On défi-
nit naturellement h(7y) comme le composé v o h.

Si A est donné par la formule simple 6(~y1,...,7p) et h défini par
h(X;) = F;, alors on a h™1(A) = {6 € R[[t]|™ | 8(F1(8),...,Fp(6))}, qui
est un ensemble simple.

Si B est donné par la formule simple I'(é1,...,8,,) alors on a h(B) =
{y € R[[t]¢ | 36 € B,Fi1(8) = m,...,Fp(6) = 7p}, qui est un ensemble
simple d’apres 2.3.

Le résultat suivant est une généralisation de la proposition 1.5.

PROPOSITION 2.7.— Soit A un ensemble simple de £(R™). Alors
7, (A) est un ensemble semi-algébrique de R(™+1)m™,

De méme, soit A un ensemble simple de :“,(X ), ot X est une variété

algébrique réelle. Alors m,(A) est un constructible de E;L(X ).
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Démonstration. — Encore une fois, nous donnons uniquement la
démonstration de la premiére assertion. La preuve est en tout point
similaire & celle de [DL, 2.3]. On considére une section s de m, : £(R™) —
Lo (R™).

Supposons que A est donné par la formule simple 6(v1,...,Ym)-
Alors (m,'ma(A)) = {6 € £R™) | Iy € R[YI™ O(n,...,7m) =
§ mod (t"*1)} est un ensemble simple d’apres 2.3.

Notons que v € m,(4) < s(7) € m,'m,(A). Sur chaque cas de la
disjonction ord (f(y)) =0,...,n+ 1 ot f décrit ’ensemble des polynémes
qui interviennent dans la formule de l'ensemble simple =, 'm,(4), les
coefficients de ~ satisfont une condition semi-algébrique. Ce qui acheve
la démonstration.

Nous aurons besoin de nous ramener a des variétés algébriques réelles
affines. Lorsque X est lisse de dimension pure d, on peut recouvrir X par
des ouverts affines de Zariski U tels que l'on ait des morphismes étales
U — R4

LeMME 2.8. — Soit Y — X un morphisme étale de variétés algébri-
ques réelles lisses. L’application canonique E,;(Y) - Y. xx, E;(X ) donnée
par le morphisme de troncation E;(Y) — £ (Y) ~ Y, et le morphisme de
composition E,:(Y) — E;(X }, est un homéomorphisme local.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier que la composition des isomor-
phismes donnés par 1.9 coincide avec le morphisme canonique défini ci-
dessus.

DEeriNiTION 2.9. — Soient X une variété algébrique réelle et A un
ensemble simple de E(X) On dit que A est stable au niveau n € N, si
7w (A) = A, avec T, : £(X) — E;(X) On dit que A est stable s’il
est stable a un certain niveau. Notons que les ensembles simples stables
forment une algébre de Boole.

Supposons X lisse de dimension pure d. On déduit de 1.11 que
si A est stable au niveau n, alors pour tout m > n, le morphisme
Tm,n ° ,{‘:,L(X ) — E;(X ) est une fibration localement triviale au-dessus
de mn(A), de fibre A(™~™4  je. il existe une partition finie de m,(A)
en sous-ensembles S localement fermés dans E;(X ) tels que W,;,ln(S) est
localement fermé dans E,;(X ) et homéomorphe & S x A™m—™4 et 1.,
correspond dans I’homéomorphisme précédent a la projection canonique
S x Alm—md _, g,
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Un ingrédient clé de [DL] est que toute réunion infinie stable d’en-
sembles stables se réduit & une union finie. Cette propriété de compa-
cité n’est pas satisfaite dans I’espace des arcs £(RY), comme le montre
I’exemple suivant. Considérons la décomposition de R en ensembles semi-
algébriques R = U, ¢z[n,n + 2]. L’image inverse par my donne 7y '(R) =
UnezTo ([n,n+2]). On obtient donc un recouvrement de £(R) par des en-

sembles simples stables dont on ne peut pas extraire un sous recouvrement
fini.

C’est pourquoi nous travaillerons préférentiellement avec ’espace
E(X ). La topologie constructible réelle sur £(X) induit une topologie
constructible réelle sur £(X). Pour cette topologie, les ouverts fermés (les
constructibles) sont exactement les ensembles simples stables. Or pour tout
n, tout ouvert fermé de 2 (X) est compact pour la topologie constructible.
Comme £(X) est la limite projective de la famille (2 (X))nen, il ressort
que tout ouvert fermé de E(X ) est encore compact pour la topologie
constructible. Ce résultat, analogue de [DL, 2.4], se reformule de la maniere
suivante :

_ LemMmE 2.10. — Soit, por tout n € N, un ensemble simple stable A,
de £(X). Supposons que A = U, cNA,, est aussi un ensemble simple stable.
Alors A est réunion d’un nombre fini de A,,.

Introduisons la notion de représentation bornée :

DEFINITION 2.11. — Soit X une variété algébrique réelle et (An)peN
une famille simple d’ensembles simples de £(X). On dit que la famille
(An)neN est a représentation bornée s’il existe un recouvrement affine de
X par des ouverts de Zariski U tel que sur chaque ouvert U la famille est
donnée par une condition simple 6, avec pour tout f; apparaissant dans la
condition simple, ord ; f; borné sur A, NU pour chaque n fixé.

Bien entendu, lorsque (A, ),cN est & représentation bornée alors, pour
tout n, A, est stable.

Le lemme suivant tiré de [DL, Lemma 2.8] est basé sur le théoréme
d’approximation d’Artin 1.3 :

LEMME 2.12. — Soit X une variété algébrique réelle quasi-projective.
Soit (An)neN une famille simple d’ensembles simples de £(X). On sup-
pose que A,, est stable pour tout n. Alors (A,),eN peut s’écrire comme
une combinaison boolénne finie de familles simples d’ensembles simples &
représentation bornée.
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3. Ensembles de Presburger.

DerINITION 3.1.— Une condition simple de Z", notée 6(ly,...,1,.),
est une combinaison booléenne de conditions de la forme

(i) L(ly,...,L.) 20 ou (i) L(l1,...,l;) =0 modd,

ou L est un polynéme de degré au plus un a coeflicients dans Z, d € N.

Un sous-ensemble de Z" est dit simple ou de Presburger lorsqu’il est
donné par une condition simple. Une fonction Z" — Z est dite simple
lorsque son graphe est un ensemble simple.

Les fonctions affines sur un Presburger de Z" sont des exemples
de fonctions simples de Z". La proposition qui suit affirme que ce sont
essentiellement les seules.

ProrosITION 3.2.— Une fonction o : Z'~! — Z est simple si et
seulement s’il existe une partition de Z" en un nombre fini d’ensembles
de Presburger P sur lesquels a est une fonction affine : a(ly,...,l,_1) =
cly+...+c_1l—_1 + ¢ avec ¢;,c € Z.

Démonstration. — Notons P le graphe de a dans Z"; c’est un
ensemble de Presburger en les variables (I1,...,l._1,l.). Posons I’ =
(li,...,1l-~1). On appelle p le ppcm des entiers d qui apparaissent dans
les congruences des relations de type (ii) dans la description de P. Si on
fixe w,, la classe de congruence de I, modulo u, on peut remplacer dans
les équations qui décrivent P, les variables . par ul,. + w,. Aussi, en dis-
tinguant un nombre fini de cas, on peut supposer que . n’apparait dans
aucune congruence de type (ii) de la description de P.

L’ensemble P s’écrit alors comme l’ensemble des r-uplets | =
(li,...,l;) € P' C Z" qui satisfont une disjonction de conditions (que
I’on peut supposer disjointes en effectuant ’opération booléenne P, U P, =
P \ (P1 n Pz) UP, \ (P1 N P2) U (P1 n Pg)) du genre :

Q) vi, < A(l'), i =1,...,u, (2) vl, > Bj(I'), 5 = 1,...,v, ou
P’ est un ensemble de Presburger de Z" (la projection canonique de P
relativement aux r—1 premieres coordonnées est un ensemble de Presburger
par 2.2), A;, Bj € Z[l1,...,l,_1] sont des polynémes de degré au plus 1, et
v € N (le coefficient commun v s’obtient en multipliant chaque polynéme
par un entier convenable).
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En incluant & P’ des inégalités du type A; < A, et By < Bj, on peut
supposer que # = 1 et v = 1. Si on fixe wy, ..., w,_1, la classe de congruence
dely,...,l,—1 modulo v, on peut remplacer dans les nouvelles équations qui
décrivent P, les variables ly,...,l._1 par vl +wy,...,vl.—_1 +w,_1. Aussi,
en distinguant un nombre fini de cas, on peut supposer que les coefficients
des polyndémes A et B, hormis éventuellement les coefficients constants,
sont divisibles par v.

Aprés simplification des inégalités précédentes (1) et (2), il résulte
une partition de P par des ensembles du type : | € Z" tels que I’ € P’ et
B(l') <1, < A(I'), ou P’ est un ensemble de Presbuger de Z"!, et A, B
sont des fonctions affines en [

Du fait que « est une fonction, on a alors nécessairement I, = A(l') =
B(!') pour I’ € P'.

La proposition clé suivante est contenue dans [De, Lemma 3.2] :

PROPOSITION 3.3.— Soit P un ensemble de Presburger de Z%" et
soit & : Z* — N une fonction simple. Supposons que les séries

J(,T) = Z Tk)
keZd,(k,l)eP

convergent dans Z[[T]] pour tout | € Z" : alors, J(I,T) peut s’écrire sous
la forme suivante pour tout l € Z" :

i1 ciBi()T*®
H?;l(l —Tas)

avecc; € Q, e € N, §; : Z" — N produit d’au plus d fonctions simples,
a; : Z" — N des fonctions simples et a; € N*.

J(,T) =

Terminons par la remarque suivante. Soient des fonctions simples
o; : LT — 4,1 = 1,...,d de la variable | € Z". Alors le produit
a = oq...0q est une fonction qui peut s’écrire comme une combinaison
Z-linéaire de fonctions de la forme 3y cya+1(; ;)ep 1 00 P est un ensemble
Presburger de Z3+1+7.

4. La série de Poincaré.

Pour tout ensemble semi-algébrique S de R™, on note [S] sa carac-
téristique d’Euler, calculée par exemple par ’homologie de Borel-Moore
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a support compact ([BCR, 11]). En particulier, elle est multiplicative,
[S x T] = [S][T); additive [SUT] = [S]+ [T] = [SNT]; et [R?] = 1.
De méme, la caractéristique d’Euler d’'un ensemble constructible d’une
variété algébrique réelle vérifie ces mémes conditions. Pour faire le lien
entre ensembles semi-algébriques et constructibles ([BCR, 7.2]), rappelons
que l'application S +— S est un isomorphisme d’algebres de Boole entre les
ensembles semi-algébriques de R™ et les ensembles constructibles de A™.
De plus, I'opération” transforme un homéomorphisme semi-algébrique en
un homéomorphisme.

On s’intéresse & la série

+o0 +00
Ps(T) = ) lma(ES)IT) = Y _mn(L(SHI(T),

ol S est un ensemble semi-algébrique de R™. La série Ps(T') est appelée
série de Poincaré associée au semi-algébrique S, elle a un sens par 2.7, est
indépendante des équations de S et a coefficients dans Z.

On peut calculer explicitement la série de Poincaré d’un ensemble
algébrique non singulier; il suffit d’appliquer 1.9 pour obtenir :

ProposrrionN 4.1. — Supposons que ’ensemble semi-algébrique S C
R™ est une sous-variété C™ fermée de dimension pure d (ce qui re-
vient essentiellement au méme de supposer que S est une composante
connexe d’un ensemble algébrique non singulier). Alors on a Pg(T) =

(=D)IS)/A + (-1)™'T).

Plus généralement, nous nous plagons dans le contexte suivant. Soient
X une variété algébrique réelle lisse et A = (Ap),cN une famille simple
d’ensembles simples de £(X). On s'intéresse & la série de Poincaré de
A donnée par P4(T) = ), cn[mn(An)]T™. L’objet du paragraphe est de
montrer que cette série est une fraction rationnelle (i.e. un élément de
Q(T)) lorsque, pour tout n, 'ensemble A,, est stable au niveau n.

Toutes les techniques de cette partie sont tirées de [DL]. Néamoins,
pour le confort du lecteur, on en reprend les démonstrations, qui se
simplifient du fait que la variété ambiante est lisse (confer la remarque
qui suit [DL, Theorem 5.4]).

ProposITION 4.2. —  Soit (Ap)nen une famille simple d’ensembles
simples de £(X) et ¢ : Z — Z une fonction simple. On suppose qu’il existe
un recouvrement de X par des ouverts affines de Zariski U tel que sur
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tout U la famille simple soit définie par une condition simple 0 et chaque
fonction réguliére f; qui apparait dans 6 est un produit de coordonnées
multiplié par un polynéme qui ne s’annule pas. On suppose de plus, que
cette représentation de la famille (A),cN est bornée, i.e. pour tous les f;
précédents, on a ord; f; < oo.

Alors [T¢(n)(Ar)] est une combinaison Z-linéaire finie de fonctions
> 1eNd p(t,ny 1 OU 0 est une condition simple de Z4+!.

Démonstration. — En utilisant 2.8, on peut se ramener au cas ou X
est un ouvert affine de R%. Notons alors f; = Z;g; ou Z; est un produit de
fonctions coordonnées xi,...,xq4 et g; ne s’annule pas. On a les relations
ord ¢ fi(y) = ord+Z;(vy) (on effectue la substitution dans les conditions de
type (i) et (ii)), et ac (fi(7y)) = ac (Z;(7))gi(mo(7y)). Notant I = {1,...,d},
on peut alors écrire

An= U {yef(X)|Vielordyyi=0U (& %))ier,m(7)) €W}
1eN4 9(1,n)

ot W est un constructible de (A \ {0})¢ x A¢ donné par les conditions de

type (iii) et (I, n) une formule simple déduite des conditions de type (i) et

(ii).

Notons P ’ensemble des partitions P = (J, K) de l’ensemble I =
{1,...,d} dela forme I = JUK avec J = {j1,...,Js} et K = {k1,...,ke}.
Pour évaluer [m,,(An)] on effectue une disjonction finie de cas de la forme
l; < m pour tout j € J et [ > m pour tout k € K avec (J,K) € P.

La contribution & m,,,(A,) est alors

U {(yIVieTordyyi=1U ((@(v)))jes mo(Vs)ies) € Wp}
1eN4 6p(l,n,m)
ol fp est la conjonction de la condition 6 et des conditions de la partition P,
et Wp est la projection de W sur (A '\ {0})® x A® qui oublie les coordonnées
d’indices ki, ..., ki, d+ k1,...,d+ k.

On obtient alors ’homéomorphisme semi-algébrique avec I'union dis-
jointe M (An) > Upep UieNd, 0p (1,n,m) A™ 72975 x Wp. On en déduit le
résultat du fait que [AY] =1sii=0mod 2 et [A] = —1si =1 mod 2.

En utilisant 3.3, on déduit la rationalité de la série de Poincaré
de (An)nen lorsque la famille est sous forme normale, i.e. satisfait les
hypothéses de 4.2. Lorsque la famille simple (A,),cn est quelconque, on se
ramene au cas précédent en composant par des éclatements. Dans ce cas,
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on fait appel au lemme 4.3 ci-dessous pour évaluer I'impact d’un éclatement
sur les quantités [m,(4,)].

Soit un morphisme de R-algebres h : A — Alz1,...,Zm]/(f1,-- -, fm)-
On pose Jy, = (0fi/0%;j)1<i,j<m- En globalisant, a tout morphisme h: Y —
X de variétés algébriques réelles lisses de dimension pure d, on peut associer
une fonction simple £(Y) — Z, v > ord ¢ det J, (). Les ensembles suivants
A, ={y e E(Y) | ord¢det Ju(y) = e}, pour e € N, sont des ensembles
simples de ZE(Y) On note hy, : £,(Y) = £.(X ) Papplication induite par h.

LEMME 4.3. Soit h : Y — X un morphisme propre birationnel
entre deux variétés algébriques réelles X et Y, lisses de dimension pure d.
Avec A, = {y € £(Y) | ord; det J,(7) = €} on note A, = (A). Alors,
pour tout n = 2e, on a

a) Ae,n - h/;lhn(Ae,n)y

b) La restriction de h, & A., est une fibration localement triviale
sur son image, de fibre A°.

Démonstration. — Gréace a 2.8, on peut supposer que X et Y sont
des ouverts de Zariski de R%. Pour z € £(Y), on note Z = 7, ().

Pour montrer a), il suffit de voir que pour toute extension réelle close
RdeR, ona

(1) Ve A, Yve R[[t]],Fuc R[[t]* h(s+t"'u) = h(8) + t"v.

En effet, on a toujours A., C h;'h,(A..). De plus, soit § € A, et
v € £(Y) tels que h,(¥) = hn(6). Notons que 7, x et m,y sont surjectifs
car X et Y sont lisses. On a h(y) = h(8) + t"1v avec v € R[[t]]¢. Dot
par (1), il existe v € R[[t]]? tel que h(6 + t"*1=%u) = h(y). Comme
n+1—e > e+ 1, h est birationnel et § € A, (donc Jn(8) # 0), on en
déduit que y = §+t"F17¢. Par conséquent v € A, et ¥ € A, . Reste donc

a montrer (1).

Un développement de Taylor montre que (1) est équivalente au fait
que t~¢Jp(6) — v est égal au produit de ¢ par une somme de termes d’ordre
supérieur en u. Comme ord ;det J(8) = e, l'inverse de la matrice J;(6) est
a coefficients dans R[[t]]. Alors, il existe une solution v & (1) par le lemme
d’Hensel.

Dorénavant attachons-nous & démontrer b). On considére une section
s L,(X) — £(X) de m,. Remarquons que si ¥ € £,(X), avec ¥ €
hn(Aen) alors s(y) € h(A.) en vertu de (1).
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Soit alors lapplication 6 : h,(A.n) — A, 7 — h~(s(¥)). Elle
est bien définie par birationalité de h qui induit une bijection E(Y\
h=(J;7H0)) ~ (X \ (J;71(0)). Elle est localement représentée par une
fonction réguliére de hy (A, ).

En considérant que, dans la partie droite de 1'égalité ci-dessous, R
décrit ’ensemble des extensions réelles closes de R, on peut écrire

VY € hn(Qen) by (7)) = {6(7) + " ~2u mod t"*! | u € R[[t]]%, Jn(0(7))
u = 0 mod t°}.

En effet, on pose ¥ = h(Z) avec T € A, ,,. On peut supposer T = 0(7).
Alors

hha() = {7 € £.(Y) | Jv € R[4, hy) = h(6(7)) + "0}
= {7 € £.(Y) | u € R[], h(y) = h(()) + "' ~*u,
Jr(0(%))u = 0 mod t°}.

En conséquence, h;!() peut étre identifié & un sous-espace linéaire de
{umod t®|ue€ R[[t]] } ~ Ad¢ donné par des équations linéaires dont les
coefficients sont localement des fonctions régulieres sur h, (A, ).

On sait que pour 7 € h,(A. ) fixé, on peut trouver des matrices
carrées P, ), D de taille d x d & coefficients dans R|[[t]], avec P, Q inversibles
et ou D est diagonale de termes diagonaux (gi,...,94) avec g; = t°,
e; €N, telles que J4(6(7)) = PDQ. On a nécessairement e; + ...+ e, =€
en considérant le déterminant de l'identité précédente. D’ou I’équivalence
JL(0(F))u =0mod t¢ < Viu; =0 mod tc™*.

Donc h;1(¥) s’identifie & un sous-espace linéaire A® de A9, donné
par des équations linéaires avec pour coefficients des fonctions régulieres
localement sur A, (A, ,). Aussi la fibration triviale précédente s’étend 4 un
voisinage de chaque point 7.

THEOREME 4.4. — Soit X une variété algébrique réelle lisse et A =
(Ap)nen une famille simple d’ensembles simples de £(X) telle que A, est
stable au niveau n, pour tout n. Alors la série Pa(T) = Y, cn[Tn(An)|T™
est une fraction rationnelle.

Démonstration. — Le but est de montrer que [m,(Ay)] est de la méme
forme qu’en 4.2. A cet effet, on peut supposer que la famille A,, est a
représentation bornée. En effet, d’apres 2.12, la famille A,, est combinaison
booléenne, notons-la (CB), de familles simples B, & représentation bornée.
Notons f(n) le plus petit des majorants des niveaux de stabilité des

TOME 51 (2001), FASCICULE 1



66 RONAN QUAREZ

ensembles A, et B},. Il suffit de remarquer qu’alors 7 ¢, (An) et ms(n)(B},)
satisfont la méme combinaison booléene (CB). Pour conclure on écrit que
[mn(An)] = (—1)(f(")‘")d[7rf(n)(An)] car A, est stable au niveau n. On
s’est donc ramené & montrer que [7f(n)(An)] est de la méme forme qu’en
4.2 avec f(n) le plus bas niveau de stabilité de A, et la famille (A,),cN 2
représentation bornée. D’apres 2.3, il vient que la fonction f est simple.

On peut supposer que X est affine et que la condition simple définit
(An)nen sur X tout entier (sans recouvrement). Soit F' le produit de toutes
les fonctions régulieres f; qui apparaissent dans la description de (4, ),eN-
Soit h : Y — X une résolution plongée des singularités du lieu de F~1(0)
dans X. Le lieu exceptionnel de h est contenu dans h~(F~1(0)). Par 2.8,
on peut supposer que Y est un ouvert affine de Zariski de R? sur lequel il
existe des fonctions réguliéres z,, . . ., 24, tels que chaque f;oh est le produit
d’un mondéme en 21, ...,2zq par une fonction réguliere qui ne s’annule pas
sur Y. On peut aussi exiger que Jp soit de la méme forme.

Comme A,, est stable au niveau f(n), alors aussi h=!(A4,). De plus,
A, est stable au niveau e. Or on a h™1(A,,) = Ueen(h™ (4n) NA,) du fait
que h™1(A,)NAs = @. On déduit de 2.10 que I'union précédente est fine :
h™1(An) = Uegg(n)Bn,e avec By . = h™1(A,) N A..

Si on prend pour g(n) la plus petite valeur qui convienne dans I'union
précédente, il ressort de 2.3 que ¢ : N — N est une fonction simple.
On considére ¢ : N — N tel que, ¢(n) soit le plus petit entier & vérifier
c(n) = 2g(n) et ¢(n) — f(n) est pair. Alors c est une fonction simple et By, .
est stable au niveau ¢(n) pour tout n,e.

LEMME. — On a I'égalité 3 ;) (= 1)%[Te(n)(Bn,e)] = [ 5(n)(An)]-

Démonstration. — Posons Gn = 3.y ) (—1)¢[Te(n)(Bn,e)]- D’apres
4.3, on a localement ’homéomorphisme 7¢(n) (Bn,e) = he(n)Te(n) (Bn,e) X A®
puisque ¢(n) > 2e. Dot Gn = 3 (s [he(n)Te(n)(Bn,e)]- Les ensembles
he(n)Te(n)(Bn,e) pour e < g(n) sont disjoints du fait que hc—(;) (u) s’identifie
a A° pour u € By .

Donc G, = [hc(n)ﬂ'c(n)(Uegf(n)(Bn,e))] = [hc(n)ﬂ'c(n)(h_l(An))] =
[Te(nyhh™1(AR)]. Du fait que h est birationnel, il induit une applica-
tion surjective £(Y \ A71(J71(0))) — £(X \ J;'(0)). On en déduit
que hh™(A,) = A,, et comme A, est stable au niveau f(n) G, =
[WC(n)(An)] = (“1)d(c(n)_f(n))[Wf(n)(An)] = [Wf(n)(An)] par parité de
c(n) — f(n).

Il suffit alors d’utiliser 4.2 et 3.3 pour conclure.
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COROLLAIRE 4.5. — Soit S un ensemble semi-algébrique de R?. Alors
la série Ps(T) = 3, «n[mn(£(S))]T™ est une fraction rationnelle.

Démonstration.— Posons A, = 7 1, (£(S)). D’aprés 2.3, (An)neN
est une famille simple d’ensembles simgles. De plus, il est clair que A, est
stable au niveau n et 7, (A,) = m,(£(S5)), d’ou le résultat.

5. Intégration sur ’espace des germes d’arcs réels.

Par commodité, dans toute cette partie on change de notation et on
désigne par X la caractéristique d’Euler. Soit X une variété algébrique
réelle, de dimension pure d. Soit A un ensemble simple stable de E(X ) et
o : A — Z, une fonction simple dont toutes les fibres sont stables.

On peut définir Iintégrale de o relativement a la caractéristique
d’Euler par

/ (-1)*dX% = Z X(ANna Y (n))(~-1)4 D),
A

neZ

Pour tout ensemble simple de £(X) stable au niveau n, posons
X%(B) = X¥(mn(B))(=1) "+, Notons que cette définition est indépendante
de l'indice de stabilité et que la somme précédente est finie d’apres 2.10.

Dans ce contexte, la proposition 4.3, fournit une formule de change-
ment de variables qui peut s’énoncer comme suit :

PrOPOSITION 5.1. — Soit h : Y — X un morphisme propre biration-
nel avec X et Y lisses. Supposons que AN L(h(E)) = @ ot E est le lieu
exceptionnel de h. Alors, on a

/(—1)ad:f=/ (_1)aoh+ordt det Jhdx.
A h—1(A)

On peut méme généraliser l'intégration précédente & une variété
algébrique réelle X singuliere [DL]. Cependant, il n’apparait pas clairement
comment poursuivre la théorie pour obtenir une intégration motivique,
en raison de l'identification des dimensions que réalise la caractéristique
d’Euler.
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