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COURBES LISSES SUR LES
SURFACES RATIONNELLES GENERIQUES :
UN LEMME D’HORACE DIFFERENTIEL

par Thierry MIGNON

Introduction.

Cet article est consacré & I’étude des courbes sur les surfaces
rationnelles génériques. Etant donné un entier r, la surface rationnelle géné-
rique S de nombre de Picard r + 1, est obtenue en éclatant r points
génériques et indépendants de ]P’% (ici, k est algébriquement clos, de carac-
téristique nulle).

1l est d’usage de munir le groupe de Picard de S de la base formée de
la transformée totale d’une droite du plan, et de I'opposé des r diviseurs
exceptionnels. La classe d’un diviseur D est alors un (r + 1)-uplet d’entiers
d = (d;m1,...,m,). Nous noterons £(d) le systéme linéaire complet d’une
telle classe. La dimension attendue pour £(d) est

max(%d(d+3) —i‘mi ; —1).
=1

Sous de bonnes hypothéses (conjecture d’Harbourne-Hirschowitz), on
s’attend & ce que le systéme L£(d) ait la dimension attendue, et que sa
courbe générique soit géométriquement irréductible et lisse.

L’objectif essentiel de ce travail est de prouver un lemme qui permet,
par des spécialisations successives du r-uplet de points (P,...,P,), de
traiter les questions évoquées ci-dessus. Ce résultat constitue ainsi une

Mots-clés : Surfaces rationnelles — Courbes lisses — Courbes planes — Singularités
prescrites — Horace.
Classification math.: 14H50 — 14N20.
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N

méthode d’approche dans le probléme des courbes planes & singularités
prescrites.

Ce lemme vient s’ajouter aux méthodes d’Horace, introduites par
A. Hirschowitz, qui traitent usuellement de la dimension des systémes
du type L(d). Il permet en outre d’étudier la géométrie des courbes
(irréductibilité, lissité). Toutefois, I’apport essentiel de ce lemme consiste
en lintroduction de «méthodes infinitésimales» (voir la partie 2.2) qui
permettent d’assouplir considérablement les techniques déja en notre
possession.

Comme premiére application de ce «lemme d’Horace géométrique »,
nous démontrons le théoréeme suivant :

TuEOREME 1. — Soit d = (d;my,...,m,) un (r + 1)-uplet d’en-
tiers positifs tel que d > my + mg + mg et my > --- > m,. Soit g le
genre arithmétique des courbes de L(d) et e = e(d) la dimension attendue
pour L(d).

Sie>0et0<g<4, alors dim£L(d) = e et la courbe générique
de L(d) est géométriquement irréductible et lisse (sauf, si r = 9, pour
d = (3n;n,...,n), avec n > 2; dans ce cas, on trouve n fois la cubique
passant par les 9 points).

1l faut remarquer que le théoreme 1 s’applique a des systémes linéaires
de dimension nulle (e = 0). La courbe est alors isolée, et ’emploi
du théoreme de Bertini est impossible. Signalons aussi que I’hypothése
d > my + ma + mg3 est une condition naturelle : 'utilisation algorithmique
de transformations quadratiques permet de ramener I’étude de n’importe
quel systéme & un autre satisfaisant cette condition (voir [22]).

Par ailleurs, le lemme d’Horace géométrique, a permis d’obtenir
d’autres types de résultats. En 1997, auteur a montré que la courbe
générique du systeme L£(d) est lisse et irréductible dés que m; < 3 et
d > 317 (voir [21]). Nous sommes actuellement en mesure de prouver un
résultat analogue dés que m; < m (m un entier positif quelconque) et
d > do(m) (Uentier dy(3) ainsi obtenu est toutefois beaucoup plus grand
que 333). Pour ces deux théorémes, le lemme démontré ici, couplé & d’autres

techniques, est au cceur de la démonstration.

Le théoreme 1 est un cas particulier de la conjecture suivante,
due & Hirschowitz (et & Harbourne, pour la dimension des systémes),
qui prévoit que pour un (r + 1)-uplet d’entiers (d;m;,...,m,) tel que
m; > --->my > 1etd>m; + mg+ mg, on ait :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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1) Le systéme L(d) a la dimension attendue.

2) Sie>0etg >0, la courbe générique de L(d) est géométriquement
irréductible et lisse (sauf pour d = (3n;n?)).

Les travaux précédents ont surtout porté sur le premier point de cette
conjecture, & commencer par ceux de Nagata [22], dans le cas o r < 9.
Les récents, et nombreux, progrés dans ce domaine (voir [2], [5], [6], [20],
[24] entre autres) permettent d’aborder sérieusement le deuxiéme point.
On peut alors imposer plusieurs types d’hypotheses :

On peut étudier les systémes de dimension élevée (voir [11]). Dans ce
cadre, il est alors permis de faire usage du théoreme de Bertini. On peut
aussi étudier les systémes ayant des m; bornés : le premier résultat dans ce
sens remonte & 1981 pour les m; valant 1 ou 2 (Arbarello et Cornalba, [3]).
Nous avons signalé plus haut deux résultats de ce type (multiplicités
bornées par un entier m quelconque, mais degré grand devant m) obtenus
récemment par I’auteur.

Enfin, on peut majorer le genre arithmétique des courbes étudiées.
C’est la voie entamée par S. Bossini [4] dans sa thése et que nous poursuivons
dans le présent travail. Précisément, le théoréeme 1 était connu pour les
courbes de genres 1 et 2 et la plupart des courbes de genre 3 (voir [4]).
La méthode employée ne permettait pas d’aller plus loin (voir ci-dessous).
L’introduction des méthodes différentielles nous permet de conclure ici
I’étude des courbes de genre 3, et d’effectuer celle des courbes de genre 4.

Principe du lemme d’Horace différentiel. — Le principe de la méthode
d’Horace est le suivant : considérons un systéeme de courbes planes de
degré d assignées a passer avec des multiplicités fixées par plusieurs
points génériques P;. Choisissons une courbe irréductible C' de degré c.
Spécialisons plusieurs des points P; sur C jusqu’a ce que C devienne une
composante fixe du systéme linéaire en position spéciale. Puisque C' est
une composante fixe, nous pouvons la «soustraire ) au systéme en position
spéciale. On obtient un systéme linéaire résiduel de courbes de degré d — c.
Sous certaines conditions, précisées par le lemme 3.1, si la courbe générique
du systeéme résiduel est géométriquement irréductible et lisse, la courbe
générique du systeme initial est elle aussi géométriquement irréductible et
lisse. Ce systeme résiduel étant de degré inférieur, il sera souvent plus aisé
de Pétudier. En contrepartie, les points seront maintenant en position plus
spéciale. Il est enfin possible d’appliquer plusieurs fois la méthode d’Horace
pour aboutir a des systémes bien connus de degrés tres faibles.

TOME 50 (2000), FASCICULE 6
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L’une des conditions les plus contraignantes de cette méthode est la
condition d’ajustabilité. Si la courbe C est lisse, cette condition stipule
que la somme des multiplicités des points spécialisés sur C (le «nombre de
conditions sur C'») doit étre égale au genre de C moins un. De maniére
générale, 'ajustabilité usuelle correspond & la condition 1) du lemme 3.1,
ol 'on impose & ’entier @ d’étre nul. C’est 14 une condition combinatoire
extrémement contraignante. Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, soit
la courbe n’est pas une composante du systéme en position spéciale, soit la
dimension du systéme augmente en position spéciale.

Dans [4], on trouve une version non différentielle du lemme d’Horace
géométrique. La condition d’ajustement empéche 1’étude des courbes de
genre supérieur a 3. Pour espérer aller plus loin, il nous faut donc assouplir
cette condition.

Pour cela, nous démontrons un lemme de type différentiel. Les
résultats de ce type (voir [1], [2], [9]) permettent généralement, lorsque
la dimension du systéme augmente en position spéciale, de remplacer le
systéme résiduel par un sous-systéme ayant la dimension attendue, mais ou
I’on impose aux courbes de nouveaux types de conditions infinitésimales
(les courbes seront alors singuliéres en des cusps, des tacnodes. .. ).

En ce qui nous concerne, les singularités du systéme résiduel —
apres la spécialisation — sont toujours imposées par des gros points (des
conditions d’ordre infinitésimal apparaissent toutefois, immanquablement,
dans les hypothéses du lemme). De plus, le systéme résiduel peut avoir
une dimension plus élevée que le systeéme initial. Précisément, si ’entier a
de la condition 1) de 3.1 est non nul, la dimension augmente de a.
Cette possibilité d’accroitre la dimension du systéme devient vite un atout
considérable. En effet, méme en partant d’un systéeme de dimension zéro,
nous serons rapidement en mesure d’utiliser le théoreme de Bertini.

Plan de Particle

Dans une premiere partie, nous construisons les familles de courbes
sur les surfaces génériques.

La deuxiéme partie est consacrée & ’étude des spécialisations des
courbes dans cette famille : 'un des points cruciaux de la démonstration
du lemme d’Horace géométrique est de montrer que, méme si la dimension
augmente, la courbe générique du systéme initial se spécialise en la courbe
générique du systeéme en position spéciale.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Pour vérifier cela, nous étudions la stratification de la variété des r-
uplets par la cohomologie (la dimension du systéme). Au voisinage du point
spécial z, ou la dimension du systéme est trop élevée, nous devons montrer
que la codimension des strates est suffisamment grande. Nous utilisons pour
cela la dérivée cohomologique de M. Green et R. Lazarsfeld. Cette dérivée
permet de tester si un vecteur tangent & la variété des r-uplets de points
appartient au cone tangent a I’une des strates de cohomologie.

La troisiéme partie est consacrée 4 la démonstration du lemme d’Ho-
race géométrique. Nous donnons aussi quelques résultats qui permettent de
vérifier les hypotheses de ce lemme.

Pour finir, nous appliquons cette méthode & la démonstration du
théoreme 1.

Nous n’étudions que les classes (d;mi,...,m,) adéquates (c’est-a-
dire, telles que my > --- > m, > 1 et d > my + mo + mg3) ayant une
dimension attendue positive. S. Bossini a montré que, a genre fixé, il n’y a
qu’un nombre fini de telles classes. Il y en a quatorze pour les genres deux
et trois, et vingt-cinq pour le genre quatre.

La méthode consiste alors a traiter chaque cas a I’aide du lemme 3.1.
Nous présentons ici un exemple d’une telle étude pour la courbe de genre 4
de plus haut degré (de classe d = (30;108,9,4)). Nous renvoyons le lecteur
a [19], pour I’étude détaillée des vingt-cing cas de genre 4, et de la courbe
de plus haut degré en genre 3.

L’auteur souhaite remercier le referee pour ses remarques et sugges-
tions, et lui avoir signalé entre autre l'involution de Bertini (§4.2) et le
lemme 2.2.
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1714 THIERRY MIGNON
1. Familles de courbes sur les surfaces rationnelles.

Nous construisons ici les familles de surfaces rationnelles obtenues en
éclatant r points distincts du plan projectif, puis les familles de courbes sur
ces surfaces.

A chaque (r + 1)-uplet d’entiers d = (d;my, ..., m,) est associée une
telle famille de courbes F' = F'(d). Les points de F sont des couples (C, z)
ot z = (Py,..., ) est un r-uplet de points distincts de P2 et C est une
courbe de degré d passant par chaque point P; avec la multiplicité au
moins m;.

1.1. Familles de surfaces rationnelles.

Soit 7 > 0 et X Pouvert de (P?)" des r-uplets de points distincts. Le
morphisme P4 = P? x X — X est muni de r sections naturelles :

vi: X —P?x X,
(P17-~-7Pr) [ (E,(P],...,P,,-)).
Soit I'; 'image de ;. L’union I' = Ule I'; est une variété lisse de P%. En

éclatant P% le long de I, on obtient une famille de surfaces rationnelles,
paramétrées par X :

Sx 2, IP2X — X.
Nous noterons 7 le morphisme composé Sx — X. Pour tout point
z = (Py,...,P.)de X,lafibre de m au-dessus de z, notée S, est simplement

le plan éclaté aux r points Pj,...,P.. Si x est le point générique de X,
S, est la surface rationnelle générique de nombre de Picard r + 1.

Par convention, si Y — X est un morphisme de schéma, nous noterons
I'y l'image réciproque de I' dans P? = P? x Y. Nous noterons aussi
Sy 2, P2 1’éclatement de P2 le long de I'y. Puisque tous les voisinages
infinitésimaux de I' dans P% sont plats sur X, éclatement de I' commute
au changement de base, et Sy est simplement le produit fibré de Y par Sx

au-desssus de X (voir [14], théoréme 19.4,6). Enfin, si £ est un fibré
inversible sur Sx, nous noterons Ly l'image réciproque de L sur Sy.

1.2. Diviseurs relatifs effectifs.

Rappelons que 'on appelle diviseur de Cartier relatif de Sx sur X
tout faisceau d’idéaux Ip sur Sx, localement principal, et non diviseur
de zéro dans toutes les fibres du morphisme 7 (voir [12]). Ces faisceaux
d’idéaux sont plats sur X.

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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Exemples :

1) Soit L une droite de P2, L x X C P2 x X la famille de droites
correspondante au-dessus de X, et Hx = b~!(L x X) la transformée totale
de L x X dans Sx apres éclatement. L’idéal Zp, est un diviseur de Cartier
relatif effectif de Sy — X.

2) Soit maintenant E; x le diviseur exceptionnel issu de 1’éclatement
le long de I';; I'idéal Zg, , est un diviseur de Cartier relatif effectif de
Sx —» X.

Ces deux exemples nous permettent de munir le groupe de Picard de
chaque surface S; d’une base

(He)s [=E1g)s- -y [—Er gl

Puisque les diviseurs de Cartier relatifs sont plats sur X, ils vérifient la
propriété suivante de conservation des nombres :

ProrosiTioN 1.1. — Soit D un diviseur relatif effectif de Sx — X
et, pour tout = € X soit [D,] € Z™*! la classe du diviseur D, dans la base
définie ci-dessus; le (r + 1)-uplet d’entiers [D,] ne dépend pas de z.

Le diviseur canonique de Pic S, vaut w = (=3;(—1)") (la notation
(—1)" désigne entier —1 répété r fois; nous conserverons cette convention
dans la suite). La forme d’intersection de Pic S, est donnée par

(d;my,...,m) - (c;n1,...,np) =dc—ming — -+ — MmNy

Fixons maintenant une classe d € Z"+!. Nous noterons O(d) le
faisceau localement libre O(d[H;] — > ;_; mi[E;i]) et Lo(d) le systéme
linéaire complet de O(d) : L(d) = P(H°(S,, O(d))).

Le théoréme de Riemann-Roch permet de calculer la caractéristique
d’Euler-Poincaré de O(d) :

T

x(d) = %(d+ Dd+2) -3 %mi(mi +1).

=1

Si d > -2, le théoreme de dualité de Serre assure que l'on a
h2(S;,0(d)) = 0. La dimension attendue pour £, (d) vaut alors

max(x(d) —1,-1).
(Par convention, le systéme vide est supposé de dimension —1.)

Un systéme L£,(d) est dit régulier s’il a la dimension attendue.

TOME 50 (2000), FASCICULE 6
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Nous souhaitons posséder une famille universelle de diviseurs relatifs
effectifs de classe d. L’existence d’une telle famille nous est assurée par la
proposition suivante.

ProposITION 1.2 (voir [12], théoréme 4.3). — Soit d € Z™*!. Le
foncteur
F(d) : Sch/X — Ens,
Y — {D C Sy, diviseur relatif effectif
de Sy surY de classe g}

est représentable par le couple (F, Q) défini ainsi.

e Le schéma F = F(d) est le schéma Proj Sym(M) oi M est le
Ox-module cohérent défini & isomorphisme unique preés tel que, pour tout
Ox-module cohérent N, Hom(M,N) — m.((n*N)(d)) (I'isomorphisme

est fonctoriel en N).

e Le diviseur Q est obtenu & partir de la section tautologique de
Hom(Mp,Op (1)) qui, par I'isomorphisme ci-dessus, donne une section
de 7. (Og,(d))*/O%, et donc un diviseur relatif de Sg sur F.

Les points fermés de F' peuvent étre vus comme les couples (D, z)
ou z est un r-uplet de points distincts du plan et D une courbe de classe d
sur la surface S;. Le morphisme naturel F —*» X envoie (D, z) sur z, et la
fibre F, est le systéme linéaire P(H?(S,, O(d))).

Si =’ est le point générique de F, la courbe Q. est simplement la
courbe générique du systeéme linéaire £, (d). Nous la noterons D,(d).

Dans [17], 7.6, A. Hirschowitz remarque que, puisque h2(S, O(d)) est
toujours nul (on suppose ici d > —2), la situation peut étre décrite plus
simplement. En effet, il existe alors un morphisme u : £ — £’ entre deux
faisceaux localement libres sur X tel que pour tout morphisme de schémas
f:Y — X on ait la suite exacte

(i) 0 — (y).0(d) — & —5 & — RimyO(d) — 0.
Le Ox-module M de la proposition 1.2 apparait maintenant comme

le conoyau de la transposée de u de £V vers £Y. On obtient ainsi une
présentation localement libre de M,

(ii) EV — & — M —0,
satisfaisant la relation rg Y — rg £’V = x(O(d)).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2. Bonnes spécialisations dans F.

L’étude des courbes de la surface rationnelle générique passe par la
réalisation de « bonnes spécialisations » de points dans la variété F' associée
aun (r + 1)-uplet d.

Précisément, soient z un point de X et x’ le point générique de F,,
fibre du morphisme F -~ X. Soient y € X, une spécialisation de z, et y’

le point générique de la fibre F,. Nous tenterons de répondre aux questions
suivantes :

o Le point ¢’ est-il une spécialisation de z’ ?
o Le point 3’ est-il lisse dans F'?

L’outil essentiel de cette étude est la dérivation cohomologique de
Green et Lazarsfeld [10]. Cette application (ou plutét son opposée) apparait
aussi sous le nom d’application « Rank Kodaira-Spencer » dans [17].

Dans cette section, nous fixons d = (d;my,...,m,), F = F(d) et
F -2, X le morphisme naturel.
2.1. Stratification de X.

Pour étudier les spécialisations dans F), il est utile d’introduire la
stratification de X par la cohomologie de Zz(d). Cette stratification est
donnée par les ensembles

Xt ={zeX; h(S,;,0s,(d) >xT+i+1}, i>-1,

ou x* désigne l'entier max(x(d),0).

Les sous-schémas fermés X* vérifient les inclusions X~! D X% >
X! > .... En particulier, X! est X tout entier, et X° est le lieu ou le
diviseur n’a pas la dimension attendue.

ProprosiTioN 2.1. — Soient z,y, deux points de X tels que z se
spécialise en y. Soit x’ et y' les points génériques respectifs des fibres F,
et Fy. On note Y I'adhérence de = dans X, et on pose Y =Y N X*
pour i > —1. Soit enfin a un entier positif ou nul. Si,

)yeYel\Yye;
2) pour a > 1, pour tout i, 0 < i < (a — 1), codimy,, Y* > i + 2,

alors y’ est une spécialisation de x’.

TOME 50 (2000), FASCICULE 6



1718 THIERRY MIGNON

Preuve. — Soit M le module défini dans la proposition 1.2, et
U = Spec A un ouvert affine de Y. Il s’agit de montrer que Proj Sym(M)
est irréductible. Considérons la présentation de M, uV : &V — &V,
introduite juste apres la présentation 1.2. La suite exacte (i) montre que la
stratification X* est définie par le rang de uV, c’est-a-dire par les idéaux de
Fitting de M.

Posons N/ = &y et N = £Y|y. Le morphisme N’ — N est une
présentation de M)y telle que rg(N) — rg(N”) = x(O(d)). La proposition
découle alors du lemme suivant.

LEMME 2.2. — Soit A un anneau intégre ncethérien, v : N' — N
une présentation localement libre d’'un A-module de type fini M. Notons
F;(M) les idéaux de Fitting de M. Si rg(N') —rg(N) = x > 0 et si
ht(F;(M)) > i + 2 — x pour tout i, 'anneau (Sym M ),.q est intégre.

Preuve. — Soit B un idéal premier minimal de Sym M de trace Q
sur A. Il suffit de montrer que Q = (0). On peut donc supposer A local,
d’idéal maximal £, et la présentation v minimale.

Soit d = rg(NN); puisque la présentation est minimale, les coefficients
de la «matrice » v sont dans Q et Fy_1(M) C Q. Ainsi,
ht (Fy_;(M)) < ht(Q) < ht(P).

Mais, par ailleurs, Sym M est défini dans Sym N par d — x équations, donc
ht(P) < d — x, ce qui est impossible. O
2.2. Déformation des groupes de cohomologie
selon Green et Lazarsfeld.

Dans [10], Green et Lazarsfeld présentent un critére permettant de
vérifier qu'un vecteur tangent & X appartient au cone tangent & 1'une
des strates de cohomologie. Nous commengons par rappeler leur énoncé
et en déduisons un lemme pour prouver la lissité locale de la variété F'.
Nous explicitons ensuite totalement ce critére dans les situations qui nous
intéressent.

2.2.1. Construction de 'application sur I’espace tangent.

Soit z un point fermé de X, et ¢ un vecteur de I’espace tangent T, X ;
t est la donnée d’un morphisme de

D = Spec(k[e]/£?)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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dans X dont 'image a pour support z. Sur D, il y a une suite exacte
naturelle

0k =5 k[e] =%k — 0,

que l'on peut relever en une suite exacte courte sur P%. Puisque Zz(d)
est plat sur X, la suite reste exacte lorsqu’on la tensorise par Tz, (d). En
prenant 'image directe sur P2 (par la projection D x P? — P2) on obtient
la suite exacte courte de Opz-modules suivante :

0—7z,(d) — Izp(d) — Zz.(d) =0,

qui est un élément de Ext'(Zz,(d),Zz,(d)). En passant & la suite exacte
longue de cohomologie, on obtient le morphisme cobord, application linéaire
de H°(S;,Zz,(d)) dans H(S;,Zz,(d)).

On a ainsi défini une application linéaire

¢ : TeX — L(H°(P?,2z,(d)), H'(P?,Z2,(d))),

t— 4.

Cette application est définie dans [10] (voir en particulier la remarque
faisant suite au lemme 2.3), ou les auteurs montrent qu’elle vérifie la
propriété suivante.

ProposiTiON 2.3 (voir [10], théoreme 4). — Soit ¢ l’application
linéaire définie ci-dessus, x un point fermé de X et t € T, X. Sit appartient
au cone tangent & X* au point x, alors dim ker ¢, > x(d)* +4 + 1.

2.2.2. Lien avec 'application de Kodaira-Spencer et critére de lissité.

On a déja signalé au § 1.2 la simplification qu’apportait ’annulation
de h2(S,O(d)) et lexistence du morphisme u : £ — £’. A partir d’un tel
morphisme A. Hirschowitz définit ’application «Rank Kodaira Spencer »
(voir [17]) qui offre une construction alternative de ’application ¢, et
permet d’obtenir aisément un critére de lissité pour F'.

Reprenons les notations du §1.2. Soit £ un point de X, U un
voisinage affine de = sur lequel on choisit deux trivialisations de € et &,
notées respectivement £ ® Oy et E' ® Oy ou E et E' sont deux k-espaces
vectoriels de dimension respective e et e’. Ce choix permet de voir u comme
une section du fibré trivial Oy ® L(E, E’).
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Notons B = L(E, F'). Le morphisme u définit une application u de X
dans Bj; nous noterons u; = pu(z). La stratification X* apparait ainsi
comme l’'image inverse de la stratification de B par le rang de ses éléments.

On définit application « Rank Kodaira Spencer» (RKS) au point
comme le morphisme composé

RKS, : T, X =¥, Tu,B — B — L(ker(u,), coker(u))

(la premiere fleche est I’application tangente & y, la deuxiéme fleche est
simplement la restriction & keru, suivie du quotient par imu,;). Cette
application vérifie la propriété suivante :

ProPOSITION 2.4 (voir [17], 7.7). — En identifiant H°(S,,O(d)) a
ker(u;) et H(S;, O(d)) a coker(u,) par la suite exacte (i), on a p = — RKS.

Remarque. — La construction donnée ici est locale. Voir [17] pour
une définition plus intrinseque.

Supposons maintenant que x = x(d) > 1. Dans ce cas,e = e'+x > ¢'.
Soit Gg ’espace des droites de E, et soit

G'CGgxB={(V,f); f(V)=0}.

On sait (voir, par exemple, [17]) que la variété G' est lisse, de codimen-

sion e — x. De plus, le fibré normal & G* en (V, f) s’identifie & L(V, E’) et

le morphisme de projection de I’espace total sur ce fibré normal s’écrit
TvGe®TyB=L(V,E/V)® L(E,E') — L(V, E'),

ou f est la factorisation de f & travers le quotient de E par V, et ¢ est
I'injection de V dans FE.

PRroPOSITION 2.5 (voir [17], 3.5). — Soient Y une sous-variété de X,
y un point lisse de Y et V une droite de ker u,. Le schéma F|y C Gg XY
est lisse en (V,y), de la bonne codimension e — x si et seulement si le
morphisme composé suivant :

,Y RKS, L(ker uy,, cokeru|,) — L(V,coker u|,)
est surjectif (le deuxiéme morphisme est la restriction a V).
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Preuve. — Puisque F' = Proj Sym M et M admet pour résolution
v wY oy
EV — &V — M,

F est 'image inverse de G' par le morphisme y x id : Gg x Y — Gg x B.
La variété G* est lisse de codimension e — x; donc F |y est lisse en (V,y),
de méme codimension si et seulement si le morphisme composé

£E:TyGg ® TyY — Ty Gg ® TuyB — L(V, E'),
(®,t) — (@, Typ(t)) +— tyo®+ Tyu(t)or
est surjectif.

En choisissant un supplémentaire & im(u,) dans E’, on peut écrire
L(V,E") = L(V,im(uy)) & L(V, coker(uy)).
Ceci permet de voir ’application
£:TyGg ®T,Y — L(V,im(uy)) & L(V, coker(uy))

&1 51,2)
§21 &22)°

L’application &2 : T,Y — L(V,coker(uy)), est celle évoquée dans
I’énoncé : elle est surjective par hypotheése.

L’application &2 : L(V,E/V) — L(V,coker(uy)) est nulle, et on
vérifie aisément que &; 1, qui & ® € L(V, E/V) associe

comme une matrice formée de quatre blocs : (

(quotient par supplémentaire) o i, o ® € L(V,im(uy))

est surjective O

2.2.3. Description a I'aide du schéma de Hilbert des points.

Les résultats décrits dans les deux paragraphes précédents sont tres
généraux. Nous abordons maintenant des résultats plus spécifiques & notre
situation. Posons

r
1
m = E —2-mz~(m,- + 1)
=1

et notons Hilb™ P? le schéma de Hilbert des schémas de dimension zéro
et de longueur m dans le plan. Il y a un morphisme naturel de X dans
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Hilb™ P? (I'image du point z est le schéma Z,). Ce morphisme induit une
application linéaire sur les espaces tangents :

6§ : T, X — Tz, Hilb™ P? ~ homg: (7, (d), Oz, (d)).
Par ailleurs, la suite exacte courte
*) 0—Iz,(d) — Os,(d) — Oz, (d) -0
fournit le morphisme de cobord
7 : hompz (Zz(d), Oz(d)) — Ext' (Zz(d),Zz(d)).
ProprosiTION 2.6. — Le diagramme suivant est commutatif :

T,X -5 hom(Iz,(d), Oz, (d)) = L(H*(Zz,(d)), H(Oz.(d)))

N\ lv lﬂ

Ext'(Zz,(d),Zz,(d)) — L(H(Zz,(d)), H'(Zz,(d))).

(Les fléches du bas définissent @, o est le morphisme induit en cohomologie,
et 8 est la composition par le cobord de la suite exacte longue issue de (*)).

Preuve. — La commutativité du carré de droite est formelle et nous
ne la vérifions pas ici.

Le morphisme § est connu et peut étre décrit ainsi : étant donné
t € T, X, c’est-d-dire un morphisme D — X, le faisceau Iz (d) est plat
sur D. Soit U un ouvert de P2, et f une section sur U de Zz_(d).
Soit g € Opz2(d) tel que f + eg étende f en une section de Zzg(d).
Alors 1'évaluation g de g sur Oz (d) ne dépend pas du choix de g. On
pose 6:(g9) = g.

On peut alors écrire un diagramme de Opz-modules :
0—Iz,(d) — Izp(d) — Iz.(d) -0

N
0—-Zz,(d) — Opz2(d) — Oz, (d) -0

ou A envoie une section f + g sur g. On vérifie aisément que ce diagramme
est commutatif. Ceci montre, par définition du morphisme 7y, que ’extension
0—-7Zz,(d) - ZIz,(d) = Zz (d) — 0 est bien 'image de 6, par 7. O
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2.2.4. Description a I’aide de la dérivation usuelle.

Dans le cas trés particulier de notre famille P% — X, il est possible
de décrire encore plus précisément le morphisme é de la propriété 2.6.

Soit z = (P, ..., P,) et T le fibré tangent & P2. Un élément ¢ de T, X
gécrit t = (t1,...,t.), ou t; € Tp,P? = T ® Op,. Puisque le morphisme
T ® Opm:i — T ® Op, est surjectif pour tout ¢, on peut relever chaque ¢; en
un « chz;mp de vecteurs » t; défini sur tout le gros point ; posons

t = (t'l, . ,t;) €T ® Oz, = hom(Qp:2 ®OZI,OZ,_.)~

En composant t’ avec la différentielle Zz, /Z% — Qp2 @ Oz,, et en
tensorisant par O(d), on obtient une application dy € hom(Zz_(d), Oz, (d)).

ProprosITION 2.7. — Le morphisme dy défini ci-dessus ne dépend pas
du choix de t', et §; = —dy .

Preuve. — Puisque hom(Zz,0z) = @)_, hom(Zpmi, Opm:), le pro-
bléme peut se traiter séparément en chacun des points P;. Nous supposerons
qu’il y a un seul gros point P™.

Pour prouver l'indépendance du choix du relevement, il suffit de
supposer que t = 0 et montrer que t' = 0. Soit f = fi-- fm € Ipm,
ou f; € Ip. Soit d : Opz — Qp2, la différentielle. On sait que
df = 35 i fi-- fmdf; (la notation f; signifie que le terme f; est
omis) ; donc

def =Y fr--- fi- fmt'(Afy).
j=1

Mais puisque t est nul, I'image de t'(df;) par le morphisme Opm — Op
est nul. Autrement dit, t'(df;) € Zp/IF, et t'(df) qui est un produit de m
éléments de Zp est nul dans OF.

Pour 1’égalité, considérons U = Speck[z,y;] un ouvert de X = P2
contenant P, et Speck[z,y,z1,y1] un ouvert de PZ. Sur cet ouvert, 7z
est lidéal {r — z1,y — y1}™. Soient (a,b) les coordonées de P dans
Spec k[z1,y1]. Soit t = ad, + 30, un vecteur tangent en P. Le morphisme
k[z1,y1] — k[e]/e? correspondant envoie z; sur a + ac et y; sur b+ Se. Si f
appartient & k[z,y,z;1,y1], nous allons évaluer f dans plusieurs anneaux.
Nous poserons :

f = flzlza,ylzb € k[.’l:, y]’ f: f|Pm,z1=a,y1:b € k[w’y]/Igl’
j = f|11=a+a6,y1=b+ﬁe € k[.’L‘, y7€]/62'
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« Supposons tout d’abord que m = 1. Soit f = (z — z1)g + (y — y1)h
dans Iz. On calcule

f=F+e(~(og+Bh) +(z ~ )0+ (y ~ b)dy, h).
Donc 6:(f) = —(ag + Bh) est dans k. Par ailleurs,
di(f) = (ag + Bh+ (z — a)0xg + (y — b)dyh) = (ag + Bh)
Donc 6;(f) = —d(f).

« Supposons maintenant que m > 2. Par linéarité, on peut supposer
que f 8’écrit f = f1--- fm ot fj € {& — z1,y — y1}. Le calcul montre que

F=3Fiedye
j=1
Donc
&)= fi-6fy) - Fm==D Fr--du(f)) - fm
j=1 j=1
=—dy(fi-- fm) = —dv f. O

2.3. Un critere de bonne spécialisation.

Dans certaines situations, il est possible de répondre aux questions
posées en introduction de la partie 2. C’est 'objet du lemme 2.9, énoncé et
démontré dans les deux paragraphes suivants.

2.3.1. Enoncé du critére.

Fixons quelques conventions :

DEFINITION 2.8. — Soit y un point (non fermé) de X et a < r, un
entier positif. Notons abusivement y = (P,..., P,).
Nous dirons que les points Py, ..., P,, sont libres dans le plan s’il

existe une variété irréductible et Iocalement fermée V de (P?)"~¢ telle que y
est le point générique de (P?)® x V.

Si C est une courbe de IP’;, nous dirons que les points P, ..., P,, sont
libres sur C s’il existe une variété irréductible et localement fermée V de
(P2)r—¢ ainsi qu’un diviseur effectif relatif irréductible C de P> x V. — V
tel que y est le point générique de Y = C xy C Xy --- xy C (avec a
produits fibrés) et C est la fibre générique de C xy Y — Y. Puisque
(P2 x V) xy (P2x V) xy --- xy (P? x V) est isomorphe a (P?)® x V, il est
clair que Y C (P?)°.
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Soit = (Pi,...,P;) € X;si P; est un point lisse sur une courbe C,
on note ch le point d’intersection de C et du diviseur exceptionnel E;
sur S;. Si O(d) est un fibré inversible de S, on note aussi O(d) — P]C le
fibré 7 P (d). Les sections globales de ce faisceau de S, correspondent, sur
le plan, aux courbes de degré d, ayant une multiplicité au moins m; au
point P; et ayant une branche tangente ¢ C au point P;.

LEMME 2.9 (critére de spécialisation). — Soient d = (d; m1,...,m;)
dans Z™t! et a un entier positif. Soit V une sous-variété irréductible et
localement fermée de (P?)" %1, et C un diviseur effectif relatif irréductible C
de P2 x V — V. On note z le point générique de (P2)3*! x V et y celui de
Y =CxyCxvy - xyC (a+ 1 produits fibrés).

On note C C P§ la fibre générique de C xy Y — Y, et on suppose
cette courbe géométriquement irréductible et lisse, de classe ¢ € Pic(S,) et
de genre g(c). Supposons que

1) d-c+1—-g(c) = —a (condition d’ajustement);

2) en position y, il y a g(c) points libres sur C, affectés de multiplicités
positives;

3) My, ..., May1 > 2;

4) h0(S,0(d—¢c)— PS —--- — Rfﬂ) a la dimension attendue
(x(d-¢)-a)" —1=x(d)* - 1.

Alors L, (d) est non spécial, dim £, (d) = x(d)* +a—1 et, si x(d) > 1,
la courbe D;(d) se spécialise en Dy(d), et le schéma F est lisse au point
générique de la fibre F,.

Preuve. — Montrons tout d’abord que dim £, (d) = x*+a—1 (comme
toujours, x* = max(x(d),0)). Sur Sy, on peut écrire une suite exacte :

0— H(S,,0(d - ¢)) — H(S,,0(d)) — H(Cy,05(d)).

Puisqu’il y a g(é’) points P; génériques et indépendants sur C, le fibré
O(d) est non spécial. Cela permet de calculer

h(C,05(d) = x(05(d)) " = (d-c+1-g(C))" = (-a)* =0.

Ainsi, h%(S,, O(d — ¢)) = h°(S,, O(d)). Mais d’aprés 'hypotheése 4, on sait
que h%(Sy, O(d~c)) = h%(Sy,O(d~¢)~P{ —-- = Pgyy) +a+1=x* +a,
autrement dit, dim£,(d) = x+a— 1.
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Soient Y = (P?)%*! x V C X et Y* = Y N X* la stratification par
la cohomologie de Y. D’apres ce qui précéde, y € Y21\ Y2. Nous allons
montrer que codim, (Y*) > i+2 pour 0 < i < a—1. Cela prouvera que £ (d)
est régulier (ce qui équivaut & dire que Y ~! est non vide). Cela prouvera
aussi que D, (d) se spécialise en Dy (d) : c’est la proposition 2.1.

On peut trouver un point fermé z = (z1,22) de Y tel que C,, soit
irréductible (et par définition, 2; € ng 1); on peut aussi choisir z en sorte
que 22 soit lisse dans V, que h9(S,,0(d — ¢) — Pf‘ — = P,f:l) ait
la dimension attendue (en particulier, z € Y271\ Y?), que le systéme
(’)5z (d) soit non spécial et que les composantes des strates Y* en z soient
les mémes qu’en y. Dans ce cas, codimyy Y* = codim,y Y*. Posons
H = (P?)®*! x zp. Puisque codim, g Y* N H < codim,y Y?, il suffit de
montrer que codim, yng Y*NH > i+ 2.

Considérons donc un vecteur tangent ¢ & H au point z. Dans sa
décomposition en r vecteurs tangents au plan, t = (t1,...,ta41,077%71).
Le lemme 2.10 ci-dessous nous dit que si ¢ appartient au céne tangent a
YiNH (z > 0), alors on trouve au moins i + 2 vecteurs t; tangents a la
courbe C,. Cela prouve que la codimension du cone tangent 3 Y* N H est
supérieure a i + 2, comme souhaité.

Soit maintenant 2’ le point générique de F,. Le lemme 2.10 montre
que 2’ est un point lisse de F|y = p~'(H) (ou p est la projection F — X).
Nous devons montrer que 2’ est aussi un point lisse de F.

Soit ¢ : F — (P2)* x V — V, le morphisme composé. Il existe un
voisinage non singulier U de 29, tel que les fibres de g au-dessus de U soient
irréductibles, de dimension constante. Puisque U est non singulier, g est
plat. Par ailleurs, la fibre g~!(22) = F est lisse en 2’. Ceci montre que F
est lisse en 2’. Le point générique y’ de F, peut se spécialiser en z’, donc F
est aussi lisse en y'. O

2.3.2. Calcul du noyau de la dérivée cohomologique.

Pour achever la démonstration du lemme 2.9, nous devons étudier la
dérivation cohomologique au point z € X.

Pour 1 < ¢ < r, nous posons
Z;=P™, T;,=2Z;nC, Z=(Iz :Ic) (letransporteur).

Ces deux derniers schémas sont respectivement appelés la trace et le
schéma résiduel de Z; sur C. (Ces définitions sont usuelles en méthode
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d’Horace). Puisque les a + 1 premiers points sont des points lisses de C,

pour 1 < ¢ < a+ 1T, est un schéma curviligne de longueur m; sur C,
et Z = P

Exceptionnellement, nous notons aussi
T
Z=2, 7 =Iz:1Ic)=\]Z.
=1
Il y a une suite exacte naturelle, dite «suite exacte résiduelle» (ou c est le
degré de C) :

0 — Iz/(d—c) — Iz(d) — Irc(d) — 0.

La suite exacte résiduelle dans le plan est ’analogue de la suite exacte sur
le plan éclaté. Il y a donc un isomorphisme

v:H(Iz/(d—c)) = H°(Zz(d)).

Soit ¢ un vecteur de T,X. Nous noterons 1; la composée de la dérivée
cohomologique ¢; et de I'isomorphisme v :

Py : H(Iz/(d — ¢)) = H°(Tz(d)) 2> H'(Tz(d)).

LeEMME 2.10. — Sous les hypothéses du lemme 2.9, soit z une
spécialisation de y telle que h%(S,,0(d —¢) — PS — -+ — Plf“) ala
dimension attendue, et que Og (d) est non spécial. Soit t un vecteur
tangent 4 X en z tel quet = (t1,...,tq41,0""%71).

a) Si, pour b < a, ty,...,t, sont transverses a C et tpy1,...,tq+1 SONt
tangents a C, alors,

ker ¢, = HO (IZ'UT1U~~-UT¢, (d — C))

En conséquence, dim ker ¢, = x(d) + a — b et t appartient au céne tangent
ax-t\xeb

b) Si tous les vecteurs t; sont transverses & C, dimker ¢, = x(d) et t
appartient au céne tangent 4 X1\ X0,

c) Soient s une section de H°(Zz/(d— c)), D le diviseur correspondant
et V la droite de H*(Zz/(d — c)) engendrée par s. Si D n’a aucune branche
tangente 4 C en P, ..., P,, alors I'application

T, ((P?)*+ x 25) — L(V, H'(Zz(d))

est surjective. En conséquence, F|(p2)a+1y,, est lisse au point générique
de F,.
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Preuve. — a) 1l suffit de prouver que le noyau de 1; est bien
celui annoncé. L’affirmation qui suit, découle de la proposition 2.3.
Choisissons t’ = (t},...,t,,1,077%"!) € Hom(Qp2, Oz) qui releve t (voir la

proposition 2.6).
Considérons le diagramme commutatif suivant :
HO(Iz/(d - c)) = H°(Zz(d))
1 dy N
H°(Iz(d)) — H°(O(d)) —— H°(0z(d)) — H'(Iz(d)).
Par définition, ker; = {h € H*(Zz/(d — ¢)) ; dv ov(h) € imev}.

Soient ¢ une équation de C et h une section de H(P2,Zz/(d — c)).
Par définition de dy et v, on a

-
dy o v(h) = dy (¢h) = @) (dy; (h)€ + hdy ().
=1
Vu le choix des vecteurs t;, on constate que dti (¢h) s’annule sur Z; pour
i>a+1,sur ZIUT; pourb<i<a+1letsur Z pour 1 <¢<b En
particulier, on est assuré que dt; +1(fh) s’annule sur T,41. On applique le
lemme 2.12, qui affirme que

dy (¢h) € im(ev) < dy(¢h) s’annule sur T, Vi, 1 <: <b.

Mais, pour pour 1 < ¢ < b, puisque ¢; est transverse a C, dy, (€) est
inversible. Donc dy (k)€ + hdy; (€) = hdy (£) s’annule sur T; si et seulement
si h s’annule sur T;. Ainsi, di- ov(h) € im(ev) si et seulement si h appartient
a HO(IZ’UTIUWUT,, (d - C))

b) Pour démontrer ce point, nous allons simplement écrire 1’applica-
tion linéaire 1); dans une base bien choisie. Soit 7, 1 < i < (a + 1). Posons
7o = (t1,. .- tiz1,0,ti41, - -y ta+1,0""%7 1), un élément de T, X. Soit e; un
élément de ker 1., n’appartenant pas & ’espace H 0(I( Z/UTyU--UTayq) (D))
Choisissons aussi une base de H°(Zz:uru..uT,,,(d)), €at2, ---)€xta-
D’aprés le point a), les e; forment une base de H%(Zz/(d — ¢)).

Pour 1 <4 < a, posons aussi f; = ¥, ., (e;). Les f; forment une base
de HY(Zz(d)).

On remarque que 1¢(€;) — Yr,,, (€:) = Y(0,....0,tas1,0,...,0)(€i) = 0 (en
effet, pour 1 < i < a, dy, ., (¢e;) s’annule sur T,;1). Donc ¥;(e;) = f; et,
dans la base choisie, la matrice (x + a, a) de ¥, s’écrit
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* %
* *

10 0
0 1 0
00 --- 1 % --- =
ou les étoiles désignent des scalaires non déterminés. On constate ainsi

que 1, est de rang a, comme annoncé.

c) Choisissons, en chaque point P; un vecteur t; de Tp,P? transverse
a C. Nous noterons 7; € T, X les vecteurs (0°~*~1,¢;,0"%). Nous allons
montrer que les a applications linéaires 1),, restreintes & V sont indé-
pendantes. Puisque dim H!(S,, d) = a, cela suffit & démontrer le lemme.

Supposons qu'’il existe a scalaires ¢;,...,¢, tels que lon ait
Or, + -+ - £a)r,(s) = 0. D’apres les points a) et b) ci-dessus, D posséde
une branche tangente & C' en chaque point P; tel que I/; est non nul. En

conséquence, tous les ¢; sont nuls. O
LeEMME 2.11. — La courbe C est une composante fixe du systéme
linéaire

H(I70240..0(2,, ,UTut1)UZ0420..02, ()

Preuve. — Eclatons le plan aux r points P,...,P.. Sur la
surface rationnelle S, obtenue, la transformée stricte C' de C est lisse,

et il suffit de montrer que C est une composante fixe du systéme

L, (0d;my —1,...,me1 — 1,mqya,...,m;) — PS,).

Posons d' = (d;m; — 1,...,maq1 — 1,Mgy2,...,m,). Il y a une suite
exacte naturelle :

0— H(S,0(d - ¢)) =5 H(S,0(d) - P&)
— H°(C,0(d) & - P)-
Puisque C est lisse, le théoreme de Riemann-Roch nous dit que
X(C,0(d) G- PS)=d c—1+1-g(C)=d-c+a+1-g(C)=0.
De plus,ily a g(é’) points génériques affectés de coefficients non nuls sur C.
Donc O(d')|5 — PS,, est non spécial sur C, et n’a pas de section globale.

La premiére fleche est donc un isomorphisme, comme souhaité. a
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LEMME 2.12. — Soit h € HO(P?,04(d)) ~ @;_, H°(P?,0z,(d)) tel
que h s’annule sur Z3 U---U Z; ;1 UZg4pU...UZ,. Si h s’annule sur T,
alors,

h € im(ev) <= h s’annule sur T}, Vi, 1 <i < a.

Preuve. — Implication =. D’apres le lemme précédent, si h € im(ev)
est 'image d’un élément de f de H°(O(d)), f s’annule sur la courbe C tout
entiere. En conséquence, h s’annule sur toutes les traces T;.

Implication <. Il suffit de calculer les dimensions des espaces vectoriels
en jeu. Posons A = H°(Oz(d)), B C A ’ensemble des fonctions de A nulles
sur ZyU...UZ,U(Z;; 1 UTey1) U Zgy2U---UZ,, et By C B l'ensemble
des fonctions de B qui s’annulent aussi sur 73 U - - - U Tj,.

L’implication précédente nous dit que im(ev) N B C By. Puisque
h'(Zz(d)) = a, dimim(ev) = dim(A) — a. Par suite, dim(im(ev) N B) >
dim(B) — a = dim(By) et im(ev) N B = By. o

3. Le lemme d’Horace géométrique.

3.1. Enoncé et démonstration du lemme.

Nous utilisons les conventions du lemme 2.9.

LEMME 3.1 (Horace géométrique). — Soient d = (d;m,...,m,)
appartenant 3 Z™t! et x,y, deux points de X tels que x se spécialise
en y. Soient C une courbe de P2 et CN‘y sa transformée stricte sur Sy. On
suppose (~7y géométriquement irréductible et lisse, de classe ¢ € Pic(S,) et
de genre g(c).

o Dimension et spécialisation. Supposons que :

1)d-c+1—-g(c) = —a ot a > 0 (condition d’ajustement);

2) en position y, il y a g(c) points libres sur C, affectés de multiplicités
positives;

3)sia>1,ilyaa+1 points P ,...,P;,,,, affectés de multiplicités
supérieures a un, tels que au point x, ces a + 1 points sont libres dans le

plan P2, et au point y, ces a + 1 points sont libres sur C';

4) sia =0, h°(S,0(d - ¢)) a la dimension attendue x(d — c) = x(d);
sia>1, h%S,0(d—-¢) - P —---— PZ,) a la dimension attendue
x(d—¢)-a-1=x(d) -1
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Alors L(d) est non spécial et si x(d) > 1, D(d) se spécialise en D,(d).
o Irréductibilité. Si, de plus, x(d) > 1 et
5) si a = 0, la classe ¢ n’est pas effective en position x;
6) Dy(d — c) est géométriquement irréductible;
alors D, (d) est géométriquement irréductible.
o Lissité. Si, enfin,
7) sia = 0, y est normal dans I'adhérence de
8) Dy(d — c) rencontre (~Z'y transversalement ;
9) Dy(d—c¢c)N éy est irréductible (pas géométriquement) ;
10) Dy(d — ¢) est lisse;

alors D (d) est lisse.

Preuve. — Supposons tout d’abord que a > 1. On peut supposer que
les a+ 1 points de I’hypothese 3 sont les premiers points P, ..., P,y1. Alors
z = (z1,x2) est le point générique de (P?)**! x V et y = (y1,y2) est celui
de Ct1 x W, o V et W sont deux sous-variétés de (P2)"—2=1 (W C V).
On effectue la spécialisation en deux temps, en spécialisant d’abord z en
z = (Z1,Y2), puis en y = (y¥1,y2). On note Y Padhérence de z dans X.

11 suffit de montrer que £,(d) est régulier, et que D,(d) est géométri-
quement irréductible et lisse. Par semi-continuité, si £,(d) est régulier, il
existe un ouvert U de Y contenant z, tel que les fibres de F' — X soient
de dimension constante sur U. Le schéma F|y; est donc irréductible et la
courbe D,(d) se spécialise en D,(d). Elle est alors irréductible et lisse,
comme cette derniére.

Notons 7, le point générique de F,, et ¢ celui de Fy. Les hypotheses
1 & 4 permettent d’appliquer le lemme 2.9 pour la spécialisation de z a y.
On en déduit que L£,(d) est régulier, que t est une spécialisation de 7 et
est un point lisse de I’adhérence de 1 dans F'. Posons T le localisé en t de
I’adhérence de 7. Le schéma T parameétre le diviseur relatif universel de
classe d : Q@ C Sy — T. Par définition, Q, = D,(d) et Q; = D,(d—¢)UC,.

Si ¢ est effective en z, soit C’ un diviseur de S, de classe ¢. La suite
exacte 0 — O(d — ¢) — O(d) — Oc¢(d) — 0 nous permet d’écrire :

h°(0(d)) > h°(O(d - ¢)) > x(d—c)

= x(d) — x(Oc'(d)) = x(d) +a > x(d)
Ceci est impossible puisque £,(d) est régulier.

TOME 50 (2000), FASCICULE 6



1732 THIERRY MIGNON

Ainsi, ¢ n’est pas effective en z, et on peut appliquer le lemme 3.3
pour prouver que la courbe D,(d) est géométriquement irréductible.

Maintenant, puisque D, (d) est géométriquement irréductible, et que ¢
est lisse dans T', on peut appliquer le lemme 3.4. Cela montre que la courbe
D.(d) est lisse.

Sia = 0, on sait que L£,(d) est régulier (considérer la suite exacte
sur Sy : 0 — O(d —¢) — O(d) — Oz(d) — 0). Sur un ouvert U de Y’
contenant y, la dimension des fibres de F' — Y est donc constante, et le
point générique de F, t, est une spécialisation du point générique de Fy, 7.
On applique alors les lemmes 3.3 puis 3.4 ot T est le localisé de F'|y en t. O

Terminologie. — La courbe C sera appelée la courbe exploitée. La
classe d—c, le systéme L, (d—c) et la courbe Dy (d—c) seront respectivement
appelés classe, systéme et courbe résiduelle. Le schéma D, (d —¢c) N éy sera
appelé intersection résiduelle.

Remarque 3.2. — a) Si l'on souhaite seulement prouver que £;(d) a
la dimension attendue, il suffit de considérer a points dans ’hypothese 3.
(C’est le lemme d’Horace différentiel usuel; voir [2].)

b) Si Dy(d — ¢) n'est pas irréductible mais s’écrit Dy(d — ¢) =
biFy U---UbyFy (ol les F; sont géométriquement irréductibles), on peut
remplacer les hypotheses 5 et 6 par : pour toute décomposition de Dy(d)
en deux composantes, la classe de 'une de ces deux composantes n’est
pas effective au dessus du point z. (On modifie légerement le lemme
d’irréductibilité 3.3.)

Les deux lemmes suivants s’inspirent de résultats similaires de [4].

LeEmME 3.3. — Soit @ C St — T un diviseur relatif effectif de classe d
sur le spectre d’'un anneau local intégre, ncethérien, de point générique n
et de point spécial t. Supposons que Q; = R, U R} ot R; et R} sont deux
courbes géométriquement irréductibles et réduites de classes respectives r
et r’. Si I'une des deux classes r ou r’ n’est pas effective en ), alors Q,, est
géométriquement irréductible et réduite.

Preuve. — Supposons que T = Spec A ; soit M 1’idéal maximal de A
et K son corps des fractions. Notons K’ la cléture algébrique de K, et A’
la cloture intégrale de A dans A’. On sait qu’il existe un idéal maximal M’
de A’ tel que AN M’ = M. Ainsi, quitte & faire le changement de base
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Spec A’ — Spec A, remplacer 7 par le point générique de A’ et remplacer ¢
par M, il suffit de montrer que Q, est irréductible et réduit.

Si ce n’est pas le cas, notons Q, = G, U G% (les unions sont ici
schématiques). Soit G, 'adhérence de G,, dans Q. Le morphisme G — T
est projectif et son image contient le point générique de T'; il est donc
surjectif, et toutes ses fibres sont de dimension 1. Par définition, G C S
est un diviseur relatif effectif de S — T'; de méme pour G’. Au point ¢, on
obtient Q; = G; UG} = R; U R;. Puisque R, et R; sont géométriquement
irréductibles et réduites on en déduit que (par exemple) G; = R; et
Gt = R{. Mais alors R, et R;, sont de classes r et r’, qui sont ainsi toutes
deux effectives au point n O

LEMME 3.4. — Soit @ — T une famille plate et projective de courbes
sur le spectre d’un anneau local intégre, ncethérien, sur un corps de
caractéristique 0, de point générique n et de point spécial t. On suppose que
T est normal (ou géométriquement unibranche, voir [13], 6.15), que la fibre
générique Q, est géométriquement irréductible et que la fibre spéciale Q,
admet deux composantes géométriquement irréductibles, R; et R;. Si R,
et R, sont lisses, transverses, et si Ry N R; est irréductible, alors Q, est
lisse.

Preuve. — Supposons Q,, singuliére et notons Z, son lieu singulier.
Posons Z ’adhérence de Z,, dans Q, et Z; la fibre de Z au-dessus de ¢. Le
fermé Z; est non-vide et est contenu dans le lieu singulier de Q;, c’est-a-dire
R; N R;. Ceci montre que Z; est de dimension 0 sur le corps résiduel de k(t)
et, puisque R; N R} est irréductible, Z; = R, N R;.

En particulier, le morphisme g : Z — T est non ramifié au-dessus
de t (R; N R} est le spectre d’un corps, extension finie séparable de k(t)).
Mais puisque ’anneau T' est normal (ou géométriquement unibranche), le
théoréme 18.10.1 de [14], montre que g est en fait étale au-dessus de t (donc
au-dessus de T').

Soit maintenant k' D k(t'), une extension algébrique finie de k(t') telle
que, au-dessus de ' = Spec k' les nceuds de Q- soient ¥’ = k(¢')-rationnels.
Ils sont donc tous distincts. Si (A, M) est 'anneau local tel que T Spec A4,
il existe un anneau local intégre (A’, M’), extension plate, entiére de A tel
que A'/M’ = k(t'). On note T” = Spec A’, et on considere la courbe Q7
sur cette nouvelle base, ainsi que le lieu singulier Z7-.

On sait que Zy = Ry N R},. On souhaite éclater la variété Zp. Afin
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de s’assurer que cet éclatement commute au changement de base, étudions
les voisinages infinitésimaux de Zp- :

Soit z € Zy un point singulier (nodal) de Q. Soit 6Qruz le voisinage
formel de z dans Q. Notons aussi A}, = O7+ ¢/ IT 4+ Valgebre artinienne
définissant le m-iéme voisinage infinitésimal de ¢ dans T". Cette algébre
artinienne parameétre la déformation du noeud z. D’apres [7], il existe un
morphisme de h : k(t)[[s]] — AL, tel que

6QT’ 2 — Al ®p k(t)[[u, v, s]]/(uv — s).

Mais puisque Z est étale sur A/, on a en fait OQT, 2 — AL [[u,v])/ (w).

Par suite, le n-iéme voisinage infinitésimal de Z7+ restreint & A, vaut
U..ez,, Spec A, [ui, vil/(uivi, (ui, vi)"). Ainsi, Z7/ est plat au-dessus de
tous les voisinages A],. D’apres le critere local de platitude, il est plat
au-dessus de T”.

Considérons maintenant I’éclatement O de Q- le long de Z7+. D’apres
le théoréme 19.4.6 de [14] le schéma O obtenu est plat sur Q et cet
éclatement commute au changement de base. En particulier, élt’ = é::.
Or, Zy = Ry N R}, est une union de nceuds disjoints. Donc é;/ a deux
composantes connexes. En revanche, puisque ’Q\:, est irréductible, elle n’a
qu’'une seule composante connexe.

Notons maintenant G — T le morphisme fini obtenu par factorisation
de Stein de @ — T. Puisque le morphisme O — T est plat, il est
universellement ouvert, et G — T est aussi universellement ouvert. Notons
U = G x1 G\ A l'ouvert de G x7 G des points hors de la diagonale. Si g}
et g2 sont les deux points distincts de G au-dessus du point spécial ¢, le
point g; X go appartient & U. L’ouvert U est donc non vide et se projette
sur un ouvert de 7. En conséquence, il existe un point g}, X gf,, tel que
95 # 92, qui se projette sur 7. Ceci est impossible. a

3.2. Sur les hypothéses du lemme d’Horace géométrique.

L’une des conditions les plus délicates & obtenir pour appliquer 3.1
est la condition d’irréductibilité de l'intersection résiduelle (hypothéses 8
et 9). Nous donnons ici deux lemmes pour vérifier cette hypothése dans des
cas simples. Nous donnons ensuite une remarque utile, pour prouver qu’une
courbe est lisse et vérifier ainsi ’hypothese 10.

LeEMME 3.5. — Soit C une courbe irréductible sur une surface lisse S.
Soit D la courbe générique d’un systéme linéaire sans point base sur C.
Alors D rencontre C transversalement et D N C est irréductible.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COURBES LISSES SUR LES SURFACES RATIONNELLES 1735

Preuve. — La transversalité est immédiate : il suffit d’appliquer le
théoréme de Bertini au systéme |O(D)| restreint & C.

Soit V = P(S,O(D)), qui paramétre le diviseur relatif D C S x V
sur V (D est la fibre générique de D — V). 1l s’agit de montrer que
I =DNC xV est irréductible. Mais, puisque |O(D)]| est sans point base
sur C, les fibres de la projection I — C ont toutes la dimension dim V' — 1.
La variété I est donc irréductible. O

Pour montrer qu’un pinceau est sans point base sur une courbe, nous
emploierons parfois le résultat suivant :

LeEMME 3.6. — Soient x,y deux points de X tels que x se spécialise
en y. Soient C' une courbe irréductible de S, et D la courbe générique d’un
pinceau L;(d) de S;. Soit D - C = n > 1, le nombre d’intersections de D
et C. Si

o la dimension de L,(d) n’augmente pas lors de la spécialisation;

e la courbe C se spécialise en une union de n courbes irréductibles,
C = C1U...UC,, de classes respectives ¢y, ..., ¢, sur Sy tellesquec,-d =1
ou0;

o pour tout i (1 <3 < n) le systéme L (d — ¢;) est vide;

alors L4(d) est sans point base sur C.

Preuve. — Il suffit de montrer qu’en position spéciale, £, (d) est sans
point base sur chaque courbe C;. Supposons donc que la courbe C; contienne
un point base pour le pinceau £,(d). Deux cas peuvent se présenter :

Soit C; est une composante fixe de £,(d). Dans ce cas, la classe d —c;
est effective. Ce cas est exclu par hypothese.

Soit C; contient un unique point base, @ (car l'intersection vaut
¢, - d = 1). Dans ce cas, le pinceau L,(d) induit donc un morphisme de
degré zéro : C; \ Q — P!. Puisque ce morphisme est de degré zéro, il envoie
C; — @ sur un unique point de P!. En conséquence, C; est contenue dans
I'une des fibres du pinceau, et d — c; est une classe effective de S;. Cette
situation est impossible par hypothese. O

LEMME 3.7. — Soit D Ia courbe générique d’un systéme linéaire de
dimension supérieure ou égale 4 1 (noté |D|) sur une surface lisse S. Si D
est réduite et irréductible, et si D? < 3, alors D est lisse.
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Preuve. — D’apres le théoréme de Bertini, la courbe générique D est
lisse en dehors des points bases de |D|. Supposons que D soit singuliere en
I’un de ces points bases, Q). Choisissons D; et Dy deux diviseurs irréductibles
et distincts de |D| (de tels diviseurs existent car D est irréductible). Alors,
D? = D, - D; est la colongueur du lieu schématique D; N Dy. Puisque D;

et Dy sont tous deux singuliers en P, cette colongueur est supérieure & 4,
contrairement aux hypothéses. O

4. Application : courbes de genres 1 a 4.

Une premiére application du lemme 3.1 est ’étude des courbes de bas
genres sur les surfaces rationnelles génériques. Les résultats de S. Bossini
[4], et ceux obtenus ici se complétent pour donner le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Soient x le point générique de (P?)" et d =
(d;my,...,my) €Z"F! telsquemy > - > m, > 1 etd>my +my+ms.
Six(d) > 1et0 < g(d) <4 alors le systéme L,(d) est régulier, et D.(d)
est géométriquement irréductible et lisse (sauf si d = (3n;n®) pour n > 2,
auquel cas 'unique courbe du systéme est n fois le diviseur anticanonique).

4.1. Liste des classes adéquates.

Une classe adéguate est une classe d = (d;my,...,m,) telle que
my > ... 2my > 1etd>m;+ mg+ mg. Dans [4], S.Bossini montre
que I’ensemble des classes adéquates de dimension attendue positive et de
genre fixé g (supérieur ou égal & 2) est fini. La démonstration du théoréme 1
consiste donc & traiter un nombre fini de courbes, dont il faut démontrer
Pirréductibilité et la lissité.

S. Bossini dénombre 4 classes de genre 2 et 10 de genre 3. Il étudie
ensuite toutes ces classes de genre inférieur ou égal & 3, sauf 'unique classe
(18;68,5,3) de plus haut degré et de genre 3, que 1'absence de lemme
différentiel ne lui permet pas de traiter. Cette classe est étudiée par 'auteur
dans [19].

La liste (table 1) de toutes les classes de genre 4 a été obtenue a ’aide

d’un algorithme (programmé en langage C). Ces classes sont au nombre
de 26.

Nous ne traiterons ici que le cas de la courbe de plus grand degré,
de classe (30;10%,9,4). Les autres classes sont étudiées dans [19] (voir
aussi [16] pour la classe (21;75,6%), traitée & part).
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Classe (d) x(d) ~ Classe (d) x(d)  Classe (d) x(d)

(5;2%) 15 (9;3%,2%) 1 (16;6,58,4) 2
(6;4) 18 (10;4,38,22) 2 (18;68,5,22) 1
(6;2%) 10 (12;4%,3) 5 (18;6%,42) 2
(7;5,2) 18 (12;48,2%) 2 (21;78,6,3) 2
(7;3,28) 6 (12;47,3%) 3 (21;7%,6%) 1
(7;21) 3 (12;45,3%) 1 (22;8,78,5) 1
(8;4,211) 2 (13;5,48,3,2)1 (24;8%,7,5) 1
9;3%) 7 (15;5%,4,2) 3 (30;108,9,4) 1
(9;37,23) 4 (15;5%,3%2,2) 1

Table 1. Les classes de genre 4

4.2. La courbe de plus haut degré.
Nous adoptons les conventions suivantes :

Nous désignons par xi, o, ... les spécialisations successives du point
générique z¢o de X. Si C est une courbe du plan ]P’ii, C; désigne la
transformée stricte de C, et ¢, la classe de C; dans Pic S;,.

Lorsque I’on applique le lemme d’Horace géométrique 3.1, nous dirons
que ’on exploite une courbe C en différenciant auz points P; ..., P;, ., si
a>1letsi P,...,P;,,, sontles a+ 1 points de la condition 3. Si a = 0,
nous dirons que ’on exploite C sans différencier. Nous dirons enfin que ’on
exploite C sans spécialiser si le lemme 3.1 s’applique avec z = y. Dans ce
cas, la transformée totale de C est déja une composante fixe du systéme.

Posons d, = (30;108,9,4). Il s’agit de montrer que L,(d,) = 0, et
que Dy, (d,) est géométriquement irréductible.

Premiére spécialisation, d, = (30;10%,9,4), x = 1. — On spécialise
Py et Py en deux points génériques de la sextique F' ayant un point triple
en Py, et Tnoeuds en Ps,..., P; et Py.

Plus précisément, il existe un ouvert V de (P?)® tel que, si
(Q1,...,Qg) € V, il existe une unique sextique irréductible ayant un
point triple en Q; et 7 points doubles en Qs,...,Qs. Soit C le diviseur
relatif tautologique de V x P2 — V, on considére la sous variété irréductible
Y = C xy C de (P?)!° (les deux points supplémentaires sont placés en

TOME 50 (2000), FASCICULE 6



1738 THIERRY MIGNON

positions 8 et 10). La sextique F est la fibre générique de C — Y.

La classe de ﬁl est _f1 = (6;3,2%,1,2,1). On I'exploite en différenciant
aux points P et Pjq.

degré 30

Puisque F} est rationnelle et que fl - dy = —1, les hypothéses 1 et 2 sont
vérifiées. L’hypothese 4 est plus délicate :

h°(Ss,,0(24;7,8%,9,7,3) — PF — PE) =0.

Vérification de I’hypothése 4. — Soit d, = d, — fl; on observe que
d, - l;l = 1. Puisque Fy est rationnelle, et passe par les deux points Py
et Pf, c’est forcément une composante fixe du systéme £, (d, — P¥ — P{).
On peut donc «soustraire» f,. On obtient dy =d, —f, = (18;4, 6%,8,5,2).
Pour montrer que ce systéme n’a pas de section, on utilise la premiere
partie du lemme 3.1.

On fait dégénérer F' en l'union d’une cubique C, ayant un point
double en P; et passant par tous les points sauf P;, d’une droite H passant
par Py, P; et Py et d’une conique U. On exploite C pour obtenir le résiduel
(15;3,53,4,5,6,7,4,1).

On fait maintenant dégénérer C en 'union d’une droite K et d’une
conique V passant par P, Ps, Ps, P, Ps, Py, P1p- On exploite V' et on
obtient (13;3, 42,5,3,4,62,3,0).

Dans cette position, on vérifie (toujours & l’aide de la méthode
d’Horace) qu'il existe une unique sextique rationnelle irréductible ayant
deux points triples en P; et Pg, quatre points doubles en P;, P35, Py, P,
et passant par P, Ps, Py. On 'exploite sans spécialiser et on obtient pour
résiduel (7;23,3,22,32,2,0).
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On fait dégénérer V en 'union de deux droites J et L. On spécialise
Py, Ps, Ps et Py sur J, que l'on exploite. On obtient (6;2,1,2,3,12,32,1,0).

On vérifie maintenant qu’il existe une unique conique irréductible
et lisse passant par les cinq points P, Ps, Py, P7, Ps. On Dexploite sans
spécialiser. On obtient la classe (4;13,2,12,22 1) dont on peut vérifier
qu’elle n’a pas de section en faisant dégénérer la conique U. O

Les hypotheses 5 et 7 sont évidentes.

Pour 8 et 9, on remarque que d, - f, = 1: soit Dy, (d,) rencontre Fien
un seul point, soit elle la contient. Cette deuxieme situation est impossible
puisque h%(S,,, d, — £,) = 0 (démonstration de I'hypothése 4).

Pour les hypotheéses 6 et 10, on applique & nouveau le lemme d’Horace
géométrique.

Deuxiéme spécialisation d, = (24;7,8%,9,7,3), x = 2. — On
spécialise Py au point générique de la droite L passant par P; et P;.
La sextique F' dégéneére en deux courbes : L et une quintique G. On
spécialise Py et Py sur cette quintique. La classe de 51'2 est g, = (5;25,1%).
On P'exploite sans différencier.

degré 24

La courbe 52 est rationnelle, et d; g, =1 les hypotheéses 1 et 2
sont donc satisfaites.

L’hypothese 5 est évidente.

Pour la condition 7, on montre facilement, en considérant la fibration
de Z; — (IP2)® définie en «oubliant » les points Py et Pyo, que T2 est lisse
dans ;.

Hypothéses 8 et 9 (intersection résiduelle). Le résiduel est d, =
(19;5,65,7, 8,6,2), et le nombre d’intersection vaut d, - %= 2. D’apres
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le lemme 3.5, il suffit de montrer que le pinceau L;,(d,) est sans point
base sur 62. On utilise le lemme 3.6. Pour cela, on fait dégénérer G en
I'union d’une droite K contenant P», P3, Py et d’une quartique R. Dans
cette position, k = (1;0,13,0°) et r = (4;2,13,22,1%). Ces deux courbes
vérifient k- d, =1 -d, = 1.

e Montrons tout d’abord que h%(d, —r = (15;3,53,42,6,7,5,1)) = 0.

On spécialise Pjg a P'intersection de R et de la droite K. On exploite
K pour obtenir (14;3,4%,6,7,5,0).

On vérifie que la courbe rationnelle de degré 7 ayant un point
quadruple en Py, un point triple en P, six points doubles en P, ..., Py, Py
et passant par P, est irréductible. On ’exploite sans spécialiser. Le résiduel
est (7;25,33,0).

On fait maintenant dégénérer la quartique R en une conique U et
deux droites M et N. On spécialise Py, Py, Ps sur M et P, P3, Pg sur N.

On exploite U puis, sans spécialiser, la droite L, et enfin la droite K.
Le résiduel vaut (3;1,0,1°,2,1,0). On conclut sans difficulté.

e Montrons maintenant que h°(d, — k= (18;5%,62,7,8,6,2)) = 0.

On fait dégénérer R en deux coniques U et V. On spécia-
lise Py,P;,Ps5,Ps,P;,P3 sur U que l'on exploite. Le résiduel est
(16;4,5,4,53,6,7,6,2).

On spécialise maintenant le point Pjg a 'intersection de U et V. On
exploite U pour obtenir (14;3,5,3,5,42,5,62,1).

On spécialise le point Pz sur la droite M passant par Pj
et Py. On exploite M puis, sans spécialiser, la conique V. On obtient
(11;2,4,2,4,3%,52,4,0).

On vérifie maintenant qu’il existe une unique sextique rationnelle
irréductible ayant deux points triples en Py, Pg, quatre points doubles en
P,, Py, Ps, Py et passant par P;, P3, Ps. On Pexploite pour obtenir (5;1,2,
1,2,1,24,0).

On fait dégénérer U en deux droites, A et B, en spécialisant Pj, P3
et Ps sur A. On exploite B puis, sans spécialiser, la droite K et enfin la
conique V. On obtient une classe de degré 1 qui n’a pas de section.

L’hypothese 10 se vérifie grace au lemme 3.7 : la courbe Dy, (d,) est
la courbe générique d’un pinceau; or glg =3.
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Il reste & montrer que L, (d,) est régulier, et que D, (d,) est géomé-
triquement irréductible (hypotheses 4 et 6). On utilise & nouveau 3.1.

Troisiéme spécialisation d, = (19;5,6°,7,8,6,2), x = 2). — On
spécialise P3 au point générique de la conique U passant par les 5
points P;,P4,P5,Ps et Py. La quintique G se décompose alors en U
et une cubique V. On spécialise Pg et Py sur V. La classe de ‘73 est
vy = (3;1,2,15,0,1). On lexploite sans différencier.

degré 19

La courbe 173 est rationnelle, et d, - v; = —1. Les hypothéses 1
a 3 sont donc vérifiées. L’hypothese 5 est évidente. Le résiduel vaut
d, = (16;4%,5,6,7,6,1).

11 suffit maintenant de prouver la régularité de d; et I'irréductibilité
de D(d,) (hypotheses 4 et 6). Pour cela, nous pouvons ne conserver que les
contraintes imposées aux 9 premiers points.

En effet, supposons la classe d' = (16;42,5%6,7,6,0) réguliere et
la courbe D(d') géométriquement irréductible. Le systéme linéaire £(d')
est un pinceau sans composante fixe, donc le point Pjg qui est générique
sur la cubique V ne peut étre un point base de ce pinceau et la classe
d; est réguliere. Par ailleurs, si la courbe D(d;) est réductible, elle
admet nécessairement la cubique V' comme composante (sinon, Pjg ne
serait sur aucune section réductible du pinceau £(d')). Donc la classe
dy — vy = (1353,2, 4%,5,6,6,0) est effective. On vérifie facilement que ceci
est impossible (pour cela, on peut par exemple utiliser des transformations
de Cremona, comme ci-dessous).

Ainsi, nous pouvons nous ramener au cas — largement étudié — ou
P’on éclate au plus neuf points du plan (voir [8], [15] ou [22] par exemple).
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Posons s = (16;42%,5%,6,7,6) et considérons les neufs points dans la
position définie plus haut. On montre facilement qu’il existe une unique
cubique irréductible et lisse passant par les 9 points P, ..., Py (les 8 points
P,..., Py, Py sont en position presque générale au sens de [8] : il n’y a pas
de points infiniment voisins, ni 4 points alignés, ni 7 points sur une conique;
et le dernier point Ps est générique sur V). Posons ¢ = (3;1°) la classe
de cette courbe. Par ailleurs, il existe exactement trois racines effectives
irréductibles dans le groupe de Picard, qui sont £ = (1;1,05,1,0,1),
p=(2;1,0,14,0%1) et v = (3;1,2,1%,0) (comme dans [8], une racine
désigne ici une classe orthogonale & ¢ d’auto-intersection —2).

Nous allons effectuer plusieurs transformations de Cremona, afin de
simplifier le systéme initial. Une telle transformation, centrée aux trois
points P;, P;, Py est bien définie si et seulement si les courbes de classes
[L — E; — Ej], [L — E; — Eg] et [L — E; — Ei| sont irréductibles, c’est-a-
dire si et seulement si l'intersection de ces courbes avec les trois racines
irréductibles £, u et v est positive ou nulle.

Supposons la transformation possible et notons w 1’élément du groupe
de Weyl correspondant. La classe s est réguliere et irréductible si et
seulement si la courbe de classe w(s) ’est (dans la nouvelle base de Pic S,
ou les trois racines effectives irréductibles sont w(£), w(y) et w(v)).

On vérifie ainsi qu’une premiere transformation wj, centrée aux points
Ps, P; et Py est possible, et nous donne :
w1(§) = (16 ) 427 54, 67 77 6)7 wl(ﬁ) = (1 3 1905a I’Oa 1)7
wi(p) = (3;1,0,1%,2,1%),  wa(v) = (3;1,1,1%,0).
Par la suite, on vérifie que l'on peut effectuer six transformations
de Cremona respectivement centrées aux points suivants : (P3PyF),
(P5, PBPQ), (P1P2P6), (P5P7P8), (P2P3P7), (P1P3P4). En notant w la
composée des sept éléments du groupe de Weyl correspondants, on obtient :
w(s) = (6;22,1,2%), w(f) = (1;1,0°,1,0,1),
w(p) = (3;1,0,13,2,1%), w(v) = (8;2,3%2,32,2).
Dans la position définie par les trois racines irréductibles w(£), w(u), w(v)
les 8 points P, P, Py,...,Py sont en position presque générale, et le
systeme linéaire £(6;22,0,25) définit l’involution de Bertini (cf. [8], V.5,

p. 58). L’unique racine irréductible du plan éclaté en ces 8 points est la
transformée stricte de la droite passant par P;, P; et Py, c’est donc aussi
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I’'unique cycle fondamental. Puisque le point P3 n’est pas sur cette droite, le
systeme L£(6;22, 1, 26) est régulier (voir [8], théoréme I, p. 55). Par ailleurs,
la proposition 6, p.57 de [8], permet d’affirmer que, puisque £(3;1%) est
régulier, il existe une courbe irréductible dans £(6;22,1, 26). O

(1]
2]
3]
4

(5]
(6]

(7]
(8]
(9

(10]

(11]

(12]
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