ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

SAMIR AIT AMRANE

Sur le schéma de Hilbert des courbes gauches de
degrédetgenreg = (d —3)(d —4)/2

Annales de institut Fourier, tome 50, n° 6 (2000), p. 1671-1707
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_2000__50_6_1671_0>

© Annales de I’'institut Fourier, 2000, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NumbpaMm
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_2000__50_6_1671_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
50, 6 (2000), 1671-1708

SUR LE SCHEMA DE HILBERT
DES COURBES GAUCHES DE DEGRE d
ET GENRE g = (d - 3)(d - 4)/2

par Samir AIT AMRANE

Introduction.

Le but de cet article est d’étudier le schéma de Hilbert Xg = Hy 4
des courbes (localement de Cohen-Macaulay et équidimensionnelles, mais
pas nécessairement lisses ni méme réduites) de P3 (espace projectif de
dimension 3 sur un corps k algébriquement clos), de degré d et genre
g = (d — 3)(d — 4)/2, suivant les méthodes inaugurées et développées par
Martin-Deschamps-Perrin [MDP].

Le probléeme de la classification des courbes gauches, formulé a la
maniére d’Halphen est le suivant (cf. [Hal]) :

«Enumeérer, définir et distinguer entre elles les diverses familles de
courbes d’un méme degré, de telle sorte qu’aucune famille ne puisse jamais
étre cas particulier d’'une autre, plus générale.»

Pour aborder cette classification, Mireille Martin-Deschamps et Da-
niel Perrin ont proposé dans plusieurs articles [MDP] une philosophie qui
repose sur I'utilisation du module de Rao M¢ = @ nezH'Jc(n), qui est
un module gradué de longueur finie sur R = k[X,Y, Z, T).

Mots-clés : Géométrie algébrique — Courbes gauches — Schéma de Hilbert — Paramétri-
sation — Module de Rao — Triade.
Classification math. : 14H50 — 14C05.
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N

La philosophie de [MDP] consiste & stratifier le schéma de Hilbert
H; g4 par les sous-schémas H, , & cohomologie constante, sur lesquels on
dispose d’un morphisme lisse ® : H, , — E, qui & une courbe C associe
son module de Rao M¢, ou E, désigne le “schéma” des structures de R-
modules de fonction de Rao p. L’étude de Hy 4 est alors décomposée en trois
étapes : ’étape du bas qui consiste a trouver tous les modules de Rao des
courbes de Hy 4, ’étape intermédiaire qui consiste & passer de ces modules
aux sous-schémas a cohomologie constante H., , de Hy 4 via le morphisme
®, et enfin I'étape du haut qui consiste & recoller les H., , pour obtenir des
renseignements sur Hg 4.

Le programme de Halphen peut alors étre reformulé, & aide des
principes de [MDP], sous la forme suivante :

1) Enumérer les divers composants Y de Hgy 4 (c’est-a-dire les com-
posantes irréductibles des H,, ,, cf. 0.1) et préciser s’ils sont réduits, voire
lisses et calculer leurs dimensions. En déduire les composantes irréductibles
de H, d,g-

2) Décrire la courbe générique de chaque composant de Hgg.

3) Préciser pour chaque couple de composants Yy, Y de Hy g si Y est
adhérent ou sous-adhérent 3 Y (i.e. si YoNY # @), ou encore, s'il existe une
famille de courbes sur un anneau de valuation discrete, dont le point spécial
est dans Yy et dont le point générique est dans Y (probléme d’incidence).

4) Etudier I'incidence des diverses composantes irréductibles de Hg g
et sa connexité.

En général, on ne sait absolument pas traiter le programme Halphen-
[MDP] ci-dessus pour un schéma de Hilbert Hgg, donné. Par exemple,
A. Hirschowitz et E. Mezzetti (cf. [EHM]) ont montré que le schéma de
Hilbert contient souvent une profusion de composantes irréductibles. Les
seuls résultats tangibles connus & ce jour sur Hy 4 tout entier le sont soit
en tout petit degré : d < 3 (cf. [Mi] et [N1]), soit en genre trés grand par
rapport ad: g > (—d13)2(d——4) (cf. [MDP3], [MDP4] et [E]).

Le genre g = (d — 3)(d — 4)/2, qui constitue Pobjet de cet article,
est donc le plus grand pour lequel I’étude du schéma de Hilbert Hy 4 est
non triviale et intéressante. Dans ce travail, nous traitons entierement le
programme Halphen-[MDP] ci-dessus pour le schéma de Hilbert Xg.

Quelques précisions sur le contenu des trois paragraphes :
Au paragraphe 1, nous montrons que le module de Rao M¢ de toute

courbe C de X  est un module de Koszul (c’est-a-dire le quotient de R par
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une suite réguliére) et nous donnons pour chaque d > 4 tous les modules
de Rao obtenus avec les courbes de X;. On obtient ainsi :

THEOREME 1. — Le module de Rao d’une courbe de X4 pour d > 8
oud =4, 5, est du type de I'un des modules suivants :

— Le module extrémal M, = R(d—4)/(X,Y, F,G) ou F et G sont des
polynémes homogénes de degrés d — 3 et 2d — 5 respectivement.

— Le module My = R(-1)/(X,Y, Z,T%3).

— Le module M3 = k(-1).

Pour d = 6 on obtient en outre le module k(—2) et le module nul.

Pour d = 7 on obtient en plus le module nul.

Au paragraphe 2, nous montrons comment passer de ces modules aux
sous-schémas a cohomologie constante H., , et aux composantes irréducti-
bles de X 4. Précisément, nous montrons le résultat suivant :

THEOREME 2.— Pour d > 8, le schéma de Hilbert X4 a trois
composantes irréductibles H;, Hy et H3 qui correspondent aux types de
modules My, My et M3 du théoréme précédent. Pour 4 < d < 7 on a les
résultats suivants :

— Le schéma X a une quatriéme composante H, formée de courbes
ACM.

— Les composantes irréductibles de X¢ sont H,, H et la composante
Hsy des courbes ACM.

— Les composantes irréductibles de X sont H, et Hs.

— Les composantes irréductibles de X, sont H, et H, = Hj.

La dimension de X4 est égale a Sup; t, ,, = (d—1)(d+6)/2 =t,, 5,
pour d > 5 (t,, ,, désigne la dimension de H;), et égale 4 16 pour d = 4.

Pour terminer, nous décrivons la courbe générique de chaque com-
posant de Xy pour tout d > 4, et nous précisons lesquelles sont lisses et
connexes. Avec les notations ci-dessus, c’est ’'objet des deux propositions
suivantes (cf. 2.4) :

ProrosiTiON 3.— Soit d un entier > 4.

1) Pour d > 5, la courbe générique C de H; est la réunion schématique
transversale d’une courbe plane et d’une structure multiple sur une droite.
Sid = 4, C est la réunion disjointe d’une droite et d’une cubique plane (cf.
[M DP4] prop. 0.6).
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2) Pour d > 5, la courbe générique de Hs est de la forme C = C;UC),
ou C) désigne une conique lisse et Cy une courbe plane et lisse de degré
d — 2 coupant transversalement C; en un point.

3) Pour d > 6, la courbe générique de H3 est de la forme C =
D; UDy;UT ou I' désigne une courbe plane et lisse de degré d — 2 et
ott Dy et Dy sont deux droites disjointes qui coupent transversalement T’
chacune en un unique point.

ProrosiTiION 4.— Soit d un entier > 4. Alors X4 contient des
courbes C lisses et connexes si et seulement si on est dans l'un des cas
suivants :

1) d =4 et Mc = k(—1), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(8,1) sur une quadrique lisse.

2)d=05 et Mc = k(-1).
3)d=6 et Mc =0.

4) d = 6 et Mc = k(—2), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(2,4) sur une quadrique lisse.

5)d=17et Mg =0.

Au paragraphe 3, nous étudions les spécialisations entre les différents
composants du schéma Xy en utilisant la notion de triade de [HMDP].

SiYy C Hyyp, €6 Y C Hy, sont deux composants de Hyg4, une
condition nécessaire pour que Yy soit sous-adhérent & Y est la condition
de semi-continuité : (v,p) < (7v0,p0) (ie. si C € Y et Cy € Yy, on a
hiJc(n) < hiJc,(n) pour tous i > 0, n € Z).

Dans le cas de Xy, il n’y a pas d’autre condition :

THEOREME 5. — SiYjp et Y sont des composants de Hy 4 vérifiant la
condition de semi-continuité, Yy est sous-adhérent a Y.

Un corollaire de ce théoréme est le suivant :
THEOREME 6. — Le schéma Xy est connexe pour tout d > 4.

La construction des familles de courbes du théoreme 5 a l’aide des
triades est parfois longue et complexe. Nous avons essayé de dégager des
conditions nécessaires sur les triades pour qu’elles fournissent des familles
joignant deux composants donnés (cf. 3.1). De plus, nous proposons en 3.2
une démarche permettant de réaliser pratiquement les constructions. Les
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calculs nécessaires ont été réalisés, soit a ’aide du logiciel Macaulay, soit
directement & ’aide des bases de Grobner.

Remerciements. — Tous mes remerciements & D. Perrin pour son
aide et ses remarques durant la rédaction de cet article.

0. Rappels et notations.

On désigne par k un corps algébriquement clos et on note R ’anneau
des polynémes k[X,Y,Z,T). Si M = @ ,czM, est un R-module gradué
de longueur finie, sa fonction de Rao pps : Z — N définie par pp(n) =
dimy M, est & support fini et on pose

re(M)=Inf{n€Z | M, #0} et r,(M)=Sup{neZ|M,+#0}

si M est non nul. Rappelons, cf. [MDP1], que le module dual de M est
le k-espace vectoriel M* = @@ ,czHomg(M_,,k), muni de la structure
de R-module définie par a.f(z) = f(az) et de la graduation définie par
(M*) = (M_n)*.

On appelle courbe un sous-schéma de P3 de pure dimension 1,
sans composante ponctuelle (immergée ou non), c’est-a-dire localement
de Cohen-Macaulay. On désigne par Hy 4 'ouvert du schéma de Hilbert
général H;‘§+1—9 formé des courbes localement Cohen-Macaulay et de pure

dimension 1, et par X le schéma de Hilbert Hy 4 pour g = (‘1—_%@——42.

Si C est une courbe de Pz, on note O¢ son faisceau structural, Jo
le faisceau d’idéaux de Ops qui la définit et Mc = @ nezH 1 Jc(n) son
module de Rao qui est un R-module gradué de longueur finie. Si M¢c = 0,
on dit que C est ACM (arithmétiquement de Cohen-Macaulay).

La fonction de Rao d’une courbe C est définie par pc(n) = h!Jo(n)
et on pose 74(C) = rq(Mc) et 7,(C) = ro(Mc) si C n’est pas ACM. On
pose aussi

50(C) = Inf {n € N|h°Jc(n) # 0} et e(C) = Sup{n € Z | h'Oc(n) # 0}.

Outre ces invariants, on associe a la courbe C son caractere de
postulation y¢o 1lié & sa postulation (h°Jc(n))pez (cf. [MDP1] 1.2.3). Si
C est une courbe de Hy 4, se donner la cohomologie de C, i.e. la collection
{h'Jc(n)} pour i > 0 et n € Z, revient & se donner le couple (y¢, pc).
On obtient ainsi une stratification du schéma de Hilbert Hg 4 par ses sous-
schémas (localement fermés) & cohomologie constante H, ,. En général, ces
schémas ne sont pas irréductibles. On pose alors la définition suivante :
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DEFINITION 0.1. — On appelle composant de Hy 4 toute composante
irréductible d’un sous-schéma & cohomologie constante H., , de Hq 4.

Rappelons enfin la définition suivante ([MDP4] 0.1) :

DEFINITION 0.2. — Soit C' une courbe non ACM de degré d et genre

g de P2. On dit que C est extrémale si elle atteint les bornes de [M DP3],
ie.siona:

— 9\ (d — —
2 2
et, pour tout n tel que 0 < n<d—2:
d—2)(d—-3
Pc(")=( X )—g

La proposition suivante caractérise les courbes extrémales (cf. [MDP4]
prop.0.5, th. 1.1 et [E] th. 2.8) :

ProrosiTioN 0.3.— 1) La courbe C est extrémale si et seulement
si C est une courbe minimale associée a un module de Koszul de la
forme R/(X,Y,F,G) ot F et G sont des polynémes homogénes tels que
(X,Y, F, Q) soit une suite réguliere.

2) Pour d > 5, la courbe C est extrémale si et seulement si son
caractére numérique x(C) est égal & (d — 1,2) que 'on note 642 (cf. [E]
th. 2.8).

On renvoie & [N2] 1.8 pour la définition des courbes sous-extrémales.

1. Modules de Rao des courbes de Xj.

Nous allons étudier dans ce paragraphe les modules de Rao des
courbes de Xg.

1.1. Le cas des courbes ACM.

La proposition suivante va découler des résultats de [E] :
ProposITION 1.1. — Dans le domaine
d>17, (d—4)(d-5)/2+3<g<(d-3)(d—4)/2+1,
il n’y a pas de courbes ACM dans Hg 4.
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Preuve. — Supposons au contraire qu’il existe des courbes ACM C
dans Hg 4. D’une part on a g = g(x(C)) ([E] rem. 1.1) ou x(C) désigne le
caractere d’une section plane générale I' = H N C' qui ne dépend que de
C. D’autre part, on a x(C) # 042 puisque C n’est pas extrémale (cf. prop.
0.3). Par ailleurs, on ne peut avoir x(C) = 42 avec Y42 = (d — 2, 3) ([E]
lemme 1.8), sinon on aurait

g =9(x(C)) = g(ta2) = (d—3)(d —4)/2+ 1,

ce qui est absurde. D’ol I'inégalité suivante ([E] lemme 1.9) :
9=9(x(C)) < g(na2) = (d—4)(d—5)/2+3,

oll 742 désigne le caractére (d — 3,4). Or, cette derniére inégalité ne peut
avoir lieu compte tenu de I’hypothése. Par conséquent, H; 4 ne contient pas
de courbes ACM dans le domaine considéré.

COROLLAIRE 1.2.— Soit d un entier > 4. Pour qu’il existe des
courbes ACM dans X, il faut et il suffit que d soit égal 46 ou a 7.

Preuve.— Pour d > 7, cela résulte de la proposition précédente. Si
d =4 oud =5,il n’y a pas de courbes ACM dans X, non plus. En effet,
dans les deux cas, si C désigne une courbe de X4, on a h'J(1) > 1 par le
théoreme de Riemann-Roch.

Sid=6oud="7, X4 contient des courbes ACM qui sont dans la
classe de biliaison d’une cubique gauche de Xs.

1.2. Modules de Rao des courbes non ACM de X,.
Rappelons la définition suivante (cf. [MDP5]) :

DErFINITION 1.3. — Soit M = @ ,czM, un R-module gradué de
longueur finie non nul. Le module M est dit connexe si le support de p
est un intervalle de Z. On dira que M est fendu s’il se décompose en tant
que R-module sous la forme M = M; & My avec My, My non nuls et
To( My) < ro( M2).

Exemple 1.4. — Un module de Koszul M = R/(f1, f2, f3, f4), ou plus
généralement un module monogene, n’est jamais fendu. Le module de Rao

d’une courbe extrémale est un module de Koszul donc non fendu ([MDP4]
Th. 1.1).

TOME 50 (2000), FASCICULE 6
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ProposiTiON 1.5.— Soit d un entier > 4. Le module de Rao d’une
courbe de X4 non ACM n’est jamais fendu. Précisément, si C n’est pas
extrémale, pc est la fonction caractéristique d’un intervalle [mg, no[ de Z
avec 0 < mg < ng.

Preuve. — Pour d = 4 le résultat est bien connu (cf. [MDP3]).

Soit maintenant d un entier > 5. Si C est une courbe extrémale il n’y
a rien & démontrer (cf. exemple 1.4). On peut donc considérer une courbe
C de X4 qui n’est ni extrémale ni ACM. Soit H un hyperplan général de
P‘?C. La multiplication par une équation de H définit un homomorphisme
py : Jo(n — 1) — Je(n) pour tout n € Z, qui donne par passage a la
cohomologie une fleche u, : HJc(n — 1) — H'Jc(n).

Soient P, = Keru, et @, = Cokeru,, de sorte qu’on a une suite
exacte :

(1) 0— P, — H'Jc(n—1) = H' Jc(n) — Qn — 0.

Posons p, = dimg P, et ¢, = dimg Q,. On a le lemme suivant qui
résulte de la suite (1) et de [E] lemmes 1.8 et 2.1, th. 2.8 et rem. 2.1.1 :

LEMME 1.6.— Si C n’est ni ACM ni extrémale on a :
1) pn — gn = K Jc(n — 1) — K1 Jc(n).
2) pn= qu=1

neZ neZ

Considérons 'unique entier ng (resp. mg) vérifiant p,, =1 et p, =0
pour n # ng (resp. gm, = 1 et g, = 0 pour n # my). Jaffirme que my < ny
et que pc = X[mo,no[ (X désigne la fonction caractéristique).

En effet, on ne peut avoir mg = ng, sinon on aurait h!Jc(n — 1) =
h'Jc(n) pour tout n € Z par 1.6.1, ce qui entraine par récurrence sur n
que pc(n) = htJc(n) est nul pour tout n € Z. Ceci est impossible vu que
C est supposée non ACM.

On ne peut non plus avoir mg > ng; en effet, si c’était le cas, on
devrait avoir p, = g, = 0 pour tout n > mg, donc h! Jc(n—1) = hlJc(n)
pour tout n > mg par 1.6.1. Mais pc est & support fini et on en déduit
que h!Jo(n) est nul pour tout n > mg. En particulier, pour n = myg, 1.6.1
donne —1 = h'Jo(mo — 1), ce qui est absurde. On en conclut tout d’abord
que ’on a mgy < ng.
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Montrons maintenant que pc est égale & X[mqno[- Si m > no, 1.6.1
montre alors que I'on a h! Jo(n—1) = h! Jc(n) puisque 'on a p, = g, =0
pour tout n > ng, d’ott At Jo(n) = 0 pour tout n > ng car pc est & support
fini. Le méme raisonnement montre que h'Jc(n) = 0 pour n < myg et
hljc(mg) =1.

Soit maintenant n un entier vérifiant mg+1 < n < ng—1 et montrons
que h'Jc(n) = 1. On a p, = ¢, = 0, ce qui entraine h'Jc(n — 1) =
h!Jc(n) ; une petite récurrence montre alors que h! Jo(n) = hlJo(mg) = 1
pour tout n = mo+1,...,n0—1. Ceci montre enfin que 'on a pc = X[m,,
et que, bien entendu, le module M¢ est connexe.

’no[

Enfin, le module M¢ ne peut pas étre fendu, sinon il existerait un
entier n, mo < n < ng tel que la flecche u, : H'Jo(n — 1) — H'Jc(n)
soit nulle. Mais on vient de voir qu'on a h!Jo(n — 1) = h'Jo(n) = 1, ceci
entraine p, = g, = 1, contradiction.

COROLLAIRE 1.7.— Soit d un entier > 4. Le module de Rao de toute
courbe de X4 non ACM est de Koszul.

Preuve.— Si C est extrémale c’est clair. Si C n’est pas extrémale,
cela résulte de la proposition ci-dessus et du lemme suivant :

LEMME 1.8.— Soit M un R-module gradué de longueur finie non
nul, non fendu et dont la fonction de Rao p est majorée par 1. Alors M est
un module de Koszul du type de R(—h)/(X,Y, Z,T**!), donc extrémal de
parameétres 1,1.

Preuve. — Quitte & décaler, on peut supposer M = @ﬁzoMi ou les
M; sont des k-espaces vectoriels de dimension 1. On a un k-homomorphisme
naturel u : Ry — Homy(My, My) qui est non nul car M n’est pas fendu.
Le noyau de u est donc de dimension 3 sur k. Par un changement de base
dans R; (cf. [MDP1] définition 1.3.6), on peut supposer Xey = Yey =
Zey = 0 ou ey désigne un vecteur de base de M, sur k. Maintenant,
Teg = e; est non nul et définit un vecteur de base de M;. Par récurrence
sur ¢, on montre que Xe; = Ye; = Ze; = 0 et Te; = e;41 # 0 pour
tout 3 < [ out e; = T'ey définit une base de M;, donc M est isomorphe &
R/(X,Y,Z,THY).

On est maintenant en mesure de déterminer tous les modules de Rao
non nuls possibles des courbes de X :

TOME 50 (2000), FASCICULE 6
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THEOREME 1.9. — Soit d un entier > 4, et C une courbe de X4 qui
n’est ni extrémale ni ACM. Alors on a soit M¢ ~ k(—1) soit M¢ ~

R(-1)/(X,Y,Z,T%3), sauf si d = 6 ol on a en plus la possibilité
MC >~ k(—?).

Inversement, on peut obtenir tous les modules ci-dessus; en effet :

a) Pour M = k(-—1), on obtient une courbe C de X4 admettant M
pour module de Rao, en appliquant une biliaison (d — 2,1) & la courbe Cy,
réunion disjointe de deux droites.

b) Pour M = R(-1)/(X,Y, Z,T%3), on obtient une courbe C de X4
admettant M pour module de Rao, en appliquant une biliaison (2,1) 4 une
courbe minimale associée a ce module.

c) Pour d = 6 e¢ M = k(—2), on obtient une courbe C de Xg
admettant M pour module de Rao, en appliquant une biliaison (2,2) a
la courbe Cy, réunion disjointe de deux droites.

En outre, toutes les courbes de X4 qui ont pour module de Rao
I’'un des modules ci-dessus, s’obtiennent par ces opérations de biliaison,
a déformation pres.

Preuve.— Soit C une courbe de X; qui n’est ni extrémale ni ACM.
Le corollaire précédent montre que M¢ est du type M = R(—h)/(X,Y, Z,
T'*+1) avec I > 0.

Si Cy désigne la courbe minimale associée au module M, alors Cy est
extrémale et on a Mg, = R/(X,Y,Z,T'*!) ((MDP1] IV.6.7). Comme C
n’est pas extrémale, on en conclut que 'on a h > 1. La proposition IV.5.1 de
[MDP1] montre alors qu’il existe une suite de courbes C4, ..., C} telle que
C; s’obtienne & partir de C;_; par une biliaison élémentaire triviale (s;, 1)
pour i =1,...,h, et C & partir de C}, par une déformation a cohomologie
et module de Rao constants. On constate immédiatement que s; > 2 pour
i =1,...,h; en effet, les courbes C; ne sont pas ACM, donc ne sont pas
planes non plus.

On a alors les relations de récurrence suivantes (cf. [MDP1] I11.3.2) :
(1) d; =di—1+ 8,
(2) gi = gi—1 +di_1 +si(si — 3)/2,
ovd,=d, gh=9g=(d—-3)(d—-4)/2; do=1+2et go=1(l-1)/2-1
(cf. [MDP4] 0.5), et ol d; et g; désignent le degré et le genre de C; pour
i=0,...,h
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En faisant la somme membre & membre dans (1) pour j = 1,...,1,
on trouve

di=l+2+81+...+8i,

d’ou
h—1
(3) Zd, =(h-1)(1+2)+ Y _(h—1i)s:.
i=1
Si on fait la somme membre & membre dans (2) pour i = 1,...,h, on
trouve
h—1 h
_ S,’(Si - 3)
9n —go+d0+;di+§-—2——,
ie.,
T h—1
(4) (d—3)(d—4)/2 = 141424 d;
2 i=1
h
(Zsi) -2 Z 8;85 — 323,
i=1 1<i<j<h

Les relations (3) et (4) conduisent &

d? 7d+12_l2+l+2+2( 1l +2)

+2Z(h—i)s,~+( —1-2%-2 > sis; —3(d—1-2).
i=1 1<i<jgh
Cette égalité se réduit apres simplification a la relation suivante :
h
(5) > sisi =Y (h—i—Dsi +h(Il+2)+1-2.
1<i<j<h i=1

Cette derniére égalité nous permet d’obtenir, suivant les valeurs de h,
les résultats suivants : ’

a)h=1:
La relation (5) entraine [(2 — ;) =0, i.e. L =0 ou s; = 2.

Sil =0, la courbe C doit vérifier M¢ ~ k(—1). Inversement, de telles
courbes existent; en effet, il suffit d’appliquer une biliaison (d — 2,1) & la
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réunion disjointe de deux droites qui a pour module de Rao k, pour obtenir
une courbe C' de degré d et genre (d—3)(d—4)/2, de module de Rao k(—1).

Sil # 0, on doit avoir s = 2, dotd —1 —2 = 2,ie. | = d — 4.
On a donc M¢ ~ R(-1)/(X,Y, Z,T43) et C s’obtient par biliaison (2,1)
a partir d’'une courbe extrémale associée au module R/(X,Y,Z,T%3)
(&4 déformation pres), et C est bien dans X.

byh=2:

La relation (5) entraine sy89 + (s + s2) = 81 + 3l + 2. Comme on a
déja s1,s2 > 2, on en déduit que 'on al =0et s7 = s5 =2, dou d =6
et g = 3. La courbe C que 'on obtient, & déformation pres, a partir de
la réunion disjointe de deux droites, par deux biliaisons successives (2,1),
vérifie Mo ~ k(-2).

c)h>=3:

L’équation (5) est impossible pour tout h > 3, cela découle du résultat
suivant que 'on démontre aisément par récurrence sur h :

LeEMME 1.10. — Soient h un entier > 3, si,..., s, des entiers > 2 et [
un entier > 0. On a alors 'inégalité suivante :

h
N osisi > (h—i—Ds; +h(I+2)+1-2.

1<i<j<h i=1

2. Dimension et composantes irréductibles de X.

Rappelons qu’on appelle caractere (au sens de [MDP]) toute fonction

3 support fini f : Z — Z vérifiant > f(n) = 0. Désignons par C (resp.
n€eZ
8) l’ensemble des caractéres (resp. ’ensemble des fonctions f : Z — Z &

support fini). On a alors une application naturelle ¥4 : X4 — C x S qui
4 une courbe C' associe le couple formé de son caractere de postulation et
de sa fonction de Rao ¥4(C) = (v¢, pc)-

Nous allons déterminer I'image de ’application ¥4 (probléme A) et
les fibres de cette application (probléme B), voir I'introduction de [MDP1].
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2.1. Le probléme A pour le couple (v, p).

ProrposiTioN 2.1.— Soient d un entier > 4, C une courbe de X4 et
M son module de Rao. Alors ¥ 4(C) est entiérement déterminé par M.

Preuve. — Si C est extrémale, la proposition est triviale ((MDP4]
0.5).

Considérons une courbe C' qui n’est ni extrémale ni ACM. Comme
le module de Rao M est un module de Koszul extrémal, le caractere
de postulation d’une courbe minimale Cy de la classe de biliaison de
C ne dépend que de M ([MDP4] 0.5). Mais d’aprés le théoréme 1.9, il
existe une unique fagon d’obtenir C' & partir de Cy par une suite de
biliaisons élémentaires triviales, & déformation pres. Par conséquent, ¥ 4(C)
ne dépend que de M.

Reste le cas ACM pour lequel on a deux cas : d = 6 et d = 7. On
montre par des arguments numériques (cf. [MDP1] 1.2.6 et [MDP3] 2.4)
que toutes les courbes ACM de X¢ (resp. de X7) ont le méme caractére
de postulation qui est le suivant : y(0) = v(1) = v(2) = -1, v(3) = 3 et
~(n) = 0 sinon (resp. ¥(0) = (1) = =1, v(4) =2 et y(n) = 0 sinon).

COROLLAIRE 2.2.— Soit d un entier > 7. Alors I'image de V4
contient exactement trois couples (v;,p;) i = 1,2,3, qui correspondent
respectivement aux courbes extrémales, sous-extrémales et a celles dont le
module de Rao vaut k(—1).

Preuve. — 1) L’étude faite au paragraphe précédent montre que pour
d > 7 on a trois types de modules de Rao possibles pour les courbes de
Xq:M; = R(d—4)/(X,Y,F,G) ou F et G sont des polynémes homogeénes
de degrés respectifs a = d—3 et a+1 = 2d—5, My = R(-1)/(X,Y, Z,T%3)
et M3 = k(—1). Il résulte alors immédiatement de la proposition précédente
que I'image de ¥, contient précisément trois couples (v, p;) ¢ = 1,2,3,
correspondant respectivement aux modules M; ¢ = 1,23, et qu’on sait
calculer avec [MDP4] 0.2 et 0.5 et [MDP1] II1.3.4.

2.2. Le probléme B pour le couple (v, p).

ProposITION 2.3.— Soit d un entier > 7. Alors on a :

1) Les fibres U (i, p;) = Ho, p;, pour i = 1,2,3, sont des sous-
schémas irréductibles et lisses de dimensions respectives t., ,, = d(d —
1)/2+3(d—1), ty,p, =d(d—1)/2+9 et ty, ,, = d(d —1)/2 + 8. Ce sont
donc précisément les composants du schéma de Hilbert Xg.
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2) Les composantes irréductibles de X4 ne sont autres que les fermés
irréductibles H.,, ,,, pour i = 1,2,3. Le schéma X4 est donc de dimension

Sup ty,p, = (d—1)(d+6)/2 =14, ;-

1<i<3

Preuve.— 1) Comme on n’a affaire qu’a des modules de Koszul, le
théoréme 2.1 de [MDP4] entraine que les sous-schémas H., ,, = V' (i, p:)
de X4 sont irréductibles et lisses, de dimensions ¢, ,, données par le tableau

ci-dessous, que 'on compléete grace aux formules qui se trouvent dans
[MDP1] IX :

1 b, €vipi | Pt | €zt (M, M;)° | £y, 5. = dim H,, ,,
1|dd—1)/2+7|d—6] 1 | 2d — 3 |dd-1)/2+3d-1)
2ldd—1)/2+7] 0 | 1 3 dd — 1)/2 + 9
3ldd—1)/2+8] 1 |1 0 dd — 1)/2 + 8

2) Posons H; = H., ,,. La famille 7 = {H;}, ;5 constitue un

recouvrement de Xy par des fermés irréductibles. Or, pour des raisons de
dimension et par semi-continuité, il est clair qu’aucun des H; pour¢ = 1,2,3
ne contient I'autre, cela entraine que ce sont exactement les composantes
irréductibles de X,.

2.3. Les cas particuliers.

Occupons-nous & présent des cas particuliers 4 < d < 7.

1) Les courbes (4,0). Il y a deux types de modules de Rao possibles :
M, = R/(X,Y,Z,T?) et My = k(—1). Les sous-schémas H,, ,, i = 1,2 de
X4 sont tous les deux de dimension 16; le schéma X4 = Hy o a donc deux
composantes irréductibles de dimension 16 et est lui méme de dimension 16.

2) Les courbes (5,1). Cette fois il y a trois types de modules de Rao
possibles : M; = R(1)/(X,Y,F,G) avec d°F = 2 et d°G = 5, My =
R(-1)/(X,Y,Z,T?) et M3 = k(—1), et les sous-schémas correspondants
H, , % =1,2,3 de X5 sont respectivement de dimension 22, 19 et 20,
ce qui entraine que X5 est de dimension 22. On pose H; = H,, ,,. Un
argument de dimensions et de semi-continuité montre qu’on a Hy C Hs et
que les composantes irréductibles de X5 = Hs ; sont H; et Hs.

3) Les courbes (6, 3) : Pour d = 6, les types de modules de Rao obtenus
sont : My = R(2)/(X,Y,F,G) ou F et G sont des polynémes homogenes
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de degrés 3 et 7 respectivement, My = R(-1)/(X,Y,Z,T3), M3 =
k(-1), My = k(-2) et M5 = 0. Les dimensions respectives des sous-
schémas H,, ,, ¢ = 1,...,5 de Xg sont : 30, 24, 23, 23, 24, ce qui
entraine que Xg est de dimension 30. Posons H; = H,, ,. Le méme
genre d’arguments qu’en 2) montre que Hs contient H3 et Hy et que les
composantes irréductibles de X¢ = Heg 3 sont Hy,Hg et Hs.

4) Les courbes (7,6). Les types de modules obtenus sont : M; =
R(3)/(X,Y,F,G) ou F et G sont des polynomes homogenes de degrés 4 et
9 respectivement, My = R(-1)/(X,Y, Z,T*), M5 = k(—1) et My = 0. Les
sous-schémas H.,, ,, i = 1,2,3,4 de X7 ont pour dimensions 39, 30, 29 et
28 respectivement, ce qui entraine que X7 est de dimension 39. On pose
H, = m Un argument de dimensions et de semi-continuité montre que
les composantes irréductibles de X5 = Hs; sont Hy, Ha, H3 et Hy.

2.4. Description des courbes génériques des sous-schémas H, ,

et des composantes irréductibles de X,.

Rappelons que si C est une courbe extrémale de X, alors C est la
réunion schématique transversale d’une courbe plane et d’une structure
multiple sur une droite pour d > 5, qui n’est donc pas réduite puisque I'on
a h°Oc(—1) # 0; pour d = 4, C est la réunion disjointe d’une droite et
d’une cubique plane (cf. [MDP4] prop. 0.6). Pour les courbes génériques
des sous-schémas H.,, ,, et H,, ,, de X4, on a la proposition suivante :

ProposITION 2.4. — 1) Soit d un entier > 6. La courbe générique du
sous-schéma H.,, ,, de X est de la forme C' = D; U D, UT ou I' désigne
une courbe plane et lisse de degré d — 2 et ou D, et Dy sont deux droites
disjointes qui coupent transversalement I chacune en un unique point.

2) Soit d un entier > 5. La courbe générique du sous-schéma H.,, ,,
de X4 est de la forme C = C7 U Cs ou Cy désigne une conique lisse et Cy
une courbe plane et lisse de degré d — 2 coupant transversalement C; en
un point.

Preuve. — Considérons ’ensemble K3 (resp. K2) des courbes décrites
au point 1) (resp. au point 2)) de la proposition. Il suffit alors de montrer
que K; est constructible et contenu dans H,, ,, avec dim K; = dim H,, ,,
pour ¢ = 3,2 (cf. [AA] pour les détails). En effet, dans ce cas il est clair que
K; est dense dans H,, ,, car celui-ci est irréductible. On en conclut que K;
contient un ouvert dense de H,, ,, (cf. [EGA I] 01.2.4.2).
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COROLLAIRE 2.5. — La courbe générique de H.,, ,, est connexe mais
réductible, donc non lisse mais réduite.

2.5. Ou trouve-t-on des courbes lisses et connexes ?

Il reste a préciser I’existence de courbes lisses et connexes dans Xy :

ProposiTiON 2.6.— Soit d un entier > 4. Alors X, contient des
courbes C lisses et connexes si et seulement si on est dans I’'un des cas
suivants :

1) d =4 et M¢c = k(—1), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(3,1) sur une quadrique lisse.

2) d=5 et Mc = k(-1).
3) d=6 et Mc =0.

4) d = 6 et Mo = k(—2), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(2,4) sur une quadrique lisse.

5)d=17et Mg =0.

Preuve. — Les caractéres de postulation des courbes ACM de Xg et
de X7 sont connexes (cf. prop. 3.1) et le résultat vient du théoréme de
Gruson-Peskine (cf. [MDP1] V.1.4).

Quant aux autres cas, tous les modules de Rao auxquels on a affaire
sont de Koszul, et les propositions V.2.3 et V.2.6 [MDP2] permettent de
conclure.

3. Connexité du schéma de Hilbert X,.

Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau de valuation discréte
qui n’est pas un corps, a son uniformisante, k son corps résiduel (supposé
algébriquement clos), K son corps des fractions, R4 ’anneau de polynomes
A[X,Y, Z,T] et P3 le schéma projectif Proj R4. On suppose, de plus, que
A est une k-algebre. Alors, le complété de A est ’anneau de séries formelles
k[[a]] et on a k[a]q) C A C k[[a]]. On supposera dans ce qui suit qu'on a
A = kla](a)-

Un Rj-module gradué M (resp. un Op,-module F) est dit libre
(resp. dissocié) s’il est de la forme M = @[_;Ra(—n;)* (resp. F =
D i=10p., (—1:)™).
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Notation. — Dans ce qui suit on utilisera souvent la notation chiffrée
suivante : le module @ 7_; Ra(—n;)™ sera noté n*,...,n% . Ainsi, la suite
Ra(—2)% — Ra(~1)* — R4 devient 26 — 1* — 0.

3.1. Quelques conditions nécessaires pour ’existence
de familles de courbes.

Dans tout ce qui suit, C désigne une famille de courbes sur A, Cy son
point spécial et C¢ son point générique. On note Jc, Jc, et Jc, les faisceaux
d’idéaux définissant ces courbes. On a Jo, = Jc ®a k et Jo, = Jc ®4 K.

On note Ic = H)Je, Ic, = HJc, et Ic, = H2Jc, les idéaux saturés
correspondants. Le module I est sans torsion, donc plat sur A.

Comme K est plat sur A on a I¢, = Ic ® 4 K mais, en revanche, on
a seulement une fleche I ®4 k — I¢, injective mais non surjective en
général (cf. lemme 3.4). On pose Iy = Ic ®4 k.

Rappelons la définition suivante (cf. [HMDP3] paragraphe 1) :

DeriniTION 3.1.— Soit L. = (L4 4, Lo o, L_,) un complexe de
R 4-modules gradués.

Les groupes d’homologie N = hy(L.), H = ho(L.) et C = h_1(L.)
sont des R4-modules gradués appelés noyau, cceur et conoyau du com-
plexe (L.) respectivement. Si ces modules vérifient certaines conditions de
finitude, on dit que (L) est une triade.

On a alors la proposition suivante (cf. [ HMDP3] 2.3, 2.4, 3.1 et 3.6) :

ProprosiTiON 3.2.— Soit C une famille de courbes sur A. Il existe
une résolution de C, de type N, triadique, i.e., une suite exacte :

0-———)'P——>N———)jc—->0

olt P est un faisceau dissocié et N un faisceau triadique, c’est-a-dire tel
qu’il existe une suite exacte :

(1) 0—N —L —Ly—L_, —0

ot les faisceaux L; sont dissociés.

Si on pose L; = HYL;, le complexe L. = (L; — Lo — L_,) déduit
de (1) est une triade majeure qui est appelée une triade de Rao de C.
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Considérons une résolution de type N triadique de C comme ci-
dessus, telle que la triade de Rao associée (L.) soit majeure élémentaire
(cf. [HMDP3)] 2.4, 2.15 et [AMDP1] 2.22).

On rappelle qu’on a H = H!Jc, que N est le faisceau associé & N et
quon a C = H2N qui est de torsion sur A (cf. [HMDP3] 2.4).

Enfin on pose B¢ = H2Je, Be, = H2Jc,, Be, = H2Jc, et on note
Mc, le module de Rao de Cy. On a, par platitude, Bc ®4 K = Bc, et on
retrouvera ci-dessous, cf. lemme 3.3, le fait bien connu (cf. [H] III 12) qu’on
a Bc®ak ~ Bc,. Le module B¢ n’est pas, en général, plat sur A. On note
(Bc)- son sous-module de torsion et on pose B = B¢/(Bc).. Cette fois,
B¢ est plat sur A.

3.1.1. Lemmes préliminaires.

LEMME 3.3. — Avec les notations ci-dessus on a la suite exacte :
0——->Ici>lc—-—>fco —H-%H
— Mg, — B¢ =% B¢ — Bg, — 0
ou le symbole .a désigne la multiplication par a.
Preuve.— On part de la suite 0 — A -5 A — k — 0
correspondant & la multiplication par a, on la tensorise par J¢. Comme

ce faisceau est plat sur A on obtient : 0 — Jo - Jo — Jc, — O et
on écrit la suite de cohomologie associée qui donne le résultat cherché.

LEMME 3.4.— On a les suites exactes suivantes :

0 — Iy — I, — Torf(H, k) — 0,

0 — H®4 k — Mg, — Tor(C,k) — 0,
0—C®sk— Bc, — B ®4k — 0.

Preuve. — La premiére suite résulte immédiatement du lemme 3.3.
Pour les autres, rappelons que 1’on a la résolution de type N de C : 0 —
P — N — Jec — 0 quidonne 0 — HZN — H2Je — H3P — ---.
Comme HZP est plat, on en déduit C = H2N = (Bc),. On a donc
Tor{!(C, k) = Tor{(Be, k) d’ot la deuxiéme suite.

Enfin, la derniére suite s’obtient & partir de 0 — C — B¢ —»
B; — 0 (qui vient encore de C = (B¢),) par tensorisation par k en
tenant compte du fait que B}, est plat et que B¢ ®4 k ~ Bc,.
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Si on note Grf la catégorie des R-modules gradués dont toutes les
composantes sont des k-espaces vectoriels de dimension finie, le foncteur
de dualité (*) : M — M* est exact et involutif, d’oti le résultat suivant :

LEMME 3.5.— 1) Avec les notations ci-dessus, on a la suite exacte :

0 — (B;®a k)" — By, — (C®4 k)" — 0.

2)Si0 — P — N — Jg, — 0 désigne une résolution de type
N de Cy et si on pose P = H?P, on a la présentation suivante de Bg, ¢

PY(-4) — Bg, — 0.

Preuve. — 1) Cela résulte de la derniére suite exacte du lemme 3.4
et de l'exactitude du foncteur (*).

2) La résolution de type N de Cp fournit linjection suivante :
0 — B¢, — H2P. Rappelons, par ailleurs, que si L est un R-module
libre de rang fini et £ le faisceau associé on a un isomorphisme de R-
modules gradués : H3(P3, L) ~ (LV(—4))*. D’ou la présentation anoncée
compte tenu de P'exactitude du foncteur (*).

Le résultat suivant est une conséquence de la construction du cone

d’application :

LEMME 3.6. — Soit 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte
de Grfg. On suppose qu’on a des résolutions libres L.” = (--- — LY —
Ly — Ly —M"—0)etL. =(+—Ly— L — Ly — M —
0) avec L.” minimale. Alors

1) Lg est facteur direct de Ly : on a Ly = Ly & L,

2) on a une résolution libre de M’ :

c—Lp®L,,, — ---Li®Ly — L&L] — M —0.

3.1.2. Les conditions nécessaires.

Supposons que le point générique C¢ (resp. le point spécial Cyp) de la
famille de courbes C soit dans le sous-schéma H,, , (resp. H., ,,) du schéma
de Hilbert Hy 4. Le théoréme de semi-continuité (cf. [H] II1.12) fournit alors
la condition suivante :

ConprTION NECESSAIRE N1. — On a b J¢, (n) < h*Jc,(n) pour tous
120, n€Z.
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Dans ce cas, on écrit (v, p) < (Y0, po)-

Posons My = H}(Jc ®4 k). On a alors la condition suivante (cf.
[HMDP3] prop. 5.8) :

ConDITION NECESSAIRE N2. — Le module M = H/H, ® 4 k, ot H,
désigne le sous-module de torsion de H, est un sous-quotient de My, i.e. il
existe deux sous-R-modules M, C J de My tels que M = J/M;. Si on pose
M_1 = Mo/J, ona:

My =H,®sk, J=H®asket M_; = Tory(C, k).

Le module H/H, ®4 K = H ® 4 K est le module de Rao de C¢. On
dit que la courbe C (resp. la triade (L.)) joint les modules M et M.

ConNDITION NECESSAIRE N3. — Avec les notations ci-dessus on a les
formules :

K0 Tcy(n) — h°Jc, (n) = dim Tor{ (H, k), = dim (H, ®4 k), = dim My,

h2Jc,(n) — h2Jc, (n) = dim (C ®4 k), = dim Tor{(C, k), = dim M_ 5.

Preuve. — Rappelons qu’on a, pour un A-module de torsion M,
Pégalité

dimy M ®4 k = dimy, Tor{ (M, k).

Comme I¢ est plat les dimensions des composantes homogenes de ses
fibres sont égales, de sorte que 'on a dim(p)n = dimg (Ic,)n = h°Jc, (n).
La premiere formule est alors claire avec la premiére suite exacte du lemme
3.4 en se souvenant du fait que M; n’est autre que H, ®4 k. La deuxiéme

résulte de la derniére suite du lemme 3.4, de la platitude de B, et de
I’égalité (B,C) Qa K =Bec®a K = Bcg.

Considérons maintenant une présentation de I¢, : F' — I¢, — 0,
et une présentation minimale de Tor{(H, k) : Py — Tori (H, k) — 0.

Posons Py = @ ,ezR(—n)# ™| F = @ ez R(—n)f™ et désignons
par p; la fonction de Rao de M; qui est la méme que celle de Tor{ (H, k).
Avec ces notations, on a :

ConDITION NECESSAIRE N4.— On a
1) gu < f.
2) Supp(qu) C Supp(p1)-
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Preuve. — 1) Résulte du lemme 3.6 appliqué & la premiére suite
exacte du lemme 3.4.

2) Cela résulte du fait que la présentation de Tor{(H, k) considérée
est minimale.

Considérons enfin une présentation minimale P, — (C®4k)* — 0
du R-module (C ®4 k)*. Posons P, = @ nczR(—n)%™ et avec les
notations du lemme 3.5, posons P = @ ,czR(—n)?™. Désignons enfin
par p_; la fonction de Rao du module M_; qui est la méme que celle de
C ®4 k et par p* ; la fonction définie par p* (n) = p—1(—n). On a alors la
derniére condition suivante :

CoNDITION NECESSAIRE N5.— On a
1) g¢(n) < p(4 — n) pour tout n € Z.

2) Supp(gc) C Supp(pZ ;).

Preuve. — 1) Cela résulte du lemme 3.6 appliqué & la suite exacte du
lemme 3.5.

2) Cela résulte du fait que la présentation de (C ®4 k)* considérée
est minimale.

3.2. Démarche a suivre

pour construire une famille de courbes.

Soient H., np et Hy, v, deux sous-schémas de Hgy 4, & cohomologie
et module de Rao constants, tels que M soit sous-quotient de M, et
(v, p) < (70, p0) OU p (resp. po) désigne la fonction de Rao de M (resp. M)
(conditions N1 et N2). Nous cherchons & construire une famille de courbes
C dont le point générique C¢ est dans H, as et dont le point spécial Cj est
dans H,, a,- Nous avons vu en 3.2 que, si une telle famille existe, on peut
lui associer une triade de Rao (L.) et & cette triade un triplet (C, H,u)
ou C désigne le conoyau de (L.), H son cceur et u 1’élément défini en 1.1
de [HMDP3|. Ces éléments vérifient les conditions nécessaires N1,...,N5
ci-dessus. Réciproquement, les étapes pour construire la famille C sont les
suivantes :

Etape 1. Ecrire M comme sous-quotient de M, (cf. N2) en respectant
la condition N3 et écrire la triade triviale (T'.) associée & ce sous-quotient

TOME 50 (2000), FASCICULE 6



1692 SAMIR AIT AMRANE
(cf. [HMDP3] prop. 5.15) :
T,:(M1®kA&MO®kA@?M_1®kA).

Etape 2. Calculer le cceur H et le conoyau C de la triade (T.). Si H
et C vérifient les conditions N2, N4 et N5 aller a ’étape 3, sinon aller a
I’étape 4.

Etape 3. Déterminer la résolution majeure (L.) de (T.) (cf. [HMDP3]
prop. 1.14) et aller directement & 1’étape 7. Si 4 la fin on ne trouve pas la
bonne famille, on doit revenir a ’étape 5.

Etape 4. Modifier les modules C et H ci-dessus en respectant les
conditions N2, N4 et N5 avec toujours C' de torsion.

Etape 5. Trouver un élément u de Ext% L(C,H) (cf. [HMDP3]
paragraphe 5).

Etape 6. Construire une triade majeure (L.) = (L, SLWY SRR L_,)
dont le triplet (C, H,u) associé est celui construit ci-dessus (cf. [HMDP3]
prop.5.1 et prop.5.3).

Etape 7. Calculer la résolution s : Ly — L, de N = Kerd;.

Etape 8. Calculer la fonction g et le décalage h selon [HMDP2] pour
trouver la résolution de type N de la famille minimale de courbes Cy associée
a la triade (L.). Si h > 0 ou si h < 0 mais qu’il n’y a aucune famille de
courbes dans Hg 4 qui soit dans la classe de biliaison de Cy, il faut retourner
a I’étape 5 et modifier u. Si’on n’y parvient pas, on doit retourner a ’étape
4 et modifier les modules C et H, toujours en respectant les conditions N2,
N4 et N5. Si h < 0 et si on arrive & appliquer —h biliaisons élémentaires
& Co pour trouver une famille de courbes C de degré d et genre g, on a le
résultat suivant :

ProposITIiON 3.7.— La famille C (resp. la triade (L.)) joint deux
modules ayant mémes fonctions de Rao que les modules M et M, respec-
tivement.

Comme, dans Xy, la fonction de Rao détermine le couple (v,p)
(prop. 2.1), 0on a :

COROLLAIRE 3.8.— Si la famille de courbes C ci-dessus est dans Xy,
alors C joint H , et Hy, .

Remarques 3.9. — 1) L’utilisation de la triade triviale est un moyen
d’expliciter les choix triviaux pour C, H et u (cf. [HMDP3] 5.16). En
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général il faudra modifier les éléments C, H ou u pour obtenir une triade
convenable.

2) Le fil conducteur qui nous a servi & sortir de ce labyrinthe est celui
proposé dans le paragraphe 5 de [HMDP3] pour joindre les composantes
du schéma de Hilbert Hy .

3) Pour calculer la présentation s de N a I’étape 7, on utilise le logiciel

Macaulay, ou, directement, les bases de Grobner (voir [Eis] paragraphe 15
ou [AA] Al).

Dans ce qui suit, nous désignerons par I'; le chemin (trivial) formé
des étapes 1,2,3,7 et 8, 'y celui formé des étapes 1,2,5,6,7 et 8 qu’on ne
pourra emprunter que si les modules C et H trouvés a ’étape 2 vérifient les
conditions N2, N4 et N5, et I's celui qui correspond aux étapes 1,2,4,5,6,7
et 8.

Remarques 3.10 (construction de u). — On suppose avoir construit
C et H satisfaisant les conditions nécessaires N1,...,.N5 et on cherche
u € Ext% ,(C,H) donnant naissance a une triade, selon la procédure de
[HMDP3] paragraphe 5. En vertu de [HMDP3] 5.5, on sait qu’un tel élément
définit un élément 6 (u) € Exth(M_;,J) qui correspond & l’extension
0 J My M_, 0.

Pour construire u on considére une résolution libre de C :

é 8 ]
P32P21P10P0 C 0

et il suffit de se donner un homomorphisme @ : Po.——H, de degré 0,
vérifiant 4 62 = 0. Le choix de 4 est guidé par les remarques suivantes :

1) On peut souvent supposer @ surjectif, en vertu du lemme suivant
qui résulte facilement de [HMDP3] 5.5 :

LEMME 3.11. — Avec les notations ci-dessus, on suppose que la fleche
canonique Mo®gk—— M_1®gk (de réduction modulo I'idéal (X,Y, Z,T))
est surjective, c’est-a-dire que tous les générateurs de M_; proviennent de
Mp. Soit u € Ext%,(C,H) tel que 6 (u) = Mo. Alors u provient d’un
homomorphisme 4 : P,—— H surjectif.

2) Dans la plupart des constructions qui suivent, notre objectif est de
trouver une triade L. telle que la famille minimale de courbes qui lui est
associée ait le plus petit décalage possible (car la courbe Cy sera souvent
une courbe minimale).
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Cela impose que le noyau N de L. soit de rang le plus petit possible.
En effet, on sait que le faisceau N associé & N intervient dans la résolution
de type N de C : 0 P N Je 0 et que, par biliaison
ascendante, ce faisceau devient N @ £ avec L dissocié, donc voit son rang
augmenter.

Cela signifie encore (cf. [HMDP3] 5.3) que le rang du module
Ker 4/Im 82 doit, lui aussi, étre le plus petit possible, autrement dit, que
4 doit étre “le plus injectif possible”. C’est cette idée heuristique qui nous
guide dans les constructions des homomorphismes % menées ci-dessous.

3.3. Enoncé du théoréme principal.
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce para-
graphe :

THEOREME 3.12. — Soient d un entier > 4, H, , et H,, ,, deux sous-
schémas a cohomologie constante de Xg4. Alors

1) Si (v, p) < (70, p0), c’est-a-dire si la condition N1 est vérifiée, on a
Hyop0 N Hyp # 2.

2) En particulier, le schéma de Hilbert X, est connexe pour tout
d > 4. Par exemple, pour d > 8 on a, avec les notations de la proposition
2‘3’ H’h,Pl n H’Ympz 76 9, H’Yz,m n H‘Ya,ﬂs 7é et H’Ylvpl N H’Y&Ps 7é .

Le reste de ce paragraphe est consacré a la démonstration du théoreme
3.12. Nous commencerons par construire, pour tout couple (d, g) vérifiant :
g < (d—3)(d—4)/2 avec d > 5, une famille de courbes dont le point spécial
est une courbe extrémale et le point générique une courbe sous-extrémale.
Aussi supposerons-nous en 3.4, contrairement au reste du texte, que le
genre g est quelconque.

3.4. Des extrémales aux sous-extrémales.

Soient d un entier > 5 et g un entier < (d —3)(d —4)/2 et considérons
les deux sous-schémas H., ,, et H, , de Hy4 correspondant aux courbes
extrémales et sous-extrémales respectivement.

ProrosiTION 3.13. — Avec les notations ci-dessus, H., ,, est sous-

adhérent 4 H,, ,, i.e. Hy, ,NH,, ,, # @.

0,P0

Preuve.— D’abord il est clair que la condition N1 est vérifiée. Posons
l=d—2,c=(d-2)(d—-3)/2—g;onal>3etcx>l—1(lecasc=1-1
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est celui de X4). Il suffit de joindre H., pr et H.,, p, avec
My = R(c—1)/(X,Y,Z°,T"") et M = R(c - 1)/(X,Y,T*"'*2, Z°),

et pour cela, nous allons suivre la démarche 3.2, en détaillant la construc-
tion.

a) Construction des modules M; et M_; : Il s’agit d’écrire M
comme sous-quotient de M, en respectant la condition N3. Cherchons
d’abord le module M_1, quotient de My et vérifiant p_;(n) = h2Jc,(n) —
h2Jc(n).

Notons rg,e, ... les invariants de Cy et ), €/,... ceux de C. On a
/ !
re=1—c<ry=l—c<sy=s5=2.

11 en résulte qu’en degrés < r/, =1 — ¢ les modules My et M_; sont égaux
et que M_; comporte une unique relation supplémentaire en degré [ — ¢
donc s’écrit

M_; = R(c-1)/(X,Y,Zz¢, T}, P,...)

avec P de degré [ — 1. Il y a un certain arbitraire pour le choix de P.
Nous choisissons ici le polynéme T'~! (on voit facilement, par exemple,
que le choix de Z!~! n’est pas compatible avec la valeur €/ = [ — 3) et
nous posons M_; = R(c—1)/(X,Y, Z¢,T*~1). On vérifie la condition N3 :
p-1(n) = h2Jc,(n) — h2Jc(n). On a donc

J=(X,Y,Z2°,T""Y(c—-1)/(X,Y,Z°, T ~ R(c - 1)/ (X, Y, Z¢,T°*}),
'isomorphisme étant donné par la multiplication par T'~!; on en déduit
M, = (X,Y,Z¢, T "*2)(c = 1)/(X,Y, Z°,T°"!) ~ R(-2)/(X,Y, Z¢, T' 1),

ol I’isomorphisme est donné par la multiplication par 7¢~+2. D’oti la triade
triviale (T.) associée & ce sous-quotient

c ml—1 aTt! c e+l
RA(=2)/(X,Y,2°, T 1) L5 Ra(c—1)/(X,Y, 2°,TH)
5 Ralc - 1)/(X,Y,2°,T).

La famille minimale de courbes associée a la résolution majeure de
(T.) a un degré supérieur a d et un genre supérieur a g, autrement dit, le
chemin trivial I'; ne méne pas a la bonne famille.
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b) Construction de C et H : Un calcul facile donne, pour la triade
triviale,

C = Ra(c—1)/(a, X,Y, Z°,T"" V) et H = Ra(c—1)/(X,Y, Z¢,aT™1*2, T+,
Ces modules C' et H vérifient les conditions N2, N4 et N5, nous
pouvons donc suivre le chemin I's.

¢) Construction de u : On doit calculer la résolution de C :
52 5 8o
.— P —>P,— P — Ph—C—0.

Ona Py = RA(C-—l), P = RA(C—I)GBRA(6—2)2@RA(—1)@RA(C—Z), P, =
RA(C—2)2EBRA(——I)GBRA(C—l)GBRA(C—3)€BRA(—2)@RA(C—I— 1o
Ra(-2)® Ra(c—1—-1)® Ra(-1) et 6o = (a, XY, ZC,TI_I).

En notation condensée, les matrices §; et 82 sont respectivement de

la forme
U 0 VvV 0
61_(—(1[4 V) et b2 = <a16 V’)

ou U = (X,Y,Z¢,T"1), I, est la matrice identité d’ordre n et ou V,V’
sont les matrices intervenant dans le complexe de Koszul. Plus précisément

on a

Y 2z T-' 0 0 0
vol-x o o zz T 0
1o -x o -y o 71"
0 0 -X 0 -Y -z

0o o T ze

=1 0 0 -Y

C

et V= 0Z T?_l OY )0(

0 -2Z¢ X 0

X Y 0 0

Nous avons vu en 3.10 que, pour se donner u, il suffit de se donner
un homomorphisme 4 : P, — H vérifiant 462 = 0 et nous avons donné
quelques indications sur le choix de @ que nous explicitons dans le cas
présent. Pour simplifier, nous expliquons ce choix dans le cas [ > 3 et
I — ¢ < 1. La base canonique de P» est notée ey,...,e4;€1,..., €.
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1) Vu la forme de H, la condition 48y = 0 s’écrit : aii(e;) = 0 pour
i=1,...,5 t"la(es) + ati(eg) = 0, t'~ta(e;) = 0 pour i = 1,2,4.

2) Pour des raisons de degré on a d(e;) = 0 pour ¢ = 1,2 et 4(¢;) =0
pour j =1,3,5.

3) Comme on peut supposer @ surjectif (cf. 3.10.1) on a di(eq) =1 (&
un scalaire inversible pres).

4) Les conditions sur @(ez) et 4(eq) donnent @(ez) = o< et
de méme pour €4. La remarque 3.10.2 conduit & choisir, par exemple,
N —c—1+2
u(€2) =T .

. N p N N el .
On choisit donc @ donné par di(eq) = 1, 4(ex) =T° 2 et les images

des autres vecteurs de base nulles (on vérifie que tout autre choix pour
@i(e3) et @i(eq) ne change pas le rang de Ker @i/Im 65).

d) Calcul de Ker4 : Considérons le R—module S engendré par
les éléments e;, ez, €1, €3, €5, €3, €4, €2 — T H2e4, €6, que 1'on note &1,...,&
respectivement. On vérifie aisément le lemme suivant :

LEMME 3.14.— OnaKerd =Iméy + S.

e) Construction de la triade : Comme 4 62 = 0, ’homomorphisme
U passe au quotient par Im d2, et on obtient @ : Ker §g — H surjectif avec
Kerw ~ Kerd/Iméz. On cherche une triade majeure (L.) qui admet C
pour conoyau et H pour ceeur. On peut donc prendre L_; = P_;, Lo = F
et dg = 6o d’une part. D’autre part, on doit avoir Kerdy/Imd, = H =
Ker 8y /Ker @, on considere donc une présentation dy : Ly — Lo de Keru C
Lo, ce qui nous conduit & prendre L; = (2 —¢)?,3 —c¢,(I —c+1)%,1,22,1.
On obtient la triade (L.) = (L A Lo 2o L_;) avec

X Y 0 0 0 VAR ~Tet! 0
—-a 0 Y Tt 0 0 0 A 0
0 -a -X 0 TY o Z 0 0
0 O o -X -Y o0 0 aTc*2 _Zc
0 0 0 0 0 —-a -Y X 71

d =

f) Calcul de s : Maintenant que nous avons trouvé la triade majeure
(L.), il ne reste plus qu’a déterminer la fleche s : Ly — L; pour obtenir
des informations sur la famille minimale de courbes associée & (L.) (voir
[AA] A3 pour les calculs). On trouve :
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Y 0 0 0 XZ¢+ aTet!
-X 0 A Tet! 0
a T-' 0 —-Z° 0
0 -Y 0 0 a?Te 142
sas=| 0 X 0 aTe 2 0
0 0 -Y 0 -X?
0 0 a -X 0
0 0 0 Y aX
0 0 0 0 0
et
0 Zch—l Tetl Z2c 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 az® aTt! — XZ° 0 —Z%
ss3=| Z¢ 0 0 0 0
0 _XTl—l 0 aTCH — XZc Tc+l
-7t 0 0 0 0
0 0 XT1 aZ* ZeT 1
-Y —aX X? a?Te~1+2 XZ°¢+ aTe*!

avec Ly = (3—c¢,l —¢c+2,2,3%2,(1+1)%14+2,c+2,c+1+1).

g) Calcul de la fonction ¢ : Rappelons qu'on a l < ¢+ 1. Vu les
chiffres de Ly, nous sommes ramenés a distinguer trois cas pour calculer la
fonction ¢ (cf. [HMDP2] 1.15 et 3.1) :

1) I < c. Dans ce cas, les degrés de L sont strictement dans 1’ordre
donné ci-dessus. On trouve les invariants suivants : az_. = (3_. =
1, oj—c42 = Bi—ct2 = 2, ag = 3 et B2 = 2 ce qui entraine by = 1,
az =3 =4,a;41 = 5 et Bi41 > 4; d’ou la fonction ¢ dont les valeurs non
nulles sont ¢(3 —c¢) =q(l —c+2) =¢q(3) =¢(l+1) =1 et enfin h =0. On
obtient la résolution de C sous forme chiffrée

3—c¢cl—c+2,31l+1—>
[(2-¢)2%3-c,(l-c+1)%1,22 l—1—¢,(2-¢)% 1,1l —c——1—]

—Jc.

On vérifie aisément que la famille minimale associée & (L.) est de
degré d et genre g ((MDP1] prop. I1.5.2.), et la proposition 3.7 entraine que
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la courbe spéciale (resp. la courbe générique) de cette famille est extrémale
(resp. sous-extrémale).

2)l=c=d~—2.Dans ce cas, on al — c+ 2 = 2, d’ol1 la fonction ¢
dont les valeurs non nulles sont : ¢(5—d) = q(2) = ¢(3) = ¢(d—1) =1. On
obtient la résolution de C sous forme chiffrée :

5-d,2,3,d-1—
[(4—d)?5-d,13,22,d—2—3~d,(4—-d)? 1,0 —3-d] — T.

On vérifie aisément que la famille minimale associée & (L.) est de
degré d et genre g = (d — 3)(d —4)/2 — 1.

3) Il =c+1=d-2. Ce dernier cas correspond au schéma de Hilbert
Xg. Cette fois, on a dans les degrés de Ly : 2 <l —c+2etl+1=c+2.
D’ou les invariants suivants : ag_q = Gg—q = 1, s = 2 et f2 = 1 ce qui
entraine by = 1, ag = B3 = 4,a4_1 = 5 et B4_1 > 4; d’ou la fonction ¢
dont les valeurs non nulles sont ¢(6 —d) =1, ¢(3) =2 et g(d—1) =1. On
obtient la résolution de C sous forme chiffrée :

6-d,3%,d—1— [5—-d*6-d,1,2%,d—2,2 — 4—d,5—d* 12 — 4—d]
— Jec.

On vérifie aisément que la famille minimale associée & (L.) est de
degré d et genre (d — 3)(d — 4)/2. C.Q.F.D.

3.5. Retour a Xj.

Avec les notations du paragraphe 2, posons Y; = H,, ,, et H; = Y..
Nous avons montré en 3.4 que Y7 est sous-adhérent a Y. Cette fois,
nous commengons par montrer que Y est également sous-adhérent & Y3,
ce qui entraine en particulier la connexité de X, pour d # 6,7. Nous
montrons ensuite que Y; est sous-adhérent & Y3, ce qui achevera la preuve
du point 1) du théoréme 3.12 dans le cas d # 6,7. Nous terminons enfin
la démonstration de ce théoréme en traitant les cas particuliers d = 7 et
d = 6.

3.5.1. Des sous-extrémales aux k(—1).
ProposITION 3.15. — Avec les notations ci-dessus on a Yo N Hs # @.

Preuve. — Cette fois, il suffit de construire une famille de courbes
joignant les sous-schémas H.,, v et H., p, de Xg4, avec M = k(—1) et
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My = R(-1)/(X,Y,Z,T%3), pour d > 5 (pour d = 4 les deux schémas
coincident). Nous allons suivre la procédure 3.2.

Comme il s’agit de construire une famille & spécialité constante car
les courbes spéciale et générique de cette famille ont méme spécialité, on
doit avoir M_; = 0 pour satisfaire la condition N3, on écrit donc M comme
quotient de M (cf. [HMDP3] 4.6) avec :

My = (X,Y,2,T)(-1)/(X,Y,2,T%%) ~ R(-2)/(X,Y, Z,T*™).

La triade triviale associée & ce quotient est donc modulaire définie
par le module M4 = Ra(-1)/(X,Y, Z,aT,T%3) :

Ra(-2)/(X,Y, Z,T%*) %% Ra(-1)/(X,Y, Z,T*3) — 0,

et cette fois, nous pouvons suivre le chemin I';. La résolution majeure
de la triade ci-dessus est la triade suivante (cf. [HMDP3] prop. 1.14) :

(24,d — 2 251 2, 0) avec d; = (aT, X,Y, Z,T%3).

On utilise les bases de Grébner pour calculer la fleche s : Ly — Ly
(voir [AA] A.2 pour les calculs). On obtient Ly = (3%,d—2,32,d-1,3,d—12)
et

X Y Z T+t 0 0 0 0 0 0
—aT 0 0 0 Y Z T3 0 0 0
0 —aT'" O 0 -X 0 0 Z T3 0
0 0 —aT 0 0 -X 0 -Y 0 T
0 0 0 —-a 0 0 -X 0 -Y -Z

3

On trouve alors les invariants suivants : ag = 83 = 3, ag—1 = B4-1 =
4, by = 2; d’ou la fonction ¢ dont les valeurs non nulles sont ¢(3) = 2 et
g(d—1) = 1 et enfin h = 0. D’ou la résolution de la courbe minimale C
associée & (L) sous forme chiffrée

32d-1—24d-2—1] — L.

La courbe C est a spécialité constante, a pour degré d et genre
(d —3)(d —4)/2 et joint H, ,, et H,, ,, en vertu du corollaire 3.8, et
on en conclut que Y3 N H3 est non vide.

3.5.2. Connexité du schéma de Hilbert X .

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le point 2) du
théoréme 3.12 :
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COROLLAIRE 3.16. — Le schéma de Hilbert X4 des courbes de degré
d et genre (d — 3)(d — 4)/2 est connexe pour tout d > 4.

Preuve.— En effet, pour d # 6 ou 7, H,, H et H3 constituent un
recouvrement de Xy, et on en conclut par 3.13 et 3.15.

Pour d = 6, les composantes irréductibles de Xg sont H;, Hs et Hs.
Comme on a montré que Hy contient Hjz, la connexité de Xg en résulte
encore par 3.13 et 3.15.

Il reste & montrer la connexité de X; dont les composantes irréduc-
tibles sont Hy, Ha, Hs et Hy. Nous verrons (cf. 3.5.4.1) ci-dessous) que
H,; N Hy est non vide et cela entraine la connexité de X7 toujours par 3.13
et 3.15.

3.5.3. Des extrémales aux k(—1).

Ce cas est un peu plus compliqué que les précédents. Nous allons de-
voir modifier le module H bien qu’il vérifie les conditions N2 et N4. En
effet, une nouvelle condition nécessaire, qui tient & la structure infinitési-
male de la famille cherchée, est donnée par le lemme suivant (cf. [AA] 4.21
pour la preuve) :

LeEmME 3.17. — Soient C une famille de courbes dont le point spécial
Cy est une courbe extrémale, H le cceur d’une triade de Rao associée, H, le
sous-module de torsion de H, p : H, — H, ® 4 k la projection canonique
et ¢ : Tory(H, k) — H, ®4 k sa restriction & Tor) (H, k). Alors Im ¢ est
un R-module monogéne.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant :
ProposiTiON 3.18.— On a Y, N Hs # @.

Preuve. — Posons My = R(d—4)/(X,Y,Z%3,T%4-%), M=k(-1)=
R(-1)/(X,Y,Z,T) et essayons de joindre H., pr et H,, a, en suivant la
démarche 3.2.

Un calcul facile donne
C = Ry(d—4)/(a,X,Y, 2473, 1473)
et

H = Rs(-1)/(X,Y,aZ,aT, Z%3,T92).
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Ces modules C et H vérifient les conditions N2, N4 et N5, mais en
fait, la famille que nous recherchons ne peut admettre le module H ci-
dessus pour cceur car on a aH, = 0, et cela équivaut & H, = Torl(H, k)
ce qui entraine, avec les notations de 3.17, que ¢ est surjective. Mais
cela n’est pas possible car on aurait Im¢ = M; alors que M; n’est
pas monogéne tandis que Im ¢ P'est (lemme 3.17). On doit donc modifier
ce H de sorte que H, ne soit pas annulé par a. Le H le plus simple
vérifiant cette condition et les conditions N2 et N4 est le suivant : H =
Ra(-1)/(X,Y,a%Z,aT, 2473, T%2).

Nous pouvons maintenant suivre le chemin I';. La résolution de C est
toujours donnée par le complexe de Koszul comme en 3.4.c. On a donc :
Po=4—-d; PL=4—-4d,(5-d)%1% P, = (5—d)%1%,6 —d,2*,d -2 et
8o = (a,X,Y, 2973, T4-3),

Un calcul analogue & celui de 3.4.e conduit & la triade majeure
(Ly 25 Ly % L) avec L_; = Py, Lo = P, Ly = ((5 — d)2,6 —
d, 1,24,d— 2), do = bp et

X Y 0 2Z43 0 0 0 —Td-2 _qzTd4-3
—a 0 Y 0 T43 0 0 Z4-3 0
d=]10 —-a =X 0 0 T9¢3 0 0 Z4-3
0 0 0 -a 0 0 T3 X -Y
0 0 O 0 -X =Y -—-2Z93 T a’Z

Le calcul de la matrice s et de la fonction ¢q (cf. [AA]) donne la
résolution de C suivante :

6—d,3%,d—1 — [(5—d)?,6-d,1,2*,d—2 — 4—d, (5—d)?, 1> — 4—d]
— Jec.
Il s’ensuit que C est de degré d et genre g = (d — 3)(d — 4)/2 et joint
Y; et Y3 par 3.8.
Pour achever la démonstration du point 1) du théoréme 3.12, il nous
reste & traiter les cas particuliers correspondant & d =7 et d = 6.

3.5.4. Le cas du schéma H7 .

Remarquons que le couple (Y3, Yy) ne vérifie pas la condition de semi-
continuité N1, donc il n’y a pas de famille qui joint ces deux composants.
Les seules relations d’incidence qui restent sont donc Y, avec Y et Y; avec
Yy (cf. 1) et 2) ci-dessous).
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1) Des sous-extrémales aux ACM.

I1 s’agit cette fois de joindre les sous-schémas H,, rr et H,, p, du
schéma X; = Hq ¢ avec My = R(-1)/(X,Y,Z,T*) et M = 0. Un calcul
facile donne pour la triade triviale

C = Ra(-1)/(a,X,Y,Z,T?) et H = Rs(-3)/(a, X,Y, Z,T?).

Par un calcul analogue & celui de 3.4.e, on obtient la triade ma-
jeure (Ly % Ly 2 L_y) avec L.y = Py, Ly = P, L, =

(23,3, 4, 3, 42,3), d() = 6() et

X Y Z 0 0 0 0 0 -T°

-a 0 0 Y T? 0 0 0 VA
0 -« 0 -X O Z T? 0 0
0 0 —-a O 0 -Y 0 T? -X
0 0 O 0 -X 0 -Y —-Z a

dy =

Grace & Macaulay (cf. [BS]), on calcule la matrice s et on trouve la
fonction ¢ dont les valeurs non nulles sont ¢(3) = ¢(4) = 1, ¢(5) = 2, et
enfin h = —1 [HMDP?2)]. La famille C est donc de degré 5 et genre 2 ([MDP1]
prop. 11.5.2.). En appliquant une biliaison (2,1) & C on trouve une famille
C’ de degré 7 et genre 6 dont la courbe générique est dans Hy et dont la
courbe spéciale est dans Hy (corollaire 3.8).

2) Des extrémales aux ACM.

Il s’agit de joindre les sous-schémas H,, ar et Hy, a, de H7 ¢ avec :
M =0et My = R(3)/(X,Y, Z*,T°). Un calcul facile donne pour la triade
triviale

C = Ra(3)/(a,X,Y, 2%, T5, Z*T*)
et
H = (X,Y,2% T)(-1)/(X,Y,aZ? aT, Z*,T°).
Ces modules C et H ne vérifient pas les conditions N4 et N5, nous
devons donc suivre le chemin I's.

La condition N4 donne ¢y(2) < 2, qu(7) < 1 et gg(n) = 0
sinon. On en déduit que dans Tor{(H,k), 2> doit étre engendré par t,
ce qui n’est pas vérifié par le module H ci-dessus. Voici un module H
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qui comble cette lacune et qui vérifie les conditions N2 et N4 : H =
(X,Y?2,22,T)(-1)/(X,Y?,aT,aZ% - YT, Y Z2,YT?, Z*,T5).

La condition N5 donne go(—3) = 1 et go(n) = 0 sinon, ce qui entraine
que (C ®4 k)* doit étre monogene ce qui n’est pas vérifié par le module
C ci-dessus et on doit donc le modifier. Voici un module C défini par sa
résolution et vérifiant les conditions N2 et N5 :

C2 92 11,9530 44 %, 3 9212 933%, 31 _,0c 0,

ou les matrices §; et 63 se calculent avec le logiciel Macaulay & partir de
6() H

6_(a XY 00 0 2* T Z2T3>
°”\0 0 0 X T 22 0 -a -Y

Désignons par e1,...,ej7 la base canonique de P,. Considérons alors
’homomorphisme 4 : P, — H défini par 4(eg) = d(e14) = t, G(e15) = 22
et i(e;) = 0 sinon qui vérifie 46, = 0. On montre alors, en utilisant les
bases de Grébner, que 'on a

Kerd = Im 62 + (e;,1 # 9,14,15;e14 — €g).

On obtient ainsi la triade majeure (L; A, Ly do, L_,) avec L_; =
(=3,1), Lo = (-3,-22,12,2%3), L; = (—22,-1,1,2%,33%,4%), dy = 6o et
0 0 Y X 0

0o 0 z* o z?r3 1% 0

0 0 0
0 -Y 0 —a 0 0 T* z* o0 Z°1%® o 0 0 0 0
0 X -a 0 0 0 O O 0 O 0 -—-T* —z* z?1* o
-T 0 0 06 22 0 —a 0 0 -Y O 0 0 0 0
di=}] X o o 0 0o 22 o 0 0 0 Y 0 —-a%? o 0
0 0 0 0 - X-T 0 0 O O —a O 0 —-aY Y
0 0 0 06 0 0 0 -X —-a O 0 0 Y o -713
0 0 0 0 0 06 —-X 0 0 0 -22 Y —aT -YZ?> 0
\0 0 0 0 0 0 0 0 0 -X T -a O o 2z /

Gréce & Macaulay, on calcule la matrice s et on trouve les invariants
suivants : a_; = 1 = 1, ag = 2 et G5 = 1 ce qui entraine by = 1;
az3=4, f3=3;, a4 =6, B4 >5; as > 8 et B5 > 7, d’ou la fonction q dont
les valeurs non nulles sont ¢(—1) = 1 et ¢(3) = ¢(4) = ¢(5) = 2, et enfin
h = 0. La famille minimale C associée a la triade (L.) est donc de degré 7
et genre 6 et joint H; et Hy en vertu du corollaire 3.8.
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3.5.5. Le cas du schéma Hg 3.

Nous avons déja vu que 'on a H3U Hy C Hj (cf. 2.3.3)), et il est clair
que le couple (Y3, Yy) ne vérifie pas la condition de semi continuité N1. Les
seules incidences qui restent a montrer sont donc Y5 avec Yy et Y; avec Y,
(cf. 1) et 2) ci-dessous).

1) Des sous-extrémales aux k(—2).

En appliquant une biliaison (2,1) & une famille de courbes qui joint
les deux composantes de Hy g, on obtient une famille (6,3) dont la courbe

spéciale est sous-extrémale et dont la courbe générique a pour module de
Rao k(-2).

2) Des extrémales aux k(—2).

Il s’agit de joindre les sous-schémas H.,, rr et H,, ar, de Heg 3 avec :
M = k(-2) et My = R(2)/(X,Y,Z3,T7). Un calcul facile donne

C = Ra(2)/(a, X,Y, Z3,T*, ZT?)
et
H = (X,Y,Z,T)(-1)/(X,Y,aZ? aT, Z3,T*).
Ces modules C et H ne vérifient pas les conditions N4 et N5, nous
devons donc suivre le chemin I's.

La condition N4 donne ¢g(2) < 1, gu(4) < 3 et qu(n) = 0
sinon. On en déduit que dans Torf(H ,k), 2% doit étre engendré par t,
ce qui n'est pas vérifié par le module H ci-dessus. Voici un module H
qui comble cette lacune et qui vérifie les conditions N2 et N4 : H =
(X,Y2,Z,T)(-1)/(X,Y?aT,aZ? - YT, Y Z,YT?, Z3,T*).

La condition N5 donne g¢(—2) = 1 et go(n) = 0 sinon, ce qui entraine
que (C ®4 k)* doit étre monogene ce qui n’est pas vérifié par le module
C ci-dessus et on doit donc le modifier. Voici un module C défini par sa
résolution et vérifiant les conditions N2 et N5 :

L 1201,26,38 8 9 121204 %, 21— C —0,
ol les matrices §; et &3 se calculent avec le logiciel Macaulay & partir de

60:

5_aXYOOOZ3T3ZZT2
°“\0 0 0 X Z T 0 -a -Y
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Désignons par e;,...,e1s la base canonique de P et considérons I’homo-
morphisme 4 : P — H défini par i(eg) = d(es) = t, d(eis) = z,
@(e1g) = 2% et 4(e;) = 0 sinon. On vérifie que @6, = 0 et on montre que
I'on a

Kerd =Imés + (e;,1 # 9,15,16,18; €16 — €9).

On obtient ainsi la triade majeure (L A, Lo o, L_,) avec
L, =(-21), Ly = (—2,—-12,12,24), L = (—12,0,1,24,37), do = 6o
et

0 0 0 0o Y X o0 o0 2z o 0 o0 zZ1* T* o0
0 0 0 -Y 0 —a T® 23 0 22712 0 O 0 0 0
0 0 X —a 0 0 0 0 O o o0 -1% -z3 zZT3
-T 0 -Z 0 0 0 —a 0 O —-Y 0 O O 0 0
d, = 0O -T X 0 0 0 0 0 O O Y aZ 0 0 -—aY
X Z 0 0 0 0 O O 0 O 0 -Y 0 -a%2 o
0 0 0 0 0 0 0 —X —-a 0 -T2 0 0 Y 0
0 0 0 0 0 0 -X 0 0 O 0 22 Y —aT -YZ
0 0 0 0 0 0 0 0 O —-X Z —-T —-a O 0

Grace a Macaulay, on calcule la matrice s et on trouve les invariants
suivants : ag = PBo = 1, az = 2 et B2 = 1 ce qui entraine by = 1;
as =5, B3 = 4; a4 > 8 et B4 > 7, dou la fonction g dont les valeurs
non nulles sont ¢(0) = 1, ¢(2) = 0 et ¢(3) = ¢(4) = 3, et enfin h = 0. La
famille minimale C associée & la triade (L.) est donc de degré 6 et genre 3
et joint Y; et Y4 en vertu du corollaire 3.8.
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