
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

SAMIR AIT AMRANE
Sur le schéma de Hilbert des courbes gauches de
degré d et genre g = (d − 3)(d − 4)/2

Annales de l’institut Fourier, tome 50, no 6 (2000), p. 1671-1707
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_2000__50_6_1671_0>

© Annales de l’institut Fourier, 2000, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_2000__50_6_1671_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
50, 6 (2000), 1671-1708

SUR LE SCHEMA DE HILBERT
DES COURBES GAUCHES DE DEGRÉ d

ET GENRE g = (d - 3)(d - 4)/2

par Samir AIT AMRANE

Introduction.

Le but de cet article est d'étudier le schéma de Hilbert Xd = Hd,g
des courbes (localement de Cohen-Macaulay et équidimensionnelles, mais
pas nécessairement lisses ni même réduites) de P| (espace projectif de
dimension 3 sur un corps k algébriquement clos), de degré d et genre
g == (d — 3)(d — 4)/2, suivant les méthodes inaugurées et développées par
Martin-Deschamps-Perrin [MDP].

Le problème de la classification des courbes gauches, formulé à la
manière d'Halphen est le suivant (cf. [Haï]) :

«Enumérer, définir et distinguer entre elles les diverses familles de
courbes d'un même degré, de telle sorte qu'aucune famille ne puisse jamais
être cas particulier d'une autre, plus générale.»

Pour aborder cette classification, Mireille Martin-Deschamps et Da-
niel Perrin ont proposé dans plusieurs articles [MDP] une philosophie qui
repose sur l'utilisation du module de Rao Me = © nez H1 Jc{n), qui est
un module gradué de longueur finie sur R = k[X, Y, Z, T].

Mots-clés : Géométrie algébrique — Courbes gauches — Schéma de Hilbert — Paramétri-
sation - Module de Rao - Triade.
Classification math. : 14H50 - 14C05.
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La philosophie de [MDP] consiste à stratifier le schéma de Hilbert
Hd,g par les sous-schémas H^^p à cohomologie constante, sur lesquels on
dispose d'un morphisme lisse <Ï> : H^^p —> Ep qui à une courbe C associe
son module de Rao Me, où Ep désigne le "schéma" des structures de R-
modules de fonction de Rao p. L'étude de Hd,g est alors décomposée en trois
étapes : l'étape du bas qui consiste à trouver tous les modules de Rao des
courbes de Hd,g, l'étape intermédiaire qui consiste à passer de ces modules
aux sous-schémas à cohomologie constante H^^p de Hd,g via le morphisme
<I>, et enfin l'étape du haut qui consiste à recoller les H^^p pour obtenir des
renseignements sur Hd,g.

Le programme de Halphen peut alors être reformulé, à l'aide des
principes de [MDP], sous la forme suivante :

1) Enumérer les divers composants Y de H.d,g (c'est-à-dire les com-
posantes irréductibles des ^,p, cf. 0.1) et préciser s'ils sont réduits, voire
lisses et calculer leurs dimensions. En déduire les composantes irréductibles
de Hd,g.

2) Décrire la courbe générique de chaque composant de Hd,g.

3) Préciser pour chaque couple de composants Vo, Y de Hd,g si YQ est
adhérent ou sous-adhérent à Y (i.e. si YoD Y ^ 0), ou encore, s'il existe une
famille de courbes sur un anneau de valuation discrète, dont le point spécial
est dans YQ et dont le point générique est dans Y (problème d'incidence).

4) Etudier l'incidence des diverses composantes irréductibles de Hd,g
et sa connexité.

En général, on ne sait absolument pas traiter le programme Halphen-
[MDP] ci-dessus pour un schéma de Hilbert Hd,g donné. Par exemple,
A. Hirschowitz et E. Mezzetti (cf. [EHM]) ont montré que le schéma de
Hilbert contient souvent une profusion de composantes irréductibles. Les
seuls résultats tangibles connus à ce jour sur Hd,g tout entier le sont soit
en tout petit degré : d < 3 (cf. [Mi] et [NI]), soit en genre très grand par
rapport à d : g > (d-3)^-4) (cf. [MDP3], [MDP4] et [E]).

Le genre g = (d - 3)(d - 4)/2, qui constitue l'objet de cet article,
est donc le plus grand pour lequel l'étude du schéma de Hilbert Hd,g est
non triviale et intéressante. Dans ce travail, nous traitons entièrement le
programme Halphen-[MDP] ci-dessus pour le schéma de Hilbert Xd.

Quelques précisions sur le contenu des trois paragraphes :

Au paragraphe 1, nous montrons que le module de Rao Me de toute
courbe C de Xd est un module de Koszul (c'est-à-dire le quotient de R par
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une suite régulière) et nous donnons pour chaque d ^ 4 tous les modules
de Rao obtenus avec les courbes de X^. On obtient ainsi :

THÉORÈME 1. — Le module de Rao d'une courbe de Xd pour d ^ 8
ou d = 4, 5, est du type de l'un des modules suivants :

- Le module extrémal Mi = R(d - 4)/(X, Y, F, G) où F et G sont des
polynômes homogènes de degrés d - 3 et 2d - 5 respectivement.

- Le module M^ = R(-1)/(X, Y, Z, ï^-3).
- Le module Ms = A;(—l).

Pour d == 6 on obtient en outre le module k(—2) et le module nul.

Pour d =7 on obtient en plus le module nul.

Au paragraphe 2, nous montrons comment passer de ces modules aux
sous-schémas à cohomologie constante H^^p et aux composantes irréducti-
bles de Xd- Précisément, nous montrons le résultat suivant :

THÉORÈME 2.— Pour d ^ 8, Je schéma de Hilbert Xd a trois
composantes irréductibles H^, H^ et H^ qui correspondent aux types de
modules Mi, M^ et M^ du théorème précédent. Pour 4 ^ d ^ 7 on a les
résultats suivants :

- Le schéma Xj a une quatrième composante H^ formée de courbes
ACM.

- Les composantes irréductibles de Xç sont Jfi, H^ et la composante
H^ des courbes ACM.

- Les composantes irréductibles de X^ sont H^ et H^.
- Les composantes irréductibles de X^ sont H\ et H^ = H^.

La dimension de Xd est égale à Sup^ t^^ = (d - l)(d + 6)/2 = t^^
pour d ^ 5 (t^^p, désigne la dimension de Hi), et égale à 16 pour d = 4.

Pour terminer, nous décrivons la courbe générique de chaque com-
posant de Xd pour tout d ^ 4, et nous précisons lesquelles sont lisses et
connexes. Avec les notations ci-dessus, c'est l'objet des deux propositions
suivantes (cf. 2.4) :

PROPOSITION 3. — Soie d un entier ^ 4.

1) Pour d ^ 5, la courbe générique C de H^ est la réunion schématique
transversale d'une courbe plane et d'une structure multiple sur une droite.
Si d = 4, C est la réunion disjointe d'une droite et d'une cubique plane (cf.
[MDP4] prop. 0.6).
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1674 SAMIR AIT AMRANE

2) Pour d ^ 5, la courbe générique de H^ est de la forme C = C\ U C^
où C\ désigne une conique lisse et 62 une courbe plane et lisse de degré
d — 2 coupant transversalement C\ en un point.

3) Pour d ^ 6, la courbe générique de H^ est de la forme C ==
D\ U D^ U F où F désigne une courbe plane et lisse de degré d — 2 et
où DI et D'z sont deux droites disjointes qui coupent transversalement F
chacune en un unique point.

PROPOSITION 4.— Soit d un entier ^ 4. Alors Xd contient des
courbes C lisses et connexes si et seulement si on est dans F un des cas
suivants :

1) d = 4 et Me = k{—l), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(3,1) sur une quadrique lisse.

2) d=5 et Me =k(-l).

3) d = 6 et Me = 0.

4) d = 6 et Me = k(—2), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(2,4) sur une quadrique lisse.

5) d = 7 et Me = 0.

Au paragraphe 3, nous étudions les spécialisations entre les différents
composants du schéma Xd en utilisant la notion de triade de [HMDP].

Si YQ C H^^pQ et Y C H^^p sont deux composants de Hd,g, une
condition nécessaire pour que YQ soit sous-adhérent à Y est la condition
de semi-continuité : (7,?) ^ (7o?Po) (i-e. si C e Y et Co € YQ, on a
^Jc^n) ^ /iVco(^) Pour tous i ̂  0, n e Z).

Dans le cas de Xd, il n'y a pas d'autre condition :

THÉORÈME 5. — Si YQ et Y sont des composants de Hd,g vérifiant la
condition de semi-continuité, YQ est sous-adhérent à Y.

Un corollaire de ce théorème est le suivant :

THÉORÈME 6. — Le schéma Xd est connexe pour tout d ^ 4.

La construction des familles de courbes du théorème 5 à l'aide des
triades est parfois longue et complexe. Nous avons essayé de dégager des
conditions nécessaires sur les triades pour qu'elles fournissent des familles
joignant deux composants donnés (cf. 3.1). De plus, nous proposons en 3.2
une démarche permettant de réaliser pratiquement les constructions. Les
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calculs nécessaires ont été réalisés, soit à l'aide du logiciel Macaulay, soit
directement à l'aide des bases de Grôbner.

Remerciements. — Tous mes remerciements à D. Perrin pour son
aide et ses remarques durant la rédaction de cet article.

0. Rappels et notations.

On désigne par k un corps algébriquement clos et on note R l'anneau
des polynômes k[X,Y,Z,T}. Si M = (DnezXi est un ^-module gradué
de longueur finie, sa fonction de Rao RM : Z —> N définie par RM (ri) =
dimjeMn est à support fini et on pose

ra{M) = Inf {n ç Z | Mn ^ 0} et ro(M) = Sup {n (E Z | Mn + 0}

si M est non nul. Rappelons, cf. [MDP1], que le module dual de M est
le Â;-espace vectoriel M* = ©nezHomfc(M_^,ÂO, muni de la structure
de ^-module définie par a.f(x) = f(ax) et de la graduation définie par
(M*), = (M-,)*.

On appelle courbe un sous-schéma de P^ de pure dimension 1,
sans composante ponctuelle (immergée ou non), c'est-à-dire localement
de Cohen-Macaulay. On désigne par H^g l'ouvert du schéma de Hilbert
général H'p^1'9 formé des courbes localement Cohen-Macaulay et de pure
dimension 1, et par Xd le schéma de Hilbert H^g pour g = (d-3)^-4) ^

Si C est une courbe de Pj|, on note Oc son faisceau structural, Je
le faisceau d'idéaux de Ops qui la définit et Me = (Bnez^1^^) son
module de Rao qui est un ^-module gradué de longueur finie. Si Me = 0,
on dit que C est ACM (arithmétiquement de Cohen-Macaulay).

La fonction de Rao d'une courbe C est définie par pc(n) = h^Jc^n)
et on pose ra(C) = ra(Mc) et To(C) = ro(Mc) si C n'est pas ACM. On
pose aussi

so(C) = I n f { n e N | h°Jc{n) ̂  0} et e(C) = Sup{n e Z | h^Oc^n) ̂  0}.

Outre ces invariants, on associe à la courbe C son caractère de
postulation 70 lié à sa postulation (h°Jc(n))^^ (cf. [MDP1] 1.2.3). Si
C est une courbe de Hd,g, se donner la cohomologie de C7, i.e. la collection
{h^cÇ'n)} pour i ^ 0 et n e Z, revient à se donner le couple (70, Pc).
On obtient ainsi une stratification du schéma de Hilbert H^g par ses sous-
schémas (localement fermés) à cohomologie constante H ^ ^ p . En général, ces
schémas ne sont pas irréductibles. On pose alors la définition suivante :
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DÉFINITION 0.1. — Où appelle composant de H^g toute composante
irréductible d'un sous-schéma à cohomologie constante H^^p de Hd p.

Rappelons enfin la définition suivante ([MDP4] 0.1) :

DÉFINITION 0.2. — S'oit C une courbe non ACM de degré d et genre
g de P^. On dit que C est extrémale si elle atteint les bornes de [MDP3],
i.e. si on a :

^,+1-(^"_3), ^^-,,

et, pour tout n tel que 0 ̂  n ̂  d — 2 :

/ . (d-2)(d-3)Pc(n) = -———^———/- - g.

La proposition suivante caractérise les courbes extrémales (cf. [MDP4]
prop.0.5, th. 1.1 et [E] th. 2.8) :

PROPOSITION 0.3. — 1) La courbe C est extrémale si et seulement
si C est une courbe minimale associée à un module de Koszul de la
forme R/(X.Y.F, G) où F et G sont des polynômes homogènes tels que
(X. Y, F. G) soit une suite régulière.

2) Pour d ^ 5, la courbe C est extrémale si et seulement si son
caractère numérique ^(C) est égal à (d - 1,2) que Fon note 6^ (cf. [E]
th. 2.8).

On renvoie à [N2] 1.8 pour la définition des courbes sous-extrémales.

1. Modules de Rao des courbes de X^.

Nous allons étudier dans ce paragraphe les modules de Rao des
courbes de Xd.

1.1. Le cas des courbes ACM.

La proposition suivante va découler des résultats de [E] :

PROPOSITION 1.1.— Dans le domaine

d > 7, (d - 4)(d - 5)/2 + 3 < g < (d - 3)(d - 4)/2 + 1,

il n'y a pas de courbes ACM dans H^g.
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Preuve. — Supposons au contraire qu'il existe des courbes ACM C
dans Hd,g' D'une part on a g = g(\(C)) ([E] rem. 1.1) où \(C) désigne le
caractère d'une section plane générale F = H D C qui ne dépend que de
C. D'autre part, on a \(C) -^ 6^2 puisque C n'est pas extrémale (cf. prop.
0.3). Par ailleurs, on ne peut avoir \(Ç) == ̂ 2 avec ̂ 2 = (d — 2,3) ([E]
lemme 1.8), sinon on aurait

g = 9{X(C)) = <7fc) =(d- 3)(d - 4)/2 + 1,

ce qui est absurde. D'où l'inégalité suivante ([E] lemme 1.9) :

9 = 9(X{C)) ^ 9(^2) =(d- 4)(d - 5)/2 + 3,

où r)d 2 désigne le caractère (d — 3,4). Or, cette dernière inégalité ne peut
avoir lieu compte tenu de l'hypothèse. Par conséquent, Hd,g ne contient pas
de courbes ACM dans le domaine considéré.

COROLLAIRE 1.2.— Soie d un entier ^ 4. Pour qu'il existe des
courbes ACM dans X^ il faut et il suffît que d soit égal à 6 ou à 7.

Preuve. — Pour d > 7, cela résulte de la proposition précédente. Si
d == 4 ou d = 5, il n'y a pas de courbes ACM dans Xd non plus. En effet,
dans les deux cas, si C désigne une courbe de Xd-, on a /^^'(l) > 1 par le
théorème de Riemann-Roch.

Si d = 6 ou d = 7, Xd contient des courbes ACM qui sont dans la
classe de biliaison d'une cubique gauche de X^.

1.2. Modules de Rao des courbes non ACM de Xd-

Rappelons la définition suivante (cf. [MDP5]) :

DÉFINITION 1.3.— Soie M = Qnç'L^n un R-module gradué de
longueur finie non nul. Le module M est dit connexe si le support de RM
est un intervalle de Z. On dira que M est fendu s^il se décompose en tant
que R-module sous la forme M = Mi Q M^ avec Mi, M^ non nuls et
r , (Mi)<r,(M2).

Exemple 1.4. — Un module de Koszul M = -R/(/i, /2? /3? A)? ou P^8

généralement un module monogène, n'est jamais fendu. Le module de Rao
d'une courbe extrémale est un module de Koszul donc non fendu ([MDP4]
Th. 1.1).
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PROPOSITION 1.5.— Soit d un entier ^ 4. Le module de Rao d'une
courbe de Xd non ACM n'est jamais fendu. Précisément, si C n'est pas
extrémale, pc est la fonction caractéristique d'un intervalle |mo,no[ de Z
avec 0 < mo < no-

Preuve. — Pour d = 4 le résultat est bien connu (cf. [MDP3]).

Soit maintenant d un entier ^ 5. Si C est une courbe extrémale il n'y
a rien à démontrer (cf. exemple 1.4). On peut donc considérer une courbe
C de Xd qui n'est ni extrémale ni ACM. Soit H un hyperplan général de
Pj|. La multiplication par une équation de H définit un homomorphisme
f^H : JcÇ71 ~ 1) —^ JcÇ^) pour tout n € Z, qui donne par passage à la
cohomologie une flèche Un : H^Jcin — 1) —> ïî^Jc(n).

Soient Pn = KerUn et Qn = Cokerz^, de sorte qu'on a une suite
exacte :

(1) 0 —— Pn —— H^cÇn - 1) ^4 H^JcW —— Qn —— 0.

Posons pn = dirn/e Pn et qn = dirn^ Qn- On a le lemme suivant qui
résulte de la suite (1) et de [E] lemmes 1.8 et 2.1, th. 2.8 et rem. 2.1.1 :

LEMME 1.6. — Si C n'est ni ACM ni extrémale on a :

1) Pn - qn = ̂ Jc(n - 1) - h^Jc(n).

2) E Pn = E On = 1.
neZ nçZ

Considérons l'unique entier no (resp. mo) vérifiant pno = 1 et pn =• 0
pour n -^ no (resp. qmo = 1 et qn = 0 pour n ̂  mo). J'affirme que mo < no
et que pc = X|[mo,nol (x désigne la fonction caractéristique).

En effet, on ne peut avoir mo = no, sinon on aurait h^Jc^ ~ 1) =
^l»^c'(n) pour tout n G Z par 1.6.1, ce qui entraîne par récurrence sur n
que pc'(71) = h1Jc(^} est nul pour tout n € Z. Ceci est impossible vu que
C est supposée non ACM.

On ne peut non plus avoir mo > no ; en effet, si c'était le cas, on
devrait avoir pn = Qn = 0 pour tout n > mo, donc /i1,^'^ ~ 1) = ^1^7c(n)
pour tout n > mo par 1.6.1. Mais pc est à support fini et on en déduit
que h^JcW est nul pour tout n ^ mo. En particulier, pour n = mo, 1.6.1
donne — 1 = /^.^(mo — 1), ce qui est absurde. On en conclut tout d'abord
que l'on a 777,0 < ^o-
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Montrons maintenant que pc est égale à XŒmo,noŒ- Si n > no, 1-6.1
montre alors que l'on a ^Jc^n— 1) = ̂ JcW puisque l'on apyi = qn = 0
pour tout n > no? d'où h^Jc^n) = 0 pour tout n ^ no car pc est à support
fini. Le même raisonnement montre que h^Jc^) = 0 pour n < mo et
^^(^o) = 1.

Soit maintenant n un entier vérifiant mo +1 ̂  n ^ no — 1 et montrons
que h^Jc{u} = 1. On a pn = q-n = 0, ce qui entraîne 1^Jc(^ — 1) =
h^JcW '-> une petite récurrence montre alors que h^JcW = ̂ J'cÇrno) = 1
pour tout n = m o + l , . . . , n o — l . Ceci montre enfin que l'on a pc = Xlmo,nol
et que, bien entendu, le module Me est connexe.

Enfin, le module Me ne peut pas être fendu, sinon il existerait un
entier n, mo < n < no tel que la flèche Un '- H1\Tc(^ ~ 1) —> H1Jc(^)
soit nulle. Mais on vient de voir qu'on a h1\7c(n ~ 1) = ̂ Jc^) = l? ceci
entraîne pyi = Çyi == 1, contradiction.

COROLLAIRE 1.7. — Soit d un entier ^ 4. Le module de Rao de toute
courbe de Xd non A CM est de Koszul.

Preuve. — Si C est extrémale c'est clair. Si C n'est pas extrémale,
cela résulte de la proposition ci-dessus et du lemme suivant :

LEMME 1.8.— Soit M un R-module gradué de longueur finie non
nul, non fendu et dont la fonction de Rao p est majorée par 1. Alors M est
un module de Koszul du type de R{—h)/{X^ Y, Z, T^"1"1), donc extrémal de
paramètres 1,1.

Preuve. — Quitte à décaler, on peut supposer M = Q) i^o^i ou 1e8

Mi sont des ^-espaces vectoriels de dimension 1. On a un A;-homomorphisme
naturel u : R^ —> Homk (Mo, Mi ) qui est non nul car M n'est pas fendu.
Le noyau de u est donc de dimension 3 sur k. Par un changement de base
dans R\ (cf. [MDP1] définition 1.3.6), on peut supposer Xeo = Yeo =
Zeo = 0 où eo désigne un vecteur de base de Mo sur k. Maintenant,
Teo == e-t est non nul et définit un vecteur de base de M\. Par récurrence
sur î, on montre que Xei = Yei = Ze^ = 0 et Tei = e^ i 7^ 0 pour
tout i < l où ci = T^eo définit une base de M^, donc M est isomorphe à
^/(x.y.z.r^1).

On est maintenant en mesure de déterminer tous les modules de Rao
non nuls possibles des courbes de Xd :

TOME 50 (2000), FASCICULE 6



1680 SAMIR AIT AMRANE

THÉORÈME 1.9.— Soit d un entier ^ 4, et C une courbe de Xd qui
n'est ni extrémale ni ACM. Alors on a soit Me ^ ^(-1) soit Me ^
^(-IVpC.y.Z.T^-3), sauf si d = 6 où on a en plus la possibilité
Me ^ k(-2).

Inversement, on peut obtenir tous les modules ci-dessus; en effet :

a) Pour M = k(—l), on obtient une courbe C de Xd admettant M
pour module de Rao, en appliquant une biliaison (d -2,1) à la courbe CQ,
réunion disjointe de deux droites.

b) Pour M = R{-1)/(X, Y, Z, T^-3), on obtient une courbe C de Xd
admettant M pour module de Rao, en appliquant une biliaison (2,1) à une
courbe minimale associée à ce module.

c) Pour d = 6 et M == k(-2), 012 obtient une courbe C de Xç
admettant M pour module de Rao, en appliquant une biliaison (2,2) à
la courbe CQ, réunion disjointe de deux droites.

En outre, toutes les courbes de Xd qui ont pour module de Rao
Pun des modules ci-dessus, s'obtiennent par ces opérations de biliaison,
à déformation près.

Preuve. — Soit C une courbe de Xd qui n'est ni extrémale ni ACM.
Le corollaire précédent montre que Me est du type M = R(—h)/(X, Y, Z,
r^+1) avec l ̂  0.

Si CQ désigne la courbe minimale associée au module M, alors CQ est
extrémale et on a M^o = R/ÇX.Y.Z.T1^) ([MDP1] IV.6.7). Comme C
n'est pas extrémale, on en conclut que l'on a h ̂  1. La proposition IV.5.1 de
[MDP1] montre alors qu'il existe une suite de courbes C\,..., C^ telle que
Ci s'obtienne à partir de Q-i par une biliaison élémentaire triviale (^, 1)
pour i = 1,..., /i, et C à partir de Ch par une déformation à cohomologie
et module de Rao constants. On constate immédiatement que s^ ^ 2 pour
i = 1,..., h', en effet, les courbes Ci ne sont pas ACM, donc ne sont pas
planes non plus.

On a alors les relations de récurrence suivantes (cf. [MDP1] III.3.2) :

(1) di = c^-i + S i ,

(2) gi = gi-i + d,-i + Si(si - 3)/2,

où dh = d, gn = g = (d - 3)(d - 4)/2; do = l + 2 et go = 1(1 - 1)/2 - 1
(cf. [MDP4] 0.5), et où di et gi désignent le degré et le genre de Ci pour
î = 0 , . . . , / î .
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En faisant la somme membre à membre dans (1) pour j = 1,... ,î,
on trouve

d, == l + 2 4- 5i 4- ... 4- s^

d'où

(3) ^ d, = (h - l)(l 4- 2) + ̂ (h - i)s,.
i=l î=l

Si on fait la somme membre à membre dans (2) pour i = 1,..., h, on
trouve

gh=go+do+^d,+^s-^=^-,
î=l i==l

i.e.,

(4) (d-3)(d-4)/2=^(^)-l+^+2+]^>
î=l

1 / ^ \2 h

-^2 ^ ~2 S ^--3][>
\î=l / l<^i<j^h i=l

Les relations (3) et (4) conduisent à

d2 - 7d 4-12 = Z2 + l + 2 + 2{h - 1){1 + 2)
h-l

+2^(/ l-^)^+(d-^-2)2-2 ^ 5,5^ -3(d-/-2).
î=l l^i<j^h

Cette égalité se réduit après simplification à la relation suivante :

h
^3 = YA^ - i ̂  ̂ i(5) ^ 5,^ == ̂ (h - i - l)s, 4 -^+2)4-^-2 .

l^i<j^h î=l

Cette dernière égalité nous permet d'obtenir, suivant les valeurs de h,
les résultats suivants :

a) h = 1 :

La relation (5) entraîne 1(2 - 5i) == 0, i.e. l = 0 ou 5i = 2.

Si < = 0, la courbe (7 doit vérifier Me ^ A;(-l). Inversement, de telles
courbes existent ; en effet, il suffit d'appliquer une biliaison (d - 2,1) à la
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réunion disjointe de deux droites qui a pour module de Rao k, pour obtenir
une courbe C de degré d et genre (d-3)(d-4)/2, de module de Rao A;(-l).

Si l -^ 0, on doit avoir s\ = 2, d'où d - l - 2 = 2, i.e. l = d - 4.
On a donc Me c± .R(-1)/(X,Y, Z.r^-3) et C s'obtient par biliaison (2,1)
à partir d'une courbe extrémale associée au module R/ÇX^Y.Z.T^3)
(à déformation près), et C est bien dans JQ.

b) h = 2 :

La relation (5) entraîne si«2 + l(si + «2) = 5i -h 3Z + 2. Comme on a
déjà si,S2 ^ 2, on en déduit que l'on a / = 0 et 5i = «2 = 2, d'où d = 6
et g = 3. La courbe C que l'on obtient, à déformation près, à partir de
la réunion disjointe de deux droites, par deux biliaisons successives (2,1),
vérifie Me ^ A;(—2).

c) h ̂  3 :

L'équation (5) est impossible pour tout h ̂  3, cela découle du résultat
suivant que l'on démontre aisément par récurrence sur h :

LEMME 1.10. — Soient h un entier ^ 3, 5 i , . . . , s h, des entiers ^ 2 et l
un entier ^ 0. On a alors P inégalité suivante :

h

^ ^j > ̂ (^ - i - l)si -h h(l + 2) -h l - 2.
l^Kj^h i=l

2. Dimension et composantes irréductibles de X^.

Rappelons qu'on appelle caractère (au sens de [MDP]) toute fonction
à support fini / : Z —> Z vérifiant ^ f{n) = 0. Désignons par C (resp.

nçZ
S) l'ensemble des caractères (resp. l'ensemble des fonctions / : Z —> Z à
support fini). On a alors une application naturelle ̂  : Xd —> C x S qui
à une courbe C associe le couple formé de son caractère de postulation et
de sa fonction de Rao ^(C) = (^CiPc)-

Nous allons déterminer l'image de l'application ̂  (problème A) et
les fibres de cette application (problème B), voir l'introduction de [MDP1].
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2.1. Le problème A pour le couple (7,?).

PROPOSITION 2.1.— Soient d un entier ^ 4, (7 une courbe de Xd et
M son module de Rao. Alors ^d(C) est entièrement déterminé par M.

Preuve.— Si C est extrémale, la proposition est triviale ([MDP4]
0.5).

Considérons une courbe C qui n'est ni extrémale ni ACM. Comme
le module de Rao M est un module de Koszul extrémal, le caractère
de postulation d'une courbe minimale Co de la classe de biliaison de
C ne dépend que de M ([MDP4] 0.5). Mais d'après le théorème 1.9, il
existe une unique façon d'obtenir C à partir de Co par une suite de
biliaisons élémentaires triviales, à déformation près. Par conséquent, ̂ (C)
ne dépend que de M.

Reste le cas ACM pour lequel on a deux cas : d == 6 et d = 7. On
montre par des arguments numériques (cf. [MDP1] 1.2.6 et [MDP3] 2.4)
que toutes les courbes ACM de Xç (resp. de Xy) ont le même caractère
de postulation qui est le suivant : 7(0) = 7(1) = 7(2) = —1, 7(3) = 3 et
7(n) = 0 sinon (resp. 7(0) = 7(1) = -l? 7(4) = 2 et ^{n) = 0 sinon).

COROLLAIRE 2.2.— Soit d un entier > 7. Alors l'image de ^
contient exactement trois couples (^i,pi) i = 1,2,3, qui correspondent
respectivement aux courbes extrémales, sous-extrémales et à celles dont le
module de Rao vaut k(—l).

Preuve. — 1) L'étude faite au paragraphe précédent montre que pour
d > 7 on a trois types de modules de Rao possibles pour les courbes de
Xd : MI = R{d— 4)/(X, Y, F, G) où F et G sont des polynômes homogènes
de degrés respectifs a = d-3 et a+l = 2d-5, M^ = jR(-l)/(X, Y, Z, T^"3)
et Ma = Â;(—l). Il résulte alors immédiatement de la proposition précédente
que l'image de ̂  contient précisément trois couples (7^, pi) i = 1,2,3,
correspondant respectivement aux modules Mi i = 1,2,3, et qu'on sait
calculer avec [MDP4] 0.2 et 0.5 et [MDP1] III.3.4.

2.2. Le problème B pour le couple (7,?).

PROPOSITION 2.3. — Soit d un entier > 7. Alors on a :

1) Les libres ^^^y^) = H^ ̂ , pour i = 1,2,3, sont des sous-
schémas irréductibles et lisses de dimensions respectives t^i,pi = d(d —
1)/2 + 3(d - 1), t^,p2 = ^(d - 1)/2 + 9 et t^,p3 = d(d - 1)/2 + 8. Ce sont
donc précisément les composants du schéma de Hilbert Xd'
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2) Les composantes irréductibles de Xd ne sont autres que les fermés
irréductibles H^^,, pour i == 1,2,3. Le schéma Xd est donc de dimension

sup ̂  = (d- l)(d+6)/2 = ̂ ^.
l^z^3

Preuve. — 1) Comme on n'a affaire qu'à des modules de Koszul, le
théorème 2.1 de [MDP4] entraîne que les sous-schémas H^^, = ̂ (^Pi)
de Xd sont irréductibles et lisses, de dimensions t^^ données par le tableau
ci-dessous, que l'on complète grâce aux formules qui se trouvent dans
[MDP1] IX :

i
1
2
3

^
d(d- 1)/2+7
d(d- l ) /2+7
d(d - 1)/2 + 8

6^ .Pi

d-6
0
1

hM,
1
1
1

ext^Mi.Mi)0

2d - 3
3
0

*7.,P. = dimH^i,pi

d(d - 1)/2 + 3(d - 1)
d(d - 1)/2 + 9
d(d - 1)/2 + 8

2) Posons Hi = ^p,. La famille F = {Hi}^^ constitue un
recouvrement de Xd par des fermés irréductibles. Or, pour des raisons de
dimension et par semi-continuité, il est clair qu'aucun des Hi pour i = 1,2,3
ne contient l'autre, cela entraîne que ce sont exactement les composantes
irréductibles de Xd.

2,3. Les cas particuliers.

Occupons-nous à présent des cas particuliers 4 ^ d ^ 7.

1) Les courbes (4,0). Il y a deux types de modules de Rao possibles :
Mi = J%/(X,y,Z,T3) et M2 = k(-l). Les sous-schémas H^^ i = 1,2 de
X4 sont tous les deux de dimension 16 ; le schéma X^ = H^ o a donc deux
composantes irréductibles de dimension 16 et est lui même de dimension 16.

2) Les courbes (5,1). Cette fois il y a trois types de modules de Rao
possibles : Mi = R(1)/(X, Y, F, G) avec d°F = 2 et d°G = 5, M^ =
^("l)/^^^^2) et Ms = A;(—l), et les sous-schémas correspondants
H^i,pi i == 1,2,3 de ^5 sont respectivement de dimension 22, 19 et 20,
ce qui entraîne que X^ est de dimension 22. On pose Hi = ~H^~. Un
argument de dimensions et de semi-continuité montre qu'on a H^ c H^ et
que les composantes irréductibles de X^ = H^ i sont Tfi et H^.

3) Les courbes (6,3) : Pour d = 6, les types de modules de Rao obtenus
sont : Mi = ^(2)/(X,y,F,G) où F et G sont des polynômes homogènes
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de degrés 3 et 7 respectivement, M^ = R(-1)/(X,Y,Z,T3), Ms =
^(—1), M^ = k(—2) et M^ = 0. Les dimensions respectives des sous-
schémas H^^p, i = 1,. . . ,5 de Xç sont : 30, 24, 23, 23, 24, ce qui
entraîne que Xç est de dimension 30. Posons Hi == H^^p^. Le même
genre d'arguments qu'en 2) montre que ^5 contient H^ et ^4 et que les
composantes irréductibles de Xç = He,3 sont H^,H^ et ^5.

4) Les courbes (7,6). Les types de modules obtenus sont : Mi =
J?(3)/(X, Y, F, G) où F et G sont des polynômes homogènes de degrés 4 et
9 respectivement, M^ = ^(-l)/(X,y,Z,r4), Ms = Â;(-l) et M^ = 0. Les
sous-schémas H^^p^ i = 1,2,3,4 de X-j ont pour dimensions 39, 30, 29 et
28 respectivement, ce qui entraîne que X-j est de dimension 39. On pose
Hi = H^^. Un argument de dimensions et de semi-continuité montre que
les composantes irréductibles de X^ = H^^ sont H^, H^, H^ et H4.

2.4. Description des courbes génériques des sous-schémas H^^p
et des composantes irréductibles de X^.

Rappelons que si C est une courbe extrémale de X^ alors C est la
réunion schématique transversale d'une courbe plane et d'une structure
multiple sur une droite pour d ^ 5, qui n'est donc pas réduite puisque l'on
a h°0c(—^) 7e 0; pour d = 4, C est la réunion disjointe d'une droite et
d'une cubique plane (cf. [MDP4] prop. 0.6). Pour les courbes génériques
des sous-schémas H^^ et ^3,^3 de JQ, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4. — 1) Soie d un entier ^ 6. La courbe générique du
sous-schéma H^^ de X^ est de la forme C = D\ U D^ U F où F désigne
une courbe plane et lisse de degré d — 2 et où D\ et D^ sont deux droites
disjointes qui coupent transversalement F chacune en un unique point.

2) S'oit d un entier ^ 5. La courbe générique du sous-schéma H^^
de Xd est de la forme C == C\ U C^ où C\ désigne une conique lisse et 62
une courbe plane et lisse de degré d — 2 coupant transversalement C\ en
un point.

Preuve. — Considérons l'ensemble K^ (resp. K^} des courbes décrites
au point 1) (resp. au point 2)) de la proposition. Il suffit alors de montrer
que Ki est constructible et contenu dans H^^p^ avec dimKi == dimJf/y^^
pour i = 3,2 (cf. [AA] pour les détails). En effet, dans ce cas il est clair que
Ki est dense dans H^,pi car celui-ci est irréductible. On en conclut que Ki
contient un ouvert dense de H^^p^ (cf. [EGA I] Oi.2.4.2).
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COROLLAIRE 2.5.— La courbe générique de H^^p^ est connexe mais
réductible, donc non lisse mais réduite.

2.5. Où trouve-t-on des courbes lisses et connexes ?

Il reste à préciser l'existence de courbes lisses et connexes dans Xd :

PROPOSITION 2.6.— Soit d un entier ^ 4. Alors Xd contient des
courbes C lisses et connexes si et seulement si on est dans Pun des cas
suivants :

1) d = 4 et Me = k{—l), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(3,1) sur une quadrique lisse.

2) d=5et Mc=k{-l).

3) d = 6 et Me = 0.

4) d = 6 et Me = k(—2), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(2,4) sur une quadrique lisse.

5) d = 7 et Me = 0.

Preuve. — Les caractères de postulation des courbes ACM de Xç et
de XT sont connexes (cf. prop. 3.1) et le résultat vient du théorème de
Gmson-Peskine (cf. [MDP1] V.1.4).

Quant aux autres cas, tous les modules de Rao auxquels on a affaire
sont de Koszul, et les propositions V.2.3 et V.2.6 [MDP2] permettent de
conclure.

3. Connexité du schéma de Hilbert X^

Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau de valuation discrète
qui n'est pas un corps, a son uniformisante, k son corps résiduel (supposé
algébriquement clos), K son corps des fractions, RA l'anneau de polynômes
A[X, Y, Z, T] et P^ le schéma projectif Proj RA' On suppose, de plus, que
A est une A:-algèbre. Alors, le complété de A est l'anneau de séries formelles
k[[a}} et on a Â;[a](a) C A C k[[a}]. On supposera dans ce qui suit qu'on a
A=M a](a) .

Un ^A-module gradué M (resp. un 0-p^ -module ^F) est dit libre
(resp. dissocié) s'il est de la forme M == (D^i^^—^)0'1 (resp. F =
©^(9p,(-n^).
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Notation. — Dans ce qui suit on utilisera souvent la notation chiffrée
suivante : le module Q) ̂ RA^-n^ sera noté n?1 , . . . , n^. Ainsi, la suite
J?A(-2)6 —> ^A(-l)4 —> -RA devient 26 —^ l4 —> 0.

3.1. Quelques conditions nécessaires pour l'existence
de familles de courbes.

Dans tout ce qui suit, C désigne une famille de courbes sur A, Co son
point spécial et C^ son point générique. On note Je, Jco et Jcs, les faisceaux
d'idéaux définissant ces courbes. On a Jco = Je ^>A k et Je. = Je ^>A K.

On note le = H^Jc, Ico = H^Jc^ et J^ = H^Jcç les idéaux saturés
correspondants. Le module le est sans torsion, donc plat sur A.

Comme K est plat sur A on a Ic^ = le ^A K mais, en revanche, on
a seulement une flèche le 0A k —> Ico injective mais non surjective en
général (cf. lemme 3.4). On pose Jo = le ^>A k.

Rappelons la définition suivante (cf. [HMDP3] paragraphe 1) :

DÉFINITION 3.1.— Soit L. = (LI -^ LQ -d^ L_i) un complexe de
RA -modules gradués.

Les groupes d'homologie N = /ii(L.), H = ho(L.) et C = /i-i(L.)
sont des RA-modules gradués appelés noyau, cœur et conoyau du com-
plexe (L.) respectivement. Si ces modules vérifient certaines conditions de
finitude, on dit que (L.) est une triade.

On a alors la proposition suivante (cf. [HMDP3] 2.3, 2.4, 3.1 et 3.6) :

PROPOSITION 3.2. — Soit C une famille de courbes sur A. Il existe
une résolution de C, de type N , triadique, i.e., une suite exacte :

0 —>P —>Af —>Jc —>0

où P est un faisceau dissocié et J\f un faisceau triadique, c'est-à-dire tel
qu'il existe une suite exacte :

(i) o — M — ri — Co — r-i — o
où les faisceaux Ci sont dissociés.

Si on pose Li = H^d, le complexe L. = (Li —> LQ —^ L-i) déduit
de (1) est une triade majeure qui est appelée une triade de Rao de C.
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Considérons une résolution de type N triadique de C comme ci-
dessus, telle que la triade de Rao associée (L.) soit majeure élémentaire
(cf. [HMDP3] 2.4, 2.15 et [HMDP1] 2.22).

On rappelle qu'on a H = H^Jc-i que J\f est le faisceau associé h N et
qu'on a C = H^M qui est de torsion sur A (cf. [HMDP3] 2.4).

Enfin on pose Bc = H^Jc, B^ = H^Jc^ Bc^ = H^Jcç et on note
Mco le module de Rao de Go- On a, par platitude, Bc 0A K = Bc^ et on
retrouvera ci-dessous, cf. lemme 3.3, le fait bien connu (cf. [H] III 12) qu'on
a Bc ®A k ^ Bco' Le module Bc n'est pas, en général, plat sur A. On note
(Bc)r son sous-module de torsion et on pose B'ç = Bc/(Bc)r' Cette fois,
Bç est plat sur A.

3.1.1. Lemmes préliminaires.

LEMME 3.3. — Avec les notations ci-dessus on a la suite exacte :

0 —— le -^ le — Ico — H -^ H
— Me, — Bc-^Bc — Bc, — 0

où le symbole .a désigne la multiplication par a.

Preuve. — On part de la suite 0 —> A —a-^ A —> k —> 0
correspondant à la multiplication par a, on la tensorise par Jç,. Comme
ce faisceau est plat sur A on obtient : 0 —> Je ~~a~> Je —> Je, —> 0 et
on écrit la suite de cohomologie associée qui donne le résultat cherché.

LEMME 3.4. — On a les suites exactes suivantes :

0 —— Jo —— Ica —— Toî^(H^k) —— 0,

0 —. H (S)A k —>Mc, —> Tor^(C, k) —> 0,

0 —> C 0A k —> Bco —> Bc 0A k —> 0.

Preuve. — La première suite résulte immédiatement du lemme 3.3.
Pour les autres, rappelons que l'on a la résolution de type 7V de C : 0 —>
P —> AT —> Je -^ 0 qui donne 0 —> H^AT —> H^Jc —> H^P - — > • • . .
Comme H^P est plat, on en déduit C = H^Af = {Bc)r- On a donc
Tor^(C, k) = Tor^(Bc, k) d'où la deuxième suite.

Enfin, la dernière suite s'obtient à partir de 0 —> C —> Bc —>
B'c —> 0 (qui vient encore de C -==- (Bc)r) par tensorisation par k en
tenant compte du fait que Bç est plat et que Bc 0A k c^ Bco '
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Si on note Grf^ la catégorie des ^-modules gradués dont toutes les
composantes sont des ^-espaces vectoriels de dimension finie, le foncteur
de dualité (*) : M \-^ M* est exact et involutif, d'où le résultat suivant :

LEMME 3.5. — 1) Avec les notations ci-dessus, on a la suite exacte :

0 —— (Bc 0A A;)* —— B^ —— (C^A kY —> 0.

2) Si 0 —> P —> Af —> Jco —^ 0 désigne une résolution de type
N de CQ et si on pose P = H^P, on a la présentation suivante de B^ :

pv(_4)^^__o.

Preuve.— 1) Cela résulte de la dernière suite exacte du lemme 3.4
et de l'exactitude du foncteur (*).

2) La résolution de type N de CQ fournit l'injection suivante :
0 —> Bco —> H^P. Rappelons, par ailleurs, que si L est un ^-module
libre de rang fini et C le faisceau associé on a un isomorphisme de R-
modules gradués : H^(P^C) ^ (^(-4))*. D'où la présentation anoncée
compte tenu de l'exactitude du foncteur (*).

Le résultat suivant est une conséquence de la construction du cône
d'application :

LEMME 3.6. — Soie 0 —> M' —> M —> M" —> 0 une suite exacte
de Grffc. On suppose qu'on a des résolutions libres L." = (• • • —> L^ —>
V{ — Lo' —— M" —— 0) et L. = (• • • —— L2 — Li — Lo — M —
0) avec L." minimale. Alors

1) L'Q est facteur direct de LQ : on a LQ == L'Q e L,

2) on a une résolution libre de M' :

' " —> Ln e L^ —^••1/101/2' —> L e L'[ —> M' —> o.

3.1.2. Les conditions nécessaires.

Supposons que le point générique C^ (resp. le point spécial Co) de la
famille de courbes C soit dans le sous-schéma H^^p (resp. ^o,po) ^u schéma
de Hilbert Hd,g. Le théorème de semi-continuité (cf. [H] III. 12) fournit alors
la condition suivante :

CONDITION NÉCESSAIRE N1. — On a WJc^ (n) ^ h^c^n) pour tous
i ̂  0, n e Z.
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Dans ce cas, on écrit (7,?) ^ (70, po)-

Posons Mo = H^{Jc ^A k). On a alors la condition suivante (cf.
[HMDP3] prop. 5.8) :

CONDITION NÉCESSAIRE N2. — Le module M = H / H r (g)A k, où Hr
désigne le sous-module de torsion de H , est un sous-quotient de Mo, i.e. il
existe deux sous-R-modules Mi c J de Mo tels que M = J/Mi. Si 012 pose
M_i = M o / J , on a :

Mi = Hr ^A k, J = H 0A k et M_i = TOT\(C, k).

Le module H / H r 0A K = H <g)A K est le module de Rao de Cç^. On
dit que la courbe C (resp. la triade (L.)) joint les modules M et Mo.

CONDITION NÉCESSAIRE N3. — Avec les notations ci-dessus on a les
formules :

h°JcoÇri) - h°Jc^n) = dimTor^, k)n = dim (Hr 0A k)n = dimMi^,

h^Jc^n) - h2^^) = dim(G(g)A k)n = dimTor^(C,k)n = dimM_i^.

Preuve.— Rappelons qu'on a, pour un A-module de torsion M,
l'égalité

dimfc M (g)A k = dim^ Tor^(M, k).

Comme le est plat les dimensions des composantes homogènes de ses
fibres sont égales, de sorte que l'on a dinifc(Jo)n = dimj<(J^)^ = h°Jcç(n).
La première formule est alors claire avec la première suite exacte du lemme
3.4 en se souvenant du fait que Mi n'est autre que Hr 0A k. La deuxième
résulte de la dernière suite du lemme 3.4, de la platitude de Bç et de
l'égalité (Bç) 0A K = Bc 0A K = Bc^.

Considérons maintenant une présentation de Ico '• F —> Ico —> 0,
et une présentation minimale de Tor^(7:f, k) : PO —> Tor^(J:f, k) —> 0.

Posons Pô = ©nez^--^)^7^ F = (B^z^-^^ et désignons
par pi la fonction de Rao de Mi qui est la même que celle de Tor^(jFf, k).
Avec ces notations, on a :

CONDITION NÉCESSAIRE N4. — On a

1) qn ^ f.
2) Supp(te) c Supp(pi).
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Preuve.— 1) Résulte du lemme 3.6 appliqué à la première suite
exacte du lemme 3.4.

2) Cela résulte du fait que la présentation de Toï^(H,k) considérée
est minimale.

Considérons enfin une présentation minimale Pi —> (C^A ^)* —^ 0
du ^-module (C (g)A k)\ Posons Pi = ©nez^-^)9^ et avec les
notations du lemme 3.5, posons P = (Dnçz^-^)^- Désignons enfin
par p-i la fonction de Rao du module M_i qui est la même que celle de
C 0A k et par p*.i la fonction définie par p*.i(n) = p-i(-n). On a alors la
dernière condition suivante :

CONDITION NÉCESSAIRE N5. — On a

1) QcW ^ ?(4 — n) pour tout n ç. Z.

2) Supp(çc) C Supp(^i).

Preuve. — 1) Cela résulte du lemme 3.6 appliqué à la suite exacte du
lemme 3.5.

2) Cela résulte du fait que la présentation de (C (g) A k)* considérée
est minimale.

3.2. Démarche à suivre
pour construire une famille de courbes.

Soient H^^M et ^-yo,Mo deux sous-schémas de H^g^ à cohomologie
et module de Rao constants, tels que M soit sous-quotient de Mo et
(7? ?) ^ (70^ Pô) où p (resp. po) désigne la fonction de Rao de M (resp. Mo)
(conditions N1 et N2). Nous cherchons à construire une famille de courbes
C dont le point générique C^ est dans H^^M et dont le point spécial CQ est
dans H^^MQ- Nous avons vu en 3.2 que, si une telle famille existe, on peut
lui associer une triade de Rao (L.) et à cette triade un triplet (Ç,H,u}
où C désigne le conoyau de (L.), H son cœur et u l'élément défini en 1.1
de [HMDP3]. Ces éléments vérifient les conditions nécessaires N1,.. .,N5
ci-dessus. Réciproquement, les étapes pour construire la famille C sont les
suivantes :

Etape 1. Ecrire M comme sous-quotient de Mo (cf. N2) en respectant
la condition N3 et écrire la triade triviale (T.) associée à ce sous-quotient
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(cf. [HMDP3] prop. 5.15) :

T. = (Mi ̂  A ̂  Mo 0fe A p^ M-i 0fc A).

Étape 2. Calculer le cœur H et le conoyau C de la triade (T.). Si I:f
et C vérifient les conditions N2, N4 et N5 aller à l'étape 3, sinon aller à
l'étape 4.

Étape 3. Déterminer la résolution majeure (L.) de (T.) (cf. [HMDP3]
prop. 1.14) et aller directement à l'étape 7. Si à la fin on ne trouve pas la
bonne famille, on doit revenir à l'étape 5.

Étape 4. Modifier les modules C et H ci-dessus en respectant les
conditions N2, N4 et N5 avec toujours C de torsion.

Étape 5. Trouver un élément u de Ext^^C.H) (cf. [HMDP3]
paragraphe 5).

Etape 6. Construire une triade majeure (L.) = (L\ —^ LQ —°->- L-i)
dont le triplet ((7, H, u) associé est celui construit ci-dessus (cf. [HMDP3]
prop.5.1 et prop.5.3).

Étape 7. Calculer la résolution s : L^ —> L\ de 7V = Kerdi.

Étape 8. Calculer la fonction q et le décalage h selon [HMDP2] pour
trouver la résolution de type N de la famille minimale de courbes CQ associée
à la triade (L.). Si h > 0 ou si h ^ 0 mais qu'il n'y a aucune famille de
courbes dans Hd,g qui soit dans la classe de biliaison de Co, il faut retourner
à l'étape 5 et modifier u. Si l'on n'y parvient pas, on doit retourner à l'étape
4 et modifier les modules C et H, toujours en respectant les conditions N2,
N4 et N5. Si h ^ 0 et si on arrive à appliquer —h biliaisons élémentaires
à CQ pour trouver une famille de courbes C de degré d et genre g , on a le
résultat suivant :

PROPOSITION 3.7. — La famille C (resp. la triade (L.)) joint deux
modules ayant mêmes fonctions de Rao que les modules M et Mo respec-
tivement.

Comme, dans JQ, la fonction de Rao détermine le couple (7,?)
(prop. 2.1), on a :

COROLLAIRE 3.8. — Si la famille de courbes C ci-dessus est dans X^
alors C joint H^^p et ^70,Pô-

Remarques 3.9.— 1) L'utilisation de la triade triviale est un moyen
d'expliciter les choix triviaux pour (7, H et u (cf. [HMDP3] 5.16). En
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général il faudra modifier les éléments C, H ou u pour obtenir une triade
convenable.

2) Le fil conducteur qui nous a servi à sortir de ce labyrinthe est celui
proposé dans le paragraphe 5 de [HMDP3] pour joindre les composantes
du schéma de Hilbert H^Q.

3) Pour calculer la présentation s de N à l'étape 7, on utilise le logiciel
Macaulay, ou, directement, les bases de Grôbner (voir [Eis] paragraphe 15
ou [AA] Al).

Dans ce qui suit, nous désignerons par Fi le chemin (trivial) formé
des étapes 1,2,3,7 et 8, Fs celui formé des étapes 1,2,5,6,7 et 8 qu'on ne
pourra emprunter que si les modules C et H trouvés à l'étape 2 vérifient les
conditions N2, N4 et N5, et Fs celui qui correspond aux étapes 1,2,4,5,6,7
et 8.

Remarques 3.10 (construction de u).— On suppose avoir construit
C et H satisfaisant les conditions nécessaires N1,.. .,N5 et on cherche
u e Ext]^ (C7, Jf) donnant naissance à une triade, selon la procédure de
[HMDP3] paragraphe 5. En vertu de [HMDP3] 5.5, on sait qu'un tel élément
définit un élément 0(u) e Ext^(M-i.J) qui correspond à l'extension
0——>J——>MQ——^M-i——^0.

Pour construire u on considère une résolution libre de C :
<$2 ^1 SD

. . . ———>PS———>?2———>Pl———>PO———>C———>0

et il suffit de se donner un homomorphisme û : P^——>H, de degré 0,
vérifiant û 62 =0. Le choix de û est guidé par les remarques suivantes :

1) On peut souvent supposer û surjectif, en vertu du lemme suivant
qui résulte facilement de [HMDP3] 5.5 :

LEMME 3.11. — Avec les notations ci-dessus, on suppose que la flèche
canonique Mo^^k——>M^(S>Rk (de réduction modulo Pidéal (X, Y, Z, T))
est surjective, c'est-à-dire que tous les générateurs de M_i proviennent de
Mo. Soit u e Ext^((7,Jf) tel que 0 (u) = Mo. Alors u provient d'un
homomorphisme û : P^——>H surjectif.

2) Dans la plupart des constructions qui suivent, notre objectif est de
trouver une triade L. telle que la famille minimale de courbes qui lui est
associée ait le plus petit décalage possible (car la courbe CQ sera souvent
une courbe minimale).
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Cela impose que le noyau N de L. soit de rang le plus petit possible.
En effet, on sait que le faisceau J\f associé à N intervient dans la résolution
de type N de C : 0——>P——^——>Jc——>0 et que, par biliaison
ascendante, ce faisceau devient Af (D C avec C dissocié, donc voit son rang
augmenter.

Cela signifie encore (cf. [HMDP3] 5.3) que le rang du module
Kerû/Im^ doit, lui aussi, être le plus petit possible, autrement dit, que
û doit être "le plus injectif possible". C'est cette idée heuristique qui nous
guide dans les constructions des homomorphismes ù menées ci-dessous.

3.3. Enoncé du théorème principal.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce para-
graphe :

THÉORÈME 3.12. — Soient d un entier ̂  4, H^^p et H^^ deux sous-
schémas à cohomologie constante de Xd. Alors

1) Si (7,?) ^ (705^0)7 c'est-à-dire si la condition N1 est vérifiée, on a
^7o,Po Ç}H^^ ^ 0t

2) En particulier, le schéma de Hilbert Xd est connexe pour tout
d ^ 4. Par exemple, pour d ^ 8 on a, avec les notations de la proposition
2.3, H^^p, nS^; ̂  0, H^p^ nJL^^ 0 et H^^p, H H^ ̂  + 0.

Le reste de ce paragraphe est consacré à la démonstration du théorème
3.12. Nous commencerons par construire, pour tout couple (d,g) vérifiant :
g ^ (d— 3)(d— 4)/2 avec d ^ 5, une famille de courbes dont le point spécial
est une courbe extrémale et le point générique une courbe sous-extrémale.
Aussi supposerons-nous en 3.4, contrairement au reste du texte, que le
genre g est quelconque.

3.4. Des extrémales aux sous-extrémales.

Soient d un entier ^ 5 et g un entier ^ (d — 3)(d — 4)/2 et considérons
les deux sous-schémas ^o,po et ïî^.p ^e H^g correspondant aux courbes
extrémales et sous-extrémales respectivement.

PROPOSITION 3.13.— Avec les notations ci-dessus, ^o,po est sous-
adhérent à H ^ ^ p , i.e. H^^p H ^o,po 7e 0-

Preuve. — D'abord il est clair que la condition N1 est vérifiée. Posons
l = d - ( 2 , c = (d-2)(d-3)/2-^; on a l^ 3 et c ̂  l - 1 (le cas c = l - 1
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est celui de X^). Il suffit de joindre H^^M et ^o,Mo ^ec

Mo = R(c - i)/(x, y, z0, r^) et M = j?(c - Q/(X, y, r0-^2, z^,

et pour cela, nous allons suivre la démarche 3.2, en détaillant la construc-
tion.

a) Construction des modules Mi et M-i : II s'agit d'écrire M
comme sous-quotient de Mo en respectant la condition N3. Cherchons
d'abord le module M-i, quotient de Mo et vérifiant p-i(n) = h2^^71) -
^JcW.

Notons Ta, e , . . . les invariants de Co et r^, e',... ceux de C. On a

T'a = 1 - c < r^ = l - c < SQ = SQ = 2.

Il en résulte qu'en degrés < r^ = l — c les modules Mo et M_i sont égaux
et que M-i comporte une unique relation supplémentaire en degré l — c
donc s'écrit

M-i^c-iv^.y.z^r^1,?,...)
avec P de degré l — 1. Il y a un certain arbitraire pour le choix de P.
Nous choisissons ici le polynôme T1'1 (on voit facilement, par exemple,
que le choix de Z1"1 n'est pas compatible avec la valeur e' = l — 3) et
nous posons M_i = R(c - 1)/(X, Y, Z°, T1-1). On vérifie la condition N3 :
p-i(n) = h^Jcoin) - h2 Je (ri). On a donc

J=(X^ZC^Tl-l)(c-l)/(X^ZC^l)^R(c-l)/(X^ZC^TC+l),

l'isomorphisme étant donné par la multiplication par T^"1 ; on en déduit

Mi = (x, y, z^ r0-^2)^ - i)i {x, y, z^ r^) ̂  ̂ (-2)/(x, y, ̂ c, T^-1),

où l'isomorphisme est donné par la multiplication par J^"^2. D'où la triade
triviale (T.) associée à ce sous-quotient

j?A(-2)/(x, y, ̂  r^-1) •aT^1 RA(C - i)/(x, y, z\ r^)
-^^(c-^Ax.y,^,^-1).

La famille minimale de courbes associée à la résolution majeure de
(T.) a un degré supérieur à d et un genre supérieur à g , autrement dit, le
chemin trivial Fi ne mène pas à la bonne famille.
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b) Construction de C et H : Un calcul facile donne, pour la triade
triviale,

C = ̂ (c-^Aa.X.y,^,^-1) etH= RAÇc-^/ÇX^Z^aT0-^2^1).

Ces modules C et H vérifient les conditions N2, N4 et N5, nous
pouvons donc suivre le chemin T^'

c) Construction de u : On doit calculer la résolution de C :

D ^2 p <^1 , p 6p pr"3 ——> 2-2 ——> r\ ——> fQ C—>0.

On a Pô = ^A(C-I), Pi = PA(c-l)ePA(c-2)2ePA(-l)ePA(c-0, P2 =
j?A(c - 2)2 e -RA(-I) e AA(C -Qe RA(C - 3) e ̂ (-2) e ̂ A(c -1 -1) e
^A(-2)e^A(c-^-l)ePA(-Oet(5o=(a,x,y,z c ,^^- l) .

En notation condensée, les matrices 6^ et ^2 sont respectivement de
la forme

, ( u o\
6l={-aI, V )

et 62=
' V 0 '
ah V 1

onU = (X.y.Z^r^-1), In est la matrice identité d'ordre n et où l^V
sont les matrices intervenant dans le complexe de Koszul. Plus précisément
on a

- Y z° T1-1 0 0 0
-X 0 0 Z° T1-1 0
0 -X 0 -Y O ï^-1v =
o o -x o -y -z6

et y

/
rnl-l

\

0

-z0

0
0
x

0
0
0

J^-l
-^
y

rnl-l

0
-y
0
x
0

z6^
-y
0
x
0
0 /

Nous avons vu en 3.10 que, pour se donner u, il suffit de se donner
un homomorphisme û : P^ —> H vérifiant ûô^ = 0 et nous avons donné
quelques indications sur le choix de û que nous explicitons dans le cas
présent. Pour simplifier, nous expliquons ce choix dans le cas l > 3 et
l — c < 1. La base canonique de ?2 ^st notée e i , . . . , 64; c i , . . . , eç.
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1) Vu la forme de H, la condition û6^ = 0 s'écrit : aû(e^) == 0 pour
î = 1,..., 5, t^ûÇe^) -h aû(e6) = 0, ^-^(e,) == 0 pour î = 1,2,4.

2) Pour des raisons de degré on a û(e^) = 0 pour i = 1,2 et û(e^) = 0
pourj = 1,3,5.

3) Comme on peut supposer ù surjectif (cf. 3.10.1) on a ù{e^) = î (à
un scalaire inversible près).

4) Les conditions sur û(e2) et ^(64) donnent û(e^) = aT^1^2 et
de même pour 64. La remarque 3.10.2 conduit à choisir, par exemple,
Û(62)=TC-W^

On choisit donc û donné par û(e^) = 1, ù{e^) = T0'1^2 et les images
des autres vecteurs de base nulles (on vérifie que tout autre choix pour
û(e3) et û(e4) ne change pas le rang de Kerû/Im^).

d) Calcul de Kerû : Considérons le R— module S engendré par
les éléments ei, €2,6i, €3, €5,63, e4, €2 - T^^e^ CQ, que l'on note $1,..., $9
respectivement. On vérifie aisément le lemme suivant :

LEMME 3.14. — On a Ker û = Im 6^ + S .

e) Construction de la triade : Comme û 62 = 0, Phomomorphisme
û passe au quotient par Im ̂  et on obtient u : Ker 60 —> H surjectif avec
Keru c^ Kerû/Im^2. On cherche une triade majeure (L.) qui admet C
pour conoyau et H pour cœur. On peut donc prendre L-i = P_i, I/o = PO
et do = ^o d'une part. D'autre part, on doit avoir Kercfo/Imdi = H =
Ker ^o/Kerïï, on considère donc une présentation di : L\ —> LQ de Keru C
Lo, ce qui nous conduit à prendre Li = (2 - c)2,3 - c, (^ - c + l)2,1,22, L
On obtient la triade (L.) == (Li -d^ LQ -d0^ L-i) avec

/ x y o o o z0 o -r^1 o \
-a o y r^1 o o o z° o

^ = 0 -a -X 0 T1-1 0 Zc 0 0
0 0 0 -X -Y 0 0 aT0-^2 -Z0

\ 0 0 0 0 0 -a -Y -X T 1 - 1 /

f) Calcul de s : Maintenant que nous avons trouvé la triade majeure
(L.), il ne reste plus qu'à déterminer la flèche s : L^ —> Li pour obtenir
des informations sur la famille minimale de courbes associée à (L.) (voir
[AA] A3 pour les calculs). On trouve :
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^3

/ y
-X
a
0
0
0
0
0

V 0

0
0

nnl-1

-Y
X
0
0
0
0

0
zc

0
0
0

-Y
a
0
0

0
yc-H

-ZC

0
O^c-W

0
-X
Y
0

X Z ° + aT^1 \
0
0

^j.c-Z+2

0
-X2

0
aX
0 1

et

5>3 =

/

V

0
0
0
0
z°
0

—j^-i

0
-Y

ZCJ.I-1

0
0

aZC

0
-XT1-1

0
0

-aX

j^c+f

0
0

^J.C+1 J^C

0
0
0

XT1-1

X2

z^
0
0
0
0

^c+1 J^c

0
aZ0

a2^-^2

0
0
0
^2c

0
J^c-^l

0
^cj.Z-1

XZ0 + aT^1

\

1
a v e c L 2 = ( 3 - c , ^ - c + 2 , 2 , 3 2 , ( ^ + l ) 2 , ^ + 2 , c + 2 , c + ^ + l ) .

g) Calcul de la fonction q : Rappelons qu'on a l ^ c + 1. Vu les
chiffres de La, nous sommes ramenés à distinguer trois cas pour calculer la
fonction q (cf. [HMDP2] 1.15 et 3.1) :

1) l < c. Dans ce cas, les degrés de L^ sont strictement dans l'ordre
donné ci-dessus. On trouve les invariants suivants : o;3_c = f3^-c ==
1, o^-c+2 = A-c+2 = 2 , as = 3 et /?2 = 2 ce qui entraîne 60 = 1,
^3 = A = 4, o;/+i = 5 et /^+i ^ 4 ; d'où la fonction q dont les valeurs non
nulles sont ç(3 - c) = q(l - c + 2) = q{3) = q(l + 1) == 1 et enfin h = 0. On
obtient la résolution de C sous forme chiffrée

3 - c ^ - c + 2 , 3 , Z + l — — >

^-^-c.a-c+i)2^2^ . l-c^-cl^U-c- ^ 1 - c ]

——Je.

On vérifie aisément que la famille minimale associée à (L.) est de
degré d et genre g ([MDP1] prop. 11.5.2.), et la proposition 3.7 entraîne que
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la courbe spéciale (resp. la courbe générique) de cette famille est extrémale
(resp. sous-extrémale).

2) l = c = d - 2. Dans ce cas, on a l - c + 2 = 2, d'où la fonction q
dont les valeurs non nulles sont : ç(5 - d) = q(Ï} = ç(3) = q(d- 1) = 1. On
obtient la résolution de C sous forme chiffrée :

5-d,2,3,c?- 1 —>

[ ( 4 - d ) 2 , 5 - d , 1 3 , 2 2 , d - 2 — — 3 - d, (4 - d ) 2 , 1 , 0 — — 3 - d ] — — J e .

On vérifie aisément que la famille minimale associée à (L.) est de
degré d et genre g = (d - 3)(d - 4)/2 - 1.

3) l = c + 1 == d - 2. Ce dernier cas correspond au schéma de Hilbert
Xd. Cette fois, on a dans les degrés deZ/2 : 2 < / - c + 2 e t Z + l = c - h 2 .
D'où les invariants suivants : aç-d = A>-d =1, 0:2 = 2 et /^ = 1 ce qui
entraîne bo = 1, as = ^3 = 4,û^_i = 5 et ^-i ^ 4; d'où la fonction q
dont les valeurs non nulles sont ç(6 - d) = 1, ç(3) = 2 et ç(d - 1) = 1. On
obtient la résolution de C sous forme chiffrée :

6-d^^d-l——[ô-^.G-d.l^.d-^——4-d,5-d2,!2——4-d]

——^c.

On vérifie aisément que la famille minimale associée à (L.) est de
degré d et genre (d - 3)(d - 4)/2. C.Q.F.D.

3.5. Retour à Xd.

Avec les notations du paragraphe 2, posons Y, = H^^ et J^ = T^.
Nous avons montré en 3.4 que Vi est sous-adhérent à Y^. Cette fois,
nous commençons par montrer que Y^ est également sous-adhérent à Vs,
ce qui entraîne en particulier la connexité de Xd pour d ^ 6,7. Nous
montrons ensuite que Vi est sous-adhérent à Vs, ce qui achèvera la preuve
du point 1) du théorème 3.12 dans le cas d -^ 6,7. Nous terminons enfin
la démonstration de ce théorème en traitant les cas particuliers d = 7 et
d=6 .

3.5.1. Des sous-extrémales aux k(—l).

PROPOSITION 3.15. — Avec les notations ci-dessus on a Y^ H H^ -^ 0.

Preuve.— Cette fois, il suffit de construire une famille de courbes
joignant les sous-schémas H^^M et H^^o de Xd, avec M = k(-l) et
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Mo = ^(-^/(X.y.Z.r^-3), pour d ^ 5 (pour d = 4 les deux schémas
coïncident). Nous allons suivre la procédure 3.2.

Comme il s'agit de construire une famille à spécialité constante car
les courbes spéciale et générique de cette famille ont même spécialité, on
doit avoir M-i = 0 pour satisfaire la condition N3, on écrit donc M comme
quotient de Mo (cf. [HMDP3] 4.6) avec :

Mi = (X.y.Z.rK-lV^.y.Z.r^-3) ̂ R^/ÇX^Z^-4).

La triade triviale associée à ce quotient est donc modulaire définie
par le module MA = RA(-I)/(X, Y, Z, aï, T^-3) :

RA^KX^Z^) -^^(-l)/^^^-3) —.0,

et cette fois, nous pouvons suivre le chemin Fi. La résolution majeure
de la triade ci-dessus est la triade suivante (cf. [HMDP3] prop. 1.14) :
(24, d - 2 -^ 1 -^ 0) avec d, = (aT, X, Y, Z, T^-3).

On utilise les bases de Grôbner pour calculer la flèche s : L^ —> L\
(voir [AA] A.2 pour les calculs). On obtient L^ = (33, d-2,32, d-1,3, d-12)
et

/ X Y Z 7^-4 0 0 0 0 0 0 \
-aT o o o y z r^-3 o o o

s= 0 -aT 0 0 -X 0 0 Z T^-3 0
o o -aT o o -x o -y o r^-3

\ o o o -a o o -x o -y -z )

On trouve alors les invariants suivants : 03 = /3s = 3, a^-i = /3^_i =
4, 60 = 2 ; d'où la fonction q dont les valeurs non nulles sont ç(3) = 2 et
q (d — 1) = 1 et enfin h = 0. D^où la résolution de la courbe minimale C
associée à (L.) sous forme chiffrée

3^d-l —— [24, d - 2 —— 1] —— le.

La courbe C est à spécialité constante, a pour degré d et genre
(d - 3)(d - 4)/2 et joint H^^ et ^2,^ en vertu du corollaire 3.8, et
on en conclut que Y^ H H^ est non vide.

3.5.2. Connexité du schéma de Hilbert X^

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le point 2) du
théorème 3.12 :
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COROLLAIRE 3.16. — Le schéma de Hilbert Xd des courbes de degré
d et genre {d - 3)(d - 4)/2 est connexe pour tout d ^ 4.

Preuve.— En effet, pour d ^ 6 ou 7, H^, H^ et ^3 constituent un
recouvrement de X^ et on en conclut par 3.13 et 3.15.

Pour d = 6, les composantes irréductibles de XQ sont Jfi, H^ et ^5.
Comme on a montré que H^ contient Jfs, la connexité de Xç en résulte
encore par 3.13 et 3.15.

Il reste à montrer la connexité de X-j dont les composantes irréduc-
tibles sont H\, 7^2, H^ et H^. Nous verrons (cf. 3.5.4.1) ci-dessous) que
H'2 n IÎ4 est non vide et cela entraîne la connexité de X-j toujours par 3.13
et 3.15.

3.5.3. Des extrémales aux k(—l).

Ce cas est un peu plus compliqué que les précédents. Nous allons de-
voir modifier le module H bien qu'il vérifie les conditions N2 et N4. En
effet, une nouvelle condition nécessaire, qui tient à la structure infinitési-
male de la famille cherchée, est donnée par le lemme suivant (cf. [AA] 4.21
pour la preuve) :

LEMME 3.17. — Soient C une famille de courbes dont le point spécial
CQ est une courbe extrémale, H le cœur d'une triade de Rao associée, Hr le
sous-module de torsion de H, p : Hr —> îîr ^A k la projection canonique
et (f) : TOT\(H, k) —> Hr 0A k sa restriction à TOT\(H, k). Alors Im<^ est
un R-module monogène.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 3.18. — On a Vi H H^ -^ 0.

Preuve.— Posons Mo = ̂ ^/(X.y.Z^.T2^--5), M=A;(-1)=
jR(-l)/(X,y,Z,T) et essayons de joindre ^3,M et H^^o en suivant la
démarche 3.2.

Un calcul facile donne

C = R^d - 4)/(a, X, Y, Z^-3, T^-3)

et

H = RAi-^/ÇX^aZ.aT^Z^3^-2).
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Ces modules C et H vérifient les conditions N2, N4 et N5, mais en
fait, la famille que nous recherchons ne peut admettre le module H ci-
dessus pour cœur car on a aHr = 0, et cela équivaut à Hr = Tor\(H, k)
ce qui entraîne, avec les notations de 3.17, que (f) est surjective. Mais
cela n'est pas possible car on aurait ïmcf) = Mi alors que Mi n'est
pas monogène tandis que Im0 l'est (lemme 3.17). On doit donc modifier
ce H de sorte que Hr ne soit pas annulé par a. Le H le plus simple
vérifiant cette condition et les conditions N2 et N4 est le suivant : H =
PA(-I)/(X, y, a2^ ar, z^-3, r^-2).

Nous pouvons maintenant suivre le chemin Fa. La résolution de C est
toujours donnée par le complexe de Koszul comme en 3.4.c. On a donc :
Po=4-d; Pi =4-d,(5-d)2,!2; P2=(5-d)2 ,12 ,6-d,24 ,d-2et
^(a.x.y,^-3,^-3).

Un calcul analogue à celui de 3.4.e conduit à la triade majeure
(Li -^ Lo -^ L-i) avec L_i = Pô, Lo = Pi, Li = ((5 - d)2,6 -
d,l,24,d-2), do=6oei

/ X Y 0 ^-3 0 0 0 -T^-2 -aZTd-3\
^d-3 n 1I ^ r\ \^ f\ nnd—^ f\-a o y o r^-3 o o z^-3 o

0 -a -X 0 0 7^-3 0 0 Z^3

0 0 0 -a 0 0 7^-3 -X -Y
\ 0 0 0 0 -X -Y -Z^3 aT a^Z )

ïl =

Le calcul de la matrice s et de la fonction q (cf. [AA]) donne la
résolution de C suivante :

6-d,32,d-l——[(ô-^.ô-d.l^4 ,^——4-d,(5-d)2 , !2——4-d]

——Je-

II s'ensuit que C est de degré d et genre g = {d - 3)(d - 4)/2 et joint
YI et Ys par 3.8.

Pour achever la démonstration du point 1) du théorème 3.12, il nous
reste à traiter les cas particuliers correspondant à d = 7 e t d = 6 .

3.5.4. Le cas du schéma, Hj^.

Remarquons que le couple (Vg, Y^) ne vérifie pas la condition de semi-
continuité N1, donc il n'y a pas de famille qui joint ces deux composants.
Les seules relations d'incidence qui restent sont donc Y^ avec Y^ et Vi avec
V4 (cf. 1) et 2) ci-dessous).
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1) Des sous-extrémales aux ACM.

Il s'agit cette fois de joindre les sous-schémas H^^M et H^^Mo du
schéma Xy = Hj^ avec Mo = .R(-l)/(X,y,Z,r4) et M = 0. Un calcul
facile donne pour la triade triviale

C = fiA(-l)/(a, X, Y, Z, F2) et If = I?A(-3)/(a, X, Y, Z, T2).

Par un calcul analogue à celui de 3.4.e, on obtient la triade ma-
jeure (LI —^ LQ —°-> L-i) avec L-i == Pô, Lo = Pi, Li =

,3,4,3,42,3), do=6oet(23,

di=

^x y z o o o o o -T2\
-a o o y r2 o o o z
0 -a 0 -X 0 Z T2 0 0
o o -a o o -y o r2 -x

\ 0 0 0 0 -X 0 -V -Z a /

Grâce à Macaulay (cf. [BS]), on calcule la matrice s et on trouve la
fonction q dont les valeurs non nulles sont ç(3) = ç(4) == 1, ç(5) = 2, et
enfin /i == -1 [HMDP2]. La famille C est donc de degré 5 et genre 2 ([MDP1]
prop. 11.5.2.). En appliquant une biliaison (2,1) à C on trouve une famille
C' de degré 7 et genre 6 dont la courbe générique est dans H^ et dont la
courbe spéciale est dans H^ (corollaire 3.8).

2) Des extrémales aux ACM.

Il s'agit de joindre les sous-schémas JÏ^M et H^^Mo de H^^ avec :
M = 0 et Mo = P(3)/(X, Y, Z4, F9). Un calcul facile donne pour la triade
triviale

C = J?A(3)/(a, X, Y, Z4, T5, Z^4)

et

^(x.y.z^rK-^Ax.y.aZ^ar.^.T5).

Ces modules C et H ne vérifient pas les conditions N4 et N5, nous
devons donc suivre le chemin Fs.

La condition N4 donne ç^(2) ^ 2, qn(7) ^ 1 et qnW = 0
sinon. On en déduit que dans Tor^(H^k), z2 doit être engendré par t,
ce qui n'est pas vérifié par le module H ci-dessus. Voici un module H
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qui comble cette lacune et qui vérifie les conditions N2 et N4 : H =
(X, Y2, Z2, T)(-1)/(X, Y2, aï, aZ2 - VT, VZ2, VT2, Z4, T5).

La condition N5 donne çc(—3) == 1 et çc(^) = 0 sinon, ce qui entraîne
que (C (g)A k)* doit être monogène ce qui n'est pas vérifié par le module
C ci-dessus et on doit donc le modifier. Voici un module C défini par sa
résolution et vérifiant les conditions N2 et N5 :

...^-^.-l,!^5^4^4-^-^^2,!2^3^^^,!——C——0,

où les matrices 6\ et 6^ se calculent avec le logiciel Macaulay à partir de
60:

/a X Y 0 0 0 Z4 T4 Z^T3^
0- \0 0 0 X T Z2 0 -a -Y )

Désignons par ei , . . . , 617 la base canonique de P^. Considérons alors
rhomomorphisme û : P^ —> H défini par û(e^) = û(e^) = t, û(ei5) = z2

et û(e^) = 0 sinon qui vérifie û6^ = 0. On montre alors, en utilisant les
bases de Grôbner, que Fon a

Kerû = Im^2 -I- (^,î 7^ 9,14,15;ei4 — 69).

On obtient ainsi la triade majeure (Z/i —^ LQ —°-> L-i) avec L-\ =
(-3,1), Lo=(-3,-22,12,23,3), Li^^2,-!,!^4^3^4), do= 60 et

/ o o y x o o o o z 4 o o z2T3 r5 o o \
0 -Y 0 -a 0 0 T4 Z4 0 Z2T3 0 0 0 0 0

0 X -a O 0 0 0 0 0 0 0 -F4 -Z4 Z2T4 0

-T 0 0 0 Z2 O -a 0 0 -Y 0 0 0 0 0

d\ = x o o o o z2 o o o o y o -a2 o o
0 0 0 0 -X -T 0 0 0 0 -a O O -aY Y

0 0 0 0 0 0 0 - X - a 0 0 0 Y O -T3

0 0 0 0 0 0 - X 0 0 0 -Z2 Y -aT -VZ2 0

\ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -X T -a 0 0 Z2 /

Grâce à Macaulay, on calcule la matrice s et on trouve les invariants
suivants : a_i = /3_i =1, a^ = 2 et ^ = 1 ce qui entraîne bo = 1;
as =4, /?3 = 3; 04 =6, /?4 ^ 5; as ^ 8 et /?5 ^ 7, d'où la fonction q dont
les valeurs non nulles sont q(—l) = 1 et ç(3) = ç(4) = ç(5) == 2, et enfin
/i = 0. La famille minimale C associée à la triade (Z/.) est donc de degré 7
et genre 6 et joint H^ et H^ en vertu du corollaire 3.8.
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3.5.5. Le cas du schéma HQ^.

Nous avons déjà vu que l'on a H^ UH^ C H^ (cf. 2.3.3)), et il est clair
que le couple (Va, Y^) ne vérifie pas la condition de semi continuité N1. Les
seules incidences qui restent à montrer sont donc Y^ avec ^4 et Y\ avec Y^
(cf. 1) et 2) ci-dessous).

1) Des sous-extrémales aux fc(—2).

En appliquant une biliaison (2,1) à une famille de courbes qui joint
les deux composantes de ^4,0, on obtient une famille (6,3) dont la courbe
spéciale est sous-extrémale et dont la courbe générique a pour module de
Rao k{-Ï).

2) Des extrémales aux fc(—2).

Il s'agit de joindre les sous-schémas H^M et H^^MQ de Hç^ avec :
M = k(-2) et Mo = J^V^y.Z^r7). Un calcul facile donne

C^RA(Ï)l{a,X^Z\T\ZT^

et

H = (x, y, z, r)(-i)/(x, y, az2, aï, z3, r4).
Ces modules C et H ne vérifient pas les conditions N4 et N5, nous

devons donc suivre le chemin Fa.

La condition N4 donne g^r(2) ^ 1, ç^(4) ^ 3 et qn(n) = 0
sinon. On en déduit que dans Tor^(H,k), z2 doit être engendré par t,
ce qui n'est pas vérifié par le module H ci-dessus. Voici un module H
qui comble cette lacune et qui vérifie les conditions N2 et N4 : H =
(X, Y2, Z, T)(-1)/(X, Y2, aï, aZ2 - YT, YZ, VF2, Z3, F4).

La condition N5 donne qc{—Ï) = 1 et Çc(n) = 0 sinon, ce qui entraîne
que {Ç (S) A k)* doit être monogène ce qui n'est pas vérifié par le module
C ci-dessus et on doit donc le modifier. Voici un module C défini par sa
résolution et vérifiant les conditions N2 et N5 :

. . . 4̂ -P.O,!^6^8 -̂  ̂ .-l2!2^4 -^ -2,1 — C ——0,

où les matrices ^i et 6^ se calculent avec le logiciel Macaulay à partir de
60:

'a X Y 0 0 0 Z3 T3 Z^T^
0 0 0 X Z T 0 -a -Y

/a x y o o o z3 r3 ^r2^
° ^ 0 0 0 X Z T 0 -a -Y )

TOME 50 (2000), FASCICULE 6



1706

Désignons par ei,..
morphisme û : P^
û(ei8) = z2 et û(e,)
l'on a

SAMIR AIT AMRANE

, ei8 la base canonique de ?2 et considérons Phomo-
—> H défini par ûÇe^) = ù{e^) = t, û(e^) = z,
= 0 sinon. On vérifie que û 62 = 0 et on montre que

Kerû=Im624-(e^ î ^ 9,15,16,18;ei6 - 69).

On obtient ainsi la triade majeure (Li —l-> LQ —4 L_i) avec
L-i = (-2,1), Lo = (-2,-12,12,24), Li = (-12,0,1,24,37), do = <^o
et

/

V

0

0

0

-T

0

X

0

0

0

0

0

0

0

-T

Z

0

0

0

0

0

0

-z
X

0

0

0

0

0

-Y

X

0

0

0

0

0

0

Y

0

—a

0

0

0

0

0

0

X

—a

0

0

0

0

0

0

0

0

T3

0

—a

0

0

0

-X

0

0

z3

0

0

0

0

-X

0

0

z3

0

0

0

0

0

—a

0

0

0

z^T2

0

-Y

0

0

0

0

-X

0

0

0

0

Y

0

-T2

0

Z

0

0

0

0

aZ

-Y

0

Z2

-T

^2^2

0
r3
0

0

0

0

y
—a

T4

0

-Z3

0

0

-a2

Y

-aT

0

0

0

ZT3

0

-aY

0

0

-YZ

0

\

)
Grâce à Macaulay, on calcule la matrice s et on trouve les invariants

suivants : ao = A) == 1, 0:2 = 2 et /?2 == 1 ce qui entraîne bo = 1;
as = 5, /?3 = 4; 04 ^ 8 et ^4 ^ 7, d'où la fonction q dont les valeurs
non nulles sont ç(0) = 1, q(Ï} = 0 et ç(3) == ç(4) = 3, et enfin h = 0. La
famille minimale C associée à la triade (L.) est donc de degré 6 et genre 3
et joint Vi et ¥4 en vertu du corollaire 3.8.
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