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CONTRIBUTION A L’ETUDE
DE LA RADIATION GRAVITATIONNELLE

par LE THANH-PHONG

Introduction

L’objet de notre travail est d’étudier le comportement
asymptotique des espaces-temps de type II de la classifica-
tion de Bel-Petrov. La théorie récente de la Radiation gravi-
tationnelle se développe essentiellement par analogie avec le
cas électromagnétique. Une théorie satisfaisante de la radia-
tion électromagnétique a été élaborée (L. Mariot) partant
de 'étude des discontinuités de la 2-forme représentant le
champ, des propriétés algébriques de cette 2-forme et de la
notion de radiation intrinséque (locale). De P’analyse faite
par F.A.E. Pirani, 1l apparait qu'en Relativité Générale, le
champ de gravitation est représenté par le tenseur de courbure.
L’étude faite par A. Lichnérowicz des discontinuités de la
double 2-forme de courbure R fait apparaitre des analogies
entre cette double 2-forme et la 2-forme champ électromagné-
tique. On peut dire que ces analogies proviennent des proprié-
tés algébriques de R et des « équations d’ordre supérieur »
auxquelles 1l satisfait (A. Lichnérowicz). Algébriquement, R
est une double 2-forme symétrique, analogue a la 2-forme
électromagnétique. Du point de vue différentiel, alors que la
forme champ électromagnétique est astreinte aux équations
de Maxwell (d§ =0, ¢ =J, ou J est la 1-forme courant
électricité); la double 2-forme R, elle, satisfait aux équations
dR =0, YR=1J, ou J =d"r est la «différentielle exté-
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rieure » & droite du tenseur de Ricci, donc dépendant unique-
ment du tenseur de matiére.

Dans la premiére partie, nous rappelons les principes
fondamentaux de la Relativité Générale et nous développons
le calcul différentiel extérieur pour les formes ainsi que pour
les doubles-formes, les formes et doubles-formes vectorielles.
Les notions de produit extérieur de formes, produits scalaire-
extérieur de formes vectorielles (A. Frolicher et A. Nijenhuis)
sont rappelées et étendues aux doubles formes. Les opérateurs
de différentiation et de codifférentiation extérieures (4 droite
et 4 gauche) se définissent de fagon naturelle.

La deuxiéme partie rappelle les éléments essentiels de la
théorie de la radiation électromagnétique et de la radiation
gravitationnelle, tout en apportant quelques résultats nouveaux.
L’étude de ’endomorphisme T associé au tenseur de Maxwell
montre que T = p?I, ol p est un scalaire, ce qui conduit a
distinguer deux cas selon que ¢ est différent de zéro ou est
nul. Dans le premier cas, celui du cas électromagnétique
régulier, 'endomorphisme h = p'T est involutif et définit
par conséquent une ll-structure réelle; cette structure est
« échangeable » avec la métrique. Etant donnée une telle
structure, on peut associer a la 2-forme vectorielle de torsion S
une certaine 3-forme (scalaire) H dont la donnée est équiva-
lente a celle de S. Cela étant, nous montrerons que les équa-
tions de Maxwell-Rainich expriment simplement que la
3-forme H est cohomologue a zéro. Le raccord de ce résultat
avec celul de J. A. Wheeler et de C. W. Misner se fait a 'aide
du crochet de Jacobi généralisé (défini par A. Nijenhuis).
Dans le cas du champ électromagnétique singulier (p = 0),
il existe un champ de vecteurs isotropes A singulier pour la
2-forme %, c’est-a-dire dont le produit intérieur et extérieur
par cette 2-forme sont nuls. Ce champ de vecteurs est a tra-
jectoires géodésiques (L. Mariot) et satisfait a I’équation de
I. Robinson; (6(A)g, 8(A)g) = (A2, 6(A) désignant la déri-
vation de Lie suivant A. Cette derniére équation apparait
comme une conséquence naturelle des équations de Maxwell,
d’aprés le calcul extérieur développé dans la premiére partie.

Les propriétés algébriques de la double 2-forme de courbure
conduisent a la classification bien connue de Bel-Petrov.
I’analogie du champ gravitationnel avec le champ électro-
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magnétique conduit L. Bel a introduire un tenseur du qua-
triéme ordre qui généralise le tenseur de Maxwell au cas
gravitationnel. Le vecteur de Poynting est le vecteur d’espace
associé a ce tenseur et a une direction temporelle donnée.
Un état de radiation gravitationnelle intrinséque est définie
par limpossibilité d’annuler ce vecteur pour tout choix
d’observateurs. Nous montrerons que ce vecteur est identique
(& un facteur numérique pres) au vecteur de Poynting défini
a partir du tenseur du second ordre I construit par Pirani
a partir du pseudo-tenseur d’impulsion-énergie du champ
gravitationnel.

La troisiéme partie contient des résultats essentiels de notre
travail. Nos résultats concernent les espaces-temps d’Einstein
spéciaux de types Il de la classification de Bel-Petrov. Le
paragraphe 1 étudie les propriétés différentielles d’un tel
espace-temps, un des résultats essentiels étant que le champ
de vecteurs isotropes A canoniquement défini par le critére de
L. Bel, est a trajectoires géodésiques et satisfait a ’équation
de I. Robinson. Dans le second paragraphe quelques consé-
quences de I’équation de Robinson sont déduites, en utilisant
Iidentité de Ricecl. Il y est démontré en particulier, qu'un
espace-temps compact du vide admettant un champ de vec-
teurs isotropes a trajectoires géodésiques et satisfaisant &
I’équation de Robinson est porteur d’ondes monochroma-
tiques (au sens d’A. Avez). Notre résultat concernant le champ
A dans les espaces-temps de types II, joint a ceux de R. K.
Sachs pour les cas Ill, conduit naturellement a se demander
si les cas I et III sont caractérisés par I’existence d’un champ
de vecteurs isotropes a trajectoires géodésiques et satisfai-
sant 4 l’équation de I. Robinson. Nous démontrons cette
proposition dans le cas ot le champ est intégrable, et partielle-
ment dans le cas général; plus précisément, nous montrerons
que, dans le cas général (A non supposé intégrable), le champ
A est un champ caractéristique du tenseur de courbure
(: A2A(R ~ A% =0). Le paragraphe 3 étudie la permanence de
la classification de Bel-Petrov; nous la démontrons dans
I'hypothése ou I'un des champs de vecteurs caractéristiques
du tenseur de courbure est & trajectoires géodésiques. Ceci
présente un certain intérét, la classe des espaces-temps a
vecteurs caractéristiques géodésiques étant plus large que la
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classe des espaces-temps de type Il ou III. Le dernier para-
graphe est consacré a I’étude du comportement asymptotique
des espaces-temps de types II, dans I’hypothése simplifi-
catrice dA = 0. L’équation de propagation de (SA) permet
d’interpréter r = — 2/(A) comme la distance parallaxiale
(R. K. Sachs). Des équations scalaires obtenues dans le pre-
mier paragraphe et des équations qui s’en déduisent par appli-
cation de I'identité de Ricci, nous montrerons que la double
2-forme forme de courbure admet la décomposition

R=R1+R2+R3,

ou les doubles 2-formes au second membre sont de type I11,,
I1I, et II respectivement. Leurs composantes dans un repére
orthonormé se propageant par parallélisme le long des rayons
tendent vers O comme 0(1/r), O(1/r?) et 0(1/r®) respectivement.

Je prie M. Lichnérowicz de trouver ici le témoignage de
ma profonde reconnaissance pour l'aide qu’il m’a toujours
accordée. Ce travail n’aurait sans doute jamais vu le jour sans
ses conseils éclairés et ses encouragements précieux.

M. Ehresmann a bien voulu accepter la présidence du jury
de ma thése et me proposer un sujet de seconde thése. Qu’il
veuille trouver ici 'expression de mes sincéres remerciements.

Je voudrais remercier également M. Thiry qui a bien voulu
se joindre & MM. Ehresmann et Lichnérowicz pour consti-
tuer le Jury de cette theése.

Je ne saurais oublier M. Gouyon de la Faculté des Sciences
de Toulouse qui m’avait orienté vers la Recherche et qui
depuis n’a cessé de m’encourager dans cette voie. Je suis
heureux de lul exprimer ici ma reconnaissance.

Enfin, je voudrais adresser mes vifs remerciements &
L. Bel pour I’aide amicale qu’il a bien voulu m’apporter au
début de mes recherches et pout I'intérét constant qu’il
porte a ce travail.
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PREMIERE PARTIE

I. LES PRINCIPES FONDAMENTAUX
DE LA RELATIVITE GENERALE

1. La variété espace-temps.

La variété espace-temps de la Relativité générale est une
variété différentiable de dimension 4, orientable, munie d’un
ds* de type hyperbolique normal : en chaque point de la variété,
le ds?* peut étre a la forme

ou les w*a=0,1,2,3) sont des formes de Pfaff locales
linéairement indépendantes. Ceci définit une réduction du
groupe structural de I’espace fibré tangent T(V,) au groupe de
Lorentz. Une connexion dans I’espace fibré réduit s’appelle une
connexion euclidienne. La connexion (pseudo-)riemannienne
est I'unique connexion euclidienne a torsion nulle. C’est de
cette connexion qu’il s’agira dans toute la suite.

La donnée du ds* est équivalente a celle d’une forme qua-
dratique g(X,Y) sur l'espace vectoriel tangent en chaque
point de la variété. g étant donnée une fois pour toute, nous
noterons pour simplifier :

(X,Y)

g(X, Y).

déf

La donnée de g détermine un isomorphisme entre T,(V,)
et sa duale. Par cet isomorphisme, on peut identifier ces deux
espaces vectoriels: Une letire comme X désignera soit un
vecteur soit la 1-forme associée. Lorsqu’il y a risque de confu-
sion, nous utilisons la notation X pour préciser qu’il s’agit
d’un vecteur.

Un champ de vecteurs unitaires temporels X((X. X) = 1)



276 LE THANH-PHONG

étant donné, I'application
hY -Y— (X, )X

définit la projection d’espace. Son image est appelée espace
associé a la direction définie par X au point considéré.

2. Le systéme des équations d’Einstein.

Nous désignerons par R le tenseur de courbure de la
connexion pseudo-riemannienne : st X et Y sont deux vecteurs
en z, R(X,Y) est un endomorphisme de T,(V,). Le tenseur
covariant associé par la métrique sera noté R. Nous désignerons
par r et ry le tenseur de Ricc1 et la courbure scalaire respecti-
vement.

Généralisant 1’équation de Laplace-Poisson en théorie
classique, Einstein est conduit par des considérations diffé-
rentielles, & poser comme équations de champ restreignant
le potentiel de gravitations (composantes de g), le systéme
d’équations :

SEr—%(rOHZX)g:xT
ou A est une constante (dite cosmologique), T, un tenseur
symétrique du second ordre décrivant le schéma matériel
considéré et y un facteur numérique.

Nous nous bornerons dans ce travail la plupart du temps
aux espaces d’Einstein et plus particulierement a des espaces-
temps du vide, sans constante cosmologique.

La théorie de la radiation gravitationnelle se développe
essentielloment par analogie avec la théorie élaborée pour le
champ électromagnétique. Nous résumons dans un paragraphe
qui suit les résultats connus dans le cas électromagnétique,
en simplifiant les notations et en apportant une contribution
nouvelle a D'étude du champ électromagnétique régulier.
Mais auparavant, nous allons fixer les notations du calcul
différentiel extérieur.

II. LE CALCUL DIFFERENTIEL EXTERIEUR.

Dans la suite, par forme nous entendons toujours une forme
extérieure, une forme non alternée sera appelée forme mul-
tilinéaire.
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1. Produit extérieur.

Soient M; et M, deux modules, supposons donnée une
application bilinéaire de M; X M, dans un module Mj:

mleMl, mzeMgﬁml.mgeMg.

Si « est une p-forme a valeurs dans M,, et 8 une g-forme
a valeurs dans M,, leur produit extérieur a/Af3 est une
(p + q)-forme a valeurs dans M,, définie par:

(@AB) (Xyy o ooy Xy Xpgay « v vy Xpgy)
Ze(s) e Xy - - -5 Xop) B(Xstprvs « - o5 Xopto)
ou la sommation s’étend a toute permutation de (1,2, ..., p+q)
telle que s(1) <s(2)<<:--<s(p)ets(p+1) < - <s(p+q),
e(s) désigne la signature de s et ou les produits au second
membre sont entendus au sens de P'application bilinéaire
donnée.
Cas particuliers :

1) M; =M, = M = R, m;.m, désignant le produit ordi-
naire de scalaires. On obtient le produit extérieur ordinaire
des formes scalaires.

2) M; = M, = M; = A, lalgebre des formes a valeurs
scalaires, 'application bilinaire considérée étant

my.my = m; /\ m,.

Posons A?7 = A? ® A% un élément de AP? sera appelé une
double forme de bidegré (p, ¢). A ® A devient alors une
algébre extérieure.

3) M; = R, M, = M; = T,(V), my.m, désignant maintenant
le produit d’un vecteur par un scalaire au sens usuel. On a

ainsi défini le produit extérieur d’une forme scalaire par une
forme vectorielle.

2. Produit scalaire-extérieur.

(’est une loi de composition qui, & une p-forme scalaire «
et une g¢-forme vectorielle L, associe la (p + ¢ —1)-forme
scalaire a~ L définie par:

(enL)(Xy, ..oy X‘p+q—1)
= 2“"3(3)"‘(L(><s(l)a RS XS(q))a Xa(q+1)9 RS ) X&(q-l-p—-l))

ou s et la sommation ont la méme signification que dans 1.
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Si X est un vecteur, a x X n’est autre que le produit inté-
rieur de o par X, soit i(X)a.

En remplacant dans la formule de définition précédente
la forme scalaire par une p-forme vectorielle M, on définit
la (p + ¢— 1)-forme vectorielle M » L.

En particulier, si L et M sont des endomorphismes, L x M
n’est autre que ’endomorphisme composé.

Si a est une p-forme scalaire, nous désignons par« la (p-1)-
forme vectorielle associée par la métrique :

(Xy, 2(Xs, ..., X,)) = a(Xy, ..., X,).

De méme S désignera la double-forme vectorielle associée a
la double forme S. Le produit scalaire-extérieur s’étend de
facon naturelle aux double-formes.

3. Dualité sur les formes et les double-formes.

Si « et § sont deux formes, nous désignerons par (a, 8) leur
produit scalaire. F étant une forme, ¢(F) désignera le produit
extérieur (4 gauche) par F. Son transposé métrique sera noté
i(F): (i(F)a, B) = (a, e(F)B) pour toutes formes a et B telles
que deg « —deg B = deg F. Rappelons que si X est une
1-forme i(X) est une antidérivation sur ’algébre extérieure
des formes scalaires. La variété étant supposée orientée, si
w* est une cobase directe, le produit extérieur

n= o' ANo'\N?\?
est I’élément de volume.

L’existence de I'élément de volume permet de défimir
Popérateur sur les formes

(11, 3.1) oF = i(F)y.

déf

Compte tenu de la signature de la métrique et de la dimension
de la variété:

(I, 3.2) wF = —(—17F, ou p=degF.

La définition se généralise immédiatement a des formes a
valeurs dans un module quelconque. En particulier, une double
forme de bidegré (p, q) pouvant étre considérée comme une
p-forme a valeurs dans A? et comme une g-forme a valeurs
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dans A? on peut définir sa duale & gauche *S et sa duale a
droite Sx ou =S.
D

Entre les opérateurs de multiplication intérieure et exté-
rieure par une 1-forme, on a les relations duales :

(11, 3.3)  i(X) = —»(X)s,  eX) = #i(X)~.

En considérant une double-forme soit comme une forme a
gauche, soit comme une forme a droite, on peut définir les
opérateurs e'(X), i'(X) et e”(X), 1"(X) respectivement.

Soit S une double forme de bidegré (p + 1, ¢ + 1), nous dési-
gnons par CS la double forme de bidegré (p, q) définie a 'aide
de deux bases duales (0*) et (X,) par

(1, 3.4)  (CS)( Xy, « vy Xps Xppas v v vy Xpig)
= ¥ S(w* Xy, ..., Xp; Xoy Xpt1y « -5y Xpiq)
(dans cette relation le ; permet d’indiquer les degrés a droite
et a gauche explicitement, nous conserverons cette notation
dans la suite).

Une application R-linéaire de A ® A dans elle-méme sera
dite de bidegré (r, s) si elle associe a toute (p, q) double forme
une (p + r, ¢ + s) double forme. Si1 D, et D, sont de bidegrés
respectifs (py, q;) et (ps, ¢5) leur crochet sera par définition :

(11, 3.5) [D,, Dy] = D,D, — (— 1)pr+22:D,D,.

Avec ces définitions, on établit aisément les relations de
commutation :

(11, 3.6) [C, e'(X)] = 1"(X), (¢, e"(X)] = (X)
et

(I1, 3.7) [€,d(X)] =0, [C, "(X)] = 0.

Nous introduisons d’autre part les opérateurs de transfert
a droite et a gauche Tp et Ty (E. Calabi), qui a toute (p, q)
double-forme font correspondre une (p—1, ¢+ 1) double-
forme TpS et une (p+ 1,¢g—1) double-forme T.S. Ces

doubles formes étant définies par les relations
(I1, 3.8)p (TD§)(X1, ceey X135 Xpy v vy Xptg)
= ZE(S)S(XI, e ey Xp_]_, Xs(p); Xs(p+1), ey Xs(p+q))
(I, 3.8 (T8)(Xa, -2 Xprai Xpsa, - -» Xpeo
= ZJE(.S‘)S(X,(I), e ey Xx(p); Xa(p-*—l)a Xp+2, ooy Xp+q>.
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Ces opérateurs sont en fait duaux de 'opérateur C par rapport
a = et . De fagon précise, on a, pour toute double forme de

D
bidegré (p, q):
(11, 3.9) Tp = — (— 1)PCx, Ty, = (— 1)P«Cx.

DD
La double forme S sera dite primitive a droite (resp. a
gauche) si TpS =0 (resp. s1 TS = 0). En particulier, une
double 1-forme ou une double 2-forme primitive a droite
(<= primitive a gauche) est symétrique. S sera appelée
primitive si elle est primitive a droite et a gauche.

4. Différentiation et codifférentiation extérieures. Laplacien.

La donnée d’une connexion linéaire permet de définir,
pour tout champ de vecteurs X I'opérateur de différentiation
covariante Vy le long de X. V définit une loi de dérivation
sur les champs de tenseurs, c¢’est-a-dire qu’on a:

1. vX+Y= Vx + Vy, fozfvx
f: fonction différentiable.
2. Vx(fu) = fVx.u+ (X.f)u,

pour tout champ de tenseurs u.

Soit S une forme multilinéaire a valeurs dans un module M,
sur lequel opérent les Vy, onappelle dérivée de Lie de Srelative
a X (et a la loi de dérivation considérée), la forme multilinéaire
de méme degré p définie par:

(IL 41) (0x.9)(Xy, ..., X,) = V5.5(Xy, ..., X,)
p
— 35Xy, ., [X, X, - X)),

Le produit intérieur ¢(X) par un vecteur d’une forme a
valeur dans un module se définit comme pour une forme
scalaire. :

Cela étant, on démontre (cf. J. L. Koszul) qu’il existe sur
I'algébre des formes a valeurs dans le module considéré un
opérateur de différentiation extérieure d, de degré + 1, satis-
faisant a la relation

(11, 4.2) by = i(X)d + di(X).
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L’opérateur d est unique et déterminé pour toute p-forme a
valeurs dans M par:

(11, 4.3)  (dS)(Xy, ..., Xp41)
P+1

=3 (— 1)+ V5 S(Xy, ..., Kay ..o, Xpia)

a=1
+ §<:(3 (_1)¢+5S<[Xa, Xﬁ]a Xl’ Y Xa’ ceey Xﬁ’ ceey Xp+1)
a
ou le signe " placé au-dessus d’un vecteur signifie que ce terme
est omis. L’opérateur d est une (anti-) dérivation.

Les définitions précédentes se réduisent dans le cas des
formes scalaires aux défimtions usuelles de dérivation de
Lie §(X) et de différentiation extérieure. La relation (II, 4.2)
se réduit alors a la relation de H. Cartan.

Nous avons vu que I'opérateur * s’étend aux formes a valeurs
dans un module quelconque. On peut donc définir 'opérateur
de codifférentiation extérieure :

(11, 4.4) S =xdx
Pour une connexion métrique, on a les relations :

(11, 4.5)
d= 3 e(0*)Vy, &=—3i(0%)Vxg
a a
(w*) et (X,) désignant toujours deux bases duales quelconques;
la premiére relation est valable pour une connexion sans tor-
sion quelconque, la seconde s’en déduit par dualité entre les
produits intérieurs et extérieurs.

En considérant une double forme comme une forme a
gauche et & droite respectivement, on peut définir les opéra-
teurs de dérivations et de codifférentiations extérieures,
d', ¢’ et d”,8". Pour une connexion métrique, il est clair que
la différentiation covariante suivant un champ de vecteurs

commute avec C; 1l résulte par conséquent des relations
(I1, 3.6) et (II, 3.7) les suivantes:

(11, 4.6) [C,d]=—2¢", [€d"]
(I11,4.7)  [¢,&] =0, [, 8]

Y
0.
Considérons maintenant le cas particulier des formes &

valeurs scalaires. L’opérateur ¢ n’est pas une dérivation par
16
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rapport au produit extérieur, néanmoins, nous allons établir
des relations simples dans le cas ot ¢ opére sur les formes
simples, ces relations nous seront trés utiles tant dans le cas
électromagnétique que dans le cas gravitationnel.

1) Si X est une 1-forme et f, une fonction, nous avons :
(11, 4.8), AfX) = f(eX) — X.f

il suffit en effet de revenir a la définition initiale de 9.

2) S1 X et Y sont deux 1-formes (ou champs de vecteurs),
la codifférentielle de la 2-forme X A Y est donnée par:

(11, 4.8),
(X AY)=(3X)Y — (V)X —[X,Y]

(dans cette relation, le crochet [X, Y] représente au second
membre la 1-forme associée au champ de vecteurs crochet
des champs de vecteurs X et Y.)

Preuve. Des relations de définition de 3, de la dualité entre
les produits intérieurs et extérieurs, de la relation de H. Cartan
et enfin de la relation de commutation [8(X), ((Y)] = (Y, Y]),
il résulte qu’on a successivement :

S(X AY) = sdee(Y)Y

— *di(X)xY

— B(XPY + i(X)deY

— #0(X)t(Y)n — »¢(X)*d*Y
—«(Y)0(X)n — [X, Y] — X(3Y)

or §(X)n = di(X)n = deX = —#(8X), on en déduit que
le premler terme au second membre de la derniére égalité
est égal & Y(¢X). La relation est ainsi prouvée.

| [

3) La relation précédente est « duale » de la relation donnant
la valeur de la différentielle d’une 1-forme pour les champs
de vecteurs X et Y. Cette dualité et la relation (II, 4.3)
suggerent la validité de la relation:

(11, 4.8), S(X;AXyA -+ AX,)

P A

E (— DEHEX )X A - ARy A X,
X,

+ 3 (— 1)H[X,, Xg)X A ARy - ARpA - AX,

a<p
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ce qu’on peut démontrer par récurrence, en utilisant la rela-
tion de commutation entre la dérivation de Lie et le produit
intérieur de la méme fagcon que précédemment.

La relation (II, 4.8); apparait comme un cas particulier
de la relation précédente.

Remarques. — 1) Popérateur i(X) se définit de facon natu-
relle sur les formes multilinéaires :

(1(X)8) (Xy, -+ -y Xpmy) = S(X, Xy, + - -y Xpea)-

La relation (II, 4.5) permet de définir 'opérateur de codiffé-
rentiation pour toute forme multilinéaire, et méme pour
tout champ de tenseurs.

2) Avec la généralisation précédente, on voit que ¢ coincide
avec & sur AP%p > 0), et avec &” sur A%?. De méme,
d' (resp. d”) se réduit a d sur A»? (resp. sur A®?).

3) Posons, par analogie avec le cas des structures kahle-
riennes :

Ay = d'¢" + &'d + d"8" 4 &"d”.
On vérifie facilement sur les relations de commutations
(11, 4.6) et (I, 4.7) que A, commute avec C.A, commute
d’autre part avec * et » comme on le voit immédiatement.

D
Il résulte quil commute également avec Ty et Tp.
L’opérateur A; ne se réduit pas dans le cas des formes au
Laplacien de Rham A = d¢ 4 dd. Posons A, = ¢D, ou D

est défini sur les formes multilinéaires par
(DS)(X, Xy, « v vy Xp) = (Vx.9)(Xy, Xy, ... X))

(1l convient de distinguer D et la dérivation covariante ordi-
naire V, qui est déterminée par une relation analogue, au pre-
mier membre, X serait placé a la derniére place au lieu de la
premiére). Cela étant, on.voit que sur les formes (considérées
par exemple comme éléments de A%?):

A:Az——'Ao.

Le méme calcul que celui qui donne I’expression explicite
des composantes du Laplacien d’une forme en termes de A,
et des tenseurs de Ricci et de Riemann avec une légére modifi-
cation, montre que A, — A, coincide avec le Laplacien géné-
ralisé de A. Lichnérowicz, sur les double-formes.



DEUXIEME PARTIE

CHAMP ELECTROMAGNETIQUE ET CHAMP GRAVITATIONNEL

I. Champ électromagnétique.

Dans cette partie, nous rappelons les résultats connus sur
le champ électromagnétique, en apportant une contribution
a I’étude de la signification de I’équation de Maxwell-Rainich
pour le champ électromagnétique régulier. Le calcul différen-
tiel extérieur développé dans la premiére partie permet une
étude simple du champ électromagnétique singulier, et de
démontrer en particulier 'équation de Robinson dans ce cas.

1. Forme électromagnétique et tenseur de Maxwell.

En Relativité Générale, le champ électromagnétique est
décrit par une 2-forme (4 valeurs scalaires) § satisfaisant aux
équations de Maxwell :

(I, 1.1) dE=0, =17

ou J est la 1-forme champ électrique, nulle dans des domaines
ne contenant pas de la matiére chargée. La 2-forme & est de
plus restreinte aux équations d’Einstein:

(1,1.2) Pt (ro—2M)g =T
ou T est le tenseur de Maxwell, c’est-a-dire le tenseur cova-
riant (double 1-forme) associé a ’endomorphisme T, lequel
est défini & partir de la 2-forme & et de sa duale par:

(1, 1.3 T=2ErE+ (Hr()
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En utilisant 'expression explicite de la co-différentiation
extérieure en termes des différentiations covariantes, on peut
montrer que, &; et £, étant deux 2-formes quelconques, on a:

(L 1.4) (&~ + (#5;) n(#5) = B, n B +E, n 8E,
+ 8(*_51) n (*ﬁz) + (*_51) 7‘8(*32)-

Cette relation reste valable pour des 2-formes a valeurs
dans un module quelconque sur lequel opére les différentiations
covariantes. Cette remarque nous sera utile dans le cas gra-
vitationnel.

Revenons au cas électromagnétique, la 2-forme de champ
étant fermée, sa duale est cofermée, la relation précédente
donne donc:

(L4.5) 8T = (Erg+Endl) = %nk

soit, compte tenu de la deuxiéme équation de Maxwell :
(I, 1.6) 8T = J~E.

En particulier, le tenseur de Maxwell est conservatif dans le
vide électromagnétique.

L’étude algébrique du champ électromagnétique est basée
sur I'identité :

(I, 1.7) §1 n g_z - (’éz) n (f§1) = — (&, Ez)l
valable pour toutes 2-formes &, et &, I désignant I’endomor-
phisme 1dentité.

L’identité précédente permet de déterminer les puissances

scalaires extérieures de I’endomorphisme associé a une
2-forme, on obtient en particulier (H. S. Ruse, cf. J. Plebanski)

(I,1.8) Te=1p21 ou  p2= (E 5 4 (§ 52
On est ainsi conduit a distinguer deux cas:

1) p 5~ 0, le champ électromagnétique est dit régulier;
2) p =0, le champ électromagnétique est dit singulier.

2. Champ électromagnétique régulier.

a) Propriétés algébriques. Posons T = ph, il résulte que h
est un endomorphisme de carré identité. Des équations



286 LE THANH-PHONG
d’Einstein, il résulte que h jouit des propriétés suivantes :

(1, 2.1) Trh =0,
(I, 2.2) B =1,
(1,2.3) r(X,Y)=(rX, Y)

pour tous champs de vecteurs X et Y,

r étant une double 1-forme symétrique, on a:
(1, 2.4) (RX,Y) = (X, hY)

autrement dit, h est échangeable avec la métrique; du carac-
tére involutif de A, il résulte que cette derniére équation est
encore équivalente a:

(1, 2.4) (BX, BY) = (X, Y).

La donnée de h définit une Ilgz-structure (ou structure
presque-produit réel). Les deux 2-plans propres de h sont
supplémentaires et en fait orthogonaux au sens de la métrique,
d’apreés (I, 2.4). L’un des deux 2-plans est donc orienté dans
le temps, 'autre dans l’espace. En prenant p > 0, on voit
que pour avoir une densité d’énergie positive, il faut que le
2-plan propre correspondant a la valeur propre + 1 soit
orienté dans le temps. Ce 2-plan coupe le cone de lumiére
suivant deux directions isotropes, sur lesquelles nous pouvons
choisir deux vecteurs A et M de fagon a avoir (A, M) = 1.
Soient X et Y deux vecteurs d’espace correspondant a la valeur
propre-1, normés: (X, X)= (Y, Y)= —1 et orthogonaux
entre eux (X, Y) = 0.

Les vecteurs A, M, X et Y forment une base « quasi-ortho-
normée » de I’espace vectoriel tangent, adaptée a la [Ix-struc-
ture.

Posons :

(1, 2.5)
G=AAM, F=AAX, £ =MAX;

nous allons montrer que leurs duales sont définies par:

(1, 2.5)*
G =XAY, F=AAY, E=MAY.
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Etant données une base quasi-orthonormee A, M, X, Y

déﬁnie comme précédemment les vecteurs \/_ (A + M) et
\/_ (A — M) sont des vecteurs normés orientés dans le temps

et dans l’espace respectivement, et forment avec X et Y une
base orthonormée, il en résulte pour I’élément de volume
I’expression :

(1, 2.6) n=—AAMAXAY;

en se rapportant a la définition de * et en utilisant le fait que
si V et W sont deux vecteurs, on a t((VAW) = i{(W)i(V), on
déduit les relations (I, 2.5).

Les formes G, F et «E et leurs duales forment une base de
A% en chaque point x. Dans la suite G, F et *E désignent tou-
jours de telles 2-formes asociées 4 une base quasi-orthonormée.

En décomposant la 2-forme & suivant une telle base, asso-
ciée a la base quasi-orthonormée adaptée, on voit que:

(1, 2.7) = aG + BsG.

Cette décomposition correspond au fait bien connu
(cf. L. Mariot) que le champ électrique et le champ magnétique
associés a une direction temporelle située dans le 2-plan
propre — 1, sont collinéaires. « et 3 sont des invariants de &

définis par: (§,8) = a®— 2, (£, «£) = 2af.

b) Propriétés différentielles. Soit S le tenseur de torsion de
la llg-structure définie par A. On sait que ce tenseur est défini
par:

1
48 = 5 [h, A]

ou [h, h] est le crochet de Nijenhuis de la 1-forme vectorielle
h, introduit par A. Nijenhuis dans la théorie générale des
dérivations et des algébres de Lie graduées. C’est une 2-forme
vectorielle dont la valeur pour deux champs de vecteurs
V et W est donnée par:

1

[, BV, W)= [V, kW] -+ k2[V, W]—h[kV, W]—A[V, KW].
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Nous allons relier ce tenseur aux équations de Maxwell-
Rainich du champ électromagnétique régulier.

Posons a + i = exp(— ¢ + i¢), il vient, compte tenu des
équations de Maxwell (cf. R. Debever 2):

dp = +(SGA+G + 3G AG)
(M.R);  d =+8GAG — %G A+G)

«H

déf

La premiére équation relie la norme p du tenseur de Ricci 4 la
structure. Nous allons relier la 3-forme H au tenseur de torsion
de la structure.

En termes de la base adaptée définie dans a), nous avons:

H(A, X, Y) = ((A)H)(X, Y) = — (A, 5G)

par suite, en utilisant les relations (I, 4.8) donnant la codiffé-
rentielle d’une forme simple, on voit que les seules composantes
non nulles de H sont:

H(A, X, Y) (A, [X, YD), HM, X, Y) M X, Y]),
H(X, A, M) X [A, M), H(Y, A, M) Y, [A, M]).
Revenant a la définition de tenseur de torsion, il est immé-
diat que les seules composantes non nulles de S dans la base
quasi-orthonormée adaptée sont données par
45(X,Y) = 2(h 4+ I)[X, Y],
4S(A, M) = 2(I — h)[A, M];
d’autre part h est échangeable avec la métrique et la base
adaptée, 1l résulte que:
A, SX, Y) = (A, [X, YD), (M, S(X, Y)) = (M, [X, Y)),
(X, S(A, M)) = (X, [A, M]), (Y, S(A, M)) = (Y, [A, M]).
De ces valeurs et de celles de H, on voit que la 3-forme H
est définie a partir du tenseur de torsion par:

(1, 2.8)
H(Xy, X, Xo) = 5 2e(6)(Xaan (X X

ou s est une permutation quelconque des indices 1, 2, 3, satis-
faisant a la condition s(2) < s(3); X, X, et X; étant des
vecteurs quelconques.
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La donnée de H est équivalente & celle de S, pour une struc-
ture presque produit satisfaisant aux propriétés algébriques
dans a).

Remarques. 1) C. W. Misner et J. A. Wheeler ont obtenu

comme équation de Maxwell-Rainich la suivante :

V Brapey
(M.R), Napyd ¥ Tel™" _ (dd)s

r°res

(on vérifie immédiatement que la complexion { définie par
Misner et Wheeler est précisément la quantité ¢ définie précé-
demment).

h étant involutif, le premier membre de 'équation précé-

dente peut étre remplacé par %-naMVﬁh“FhPY,
Posons :
Ky = Vgh®ehfy — V. k% hfg

et regardons ces quantités comme composantes d’une 2-forme
vectorielle K. La valeur de cette forme vectorielle pour deux
champs de vecteurs V et W est donnée par:

K(V, W) = (Vy.h)h(W) — (Vw.h)h(V)

or Vx.h=[Vy, k], le crochet désignant le commutateur des
applications, 1l en résulte pour K la valeur:

K(V,W) = [V, W] — h(Vvy.hW — V .hV)
soit, en faisant apparaitre le crochet de Jacobi généralisé :

K(V, W) = -5 [h, B)(Y, W) — ([Vav, (JW — [V, K]V).

Nous avons vu que h est échangeable avec la métrique,
d’ou (Z, hW) = (W, hZ) ce qui donne par différentiation
covariante suivant la direction du champ de vecteurs AV:
(Z, [V v, K]W) = (W, [V, R]Z), il résulte que la somme obte-
nue par permutation circulaire de Z, V, W dans (Z, [V v, h]W)
est symétrique par rapport & ces vecteurs, il vient par consé-
quent :

Be(s)(Xqwy K(Xoyy Xow) = 4 Ze(s)(Xowy S(Xitay Xitw)-
On voit par conséquent que (M. R), est équivalente & (M.R),.
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2) D’apreés la détermination de la 3-forme H en terme du
tenseur de torsion, on voit que H =0 si et seulement si
S = 0. On retrouve le résultat de G. Rosen: les équations de
Maxwell-Rainich sont intégrables si la Ilg-structure est
intégrable. La complexion est alors constante.

3. Champ électromagnétique singulier.

a) Propriétés algébriques.
Par définition, le champ est singulier si

(1, 3.1) (5,8)=0 et (54 =0.

La deuxiéme équation montre que & est une 2-forme simple,
c’est-a-dire le produit extérieur de deux 1-formes § = f(A A X),
le facteur scalaire f étant dépendant de la normalisation des
champs de vecteurs A et X. En remplagant £ par cette expres-
sion dans la premiére équation, on peut montrer que 'un des
champs de vecteurs doit étre isotrope, ’autre, orienté dans
Iespace. Cela découle des «inégalités de Schwarz» sous la
forme donnée par A. Avez:

Lemme. — 1) St lun des vecteurs V et W est orienté dans le
temps, alors :
(V, VI(W, W) < (V, W
Pégalité n’étant atteinte que st les vecteurs sont collinéaires.
2) La méme conclusion est valable sv les vecteurs V et W
sont tous deux isotropes.

3) St V et W sont tous deux orientés dans Uespace, alors:
(Va V) (W9 W) = (Va W)

Végalité n’étant atteinte que si les vecteurs sont collinéaires
(1 et 3 sont dus a Avez; 2 résulte du fait bien connu que deux
vecteurs isotropes orthogonaux sont nécessairement collinéaires.)

Pour montrer notre assertion, il suffit de remarquer que:

(VAW, VAW) = (V, V)W, W) — (V, W}
et que V et W sont collinéaires si et seulement si leur produit
vectoriel est nul.

Nous pouvons supposer que A est isotrope, et d’autre part
que X est normé. Ilest clair que A et X sont orthogonaux. En
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complétant A et X en un repére quasi-orthonormé (A, M, X, Y),
on voit immédiatement que *f = AAY, Y étant normé et
orthogonal a A et X.

b) Propriétés différentielles.
Nous nous plagons dans le cas du champ électromagnétique
pur. Des équations de Maxwell il résulte le systéme d’équations :

(1, 3.2) (A, 8F) = (A, F) = 0,
(1, 3.3) (X, 5F) — (Y, 8F) = 0,
(1, 3.4) (Y, 8F) + (X, F) = 0;

ol nous avons posé, comme dans le cas électromagnétique
régulier ainsi que dans toute la suite, F = A A X et par consé-
quent *F = AAY. En effet, le systéme des équations précé-
dentes est valable pour la 2-forme £ au lieu de F, or de la rela-
tion

fF) = f(3F) — i(df)F

et du fait que F est singuliére (au méme sens que pour §),
on vérifie immédiatement que le systéme précédent est inva-
riant par le changement F — fF, il résulte par suite sa
validité pour F.

De la relation (II, 4.8), donnant la codifférentielle d’un
2-forme simple, on voit que le systéme précédent est équiva-
lent au suivant:

(Ia 32)l <A’ [A’ X]) = (A’ [A’ Y]) =0,
(L, 3.3) (X, [A, X)) — (Y, [A Y
(L, 3.4) (X, [A, Y]) + (Y, [A,Y]) =

Cela étant, rappelons que le fait que la torsion de la
connexion considérée est nulle est équivalent au fait que, pour
tous champs de vecteurs V et W, on a

[V, W] — VvW—— va,

De ce fait et du fait que A est isotrope, on voit que les deux
premiéres équations expriment que le champ de vecteurs A\
est & trajectoires géodésiques: V 5.A est proportionnel a A.
On peut supposer la fonction f choisie de facon que le champ
A correspondant satisfasse a 1’équation:

(1, 3.2) Va.A=0,
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cela revient a rapporter les trajectoires du champ de vecteurs A
au parameétre affine; par abus de language, nous dirons que
le champ A est rapporté au paramétre affine s’il satisfait
a I’équation précédente. Ce choix sera toujours supposé fait,
et apporte de nombreuses simplifications.

Considérons maintenant les équations (I, 3.3)" et (I, 3.4)".
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