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SUR CERTAINES EQUATIONS
FONCTIONNELLES ARITHMÉTIQUES
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1446 R. DE LA BRETÈCHE & G. TENENBAUM

1. Introduction.

Cet article a pour objet l'étude des propriétés de régularité des
éléments d'une certaine classe de fonctions arithmétiques complètement
additives, dont la fonction de Gutman-Ivié-Matula/^ qui a motivé notre
travail, est le prototype. Elle est définie comme l'unique fonction complè-
tement additive vérifiant la relation

(i-i) f{pk)=i+fW ( Â ; ^ I ) ,
où pk désigne le k-ïème nombre premier. Nous verrons plus loin comment
cette étude peut être plongée dans la problématique générale de la
description d'une fonction arithmétique additive ou multiplicative pour
laquelle f(pk) est une fonction suffisamment régulière de f(k).

La fonction GIM trouve son origine dans une modélisation mathéma-
tique utilisée en chimie organique et introduite par Matula en 1968 [8].
Les molécules d'alcanes non-cycliques étant représentables par des arbres,
Matula définit une correspondance bijective M : A —^ N* de l'ensemble des
arbres dans celui des entiers naturels. Sa construction est récursive : l'arbre
trivial T^ composé d'un seul sommet a pour image M(Ti) = 1 ; à un arbre
générique A, déterminé par les sous-arbres Ai , . . . ,A^ issus de sa racine,
on associe ensuite le nombre M(A) = D ^ P m j où les rrij sont définis
par M(Aj) = mj (1 ^ j ^ k). Ainsi, l'unique arbre T^ composé de deux
sommets satisfait-il M(T^) = pi = 2 alors que l'arbre Ts composé de trois
sommets alignés est tel que M(T^) == p^ = 3 et que l'arbre T^, composé de
trois sommets en triangle, vérifie M(T^) = p^ = 4.

Comme le note Matula [8], on peut représenter par un arbre A toute
molécule d'alcane a non cyclique, à condition de choisir préalablement un
atome de carbone particulier. L'application a \—f M(A) représente alors un
codage des molécules d'alcanes par des nombres entiers. Elk [2], [3] a étendu
ce type de représentation «mono-numérique» des structures chimiques à
une vaste classe de composés organiques. Gutman et Yeh ont montré
dans [7] comment l'on peut déduire certaines propriétés spécifiques des
arbres à partir de leur nombre de Matula. Le lecteur trouvera dans l'article
de Gutman et Ivié [6] un survol de l'histoire et des progrès récents de la
théorie des nombres de Matula.

Gutman, Ivié et Elk [4] ont renouvelé l'étude de cette correspondance
en introduisant formellement l'application qui à M(A) associe le nombre

^1; Cette fonction est désignée dans la suite sous le nom de fonction GIM.
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N(a) de carbones de a, mettant ainsi en évidence la fonction GIM, qui
satisfait N(a) = 1 -h /(M(A)) et dont la très simple définition récursive
(1-1) motive l'intérêt intrinsèque. Dans un travail ultérieur [5], Gutman et
Ivié ont établi l'encadrement essentiellement optimal^

,l^g!^- ^ / (n)^ ——10^ ( n ^ 7 ) -log2n log5

où les bornes constituent les ordres extrémaux de / — autrement dit,
il existe une infinité d'entiers n pour lesquels elles sont asymptotiquement
atteintes.

Nous introduisons un espace fonctionnel qui contient simultanément
la fonction GIM et la fonction logarithme. Pour (a,&) G M2, nous désignons
par £(a, b) la classe des fonctions arithmétiques à valeurs complexes F qui
sont complètement additives et satisfont à

(1.2) rk = rk{F) := F(pk) ~ Fw ~ Mog2 k ~ a {k^ 2).(3)
<C log2 k/ log k

II est à noter, en toute généralité, qu'une fonction complètement additive F
est entièrement définie par les données du nombre F(2) et de la suite
{rfc(-F)}^2. La fonction GIM est l'unique élément / de £(1,0) tel que
/(2) = 1 et rfc(/) = 0 pour tout k ^ 2. Il découle immédiatement du
théorème des nombres premiers que le logarithme appartient à £(0,1).

La classe £ := Ua,b£(a,&) est un espace vectoriel dont la fonction
logarithme est, en un certain sens, un élément maximal : on a F{n) <€ logn
pour toute fonction F de £ — cf. Lemme 2.1 m/m.

Une famille remarquable d'éléments de £ est constituée par la suite
{^jî-jeN* des fonctions de £(0,0) définies par

(1.3) ^-(2) := ^-, rfc(^) := 6k, (j ^ 1, k ̂  2),

où Sjej désigne le symbole de Kronecker. Le nombre ^pj{u) représente donc
le nombre de sous-arbres codés par j apparaissant dans l'arbre codé par n.

(2) Ici et dans la suite, nous désignons par log^ la deuxième itérée de la fonction
logarithme.
^ Ici et dans tout l'article la notation de Vinogradov / <^ g est employée pour signifier
que |/| ^ C\g\ pour une constante convenable (7, qui peut être absolue ou dépendre
de certains paramètres — auquel cas la dépendance pourra être indiquée en indice.
La notation / x g signifie que / <C g et g <^ / ont lieu simultanément.
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1448 R. DE LA BRETÈCHE & G. TENENBAUM

Ainsi, ^i(n) dénombre les feuilles de l'arbre codé par n. Nous remarquons
que {^j}j<=N* est une famille totale de £, au sens où l'on a, pour toute
fonction F € £,

00

w = E [w - ̂ œw^) (^ e N).j=i
Réciproquement, une série formelle ]^^ a^j définit un élément de £(a, 6)
si, et seulement si, l'on a

aj = a + b log2 j + 0(log2 j / log j) (j ^ 2).

La fonction GIM, par exemple, vérifie / = ̂  >i ^j.

La méthode que nous développons pour évaluer les moments des
éléments de £ est fondée sur l'observation que ces quantités satisfont
des équations fonctionnelles approchées. Nous établissons à cet effet, au
Théorème 1.1, un résultat général de nature taubérienne, possédant un
intérêt intrinsèque dépassant largement le cadre de l'étude de l'espace £.
Nous obtenons une formule asymptotique pour la valeur moyenne d'une
fonction arithmétique quelconque g en fonction de la quantité

(1.4) R(x; g) := ̂  g(n) - \ ̂  g(k) W
J^ X ^-Pk -*n^x pk^x

sous la seule hypothèse que l'on a, pour une constante convenable a > 0,

(1-5) ^«(lognr.

Soit V l'ensemble des fonctions U : [l,oo[ —> R qui sont à variation
bornée sur tout intervalle borné. Nous définissons deux transformations
sur V par les formules

/.max(e,a;) ,iTT(f\
(1-6) U\x) := sup \U(t)i 7U{x) := U(e) + \ —w-.

l^t<^x Je lOgt

et nous posons, sous réserve d'existence,

U(x) :== U(x) - lim U(x), d'où TU(x) = - f00 du^.
x-'+oo 7max(rr,e) log t

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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Une intégration par parties permet d'écrire

(i.,) T^pi+r-p-dt (,».).
\ogx J^ t(\ogt)2 v ^ /

À fins de références ultérieures, nous observons dès à présent qu'une condi-
tion suffisante pour que 7U{x} converge à l'infini est :

(1.8) U(x) = o(\og x) et F u(t— dt converge.
Je t(\0gt)2

Dans ce cas, on a

d.9) 3vw,w_r_w
logx J^ t(\ogt)2 v ^ /

Nous posons, pour toute fonction arithmétique g et tout entier k ^ 1,

(1-10) Mk{x;g)= ^ g(n)\
l^n^x

Nous établissons le résultat suivant.

THÉORÈME 1.1. — Soit g une fonction arithmétique vérifiant (1-5).

(i) Si 7R{x', g) tend vers une limite finie lorsque x —> oo, iJ existe une
constante ^i(g) telle que

(1.11) Ml(^^)=^log(^log^{$l(^4-^^(^^+o(£(^ l^g^)^

avec e(x) := sup^^ |3FR(^^)| 4- 1/logo- = o(l).

(ii) Si 7R(x\ g) ne possède pas de limite finie lorsque x —^ oo et si

c'12' r î's?'1'"00'
il existe une constante K = K(g) telle que

Mi(x;g) =xlogx!.'J'R(x;g)+K
(1-13) l

.nfr^^1^^!^
U t(log^)2 log(.r+t) a^;-

(iii) Si 7R{x\ g) ne possède pas de limite finie quand x —> oo et si

<'•») .W'̂ ii'S.?'"'-'
on a

2

(1-15) M^g)=xlogx[7R(x;g)+o(r R^t-,g)-^——dt)}.

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1450 R. DE LA BRETÈCHE & G. TENENBAUM

Une simple application du théorème de Lebesgue permet de montrer
que, sous l'hypothèse (1-12), le terme d'erreur de (1-13) tend vers 0
lorsque x —> oo. On remarque que celui de (1-15) peut dépasser le terme
principal lorsque R{x\ g) est très oscillante.

Ainsi que nous l'avons mentionné plus haut, le Théorème 1.1 constitue
l'outil essentiel de notre méthode itérative pour estimer la moyenne et,
plus généralement, tous les moments centrés d'une fonction de 8. Ces
résultats sont établis aux paragraphes 5 et 6. La démonstration repose de
manière fondamentale sur l'observation que, pour chaque entier k ^ 1, la
quantité R(x\ /fc) définie par (1-4) peut être évaluée asymptotiquement dès
que l'on dispose d'approximations convenables pour les moments d'ordres
strictement inférieurs à k. Une telle estimation, facile lorsque k = 1, est
obtenue dans le cas général au moyen d'une récurrence simple dans son
principe mais dont la mise en œuvre est passablement technique.

Le Théorème l.l(i) implique l'existence d'une constante ^i(/) telle
que

Mi(^;/) = ̂ (f)x\ogx^0(x\og^x) (f ç £).
Cette première estimation permet d'opérer un recentrage de / dans £. Nous
posons à cet effet

(1-16) /o=/-^i( / ) log.
Nous évaluons ensuite les moments centrés Mk{x\ fo)/x d'ordre arbitraire k.
Nous obtenons le résultat suivant où l'on note-r:™6-^^
le moment d'ordre 2£ de la loi normale. Nous faisons également usage d'une
version «triangulaire» du symbole de Kronecker, soit

. f 1 si ? ^ î,
1-18 ^i ••={31 l0 s i j < i .

THÉORÈME 1.2. — Soient a, b ç R et f e £(a, b).

(i) Posantbo := 6-$i(/) et£'i(X) := -boX-{bo+a), onapourx ^ 3

(1.19) Ml(.^;/o)=^l(log2.r)4-o(^g^).

(ii) II existe une constante ^2 = ̂ 2(/) telle que Pon ait, pour x > 3,

(1.20) M2(^;/o) = ^2^ log(^log^)+^2(^2^+0(^1^),\ ylog x f
où Pon a posé B^(X) := E^(X)2 -b^= b^X2 + 26o(a + bo)X + (a2 + 2boa).

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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(iii) II existe une constante 61 = &i (/) telle que, posant

E^-iW '•= E^X) +(£- l)6i, E^(X) =1 (£ ̂  1),

on ait, pour tous entiers £ ̂  1, h = 0 ou 1, l'estimation asymptotique

M^h(x', fo) = ̂ (^2 ̂ ogxY^ÏE^-h^og^ x)
(1'21' ^(^r^v,v (logrr)1-71/3 ) y

Au sous-paragraphe 5.2, nous déduisons de (i) le résultat suivant,
assez surprenant de prime abord.

THÉORÈME 1.3. — Soit / une fonction arithmétique complètement
additive. Si f est non identiquement nulle et satisfait pour tout entier k e N
a f(pk) ^ f{k\ alors on a

^ /(n) ̂  x\ogx.
n^x

En particulier, la constante <Ï>i associée à la fonction GIM est strictement
positive.

En correspondance privée, Ruzsa nous a communiqué une démons-
tration directe de ce résultat. Son approche peut être succinctement décrite
de la façon suivante. Après avoir restreint, sans perte de généralité, l'étude
au cas / = (pj , définie en (1-3), il utilise Padditivité complète de / sous la
forme

^-E^'CMEE^.
n=l p î l x

dont il déduit par dérivation

F'(s) F(s)Ç'(s) ^f(pk)ïoëPk ^/(fc)logfc
-^(^+-Z(^^-^^-^E^(W^+0(1) ( S > 1 ) -

Un argument simple de troncature, utilisant la majoration du Lemme 2.1
et reposant sur l'inégalité e"^ ^ 1 - u, permet de montrer que le membre
de droite est au moins égal à F(s) -\- 0(| log(5 - l)\/(s - 1)). Une intégration
fournit alors F(s) > C(<5)2. Le résultat souhaité en découle grâce à
l'observation F(s)/Ç(s) = Ep/(p)/P5 + 0(1) et un nouvel appel à la
majoration f(p) < logp.

Dans la même veine que celle du Théorème 1.3, nous déduisons de (ii)
que si /o 7^ 0^ alors ̂ {f) > 0.

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1452 R. DE LA BRETÈCHE & G. TENENBAUM

THÉORÈME 1.4. — Soit f ç £. Si Fon a ^2(0-; /o) = oQrlogrc) Jorsque
a: —^ oo, alors / = <I>i(/) log.

La preuve est donnée au sous-paragraphe 5.4.

Soit C log la droite vectorielle engendrée par la fonction logarithme.
Lorsque / e £ \ Clog, les résultats précédents impliquent directement,
grâce au théorème des moments, une estimation de la répartition limite des
valeurs de la fonction centrée /o; soit

(1-22) FN(Z) :=^\{n^N: fo(n) ^ z^\ogN}\ = <S>(z) + o(l)

lorsque N —> oc', avec

^):=—— F e-^dr (zçR).
V27r J-oo

Cependant, l'uniformité en k des estimations de Mk(N;f) et la
qualité du terme résiduel en N fournies par la méthode ne permettent
pas une grande précision sur le terme d'erreur de (1-22). Pour améliorer le
résultat final, nous développons une autre approche, consistant à utiliser
les informations obtenues sur les moments d'ordres 1 et 2 pour estimer la
transformée de Fourier-Stieltjes

/+00 -. ________

(1.23) e^dFNÇz) = — ̂  e^^/V^210^.
N n<^N

L'évaluation souhaitée pour Fpf{z) est ensuite déduite de celle de (1-23) par
l'inégalité de Berry-Esseen.

Ici encore, nous plaçons le problème dans un contexte nettement
plus général — à savoir l'étude de la valeur moyenne de fonctions
complètement multiplicatives h{n) de module au plus 1 pour lesquelles le
rapport h{pk ) / h ( k) possède certaines propriétés de régularité. L'application
envisagée nécessite de pouvoir choisir

(1-24) h(n) = hN(n', r) = e^foW/V^^ogN ^ ̂  ̂

Cela signifie que nous devons viser des estimations effectives de valeur
moyenne, autrement dit que la fonction dont on étudie la moyenne sur les
entiers n'excédant pas N doit être autorisée à dépendre de N.

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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Nous nous donnons donc dans la suite un nombre entier N ^ 1 et
considérons une fonction complètement multiplicative h^, de module au
plus 1, dont nous cherchons à évaluer la fonction sommatoire

HN(t):=^hN(n)
n^t

pour 1 < t ^ N. Nos hypothèses sont exprimées en termes de quantités

QN e C, |^v| =1, (3^ € R,

et d'une suite complexe {ëk^}^^ satisfaisant à la relation

(1.25) hN(pk) = QN^W^Çl+ek^hNW.

(On peut aussi considérer N , g ^ , /3^ et {£fe,7v}^i comme donnés, et
interpréter la relation (1-25) comme une définition récursive de la fonction
complètement multiplicative h^.) Nous posons encore

r. . V^ kfc,Ar|
N>= ^ ~k~'

Pk^N

Nous obtenons le résultat suivant.

THÉORÈME 1.5. — Soient N ^ 3 et HN une fonction complètement
multiplicative de module au plus 1 vérifiant (1-25). On suppose qu'il existe
une constante absolue ai > 0 telle que

(1-26) 1/OogAO"1 < Av < l/(log2 7V)2.

Etant donnés a^y, ^o,jv satisfaisant à

(1-27) a^v ^ 0, log2 N < log2 ^o,N, {to^)^ < 1,

on pose SN := a^ -h Î/^N, 7N ^= (1 - 57v)/{^N(l - ON)} et Pon définit
implicitement la quantité S^Çt) par

(1.28) H^t) = ̂ ^{1 ^ M^" log2t} (1 ^ ̂  7V).

On note encore (TN :== -KN + \0N\ log2 AT" + aAr(log2 7V)2.

Pour tout î9jv > 0 tel que(i^ i^ft)i « ̂ y (K^^),
on a

(1-30) |̂ )1 « ̂ +aN ,̂N ̂  ̂  7V).
(logto,^)2

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1454 R. DE LA BRETÈCHE & G. TENENBAUM

II est à noter que les conditions (1-27) impliquent l'existence d'une
constante absolue 02 > 0 telle que ON < l^logTV)"2.

Nous démontrons le Théorème 1.5, au paragraphe 7, par une méthode
indirecte, au sens défini par de Bruijn dans son livre Asymptotic methods
in analysis [1]. En l'espèce, cela signifie qu'il est nécessaire de connaître,
préalablement à toute mise en œuvre de l'analyse, une approximation
suffisamment bonne de la solution pour montrer que la qualité de
cette approximation s'auto-améliore, ou simplement ne se dégrade pas
de manière rédhibitoire, au cours du processus itératif. Une méthode
directe, au contraire, est soit non-itérative soit de nature à faire converger
asymptotiquement toute approximation, aussi grossière soit-elle, de la
solution. Sans entrer pour l'instant dans les détails techniques, il est à noter
que le type d'équation fonctionnelle rencontrée impose de donner une forme
particulière au terme résiduel à estimer. Ainsi, la présence du facteur logt
dans (1-28) joue ici un rôle déterminant pour la validité de la récurrence.

Pour l'application à la répartition des valeurs des fonctions de £,
l'information nécessaire à l'estimation préliminaire (1*29) est fournie par une
approximation des moments d'ordres 1 et 2 et une majoration des moments
d'ordre 3 et 4 de /o- Lorsque, par exemple, n ̂  ^),N <^ A^1^2, l'argument
de l'exponentielle dans (1-24) est borné et un développement à l'ordre 3
fournit une évaluation suffisamment précise de la moyenne. Le Théorème 1.5
permet ensuite d'exploiter la structure de la fonction /o directement sur la
fonction multiplicative h^ qui lui est associée par (1-24). Comme annoncé
plus haut, cela fournit un gain quantitatif dans l'approximation (1-22).
Nous établissons le résultat suivant.

THÉORÈME 1.6. — Soit f e £ \ Clog. On définit fo par (1-16), F^O)
par (1-22) et /i^(n; r) par (1-24) pour N ç N, z e R, r ç R. On a alors les
formules asymptotiques uniformes pour N ^ 2, r e R, z e R,

(1.31) ^EM^)=.-'-/'+0((^^)^),

<1-32' ^"^"(^g^)-
Au vu des estimations des moments, il est naturel de conjecturer que

le terme résiduel de (1-32) est en fait < l/^logA/y/2""6, où l'exposant 1

est optimal.
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2. Préliminaires.

LEMME 2.1. — S'oit / (E £. Alors f(n) < logn.

Démonstration. — On remarque tout d'abord que cette majoration est
optimale puisque, / étant complètement additive, on a nécessairement

limsupl/O^I/logp^O
p^—^oo

dès que / n'est pas identiquement nulle.

La formule (1-2) et l'estimation \og(pk/k) x log2 2k Çk ^ 2),
impliquent l'existence d'un nombre réel M ̂  |/(2)|/log2 tel que

(2.1) |Mog2 k + a + rk\ ̂  M\og{pk/k) (k > 2).

Montrons par récurrence sur l'entier n que l'on a \f(n)\ ^ Miogn
pour tout n ç. N*.

Cette inégalité est trivialement vérifiée pour n = 1,2. Supposons-la
satisfaite pour 1 ̂  n ̂  N. Si N +1 est premier, il existe 1 < k ^ N tel que
N + 1 = pfc. On déduit alors de l'hypothèse de récurrence et de (2-1) que

\f(N+l)\=\f(p,)\
^ | /(Â;) |+|Mog2^+a+n: |
^M\ogk-^-M\og(pk/k) ^Miogpk =Mlog(A^+l) .

La majoration souhaitée est donc encore valable. Si 7V +1 n'est pas premier,
N + 1 est le produit de deux entiers vérifiant l'hypothèse de récurrence et
la complète additivité de / permet de conclure. D

Les deux lemmes suivants permettent d'expliciter la solution générale
d'un modèle continu simplifié des équations fonctionnelles discrètes rencon-
trées dans cette étude. Nous utiliserons inductivement ce modèle pour
construire des solutions discrètes approchées.

Pour tout sous-intervalle 1 de R, nous notons Bc(I) l'espace des
fonctions à valeurs complexes mesurables sur 1 et bornées sur tout compact
de 7, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.
Cet espace est complet pour la métrique canonique dont on peut le munir.
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LEMME 2.2. — Soit S : Bc([l, oo[) -^ Bc([l, oo[) l'opérateur défini par

1 (u

§^(n) == - / ^(î;) dv.
^7i

Pour toute fonction h € ^c([l? o°[)? l'équation

(2-2) ^(n) = S^(^) 4- h(u)

admet dans Bc([l, oo[) une unique solution ̂ , définie par
pu _i

^(îz) :=h(u)+ \ hÇv)-^'
h v

Démonstration. — Une récurrence facile permet de montrer que, pour tout
h € Bc([l,oo[), on a

S^hÇu) = 1 F 1 flog "T^dî; (n ̂  0),
n 7i nl v v /

et donc

(2.3) [S7^1/^)! ^ ^(logn)'1 max \h(t)\ (n ̂  0).
»(' ! tç. [1 ,'uj

Ainsi, la série SA^O^^ converge dans 6c([l,oo[) et sa somme est égale
à la fonction ̂  définie dans l'énoncé. Cette fonction est par ailleurs bien
solution de (2-2). Enfin, toute solution ^ de (2-2) dans 6c([l, oo[) vérifie

n

^^S^+S71^ (n^O).
j=0

En appliquant (2-3) à ^, on en déduit, en faisant tendre n vers l'infini,
que ^ = '0/i. D

LEMME 2.3. — Soit 6 € 23c([e, oo[). L'équation

y(t)\ogt== I ^du+^t)
Je u

admet une unique solution dans Bc([e, oo[)? définie par

(2.4) ,(,) » -rw = W +/' ̂  =?>+/" -'•- d..
Je logU logt Je ^(lûg^)2

Démonstration. — Le résultat est une simple reformulation du Lemme 2.2
via le changement de variable v = log u. D
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Nous rappelons la notation (1-10) pour les moments d'une fonction
arithmétique. Nous désignons la partie fractionnaire d'un nombre réel t par

(t):=t-[t].

Dans tout l'article, la lettre p, avec ou sans indice, désigne en règle
générale un nombre premier/4^

LEMME 2.4. — Soient k ç N* et f une fonction arithmétique
complètement additive telle que f(n) < logn. Posant

« '̂E^yp2 Z^ ^-2
P F i^2 r

on a

(2.5) R(x^ f^ = Wk(x) + yk(x) + ^(rr) + a,(/) + (^((logrr)^-1/^)

avec

(2.6)

Wk(x) =Wk(x',f)

-^(t;l)E-t-'/(rtl-<M,(^,/),
j=l •' p-^a; ^

2/fc(^)=y^;/):=-^ ̂  {/(p^)fc-/(m)'^}(^),
\Pm1

Pm^X

f{Pm)k-f(m)k

Zk(x) = Zk(x', f) := ̂
Pm

Pm^X

Démonstration. — La complète additivité de la fonction / permet d'écrire

M^ f) = ̂  /(n)^1 ̂  f{p) = ̂  /(p) ^ (f(m) + /(p-))'-1

n^a; p^ln p^^x m^x/p^

= E /^)fc [^] + ̂ (^s ̂  +xw^
P^x

avec Afc(.r; /) := ̂ ^ ̂ ^ ̂ W [x/p-]. Il suit

R(x^ /fc) = ̂ ) + ^(rr) + Zk(x) + Afc(a;; /)/a;.

(4) Toutefois, nous définissons au paragraphe 3 une fonction t i-> p(t) qui est une
interpolation approchée de la suite {pk}^^ de tous les nombres premiers.
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De plus, l'hypothèse f(n) < logn implique, en faisant appel à l'estimation
supérieure de Tchébychev,

A,(x;f)=x^ ̂  ̂ -^+o((iog^-i^)
v^.2p^^x p

=x E W E ^ + o((iog^-1^)
p^^/x 2^i/^loga;/logp

= -^/^î E •̂  ̂ G (ëï)")} + 0((.o..)*-^)

=ak(f)x+0{(\ogx)k-lVx).

Cela achève la démonstration de (2-5). D

Le résultat suivant est un corollaire immédiat du Lemme 2.4.

LEMME 2.5. — Soit / une fonction arithmétique complètement addi-
tive satisfaisant à f(n) < logn. Posant ai(/) := ̂  f(p)/p{p - 1), on a

^ E A») ̂ E [>)+»>(/)+Q
n^a; P^x v

3. Equations fonctionnelles approchées.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de démontrer le Théo-
rème 1.1. Nous introduisons les notations suivantes relatives à une fonction
arithmétique g satisfaisant (1-5)

(3.1) v(x;g):=-1 E g(k){^\ ^5):=^^) (, > i).
x ,~ . ^Pk/ X\OgXk^-ir{x)

Nous notons dès à présent que l'on peut déduire de (1-4) l'identité

(3.2) ^g)\ogx= ̂  ^+^;p)+^;^).
pk^ pk

Le lemme général suivant, qui possède un intérêt intrinsèque, nous
permettra de majorer v(x\g).
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LEMME 3.1. — Soient x S> 2, h = h^ une fonction arithmétique
fortement additive et L un nombre réel vérifiant L ^ sup <^. \h(p)\. Pour
tout nombre réel g satisfaisant ï / ^ / x ^ g ^ \ et

S(t) :== ̂  h(p) < gL7r(t) ( g x ^ t < ^ x),
p^t

on a

(3.3) E/l(î^)-•rE/^)=-E(')/l(p)«^°g(l)M..).
n^x p^x p p^x JL v)

Démonstration. — L'égalité de (3-3) résulte d'une simple interversion
de sommations. Posons y := QX. La contribution au membre de gauche
de (3-3) des nombres premiers p n'excédant pas y est trivialement
< L7r(y) < gL7r(x). La contribution complémentaire vaut

E . f ^P1 V^ ^(P)h(p) \- \-x > —^-— L p J ^ py<p<^x ' y<p^x ''^©-^î-r^
= E S(Ï)-X r^+0{gL^x))

k^x/y lî ^V t

«^El+f^+i}.
^ k ^ l / e 1 ' Jf)x t )

Cela fournit bien la majoration annoncée. Q

Nous utiliserons principalement le Lemme 3.1 sous la forme suivante.

LEMME 3.2. — Soit g une fonction arithmétique satisfaisant à (1-5).
On a

(3-4) v(x;g)<^( sup | ^ ;^ ) | ) log2 . r+ 1 - .
Vx3/^^ / loga;

Démonstration. — On pose h{pk) := g{k), de sorte que

S(t)=Y,h(p)= ^ 9W=M,{7r^g)^t^(7r(t);g).
P^t k^TTÇt)
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Pour L ̂  (logrr)0, gi x l/loga;+(loga:)sup^/4^^ \^g)\ et ^ := ^i/L,
on a donc S(t) <€ gLirÇt) lorsque gx ̂ t ^ x. On déduit alors de (3-3) que

x^g) = - E^P)^) « ̂ log (1)^) « ̂ 10^,
^ \J?/ \ Q / \OgX
p^x

ce qui implique la majoration requise. D

Nous sommes maintenant en mesure d'aborder la phase finale de la
démonstration du Théorème 1.1. Posons

w^^2—^ ,.,-,(3-5) ï u v" ' "^ p(tY\ogp(t)' (^3),
[K,(t):={l-Ko(t)}\ogt^

où t H^ p(t) désigne la fonction réciproque de li : t ^ f^ du/logu^
de sorte que p(li(^)) = t. Nous utiliserons par la suite les estimations

(3-6) Ko(t)=l+0(\og^t/\ogt)^ ^)=21og^+0(l) (t ̂  3),

qui sont des conséquences directes de la formule

(3.7) p(t) = ^{logt+log2t+0( l )} (t ̂  3).

La fonction x »—> p(x), dont nous ferons plus loin un usage intensif,
constitue la meilleure approximation régulière de x i—^ p^ issue du théorème
des nombres premiers — dont une forme classique s'énonce

(3.8) 7r(t) = \ï(t) + 0 (te-3^^ ).

Puisque 7r(pk) == k par définition de p k , on en déduit que li(pfc) =
k + O^e^V^ ), d'où pk = p(k + OÇke-2^^)), et finalement, grâce à
la relation p ' ( t ) = \ogp(t),

(3-9) p^p^-^oÇke-V^).

La première étape de la preuve du Théorème 1.1 consiste à établir,
à partir de (3-2), que (p(x\g) satisfait une équation fonctionnelle du type
considéré au Lemme 2.3 — cf. (3-12), m/m.

(5) Cette fonction est donc indéfiniment dérivable et strictement croissante sur [2, oo[.
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II résulte d'une sommation cTAbel que l'on a

^9^=^}<i(^9(k))=M^^+^^^^^^^^^

En approchant M^t^g) par M^t',g)/\ogt = t^(t\g), il suit

(3.10) Ef^r^^;,)^),p^pk Je t
avec

[V^..= n^l^.M^^t^W^),

(3.11) 7e v * t loët '

[c.^^^^Md.^d^-l/e}.

Reportons maintenant (3.10) dans (3.2), et posons

Vî(x;g) :== v{x;g) + Ci(g) + R(x;g).

Nous obtenons

(3.12) v(x;g)logx= F^^dt+V^g),
Je ï

avec V(x',g) := V^g) + V^x'.g).

La seconde étape consiste à appliquer le Lemme 2.3 à l'équation
(3-12), ce qui fournit

(3.13) ^9)=rrV^9)=rrV^g)+rrV^g)
= 7V^x,g) +7v{x,g) + C^g) ̂ 7R(x^g).

Nous allons maintenant transformer 7V^(x',g} en approchant cette
quantité par une expression faisant intervenir (p(t; g), ce qui nous permettra
de traiter (3-13) comme une nouvelle équation fonctionnelle pour ^(x;g).

On a d'après (1-7)

^,w^rw^
log-r J^ t(\ogt)2
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Nous évaluons cette expression en y reportant la définition (3-11) et en
intervertissant les sommations. Nous obtenons

r v ( ï } - F ^W'^^+W-M^g) „ . M,(7r(x^g}
J V\\JL) — 1 ———————————————————————————————dt +————.———————

Je ^(log^)2 X\OgX

^ F Mi(li(^)(l + \ogt) - Mi(^) Ml(7^(.z>);^)
Je t^logt)2 a t l x\OgX

+G2(^+0(e-^io^),
avec

C^g) := f^° {M^(t^g) - M^t^g)}——^ dt.

On a utilisé ici le fait que Pintégrande est < t^e'V^, ce qui résulte de
la majoration (1-5) et d'une forme forte du théorème des nombres premiers.
Le changement de variable u = \ï(t) fournit alors

F ^ ^'^\ \ l+log^ , r M^t'.g)j. M•(l•(";!"?(ioi,).dt- y. ̂ dt

./'•MM,(^)l+^d«-r-^,l,7ii(e) p(n)2logp(n) J^ ^(log^)2

^ r^^g)K,(t) r^9) ̂
^(0) t\0gt 7, t^Ogt^

où Ko est la fonction définie en (3-5). Remplaçons l'intervalle d'intégration
[li(e),li(a:)] par [e,x} en prenant en compte l'erreur ainsi commise. Il suit,
en introduisant maintenant la fonction K\ de (3-5),

^=-r^-^dt-r ^^^c'M
/3.^ Je t(logt)2 J^ tlogt 2W'

+y(7^(a•);g)l^£lJ•r) +o(e-^/ïo^),

où la quantité ei(a;) est implicitement définie par la relation 7r(a;) log7r(a;) =
{1 + £i(a;)}.r, et où l'on a posé

c-M^cM+r ïc-fw-w^.
7li(e) t\0gt

En reportant (3-14) dans (3-13), nous obtenons la forme finale de
notre équation fonctionnelle approchée pour (p(x;g), soit

(3.15) ^; g) = C^g) + 7R(x^ g) + U(x^ g) + 0 (e-V^ )
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avec C3(g) := C'i(ff) + C^g) et

^;5):=^;,)-r^£)^)dt
(3.16) 7e ^g*)

F ^9)Kp(t} ^ , ,l+£i(.c)- / ————-——dt + (p{'jr(x); g)————••J^) tlogt r v v " • " loga;

Déœojistratioû du Théorème l.l(i). — Nous allons procéder en trois étapes,
successivement dévolues à établir que y(x; g) est bornée, que

y(x;g) = <S>i(g)+7R(x;g)+0(ïog^x/logx),

puis enfin que

y(x, g) = $1 (ff) (l + ̂ ) + TJ ;̂ g)

^Sl̂ 'l̂ )-
ce qui équivaut au résultat requis.

Posons

^.^lirnsup10^^!, ^:=max(0,/3*).
3^+00 log2^ ' v '' /

Ces quantités sont bien finies et l'on a en fait 0 ^ f3 ^ max(0,a - 1),
d'après (1-5). On peut clairement écrire

(3-17) ^(^«(log^/2 (^2).

Majorons maintenant U(x',g) en tenant compte de (3-17). En employant
successivement (3-4) et (1-7), nous obtenons d'abord

v(^g) « (log^^log^ 7v(x^g) « 1 + (logrr)^-1/^^ x)2.

Ensuite, nous estimons les trois derniers termes du membre de gauche
de (3-16) en faisant appel à (3-6) et (3-17). Il s'ensuit que

U(x^g) < 1 + (log^-^log^)2.
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Reportons cette majoration dans (3-15) en tenant compte de l'hypothèse
R{x;g) < 1. Il vient

^g) « 1 + (log.z^-^iog^

ce qui fournit successivement f3 = 0 et

(3-18) ^(^)«1.

Insérons maintenant (3-18) dans (3-4). Nous obtenons v(x\ g) < log2 x,
donc 7v(x',g) tend vers une limite à l'infini et, par (1-9),

(3.19) 7v(x^g)<^\og^x/\ogx.

De (3-15), (3-16), (3-18) et (3-19), on déduit ensuite l'existence d'une
constante ^i(g) telle que

(3.20) ^g) - ̂ (g) = 7R{x^g) + 0(\og^x/\ogx).

La dernière étape de la démonstration consiste à appliquer (3-20) à la
fonction go définie par

(3-21) go(n) := g(n) - <S>^g){\ogn + logs 2n + 1}.

On note d'emblée que l'on a par construction ^i(^o) = 0- II nous faut une
estimation de TRÇx'.go) et nous allons montrer, dans un premier temps,
qu'il existe une constante C(g) telle que l'on ait

(3.22) R(x^g) - R(x,go) = C(g) + 0(\og^x/\ogx).

On a, d'après la définition (1-4),

R(x^g) - R(x^go) = "^{S^x) - S^(x)}^
x

avec

S^(x) := ^(logn + log2 2n + 1),
n^x

S^x) := ̂  ( log k + log2 2k + 1) [ x / p k ] .
Pk^X

II est immédiat que

(3-23) 5i (x) = x \og(x log x) -h 0 {x/ log x).
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Posons TTfc := \og{pk/(k\og2k)}^ de sorte que (3-7) et (3-9) impliquent

TTfc <log22A;/log2A;.

Posant a := ̂ ^i ^ k / P k , on a

^)=E^]^E;-"+°(^)
p^a; A p^a; '

E A / J^l Y^ ^ê^ . Y^ 1 , r^( log2•r^= A(n) - \ - x y ——+a;> --(Ta;+0a;—— .v 'LnJ z^ p^ L^ p \ \oe.x î
n^x P^^x P^x^ "

î 2

En prenant en compte la relation

V^ A(n) — == V^ log m = x log a; — a; 4- 0(log a:)
LnJ

n^a; m^x

et la formule classique (voir, par exemple, [9], th. 1.1.8)

Ej^^-EMî^-^'O
il suit

(3-24) Sï{x) = .z'log(.rlog.r) + C^x + oix^^Y

»ecC.;..-l-.-E{.o.(^)-^^,}.

Les estimations (3-23) et (3-24) impliquent (3-22) et, ipso facto,

(3.25) 7R^go)=<J^R^g)-^0(\og^x/{\ogx)2).

La formule (3-20) appliquée à go fournit donc

(3-26) ^go) = 7R(x\g) + 0{\og^x/\ogx).

Insérons maintenant (3-26) dans la définition (3-16) appliquée à go.
On déduit alors d^un calcul de routine reposant sur les estimations (3-4)
et (3-6) que

(3.27) U{x;go) « ̂ ^(v/^) + T10^v .7 / log a; v / (loga;)2
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avec e^z'.g) := sup^ |T^(^)|. Reportons (3-25) et (3-27) dans la formu-
le (3-15) appliquée à go, où nous tenons compte du fait que (p(x;go) tend
vers 0 lorsque x —^ oo. Nous obtenons

^;.ço) = 7R{x^g) + U(x^o) + ̂ (-^—)

=^(.;,)+o(l^^(^;,)4-l^g2-).vioga; / (logrr)2/

Cela achève la démonstration du point (i) puisqu'il découle immédia-
tement de la définition de go que

M^(x;g) = ̂ ^(g)x\og(x\ogx) -}-(p(x',go)x\ogx + 0(x\og^x/\ogx).

Démonstration du Théorème 1.1 (n) & (ni). — Commençons par établir
une estimation de v(x\g) qui servira de base commune aux preuves des
deux assertions. À cette fin, nous majorons TvÇx'.g) à l'aide de (3-4) et
nous reportons dans (3-16) puis dans (3-15). Nous obtenons ainsi l'existence
d'une constante B > 0 telle que

1^1^,,1^-^M,

<M™dl+^^ll^

^te.l̂ 1"^"^-
Choisissons ensuite un nombre réel a-o ^ e tel que

^\^c(f\\—dt—<l r° ï^t ̂  iyj^iïdog^' !„ tiw^^w
Nous déduisons de (3-28), en tenant compte de (3-6), que

\ifi(x;g)\ <(TJ^)+(a•;ff)+^(.^;;ff){j+0(log2a•/loga;)}+0(l) (x > a-o).

Nous avons donc, pour x > 3,

^(x;g)<^('J-R)\x;g)

fR^t;g) [t R^u;g) , ,
(3.29) <<e%l^og^+X^(iog^.du}

F2^,)
^J, tÇïogty^

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



SUR CERTAINES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES ARITHMÉTIQUES 1467

d'après l'expression (1-7) de la transformation CT. Grâce à (3-4), nous
inférons que

(3.30) ^; g) « log2 x f ̂ ^ dt.

Montrons maintenant l'assertion (ii) du théorème. Sous l'hypothèse
(1-12), la majoration (3-30) implique la réalisation des conditions (1-8) pour
la convergence de TvÇx'^g). En employant l'expression de 7v(x\g) fournie
par (1-9) il suit, après interversion de sommations,

—, , r°° R\t;g) logo (x -^-t) ,
7W;r;o)< / ————————-àt.v î y ; 7e ^(logt)2 logCr+^)

L'hypothèse (1-12) permet semblablement de déduire de (3-29), également
par interversion de sommations, que U ( x ' ^ g ) tend vers une limite quand x
tend vers l'infini.

Les informations obtenues sur la convergence de 7v(x\g) et U{x\g)
nous permettent de réécrire (3-16) sous la forme

ni \ <T-( ^ r0^)^)^ r v^gYwU(.;g)=^g)+j^ -^^dt-j^——^-dt

l+£i(a;)
^^-log^-

r00 R\t^g)\og^x+t}
"7, t(\ogt^ \og(x+t) ar'

En insérant cette majoration dans (3-15), nous obtenons exactement
l'estimation annoncée au point (ii) du théorème.

Pour établir l'assertion (iii), nous observons que (3-30) implique

_ , , log2.r F2 R\t',g) , ( x log2^ (tï R\u;g) , ,
^^^l ^"^J.îvSîyj. ̂ iuit

^JiWog^
7e n(iogn)3

Cela fournit une estimation acceptable pour le premier terme du membre
de droite de (3-16). Les trois autres termes peuvent être majorés
semblablement, grâce à (3-29). Nous obtenons ainsi

^r"®^-
Compte tenu de (3-15), cela fournit bien la conclusion requise au point (iii).
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4. Valeur moyenne du produit de convolution
de deux fonctions arithmétiques.

Nous consacrons ce paragraphe à un résultat technique concernant
la valeur moyenne d'un produit de convolution dont les facteurs satisfont
certaines conditions de régularité. Ce résultat est utilisé de manière systéma-
tique pour les démonstrations des points (ii) et (iii) du Théorème 1.2.

Nous désignons par ej^dO,!/] l'espace des fonctions réelles / de
classe e1, définies sur [0,î/] et qui satisfont en outre aux conditions de
croissance polynomiale

f / ( ^ ) > l ( O ^ n ^ l ) ,
t / (n)^/(n/2), (^+l)/ /(^)«/(^) ( O ^ u ^ y ) .

Pour f^g ç eî^dO,^]), nous posons

îf(y) '= r\f(u)\du, [f,g}y := \f(y)\Ig(y) 4- \g{y)\îf(y).
Jo

LEMME 4.1. — Soient x ^ 2 et (71, g^ deux fonctions arithmétiques^
définies sur [l,.r], dont les fonctions sommatoires Gj(t} := ^^<^j(^)
(j = 1,2) satisfont à

(4.1) G,(t) = ta,(\ogt) + 0(tQ,(\ogt)) (j = 1,2; 1 ̂  ̂  x)

avec, pour j = 1,2, a^ Qj ç. eî^dO.loga:]), QJ ^ 0. On suppose également
que

(4.2) G^t) := ̂ >j(n)| « ta^logt) (j = 1,2; 1 ̂  ̂  x)
n^t

avec o^ e ey^O, loga*]) et aj(u) < o^(u) pour 0 ^ u ^ loga-.

(i) On a

(4.3) G(x) := ̂  gi(m)g2(n) = xa(\ogx) + 0(xQ(\ogx))
'mn^x

avec

ry
Oi(y):= / a^y-u){a2(u)+a^(u)}du, e(y) := [ai, Q^}^ + [^i,^]

Jo "

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



SUR CERTAINES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES ARITHMÉTIQUES 1469

(ii) Si Pon suppose de plus que a^(u) < (u+l)^(u) pourO ^ u ̂  logrr,
on a encore, uniformément pour 1 ̂  z ^ ^\ogx et y =\ogx,

(4-4) ^) = ̂ 3(î/) + 0(xQ(y^z)},

avec

o'3Q/):= ! {^(y-u}-a^y)}a^u)du^a^y) Y ^-(n),
70 n^y n

Q{y,z) := [ûi,̂  + Q^y)Ia^y) + g^Çy^z) + p-(^^),

ô^{y. z) := ̂ (^^î(^) + ̂ 2(^ /" u^(^) dîz,
î/ Jo

ry
Q (y,z) :=a^(y) / g^(u)du.

J z

(iii) Lorsque les hypothèses (4-1) et (4-2) sont réalisées pour tout x ^ 9 et
SJ Jo ^i(^) d^ < oo, on a, uniformément pour 1 ̂  z ^ ^logx et y =\ogx,

(4-5) ^)=^(î/)+Ca;a2(2/)+o(^(î/^)+a:|a2(î/)| /> ^i(^)dîzV
Jy /

avecC := ^oo{6?l(en)e-n - a^(u)} du.

Remarque. — Le point (iii), qui est susceptible de servir dans d'autres
contextes, n'est pas utilisé directement dans ce travail : même lorsque
les hypothèses correspondantes sont remplies, la nature particulière des
fonctions que nous considérons rend (4-4) plus maniable que (4-5).

Démonstration. — Posons Rj(u) := G^e") - euaj{u) (j = 1,2)/6) et
y := \ogx. Les trois assertions énoncées résultent de la formule

(4.6) G(x) = xa(y) + xa^y) F R^- du + 0(xg(y^ z)) (l ̂  z^ ̂ ).
JO ^

En effet, on déduit (4-3) de (4-6) en choisissant z = 1, et l'on obtient (4-5)
en remarquant que la condition Q^ ç /^([O, oo[) implique

/ Rl{u)e-udu=C-^o( F ^(u)duY

(6) On a donc Rj(u) < ^Q^u) pour j = 1, 2 et 0 ^ u ̂  y.
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Enfin, on déduit (4-4) de (4-6) en observant que le terme principal de (4-6)
vaut encore

(4.7) xa^(y)+x F a^y-u)a^u)àu-xa^y){ V 9-^n}- f^^dul.
Jo L .̂ n ^ eu !

L'hypothèse supplémentaire effectuée en (ii) implique

a'^u) < a^{u)l{u + 1) < Q^(u),

donc la première intégrale est < [o;!,^] < Q(y^)' De plus, il résulte
d'une sommation d'Abel que l'expression entre accolades vaut

G^(x)/x^:a^y).

Cela montre que le dernier terme de (4-7) est

< x\a^(y)a'2(y)\ < xQ^{y)Ia^y) <^x[a^Q2\y <^xg(y,z)

pour tout z e [l^2/].

Pour établir (4-6), nous utilisons la méthode de sommation de l'hyper-
bole. Posant w := y — z^ nous pouvons écrire

/ expz /X\ /-expw
G(x) = ^ Û2 (-^) dGi(^) + j Gi (-^) dG2(^) - G^G^).

Effectuons le changement de variable t = e^. Compte tenu de (4-1), il
s'ensuit que

5

G(x)=x^Jk(z)+0(xQ{y^z))^
fc==i

avec

w..= ̂  a^^^ ̂ w a^^^}
- a^{z)a^(w),

w ..= ra^-^ dR^ w := ra1^) cî ),
Jo— e Jo- ^

rz rw
J^(z):=e-y J?2(^-^)dGl(en), J^z) := e-y R,(y - ̂ dG^).

Jo- Jo-
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Un calcul de routine fournit d'abord

Ji(z) = a(y) - a2(î/)ai(0).

Ensuite, nous établissons l'estimation

(4-8) W - { ̂  ̂ u) du + ai(0)}a20/) « ̂  .).

Pour cela, nous effectuons en premier lieu une intégration par parties, soit

W = ̂ ^(w) - Ri(0-)a^y)

+ Y -^{^(^-^)+02(27-n)}dn.

Comme ^i(O-) = -ai(0), nous en déduisons que

W ={^R^du^ a^a^y) 4- ̂ ^(w)

+f^^)d.,
JO e

où l'on a posé

B'2{u, y) := a^(y - u) - a^y) + a^(y - u).

L'hypothèse 0-2 e CT^fO.i/]) implique

B2(n,2/) < (^+ l)a2(y)/y (0<^u^ z).

Le membre de gauche de (4-8) est donc

f P \ ^ 1
<|^2(2/)H / ^i(^)dn+^i(^)+-/ (H+l)^(n)dn^

i J z y Jo )
( ry 1 pz \

<|Û/2(^)|S / Qi(u)àu^- ug^u)du\ <^Q(y,z).^ Jz y Jo )

Nous obtenons similairement, grâce à une intégration par parties,

W-^z)^!- 01(^2(0-)

+ ria^y-^+a^y-u^^du
Jo e

< \a^z}\Q2{y)^[a^,Q^y<^Q(y,z}.
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Les quantités J^(z) et J^(z) sont estimées, par sommation d'Abel, en
majorant les mesures \dGj\ par dG^ (j = 1,2) et en faisant appel à (4-2).
On obtient, d'une part,

J4(^)< Fe-^^-^dGKe")
Jo-

<aî(^2(w)+/ a\(u)Q^{y-u)àu
Jo

<^Q2(y)Ia\(z)<^Q(y,z),

et, semblablement, de l'autre,
çw

W^ \ e-^lOy-^dG^e")
Jo-

rw

< ̂ i (^ (î/) + / g^(y- u)o^ (u) du
Jo
ry

= î (z)o^ (y) + / gi (v)a^ (y - v) dv
J z

ry
< y Q-i(v)a^(y - v) dv

J z
ry

< ^i {y)Ia^ {y) + a^ (i/) / ^i (î;) dî; < g(y, z).
^2;

Cela achève la preuve du Lemme 4.1. D

L'énoncé suivant est dévolu à une spécialisation du Lemme 4.1,
que nous explicitons de façon à le rendre directement exploitable dans
les différents cas d'application envisagés dans ce travail. Étant donné un
polynôme P ç. C[X], nous posons

P(X, u) := P(X + log u) (u > 0).

LEMME 4.2. — Conservons les hypothèses et les notations du
Lemme 4.1. Supposons de plus que, pour j = 1,2, il existe des nombres
réels ej, Sj ^ 0, qj € [0, l], tj ^ 0, et des polynômes Pj e C[X] tels que Fon
ait

Oj(u) = u^Pj(\ogu), Qj{u) = t^-^(log^, o^(u) = u^^ (u ̂  3).

Supposons encore que d\ et d^ sont des entiers naturels satisfaisant a
deg(Pj) ^ dj pour j = 1,2, et posons

{_ 1 Si 6j — Qj = —1,
TJj '.==

0 dans le cas contraire.
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(i) Si ej - QJ ^ -1 (j = 1, 2), on a

(4.9) G(x) = x^ogxr^^^P^og.x) + 0(°^^)} (,. ^ 3),

où P3W est le polynôme de degré deg(Pi) + deg(?2) défini par

P3{X):= f P^X.uWX^-u^u^d-uY2^
Jo

et où Pon a posé

93 :=min{çi -t^q^},

{ ^ i+^ i si ci < ça +^2,
53 := max{5i + 771^1 4- «2 + 772, û?i + d^ + 772} si ci = 92 + t2,

^1 + 52 + 772 Si' Cl > Ç2 + ^2-

(ii) Si ei = -1, di = 0, ci = 1, si = 1, ^ e ]0,1]/7) et si 62 e N,
^2 — Ç2 ^ —1, on a pour x ^ 3

G(^) = ^(log^)^{p2(log2.r) ̂  ̂ °
(4.10) »n^ m

^^-'̂ ('ë^)}.
ou P^(X) est le polynôme défini par

P4(X)=Pi(0)/-P2(X) ^ 1

(4.H) ' W^ 3

+ { {P2(X, 1 - V) - ?2(X)} (1 ~ v)e2 dv\,
Jo ' v )

et où l'on a posé

^l;=•°m{'^2.1-t'}.
f l s iÇ2+t2 > 1+^1,

S4 := <
t max{l, 52} si Ç2 + ^2 ^ 1 4- ti.

(7) De sorte que a^{u) = Pi(0)/u, Qi(u) = (\ogu)/u2, a^(u) = u^-1 pour n ̂  3.
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Démonstration. — La première assertion résulte directement du Lem-
me 4.1(i). D'une part, la majoration a'^(u) < (logi^/n implique

a(,)=,e•^^{p3(log,)4-o((log^+d2+î'2)}.

D'autre part, on vérifie par un calcul de routine que

o(y) « ̂ ^+ir(log^^2^ (log^^l
^^^^ l ^92 -r ^91-*2 ;•

La réunion de ces deux évaluations fournit bien (4-9).

Dans le cas (ii), on a a^{u)/u < 1/u2 < g^(u)/u, et l'on est en
position d'appliquer (4-4). Un calcul standard permet de vérifier que le
terme d'erreur de cette formule satisfait, avec y := loga:,

Q(y ^)« ye.f^yr2^ , ^V , (log^^ (log^2 ^iQg^
l ^92 ^l-t2 yq2 y Z f

Pour le choix quasi-optimal z = I^MU^+^Ai+éi)}^) ^ remarque,
en utilisant notamment les inégalités ^i > 0, 0 ^ 92 ^ 1, que les seuls
termes susceptibles de dominer dans cette majoration sont le troisième et
le cinquième. On obtient ainsi

^^X^'^Oogî/)54 ( î /^2) .

Il reste à évaluer le terme principal 03 (y) de (4-4). Il suffit de considérer
l'intégrale apparaissant dans la définition de 03, car l'autre terme a été
reporté sans changement dans (4.10). Il résulte du changement de variable
v == u / y que

rv
(4.12) / a^u){a^y - u) - a^y)} du = y^P^ogy)^ + OÇl/y)}^

J Q

(8) Un choix optimal relativement aux puissances de y et à celles de log y serait

z= iminL,î/^2+t2)/(l+tl)(^g^)( l- s2)/(l+tl)l

Pour éviter de trop compliquer l'énoncé final, nous choisissons la puissance de \ogy
égale à 0.

(9) Le terme d'erreur prend en compte le fait que a^_(u) n'est connu que pour u ^ 3.
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avec

p4(x)=Pi(o) ( {p^x^-v^i-vr2-?^)}^
Jo v

=Pi(0){-P2(X) ^ l+/ l l{p,(x,l-^-P2(X)}(l-^dvl
v l^j^e2 •7 ° v ;

où l'on a utilisé la formule J^ {(1 — v)62 — 1} dv/v = — ̂ ^ ^ 1 / j . Cela
achève la démonstration de (4-10). D

5. Moments cTordres 1 et 2 des fonctions de £.

5.1. Valeurs moyennes : preuve du Théorème 1.2(i).

Nous allons estimer M\(x; f) grâce au Théorème l.l(i), ce qui
fournira évidemment une approximation de Mi(rc;/o)- Une voie naturelle
consisterait à évaluer directement R(x; f) à partir du Lemme 2.5.
Cependant, l'introduction d'une fonction auxiliaire /i, définie par

/ i ( l )=0, /i(n) :=f(n)+b\og^n+b+a {n ̂  2),

et qui vérifie fi(k) = f(pje) ^~ b + 0(log2 k/ log A:), permet de gagner un peu
de précision.

Un calcul de routine fournit

(5.1) ^f^n)=^f(n)+bxlog^x+(b+a)x+o(-^).
ni^x n^x

De plus, la majoration (1-2) pour r^(/), associée au théorème des nombres
premiers sous la forme (3-9), permet aisément de montrer qu'il existe une
constante C^ = Cs(/) telle que l'on ait

E AWf^l = ̂  /hfc)p1 +bx\og^x+C,(f)x
^ '-Pk-1 ^ '-Pk-1

(5-2) ^^ ^^

+o(.bg^).v logo* /

En appliquant alors le Lemme 2.5 à / (ce qui est autorisé grâce
au Lemme 2.1), on déduit, par différence, de (5-1) et (5-2) la formule
asymptotique

^;/i)=^+a+ai(/)-C5(/)+0(log2^/loga;),
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d'où

^(.;A)<<-^
(logrr)2

Comme on a trivialement /i(n) < logn, on peut appliquer le Théo-
rème l.l(i) à /i, ce qui fournit

Mi(a-;/i) = ^i(fi)x\og(x\ogx)+0(\og^x/\ogx).

En reportant dans (5-1), on obtient bien la relation annoncée en (i).

Remarque. — Un calcul direct reposant sur la majoration (1-2) et le
Lemme 2.5 fournit

^ ^log^^_6^^.1ofa_y
loga; V(loga;)2/

Lorsque b ^ 0, la fonction e(x) associée à / définie dans l'énoncé du
Théorème 1.1 est donc de l'ordre de \og^x/\ogx. L'introduction de la
fonction /i, au lieu d'une application directe du Théorème 1.1 (i) à /,
permet donc, dans le cas général, le gain d'un facteur log^ x dans le terme
d'erreur de l'évaluation finale (1-19) pour M^(x\ fo).

5.2. Valeurs moyennes : preuve du Théorème 1.3.

Le Théorème 1.2(i) implique en particulier que l'on a

MI (x\ g) < x log2 x / log x = o(x)

pour toute fonction g de £(0,0) telle que ^>i(g) = 0. Sous la condition
supplémentaire g ^ 0, le Lemme 2.5 implique alors a^(g) = 0 d'où g = 0.
On peut donc énoncer que l'on a

M^(x\g) ^> xiogx

pour toute fonction g de £(0,0) satisfaisant à g ^ 0 et Mi(a*; g) > x.

Cela nous permet de ramener la preuve du Théorème 1.3 à celle de
l'existence, sous les hypothèses effectuées, d'une fonction g de £(0,0) telle
que 0 ^ g ^ / et M^(x',g) > x. Nous allons construire explicitement une
telle fonction minorante.
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L'hypothèse f(pk) ï f(k) implique immédiatement / ^ 0. Comme
/ 7^ 0, il existe un entier ko ^ 2 tel que f(ko) > 0. On définit alors
g G 8(0,0) par g(2) := 0 et

( \ ( \ n\ 1° siA^o,^) - ̂ (Pfc) - g(k) := \
l j(A;o) si k == A;o.

Comme rk{g) ^ 0 pour tout entier k, on a bien g ^ 0. De plus,
/(n) ;> ^(n) = 0 pour n ^ A;o, et f(pk) ^ f(k) = f(k) 4- g(pk) - g{k)
pour k > ko. Cela implique f{pk) ^ ^(pfc) pour k ^ ko, donc, par additi-
vité, /(?î) ^ ^(^) pour n ^ p^. En itérant le procédé, on obtient finalement
que f(n) ^ g(n) pour tout entier n ̂  1. Il reste à montrer que Mi (.r; g) ^> x.
Cela découle du Lemme 2.5 qui fournit, puisque g(pko) = /(^o)?

E^-E^^^E^+o^^^+o^).
n^o: p^rz; ' p 'v" / A ' c o

Cela achève la démonstration du Théorème 1.3.

5.3. Ecart quadratique moyen : preuve du Théorème 1.2(ii).

La méthode consiste simplement à appliquer le Théorème 1.1 à fo- II
nous faut donc une estimation de R{x\ /^), et nous employons à cette fin le
Lemme 2.4 avec / = fo et k == 2. Il reste à estimer les quantités w'z(x; /o)?
2/2(^5 /o) e^ ^2(^5 /o) apparaissant dans (2-6).

Considérons d'abord la quantité w^{x\ fo), et appliquons le Lemme 4.2
en choisissant

, , f/o(p) si 771=^,
g^(m) :== ^

L 0 dans le cas contraire,

g2(n) := fo(n),

de sorte que w^(x^ fo) est exactement égal à la fonction sommatoire G(x)
du produit de convolution de g\ et g^.

Il résulte du Théorème 1.2(i) que

(5.3) G^(x) = M,(x;fo) = xE,(\og^x) + û^^) (x ̂  3)S^

De plus, pour tout m ̂  2, on a

(10) Rappelons que Ei(X) :== -boX - bo - a, bo := b - ^i(f).
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fo(Pm) = î(pm) - ̂ l(f) logpm

(5.4) = /o(m) 4- a + ôlog, nz - <M/) log (^) + o(^)

= /o(m) - fro - ̂ ifcm) + 0(1^2^).

d'après (1-2) et le théorème des nombres premiers. En tenant compte
de (5-3), on en déduit que

(5.5) GiOr) = ̂  /oh) = -bo——+o(xïog2—Y
p^a- ïoêx v (loga;)2/

En adjoignant à (5-3) et (5-5) l'estimation triviale |/o(»)| < log(3n),
nous sommes donc en position d'appliquer le Lemme 4.2(ii) avec 62 = 0,
92 = 1, ti = t2 = 1. On a Pi(X) = -60, P^W = Ei(X), et donc,
par (4.11),

P,(X)=bï[llog(l-v)dv-=-^2bÏ.
Jo v

On a encore

E 9i(n) \-^ fo(p) Mi(.z-;/p) 1 ^^ / x \
-7T = ̂  ~^~ = ————— + ï 2: /o^(^)-

n^a; p^ï^x ' p^^a; '

où la seconde égalité résulte de la complète additivité de /o- La contribution
à la dernière somme en p des puissances p^ avec v ^ 2 est clairement 0(^/x).
Au vu de (5-5), celle qui correspond à v = 1 peut être estimée par le
Lemme 3.1 avec L := \ogx, g := l/logrc. Elle est donc <€ (log2:r)/log.r.
En tenant compte de (5-3), nous obtenons finalement

(5.6) ^^OO^O(^),
n^x

de sorte que le Lemme 4.2(ii) fournit

(5.7) u,2(.r;/o)=52(log2a:)+&o(l-è7^2)+o(^^^),(ll)

avecç4 = 94(^1,^2) '•= min{(l—tit2)/(^i+l) , 1—^2}? pour toutes constantes
ti ^ 0, ^2 ^ 0 telles que

(5-8) ^|/o(p)|«^(log^1-1, ^|/o(n)|«^(log^2 ( ^^2) .
p^^x n^x

(n) On rappelle que Ë2(X) := £?i(X)2 - 6§.
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Ainsi qu'il a été mentionné plus haut, la majoration triviale de /o
permet de choisir ti == ^> = 1, et donc 94 = 0. Nous réutiliserons (5-7) plus
loin, avec des valeurs de t^ et t^ améliorées issues d'une première estimation
deMi(:r;/o2).

La formule (5-7) implique w^{x\ fo) < (loga-r)2, donc les condi-
tions (1-8) pour la convergence de 7w^(x; fo) sont remplies. Il suit

(5.9)
irwfe h^-r^'M

J x log^

^ _ FB^og.t) ( (log^)2 x
y, t(\ogtY '^(log^^J-

Tournons maintenant notre attention vers les quantités 1/2 (^;/o)
et z^{x\fo) apparaissant dans (2•6).(12) Nos estimations nécessitent le
résultat auxiliaire

^(^ ••= E {f^2 - foW
(5.10) PfcîSa-

-X
^_^Bg(log^)^^.(log^)^

loga* \ (logx)^5/

avec Ç5 := 2 - ̂ 2. Cette formule est obtenue, à partir de (5-4) et (5-8), par
sommation d'Abel. Nous omettons les détails de la vérification.

Nous pouvons maintenant estimer y^(x', /o). On a t^ ^ 1, donc 95 ^ 1.
La formule (5-10) fournit donc, au vu du Lemme 3.2,

V2 (x'.fo) < (\og^xf/\ogx,

et par conséquent

(5-11) ^(^;/o) « (\og^x)3/{\ogx)2.

Semblablement, (5-10) nous permet d'estimer 7z^(x\ fo). On a
par (1-6)

T. fr. H - V fM'-W /(^(l-log^^ ^2^5 JOJ — / . —————,——————— — ———————-————?
— Pk^ogpk 21og2Pfc^a;

(12) pour la commodité du lecteur, rappelons que

^(.;/o):=-1 ^{/(p^-/(,)2}/^\ ^,^)^ ̂  /(p^-m2

^pfc^ \p fc / pf^ pfc
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donc (5-10) garantit la convergence de 7z^(x\fo) lorsque x tend vers oo.
Par sommation d'Abel, il suit

^-, , . F dz^x;fo) /•00 d^(t)
•fZ2(X; Jo) = - / ——,——-—— = - ; ——j——,-/....x J x logt J^ tlogt

= ^B2(ïoë2t)-^-^n((loë2x^\7, t(iogt)^ ""^voog^J-
En reportant (5-9), (5-11) et (5-12) dans (2-5) et en observant que

d B^log^t) ^ Bî{\o^t) - B'^og^f}
dt logt t(logt)2

nous obtenons

(5.13) ^(.;^2)=52^+0(?^+-!^^),loga: \ (logrc)2 (log.r)11^/

puisque 95 ^ 1 + Ç4-

Comme ^4 = 0 est une valeur admissible, on a

(5.14) Ïfi^^X0^12'

et le Théorème 1.1 (i) nous permet d'en déduire l'existence d'une cons-
tante <Ï>2 telle que

M^x', fo) = Mi (a;; /o2) = ̂ xlogx + 0(.r(log2 x)2).

Il résulte immédiatement de cette estimation, via l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, que

^ |/o(m)| < rrv/îogï, ^ l/oh)| < ̂ /v7^ (^ ^ 2),
m^a; p^^a;

où la seconde estimation découle de la première par (5-4). Cela signifie
que (5-8) est valable avec i\ = t^ = ^ . On a donc (5-13) avec
Ç4 = ̂ (j^) = j. Une nouvelle application du Théorème 1.1 (i) fournit
alors l'estimation requise (1-20) pour M-z{x\ fo).
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5.4. Preuve du Théorème 1.4.

Supposons que / e £ vérifie $2(/o) = 0. On déduit alors des formules
(i) et (ii) du Théorème 1.2 que

^{/o(n) -E,{x)}2 = -b^x^oÇx).
n^x

Cela n'est possible que si 60 == 0, et donc E^(X) = -a. De plus, on a alors
nécessairement foÇn) = a + o(l) pour presque tout entier n. Considérons
alors un nombre premier p fixé. Il existe une suite A de densité unité telle
que l'on ait, lorsque n tend vers l'infini en restant dans A, simultanément
fo(n) = a + o(l) et fo(pn) = a + o(l). Comme /o est complètement
additive, il vient fo(p) = fo(np) - fo(n) = o(l), donc fo(p) = 0. Puisque p
est arbitraire, on obtient bien /o = 0 et finalement / = ^i(J) log.

6. Moments centrés cTordre k ^ 3 :
preuve du Théorème 1.2(iii).

Nous nous proposons d'établir ici le Théorème 1.2(iii), soit

(6.1) M,(^; /o) - /^(<I>2 logxY-^E^og, x) + 0((bg2^^ ) }.

pour j = 2r - s ^ 3, 5 = 0 ou l,^3) où nous employons la notation 6^-
définie en (1-18). Nous procédons par récurrence sur j ^ 3. À chaque étape,
l'argument-clef est fourni par le Théorème 1.1, avec une dichotomie relative
à la parité de j. L'initialisation est fournie par les points (i) et (ii) du
Théorème 1.2, qui impliquent (6-1) lorsque j = 1 ou j = 2.

La constante $2 est non nulle d'après le Théorème 1.4. Nous pouvons
donc supposer $2 = 1, quitte à considérer f/V^ à la place de /.

Techniquement, la démonstration se réduit essentiellement à estimer,
à l'aide de l'hypothèse de récurrence, les quantités Wk(x',fo}, Vk{x; fo)
et Zk{x\fo) définies au Lemme 2.4. Cela fournit une évaluation de
^(^ fS) suffisante pour appliquer le Théorème 1.1 qui, à son tour, produit
l'estimation recherchée pour alimenter la récurrence.

(13) On rappelle que Ej(X) := E^X) + (r - l)6i pour j = 2r - 1, Ej(X) := 1 pour
J = 2r.

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1482 R. DE LA BRETÈCHE & G. TENENBAUM

La quantité Wk(x\ fo) est une combinaison linéaire des fonctions
sommatoires des produits de convolution f3 * (xf^3) (1 ^ j ^ k - 1)
avec ^(1) := 0 et \(n) := A(n)/logn pour n ^ 2. Elle relève donc du
Lemme 4.2 : au vu de (5-4), la fonction sommatoire de chacun des termes
du produit peut être estimée grâce à l'hypothèse de récurrence.

Les comportements asymptotiques des expressions yk{x\ fo) et
zk(x', fo) sont directement liés à celui de la fonction auxiliaire

(6.2) ^(x):= ̂  {/o^^-Vo^},^[X) := ^ {fo{Pm)
Pm^XPm^X

qui relève lui-même de l'hypothèse de récurrence via (5-4). Une évaluation
de Ak(x) implique, par le Lemme 3.2, une estimation de yk(x\ fo), et, par
sommation d'Abel, une estimation de Zk(x\ fo).

Nous rassemblons dans le lemme suivant les approximations obtenues
sous l'hypothèse de récurrence pour Wk(x',fo), yk(x; fo) et Zk(x',fo). Nous
écrivons systématiquement dans toute la suite de ce paragraphe

k = 2£ + 2 - h

avec £ ^ 1, h = 0 ou 1.

LEMME 6.1.— Soit k= 2^+2 -h avec £^ 1, h = 0 oui. Si^(f) = 1
et si restimation (6-1) est vraie pour tout indice j ^ k - 1, alors on a

F Wk{x; fo) = ̂ w(\ogx)w-h{Ek^(\og^x) + bon + 0(Wk{x))},

(6.3) { ^(^^«(log^-^log^a;)3,

z^ fo) = -^(\ogxY{hE,(\og,x) + hbo(£-^- + 0(Zk(x))}^
'c •c

^ ,, ^ , &o^' 1 — h
ou l'on a pose bon '.= —r- - .—-' et

_(log^)^^ . .^.(lofe^)2^
'"î(ï)- (logaQ^/3 ' zfc(a;)- (loga;)^ •

Nous différons un instant la preuve du Lemme 6.1 et nous nous
attachons d'abord à en déduire la preuve de la formule asymptotique (6-1).
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Examinons en premier lieu le cas h = 1, c'est-à-dire k = 2£ 4- 1. En
reportant les estimations (6-3) dans (2-5), nous obtenons

(6.4)
R^f^1) = ̂ ^gxY^—^-E^^x} - ̂

.(log^)^%^
\ (log;c)2/3 ) } •

|2+2^

Lorsque t = 1, les estimations (6-3) et (6-4) ne font pas intervenir la
constante b\ apparaissant dans la définition des polynômes Ek(X). Nous
allons en fait définir &i à partir de (6-4) pour i = 1, h = 1. En reportant
(6-4) dans (1'7), nous obtenons l'existence d'une constante K\ = K\(f)
telle que

7R(x,fS) = -b^log.x+K, +0(^^).

Le Théorème 1.1 (ii) implique alors l'existence d'une constante &i^14^ telle
que

M3(^/o)=^^log.l{^(log^)+6l+o(^^)}.

Cette estimation coïncide bien avec (6-1) pour j == 3.

Lorsque £ > 1, un calcul routinier, dont nous omettons les détails,
permet de déduire de (6-4) que

TI^(.r;^2w)=^l(log^-l{^+l(log^)+o(^^)}.

L'estimation requise de Mk{x\ fo) en découle par application du Théo-
rème 1.1 (iii).

Considérons ensuite le cas h == 0, soit k = 2^+2 . Nous obtenons
comme précédemment par (2-5) et (6-3) que

,̂̂ 2)^ .̂(..«»)w{.̂ ((•og^)}•
(14) Précisément définie par bi = a + bo 4- j {Xi -h K(f§)}, avec la notation du Théo-
rème l.l(ii).
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Le Théorème 1.1 (iii) fournit alors

M^ Qr; /o) - ̂ +irr(log x^ {1 + 0 ((1^2 ̂ )4 ) },

c'est-à-dire (6-1) pour j = A; = 2(^ + 1).

Cela achève la preuve inductive de (6-1).

Démonstration du Lemme 6.1. — Nous devons établir (6-3) en supposant
(6-1) valide pour tout j ^ k - 1 = 2£ -h 1 - h.

Estimation de Wk(x', fo). On a par (2-6)
k-l

(6-5) w,Or;/o)=]^Ç^),
j=i

avec, pour 1 ̂  j ^ k — 1,

(6.6) Ç,,^)^1-^-1) ^ ^-Vo^/oW.
a;v 3 / p"n^x

L'estimation de ces quantités relève du Lemme 4.2, sous réserve de disposer
de formules asymptotiques pour

N,{x) := ̂  ^-Voh)1

p^^x

lorsque 1 ̂  i ^ k - 1. De telles formules peuvent être déduites de (6-1)
et (5-4) par sommation d'Abel. Nous omettons les détails techniques de
cette déduction, mais nous rassemblons les résultats obtenus dans l'énoncé
suivant. Afin d'en faciliter l'écriture, nous posons

b^-i=(e-l)b,-b^ b^=l (^1).

LEMME 6.2. — Soit / e £ telle que ^2 = 1. Soit k ^ 2. Si
l'estimation (6-1) est vérifiée pour j ^ fc, alors on a, lorsque s ç {0,1}
e t 2 < ^ j = 2 r - s ^ k ,

(6.7) ^.(.)=^(log.r-{^+o(^^)} (,^3).

Nous ferons également usage de la formule classique, relative à la
fonction Bêta d'Euler,

(6-8) (^^(a-h^+l) / ua{l-u)bdu=l (a e N, b <E N).v a / Jo
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Nous sommes maintenant en mesure d'évaluer les Qj,k(x). Lorsque
j est pair ou lorsque (j,k) = (2£ + 1,2^ 4- 2), nous choisissons dans le
Lemme 4.2

r^-Voh)^ sim=p^ _ f k - ^ r , M
91(m) := 1 n ' ^ v 92(n^ := ( • )/o(^ •1 0 sim^^, x J /

Cependant, à cause de la dissymétrie des rôles de ^i et g^ dans la définition
de g(y, z) au Lemme 4.1, il est nécessaire d'intervertir ces définitions dans
les autres cas.

Les approximations de G\ et G^ sont données par l'hypothèse de
récurrence (6-1) et le Lemme 6.2. Il reste donc à déterminer des majorations
de M^{x\fo) et N^(x) pour i,j ^ k — l/15^ Seul le cas des indices
impairs est évidemment à considérer. L'inégalité de Cauchy-Schwarz et
l'hypothèse de récurrence relative aux indices pairs impliquent d'abord,
lorsque 2i + 1 ̂  k — 2,

f M^x'Jo) < VM^fo)M^(x'Jo) < ̂ (log^1/2,
(6.9) {

[ N^(x) « VN^(x)N^(x) < ̂ (log^-1/2,

où, l'on a fait appel à (6-7) pour la seconde majoration. Lorsque
(2i + l,k) = (2£ -4- 1,2-^ 4- 2), cette technique est inopérante car nous ne
disposons pas d'une majoration suffisante pour M^^(x; fo) ou N^^(x).
Nous avons alors recours aux majorations triviales

M^(x,fo) < {\ogx)M^(x',fo) < ^(loga1)^1,
(6'10)

N^iW < (\ogx)N^(x) < x(\ogxY.

Les estimations (5-5), (6-1), (6-7), (6-9) et (6-10) fournissent l'ensemble
des informations nécessaires pour évaluer Qj^Çx) pour j ^ k — 1 en
appliquant le Lemme 4.2. Nous rassemblons au Tableau 1 les valeurs spéci-
fiques qui en résultent pour les différents paramètres apparaissant dans les
hypothèses de cet énoncé. ̂ 16^

(15) En accord avec la notation introduite au Lemme 4.1, nous posons systématiquement,
ici et dans la suite, G*(x) := Sn^o: 1^1 ^sque G(x) = ̂ ^x 9n-
(16) pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici ces hypothèses sous forme
condensée : on a pour j == 1, 2 et x assez grand

G,(x) = x(ioëx)^ {Pj(log2 x) + O((log2 x)^/(\ogx)^) } (Pj ç C[X], degP, ^ d,),

G](x)^x(\0gx)e3+t3.
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a^)
ei

di

9l

Si

<l

62

d2

Q2

S2

t2

(2i, h)
(1 ^ % ^ £ - h )

e-i-h
0

1 - h/3

2+26î-2i,4

h/2

i

0

1

2+2<$â

0

(2^,1)

-1

0

1

1

1/2

^

0

1

2+2^

0

(2^+1,1)
(0 ^ i ̂  i - 1)

i

1

(2+<5oz)/3

1+^+2^

1/2

i-i- l

0

1

2+2^+2

0

(2î+l ,0)
(0 ^ i ̂  i - 1)

î

1

(2+6oz)/3

1+6^+2^

1/2

^- î -1

0

2/3

2+26^

1/2

(2^+1,0)

-1

0

1

1

1/2

i

1

1

2+26^

1

(1,0)

0

1

1

1

1/2

^-1

0

2/3

2+2^

1

TABLEAU 1. — Paramètres du Lemme 4.2
pour l'estimation de Qj^(rr) avec k = 2ê -^ 2 — h, j ^ k — 1.

Considérons d'abord les cas où l'indice j est pair, disons j == 2z
avec 1 ^ i ^ £. Lorsque 1 ^ i ^ £ — h, nous appliquons (4-9) avec
GiCr) = ^-2z(^) et G^(x) = (^A^O^./o). Nous obtenons

(6.ll) fc,M = (iog^->{^+o(fl!^â l̂)},
et

C2i,k :=b^^^i-if ^-^-/l(l-^)^d^=^_2,^(2+^+^^).

Le seul cas exclu est i = ê, h = 1, soit (j, k) = (2£, 2^+1). Nous appliquons
alors le Lemme 4.2(ii) avec G^(x) = N-i{x), G^x) = M^(x\ fo). En tenant
compte de (5-5), (5-6) et (6-1), nous obtenons

i .
Q2^2w(x) = p,e (loga0^^i(log2 x) + bo ̂  -

(6-12) ^=l î

^0(^2^^
' \ (loga;)2/3 ) { '
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Portons maintenant notre attention sur le cas des indices j impairs,
disons j = 2i + 1 avec 0 ^ i ^ £ - h. On ne peut avoir i = t que si h = 0,
c'est-à-dire (j, k) = (2£ + 1,2£ + 2). Nous appliquons alors le Lemme 4.2(ii)
avec G^x) = N^{x), G^x) = M^i(x',fo). On a t^ = \ par (6-9), i^ = 1
par (6-10) et Ç2 == j, ^2 = 2 + 2^ par (6-1). En particulier 94 ^ 0. Il suit

(6.13) Q2eww{x) « (log^(log2 x)2^.

Nous pouvons maintenant restreindre l'étude au cas j = 2i + 1 avec
0 ^ i ^ £ - 1.

Lorsque /i = 0, soit (j, A;) = (2i + 1,2^ + 2), nous appliquons le
Lemme 4.2(i) avec G^x) = M^+iCr;/o) et G^x) = (^)N^^(x).
On a gi = j, ^2 = j si î ^ 1 et ci = 1, ^2 = 1 si î = O.^^ on peut donc
minorer 93 par 0 dans tous les cas. De plus, qi = ̂  (2+^oz) < ^2+^2 = j + j,
donc, compte tenu de (1-19) et (6-1), 53 == 5i = 1 + ̂  + 2<5^. Le second
membre de (4-9) est alors dominé par le terme d'erreur et l'on obtient

(6.14) Q2ww{x) < (logo:/(log2 x)2^ (0 ^ i ̂  ̂

où nous avons inclus l'estimation (6-13).

Lorsque h = 1, soit (j, A:) = (2î + 1,2£ + 1), et donc 0 ^ i ^ ê - 1,
nous appliquons le Lemme 4.2(i) avec G^(x) = M^i-^iÇx-, fo) et G'2(^) =
(2^1)^-22 (.?•). On a, par (1.19), 5i = 771 = 1 si î = 0, et, par (6-1),
5i = 2 + 2^, T^i = 0 si 1 ̂  i ^ ^ - 1. Ainsi 5i + ?7i ^ 2 + 2^ dans tous
les cas. Il suit

Ç2z+i,2^-n(^) = (logrK/^z+i^lo^aO

^/(logg^
V (loga^2-^)/3

(6-15) ^/(^^^^M
V (log^^2^^)/3 ) V

avec

( o^ \ /•i
P2i^k(X):= }^^-i E^X^^u^l-uY-^du.

2î. + ly 7o

En remarquant que Q?.^)/^+i/^_^ = 2^(^^1) et en utilisant (6-8), nous
obtenons

P2z+i,fc(x) = 2M îPO + ̂ **}
avec b^ := ib^ - V(^1) ̂ (1 - ̂ ^-^-^^log^) dn.

(17) L'égalité qi = 1 résulte de (1-19), t^ = 1 de (6-10).
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Nous pouvons finalement rassembler (6-14) et (6-15) en une formule
unique valable indépendamment de la parité de k, soit

(6-16) Q^{x) = WogxY{E,(X) + b- + ûf^2^?5) }.1 \ ( l o g x ) 2 " ' / 3 / J

Reportons dans (6-5) les estimations (6-11), (6-12) et (6-16). Nous
obtenons d'abord, lorsque h = 0,

€

W2w(x'Jo)=^Q^(x)+0((\Og^x)w6î.(\OgxY)
i=l

^-{^«^(fl»^)}
.^^.{^(f^^)}.

Cette estimation correspond bien à (6-3) avec h = 0. Ensuite, lorsque h = 1,
c'est-à-dire k =- 2£ + 1, nous avons

^ C2i,k=^ ^ { ( 2 ^ - 2 z + l ) 6 i - 6 o ( 2 + — — ) }
l^î^-l l^^^-l v € Î / J

= ^ { ( ^ - l ) & i - ( 2 ^ - 2 ) & o - & o ^ 1},
l^î^^-l î

^ P2z+l^(X)

O^î^-1 .1

= ^{2£;i(X) + (^ - l)ôi -2bo (1 - n + n)^-1 logudn}

= £^{2E^(X) +(£- l)6i + 2&o}.

En tenant compte de (6-11), (6-12) et (6-16), il suit

W2w.(x;fo)= ^ Qj,k(x)
i^j'^fc-i

={2£+l)^(\ogxY[E,(\og^x)

+(^l)^4-^o((log^^
^ \ (log.r)2/3 y J

Comme ^+1 == (2^ + l)/^, nous obtenons bien la formule requise (6-3)
lorsque Wk(x) avec h = 0.
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Estimations de yk{x\ /o) et de Zk(x\ fo). Nous estimons d'abord la différence
Afe(rr), définie en (6-2). Le principe des calculs consiste à exprimer Afc(;r),
grâce à (5-4), en fonction des moments d'ordre inférieur à k, pour lesquels
l'hypothèse de récurrence est disponible. En faisant appel à (6-1), (6-9) et
(6-10) sous la forme

(6.17) i M; ̂ (a;); ÎQ) ̂  x^oëx)j/2~l (̂  k - 2)'
lMfc*_i(7r(aO;/o)<<rc(log^-\

on peut écrire

(6.18) Afc(^) = -A^iOr) + A^) + 0(x(\ogxY-^^\\og^xY)^

avec

Aki(x) := ( k } ̂  /o(m)fc-^{El(log2m)+&o}^ (i = 1,2).
- •̂Pm^a;

De plus, il est facile de déduire de (6-17) que l'erreur commise en remplaçant
E^og^m) par E^(\og^x) dans A^(.r) est

<al(log:r)^-l-/l(log2rr)^.

On infère grâce à (6-1)

Afci(^) = k^l-hx(\ogxY~l^E^l-h^g2x){E^\og^x) 4-^0}

+of (log^)5 ^1V(loga;)(2+ / l)/3yJ
A^M = (^^(log^-l-^^-/^(log2^){El(log2^+^

^Y (log2^)6 M1

Viog^)1-^/3 y j
En reportant dans (6-18), nous obtenons

A,0r) = -^ixÇlogxY-^hE^og^ x) + ̂ o + of^f2 a;)2+4/l) l(- \ (loga;)^ 7J
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Cela implique d'une part, grâce au Lemme 3.2, la majoration annoncée
en (6-3) pour yk(x;fo). D'autre part, nous en déduisons, par sommation
d'Abel,

^k^w^r^i^x Yi t2

[ x ri/
= -h^i y (logtY-^E^log^ t) + bo}— + O^log^-^logs x)2^)

,-^(,^).{^(^,)^W±D^(C^?)},

ce qui fournit l'estimation (6-3) pour z^{x\ fo) et termine ainsi la démons-
tration du Lemme 6.1.

7. Valeur moyenne de certaines fonctions
multiplicatives : preuve du Théorème 1.5.

7.1. Méthode.

Le schéma de la démonstration est le suivant. La relation (1-28), soit
pour mémoire

^y +1——CHN

(7.1) H^(t) = ̂ ^ {1 + M^" log^} (1 ^ ̂  7V),

suppose connus les paramètres a^v, (3^ et -y^ intervenant dans l'expression
du terme principal potentiel de l'approximation de If^v(^). Nous disposons
de plus d'une majoration initiale, soit (1-29), pour le terme d'erreur, qui est
valable pour t ^ to^' L'équation fonctionnelle (1-25) et la multiplicativité
de HN vont nous permettre d'étendre inductivement le domaine de validité
de la majoration (1.30) pour ̂ (t). Posons to := to^. L'étape de récurrence
consiste à déduire de la majoration valable pour t ^ tn une majoration
presque identique valable pour t ^ tn+i := t2,. La valeur 2 de l'exposant
est ici purement contingente : le succès de la méthode repose sur la seule
possibilité de progresser d'une puissance de t à chaque étape.

On note que l'on a

^ ^^^^O^y^^^^0^' M^)<<i^(^0,N)

où la première majoration coïncide avec (1-29), alors que la seconde résulte
trivialement des inégalités ON ^ 0, \HN(t}\ ̂  t.
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II est commode d'introduire la fonctions 6^(t) définie par

(7-3) W:= sup |^(n)|.
to^^u^t

Les équations fonctionnelles du problème conduisent à exprimer 6^(1)
comme une moyenne convenable de valeurs de la même fonction — voir le
Lemme 7.1 infra. Cela induit un effet régularisant, suffisamment exploitable
pour obtenir l'estimation requise. Une fois opérées diverses simplifications
et approximations techniques, l'équation fonctionnelle de é^Çt) fournit en
fait une inéquation de récurrence^^ pour 6~^(t) qui permet de conclure
facilement.

Nous allons démontrer que

(7-4' WN^^-
avec XN ''= ^N + ^ N - > ce qui équivaut à (1-30).

La formule de base, qui nous permettra d'obtenir une équation
fonctionnelle pour la valeur moyenne de h à partir de l'équation de
récurrence (1-25), fait l'objet du résultat suivant. Nous posons dans toute
la suite de cette démonstration

R^(t):=t\N+t6^(t)\ogt.

LEMME 7.1. — II existe une constante co(N) telle que, pour
to,N ^i t ̂  N^ on ait

^^(n) logn = HNW \ogt - ( t HN(U^ du

(7.5) n^ Jl u

=^Mm) ̂  Mp)logp+co(AO^-^+0(^(t)).
m^t p^t/m

Démonstration. — Nous calculons la somme ^^<;^/ijv(n) logn de deux
manières différentes. D'une part, une sommation d'Abel fournit

^hN{n)ïogn=HN(t)logt- ( t HN{^àu.
r,^ Jl un<t •/l

(18) Voir (7-29) infra.
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D'autre part, puisque h^ est complètement multiplicative, on a

^^(n)logn=^^(n)^logp= ^ hN(m)hN(pY\ogp
n!^t n^t p^\n p^m^t

= ̂  hN{m) Y^ hN(p) logp + J(t),(m)
m-^t p^t/m

avec

J(t):= ^(logp)^^^^).
p^t
v^2

Pour évaluer J(t), nous insérons l'estimation

HN(u)=^NUl~aN +^Nu6N{u)\og2u+0(\SN\ulog^2u)

qui résulte immédiatement de (7-1). Il suit

(7-6) J ( t ) = J,{t) + J^t) + 0(^v),

avec

^.o-^—E'^^S?.
P^t F

v^.2

1 7 r^i < i^ ^ V^ (logp)log(Vpt/) c / t \\\J2(t)\ ̂  \-ÏN\t ̂  —————^————— 6 N [ ^ ) [

P ^^
1.^2

On a ON ^ \ pour 7V assez grand, donc pour t ^ to^

W = coWt1-^ + 0(t1-^-1/4) = co(7V)^-^ + 0(t\N)

avec

CnW) - ̂  V ^(rt'iogP
0( -"^^^--{P1---^^}'

De plus, la définition (7-3) de 6~^ et la première majoration de (7-2)
fournissent pour ^o,N ^ ̂  N

W^t ^ l^+nog^ sup \ÔN(t)\
Vî^p^t p Vt^u^t

^2

< ^Ç,^4 + ^N + ̂ W log^} < R^(t).
Cela établit bien le résultat annoncé. Q
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7.2. Réduction préliminaire.

L'inégalité fonctionnelle (7-29) pour ô~^(t) annoncée plus haut est
obtenue au paragraphe 7.6 en exprimant la somme double figurant au
membre de droite de (7-5) en fonction de S^Çt). Nous effectuons ici une
décomposition technique de cette somme double.

Posons

(7-7) ^N := hNWogpk^logïk)^.

La relation (1-25) permet d'écrire

(7.8) ^ hN(p) logp = QN{A(y) + B(y)} (y ^ 2),
p^y

avec

(7-9) A(y) := ̂  ipk,N, B(y) := ̂  £ k , N ^ k , N '
pk^y pk^y

Nous spécialisons y == t/m et reportons dans la somme double,
disons D(t}^ de (7-5). Nous obtenons

(7.10) D(t) := ̂  hN{m) ^ hN(p)\ogP = QN{D^(t) + D^(t)}
m<^t p^t/m

avec

D^t) := ̂  hN(m)A(t/m), D^(t) := ̂  ̂ (m)B(^/m).
m^t m^t

Une simple interversion de sommation permet de majorer D^ (t). On a en
effet

D^ = ̂  ^N^) ^ £k,N^>k,N = ̂  £ k , N ^ k , N H N ^ — — ) ,
m-^t pk^t/m Pk^t

d'où, au vu des majorations triviales \^k,N\ ^ logp^ et |^7v(H)| ^ u,

(7.11) |D2(^)| ^ t ̂  |^,N|l^gpfe < ̂ N < t\N.
Pk^t pk

où l'avant-dernière estimation résulte de l'évaluation de Tchébychev
pk x k log k.
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En reportant dans (7-5), nous pouvons donc écrire

(7.12) ^^(n)logn=^Dl(^)+co(^ l-^+0(^(^).
nî^t

Nous employons la méthode de l'hyperbole pour évaluer D\ (t) : on a

(7.13) D,(t)=^D^(t)
3=1

avec

(7.14)

£>n(():= y, hN(m)A(-},£-^ \Tn/
t

<m^

I m^V^

Dl2(t) := y ^,N^Nf^-\
——,- ^Pk^Pk^Vî

D^(t) :=-HN(Vt)A(Vt).

Les trois paragraphes qui suivent sont dévolus à l'estimation des
quantités D^(t).

7.3. Évaluation de i^n(t).

LEMME 7.2. — II existe une constante cn(7V) telle que l'on ait pour
to,N ^ t < 7V, bN :== l/ log2 N ,

(7.15)
QND^t) -^-^(^^t)1-5 -cn(AT)t1-^

^{è^(v^)4-j^(^)}{l+0(^)?g^)24-0(^(^)).

Démonstration. — Commençons par transformer A(y) par sommation
d'Abel. Cela nécessite de recourir à l'approximation régulière p(k) de pk
introduite au paragraphe 3.

Posons

AiQ/) := Y, M^)(log2AO^ logp(A:),
l^k^Çy)

de sorte que, d'après (3.8),

(7.16) A(y) = Ai(^) + O^e-^710^) (2 ^ y ^ N).
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II suit

(7-17) D^(t} = ^ /^v(m)Ai (-^) + 0(^v) (^),N ^ ̂  AQ,
\ 7TÎ' /

m^Vt

où nous avons utilisé les estimations

(7-18) exp{ - ̂ v'10^,^} < exp^logTV)03} < À7v/(logA^)2,

qui découlent, pour une constante absolue convenable 03 > 0, de (1-26)
et (1-27).

Soit Y := \i(y). On a

rY

(7.19) AiQ/)= / (log2/c)^logp(Â;)d^(/c)=Aii(^)+Ai2(î/),
ji-

où Aii(î/) est la contribution du terme principal de (7-1), et A^(y) celle du
terme résiduel. On a d'abord, pour 2 ^ y ^ 7V,

A n Q / ) = 7 N / 1 (log2n)^logp(n)d( nl Q" )
Ji \(log2n)^7
[Y logp(n) / 57V \ ,

'^A (^log2n)-( l-aN-iog^)dn

(7.20) ^(1-a.) r10^! d^û(^)
Ji (^^2^)°^ ^^ogy^

/-. \ />1/ d^ /'y\sj\r\\
=wl-^/ {li(.)log(21i(.))}Q-+o(log,-)

-7^1-a-+o(z/{a7vlog2î/+l^l}),\ \ogy r
où l'on a effectué le changement de variable v = p(u) et utilisé les relations
p ' ( u ) = logp(n) et p(li(n)) = u. Ensuite, on peut écrire, par sommation
d'Abel,

Ai2(y)
YÔN(Y)\ogy />y u(\ogp(u))6N{u) r ^Np(u) \,

Ï N (\og2Y)^-i ^ J , p(n)( log2n)^- l t l l ^ ^log2^J d n

'^(iojl^^l1^^)}^
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Les majorations (7-2) et (7-18) impliquent immédiatement que, pour
y ^ V^o,^? la dernière intégrale en IA est

^W^^^w}
et que la même majoration vaut pour y ON (Y). On a donc

A12(y) =7JV (icTn -̂1 + ̂ '̂  + (î ) (^ <^ ̂
d'où, en tenant compte de (7-20),

(7.21) AM , W-" . ,„ ̂ ^ + o(^(») . ̂ ),

pour ̂ N ^ y ^ N .

Reportons cette estimation, avec y = t/m, dans la somme en m
de (7-17). Nous obtenons pour to^ ^t ^ N

(7.22) Dn(^) = 7N ̂ -^di^) + 7^ ̂ (t) + 0(R^(t))

avec

^ y ^(m) ^ ^(m)^(^)

<^m ^mOogy^^-i'm^Vt m^^A

où l'on a posé Ym = \\(t/m).

Evaluons maintenant d^(t) et d^(t). Soit

^ ^ n ^ />v/i(log2^)l-^^(^)_d^(t) := (1 - a^hN / ———yr^—— d^-

Une sommation d'Abel permet d'abord d'écrire

-̂< -̂|̂
= (1 - a.h. ̂  ̂ ^ + ,nW + ̂ ^

+0(fQW/2^(VÎ)logt)
_ (^^-^-(log^-^ , , ^
— —————————————————————— i "1H1./ i —————;=——^N (log2^)^

+0(ta^2-lR^t)),
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où l'on a utilisé le fait que (1 - ON^NQN = 1 - 5^v. En remarquant de plus
que

(log2)-^ =l+0(A,v) , 7^v/(log2v^p =l/^+0(Ajv),

il suit

QNdi(t) = (log2v/Q1-^ + 1 - log2 + ^vdn (t) + 0(^/2-1^)).

Maintenant, nous observons que

|^vdn(^)-^vdii(to,7v)|

^ |1 - ̂ vl^/2 /* ' iM^K^n)^
17\/to,N u

^ ̂ (^^(log^l + 0(^)} + 0(A^-/2).

Ainsi, posant cn(7V) := 7^(1 - log2) + 7N^N^n(^o,iv), on peut écrire

7^v |7NQNdi(t) - en (7V) - ————'-———
(7.23) v / v / (log2^)^-i

^ j^^)^72^^)^! + 0(^)} + O^/2-1^^)).

On a de plus, grâce à (7-2) et à la croissance de <^,

\w\^W E l^g(w+of E ^/"IA)1 1 N z—t_ m \ ^ m\og(t/m) 1
m^Vt t/to,N<m<^Vî v / /

^{|+û(^)}^M(logt)2+0(A^)

où la somme en m a été estimée en employant (7-18). En reportant dans
(7-22), tout en tenant compte de (7-23) nous obtenons bien (7-15). D

7.4. Évaluation de D^ (t).

LEMME 7.3. — II existe une constante ci2 (N) telle que Pon ait pour
t o , N ^ t < ^ N , b N :=l/log2^,

^^l2(^-7^1~a7v{(log2^)l-s-(log2vî)l-s}-Cl2(7V)^l-^

^ {è^(v^)+ j^W}{l+0(M?g^2+0(^^))

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1498 R. DE LA BRETÈCHE & G. TENENBAUM

Démonstration. — On a d'après (7-1)

(7.25) D^(t)= V ^HN^} --fN^-^S^W+^NtR^t)
*•——' \Vk /

p^Vî rk

avec

ç (+\ ._ Y^ _____^fc,N______ p . v V^ ^k,N^N(t/Pk)

Àrf-0^'0'2'/'")" ) À".c°<^)-'
Nous allons estimer Si2(t) et majorer |-Ri2(<)|. Posons

/ . logp(M)(log2M)^ . .
w(u) := pW-^Wt/pW. C < ̂  11(())-

L'approximation (3-9) de pk par p(A:) et la majoration w'(u) <^ uaN~2

permettent d'obtenir l'existence d'une constante c-^(N) telle que l'on ait
pour ^o,N ^ t ^ N

Si2(t) = ̂  hN(k)w(k) + ci (7V) + O(r^A^)
fc^r

avec T := li(^/î )• La somme en A: vaut encore f, w(n) dHN(u). Substituons
à H^Çu) son expression issue de (7-1) et intégrons par parties le terme
d'erreur. Il suit

(7.26) ^hN(k)w(k)=h{t)-I^t)+0{TaN\s\\og^t+TQN6N(T)\ogT),
k<^T

avec

(T 'w(u)
Ji(t):=7.(l-a^ ^^dn,

(T w'(u}u6N(u) ,
W'-^j, (log2H)^-^ d"-

Nous estimons I i ( t ) en effectuant le changement de variable u = li(v). On
vérifie aisément que

^W _ log^+0(0^^2^) n < < (+\\
u^ (log 2n)^ î;(log 2t/v)^ ' v " "R ;7
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et il vient

^)=^(l-a^ \^^+0(a^N)^

= ^l{(log2()l-SN - (log2v /t) l-SJV}+0(A^).

Par ailleurs, le calcul explicite de w'(u) fournit, grâce à quelques estimations
de routine,

\W'(U)\ ^ l+o(\SN\^ë2t+l/{log'2u)) .. .„I^Wl^——————-^z^—————— ( l ^ u ^ p ( t ) ) ,

d'où nous déduisons, compte tenu de l'estimation |7jv| ^ 1 + CXh^) et
de (7.2),

\I2(t)-I,(t^)\^6^(VÎ)j'T^^{l+0(b^}du+^

< { j +0(^)}^/2^(^)(log()2+0(^/2A^).

Nous avons donc obtenu jusqu'ici

(7.27) I^^'W^N^^^)1-^ - (log2^)1-^} - ci2(^)|
^ { j +0(^)}^7v^(^)(log^2+0(A^),

avec ci2(AO := 7N^{ci(A^) - ̂ (to^)}.

Il reste à majorer R^ (t). En utilisant l'estimation triviale |^,7v| ^
logpfc et (7-2), on peut écrire, lorsque ^),TV ^ ̂  N ,

\Ri2(t)\ ̂  6^(t) ^ l^gplog(2^^)+0(A^)
p^(l/2 ^

;^ { j +û(^)}^(^)(log^)2+0(A7v).

Compte tenu de (7-27), cela fournit le résultat requis en reportant
dans (7-25). Q

7.5. Évaluation de D^{t).

LEMME 7.4. — On a pour ^o,7V ^ ̂  N

\QND^(t) + 7^1-Q^ | < ̂ (^).
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Démonstration. — On a D^(t) = -HN(VÏ)A(VI). Or, d'après (7-1)
et (7.2),

HN(VÏ) = 7^(l-a")/2 4- O(^)M),

alors que, d'après (7-16) et (7-21), la même estimation est valable pour
A(v/ï). En tenant compte des estimations triviales

^(^)«^, A(^)«v^ ^^-^—^«A^
1 -ON

nous obtenons bien la formule annoncée. Q

7.6. Conclusion.

Estimons d'abord l'intégrale de (7-5) en utilisant (7-1), (7-2) et (7-3).
Nous obtenons

r'^-'^-^'w))-
La formule (7-5) peut donc être réécrite sous la forme

(7.28) IlN(t)\og2t = D{t) 4-c2(^1-^ +0(^(f)),

où D{t) est définie en (7-10) et avec c^N) := co(AO+7N/(l-o^)+7Nlog2.
La relation (7-11) et les estimations des Lemmes 7.2, 7.3 et 7.4 fournissent
alors

\D(t) -^"^(Ic^)1-^ -c^N)tl-aN\

^ {1 + 0(W{ WVt) + ̂ (t)}t(\ogt)2 + O(^À^),

avec c^N) := cii(7v) + c^{N) - 7^ Remplaçons, dans (7-28), HN^) par
son expression (7-1). Il s'ensuit, après simplification par t,

|7^7vM(log2t)2-^ -G^-^|

^ {1 + 0{bN)}{ WVî) + |^(^)}(logt)2 + O(A^)

où CN := c^(N) + C3(A^) est une constante indépendante de t. Choisissons
t = to^ dans cette dernière relation. La majoration (7-2) implique alors
CN < ATV. En divisant par (log2<)2 et en notant que

l/(log2^ == 1 + 0(6^), |̂ | = 1 + 0(bN)^
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nous obtenons finalement l'existence d'une constante absolue K telle que

(7.29) |^(t)| ;̂ {l+?}{^(V /t)+ |^(t)} 4-^,

pour ^o,7v ^ ^ ^ 7V. Posons tn '.= (to,N) et Ayi := 6~^(tn)' Grâce à la
croissance de <5^, on déduit de ce qui précède que

l^KbN . ^ ^K\NAn ^ i ^ An-1 + 2 n , \2 n ^ 1 •1 - 3Kb7v (logto,iv)-

Une récurrence facile fournit alors (7-4) et achève ainsi la démonstration du
Théorème 1.5.

8. Fonction de répartition de CO-

NÇUS nous proposons ici de prouver le Théorème 1.6.

Commençons par établir la formule (1-31) relative à la transformée de
Fourier-Stieltjes de F^Çz).

Dans toute la suite de cette démonstration, nous posons

TN '= T/\/^2(/)log7V.

Lorsque \TN\ ^ (log2 N) /\og N\ un développement à l'ordre 2 de l'expo-
nentielle

hN(n',r)=eiTNfo{n}

est suffisant. On obtient, grâce aux points (i) et (ii) du Théorème 1.2,
lorsque \TN\ ̂  (loga AT)/log 7V,

^ Mn; r) = 7V + 0(|rjvMi(7V; /o)| + r^M^N'^ /o))
n<^Nn<N

=7Ve-T2/2+0(|T7v|7Vlog2^).

La relation (1-31) est triviale pour [r/vl > (log7V)~1/3. Il reste donc
seulement à l'établir dans le domaine (log2 7V)/ log 7V < \TN\ ^ (log 7V)~1/3.
Nous appliquons à cette fin le Théorème 1.5 à la fonction n ^—> /i7v(yi;r).
Soient a, b e M tels que / e £(a,6). Alors la fonction /o définie par (1-16)
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est un élément de £(a, 60) avec bo := 6-$i(/) et /i^v satisfait les hypothèses
du Théorème 1.5 avec

(8-1) QN := ^aTN, f3N •= boTN, Ck,N < T7vlog23Â;/log2Â; (k ̂  1).

Nous choisissons ON := ^2^ = ^ / l o g N , et en déduisons les valeurs
des paramètres complémentaires

SN = ON + Î/?N = ^2^ + Î^O^AT,

^ = ^"^ ^ = e-^(a+6°)T-{l + 0(r^)}.^N(l-Û^) l v 7 V / ;

Le terme principal fourni par le Théorème 1.5 pour la valeur moyenne
de h^ vaut

7N^~Q7v(logAO-^ =e~r ^{l+OdïTvIlogsAO}.

Nous pouvons donc nous limiter à montrer que l'on a, avec les notations du
Théorème 1.5,

(8.2) W«^\^N (l̂ l̂ ^^).

L'application du Théorème 1.5 nécessite encore la donnée d'un para-
mètre ^o,7V vérifiant

to,N < e1/^, log2 to^ > log2 N

et d'une estimation initiale de ^(^r) := ^^thN(n',r), valable
pour t ^ t o ^ N ' Nous différons le choix de ^0,^5 que nous opérerons
optimalement en fin de calcul, mais imposons d'emblée la condition
log^o,N > l/{|rjv|(log2 N)2} de sorte que

^N ^ |Tjv|(log2^)2.

L'estimation initiale de HN{t,r) résulte des formules asymptotiques
établies au Théorème 1.2 pour les moments d'ordre 1 à 4. Grâce au
développement asymptotique e^ = 1 + iu — ^ u2 — i ̂  u3 + 0(n4), uniforme
en u e R, on déduit en effet du Théorème 1.2 que l'on a, pour ̂ 3,

(8.3)

HN(t,r) = [t] +ZT7vMi(^/o) - ̂ M^fo)

+ OdT^lMs^/o)! + ITN^^/O)).
= t{l - irNE,(\og^t) - ̂ r^\og(t\ogt)}

+0(^(^+1),
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avec

BNW <<: 1^1^ + T2N{log2 tf + T^loëtf•(19)

On a de plus, pour t ^ 3,

/y ^1—CtN

-—^—— = t{l -i(a^-bo)rN -ON^ogt- SN\og^t-}-0(DN)}

= t{l - ̂ r^\og(t\ogt) - iïNE^og^t) 4- O(PN^))},

avec

DN(t} := ̂ t +a^log^2 + l^vl210^

«^+^(log2^+4(log^)2.

On en déduit que l'hypothèse (1-29) du Théorème 1.5 est satisfaite pour
H^Çt^r) avec

^ := sup {BN^ + D^v(t)} log^
3^t<^to,N

< |T7v|log2^o,7V +T^(log2^0,N)21ogto,N+^(log^O,N)3•

Nous sommes maintenant en mesure d'appliquer le Théorème 1.5, qui
fournit

MAC « ̂ -
(logto,7v)2

(log^AT)2 .(log^AO2 , , 4 , ,
<<'^'(logïo^)2 + ̂ ^gïo^ + TN ̂ ^

Le choix quasi-optimal défini par log^o,N == (log2 N ) / r N fournit bien (8-2),
ce qui achève la preuve de (1-31).

Remarque. — On peut mesurer précisément sur cette application la quantité
d'information que Théorème 1.5 est susceptible d'apporter : l'estimation
^7v(^)log2^ <$; B^{t) + 1/t a été transportée, avec une perte en ligne
négligeable, du domaine t ^ ^o,N à la valeur t = 7V. On peut toutefois
déplorer un relatif manque à gagner dans ce processus itératif puisque le

^19^ Le ternie |ï;v|3 logtiog^ t, issu de l'estimation du moment d'ordre 3, a été omis
dans membre de droite car son ordre de grandeur n'excède pas celui de la somme des
deux derniers termes.
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terme d'erreur de (1-31) n'est pas une fonction bornée de r. On verra
plus loin que, si le facteur |r| 4- |r|3 pouvait être remplacé par rg(r) avec
g ç. ^(R), le reste de (1-32) deviendrait essentiellement de l'ordre de
grandeur attendu.

Nous sommes maintenant en position d'établir la seconde assertion
du Théorème 1.6. Nous avons montré que la fonction caractéristique
ip^(r) :== H N ( N ^ T ) / N de la fonction de répartition F^(z) converge
simplement vers la fonction caractéristique

/oo
y,(r) := e^T^ d<S>(z) = e-^/2

-00

de la fonction de répartition $ de la loi normale. Nous disposons également
d'une majoration uniforme de la vitesse de convergence.

L'inégalité de Berry-Esseen (voir, par exemple, [9], th. 11.7.14)
implique alors pour tout T ^ 1

ll̂ v -^«-+f ^-^d.
^ J-T r

1 _ o logo N<^ — -i- r •
^ T ' v/logAT

Le choix optimal T := (logTvy/^logo N)1/4 fournit

\\FN - ̂ ||oo « (logoTV)1/4/^^)1/8,

ce qui coïncide avec l'estimation requise (2-1).
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