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1446 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

1. Introduction.

Cet article a pour objet 1’étude des propriétés de régularité des
éléments d’une certaine classe de fonctions arithmétiques completement
additives, dont la fonction de Gutman-Ivié¢-Matula,(!) qui a motivé notre
travail, est le prototype. Elle est définie comme ’unique fonction comple-
tement additive vérifiant la relation

(1-1) flor) =1+ 7(k)  (k>1),

ol py désigne le k-ieme nombre premier. Nous verrons plus loin comment
cette étude peut étre plongée dans la problématique générale de la
description d’une fonction arithmétique additive ou multiplicative pour
laquelle f(px) est une fonction suffisamment réguliére de f(k).

La fonction GiM trouve son origine dans une modélisation mathéma-
tique utilisée en chimie organique et introduite par Matula en 1968 [8].
Les molécules d’alcanes non-cycliques étant représentables par des arbres,
Matula définit une correspondance bijective M : A — N* de ’ensemble des
arbres dans celui des entiers naturels. Sa construction est récursive : I’arbre
trivial 71 composé d’un seul sommet a pour image M(T7) = 1; & un arbre
générique A, déterminé par les sous-arbres Aj,..., Ax issus de sa racine,
on associe ensuite le nombre M(A) = H§=1 Pm; ou les m; sont définis
par M(A;) = m; (1 < j < k). Ainsi, 'unique arbre 7> composé de deux
sommets satisfait-il M (T3) = p; = 2 alors que P’arbre T3 composé de trois
sommets alignés est tel que M(T3) = pa = 3 et que Parbre T3, composé de
trois sommets en triangle, vérifie M (T3) = p? = 4.

Comme le note Matula [8], on peut représenter par un arbre A toute
molécule d’alcane a non cyclique, & condition de choisir préalablement un
atome de carbone particulier. L’application o — M (A) représente alors un
codage des molécules d’alcanes par des nombres entiers. Elk [2], [3] a étendu
ce type de représentation « mono-numérique» des structures chimiques a
une vaste classe de composés organiques. Gutman et Yeh ont montré
dans [7] comment 1'on peut déduire certaines propriétés spécifiques des
arbres & partir de leur nombre de Matula. Le lecteur trouvera dans ’article
de Gutman et Ivié [6] un survol de I’histoire et des progrés récents de la
théorie des nombres de Matula.

Gutman, Ivi¢ et Elk [4] ont renouvelé I'étude de cette correspondance
en introduisant formellement I’application qui & M(A) associe le nombre

(1) Cette fonction est désignée dans la suite sous le nom de fonction GIM.
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SUR CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES ARITHMETIQUES 1447

N(a) de carbones de a, mettant ainsi en évidence la fonction GiM, qui
satisfait N(a) = 1+ f(M(A)) et dont la trés simple définition récursive
(1-1) motive I'intérét intrinseque. Dans un travail ultérieur [5], Gutman et
Ivié ont établi 'encadrement essentiellement optimal(?

logn 3
< < —1 2 7),
oo n SIS loEn (0>1)
ou les bornes constituent les ordres extrémaux de f — autrement dit,

il existe une infinité d’entiers n pour lesquels elles sont asymptotiquement
atteintes.

Nous introduisons un espace fonctionnel qui contient simultanément
la fonction ciM et la fonction logarithme. Pour (a,b) € R%, nous désignons
par &(a, b) la classe des fonctions arithmétiques & valeurs complexes F' qui
sont completement additives et satisfont a

ry, = 1x(F) := F(px) — F(k) — blogo k — a

(1-2)
< logy k/logk

(k>12).0

Il est & noter, en toute généralité, qu'une fonction completement additive F’
est entierement définie par les données du nombre F(2) et de la suite
{re(F)}2,. La fonction GiM est l'unique élément f de E(1,0) tel que
f(2) =1 et ri(f) = 0 pour tout k£ > 2. Il découle immédiatement du
théoréme des nombres premiers que le logarithme appartient & €0, 1).

La classe € := U, E(a,b) est un espace vectoriel dont la fonction
logarithme est, en un certain sens, un élément maximal : on a F(n) < logn
pour toute fonction F' de € — cf. Lemme 2.1 infra.

Une famille remarquable d’éléments de &€ est constituée par la suite
{®;}jen~ des fonctions de €(0,0) définies par

(1-3) ©j(2) =615, Trlps) =6 (21, k22),

ol 6y, désigne le symbole de Kronecker. Le nombre ¢;(n) représente donc
le nombre de sous-arbres codés par j apparaissant dans I’arbre codé par n.

(2) Ici et dans la suite, nous désignons par log, la deuxieéme itérée de la fonction
logarithme.

() Ici et dans tout D’article la notation de Vinogradov f < g est employée pour signifier
que |f| < C|g| pour une constante convenable C, qui peut étre absolue ou dépendre
de certains parameétres — auquel cas la dépendance pourra étre indiquée en indice.
La notation f < g signifie que f < g et g < f ont lieu simultanément.
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1448 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

Ainsi, ¢;1(n) dénombre les feuilles de arbre codé par n. Nous remarquons
que {p;}jen- est une famille totale de €, au sens ol 'on a, pour toute
fonction F' € €,

F) =Y {F() - FGi)}ein)  (neN).

Réciproquement, une série formelle E;‘;l ap; définit un élément de E(a, b)
si, et seulement si, 'on a

aj =a+blogyj+ O(logyj/logj) (5 >2).

La fonction GiM, par exemple, vérifie f =Y i>1 %5
=z

La méthode que nous développons pour évaluer les moments des
éléments de € est fondée sur l'observation que ces quantités satisfont
des équations fonctionnelles approchées. Nous établissons a cet effet, au
Théoreme 1.1, un résultat général de nature taubérienne, possédant un
intérét intrinseque dépassant largement le cadre de I’étude de I’espace E.
Nous obtenons une formule asymptotique pour la valeur moyenne d’une
fonction arithmétique quelconque g en fonction de la quantité

(14) R(@ig) =3 Yo -1 3 o]
n<z PkST

sous la seule hypothese que I’on a, pour une constante convenable a > 0,
(1-5) g(n) < (logn)“.

Soit V ’ensemble des fonctions U : [1,00[ — R qui sont & variation
bornée sur tout intervalle borné. Nous définissons deux transformations
sur V par les formules

max(e,z) dU(t)

(1-6)  Ul(z):= sup |U®)|, TU(z):= U(e)+/ log t

1<t<z

et nous posons, sous réserve d’existence,

3 . . i dU (t)
= -1 dou T == ’
U(z) :=U(x) x__{liloo Ul(z), ou U(z) /max(z,e) logt
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Une intégration par parties permet d’écrire
U) [*_U®)
1.7 JU(z) = dit > e).
(17) () logav+/e t(logt)? (z>e)
A fins de références ultérieures, nous observons dés a présent qu’une condi-
tion suffisante pour que JU(z) converge a l'infini est :

(1-8) U(z) = o(logz) et /oo %—g—t))—i

dt converge.

Dans ce cas, on a

- U(z) * U(t)
1. = —_— > e).
(1:9) TU(E) = o / Tomdt @29
Nous posons, pour toute fonction arithmétique g et tout entier £ > 1,
(1-10) Mi(z;9) = Y g(n)*.
1<ngx

Nous établissons le résultat suivant.

THEOREME 1.1. — Soit g une fonction arithmétique vérifiant (1-5).

(i) Si TR(z;g) tend vers une limite finie lorsque © — o0, il existe une
constante ®1(g) telle que

(1-11)  Mi(z;9) = zlog(xlog :c){fbl(g) + TR(z;9) + 0(5(3512);052 w)}
avec €() 1= SUp;3. /7 |ﬁ(t; g)| +1/logz = o(1).

(ii) Si T R(z;g) ne posséde pas de limite finie lorsque x — oo et si

e log, t
. t(. 2t 4
(1-12) /e R'(t; 9) Hllog )7 dt < oo,

il existe une constante K = K(g) telle que

Mi(z;9) = zlogw{ﬂ'R(w; 9)+K

[} t(4. o
w0, ugir e 0 )}

(113)

(iii) Si T R(z;g) ne posséde pas de limite finie quand x — oo et si

. £ log, t
, tg 2 —
(1-14) zllI_II} ) R'(t; 9) Hlog )7 t = oo,
ona
@ log, t
1'15 M = M T . 2
(115)  My(z;9) xlogx{i)’R(x,g) +0(/e R (t,g)t(logt)3 dt)}.

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1450 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

Une simple application du théoréme de Lebesgue permet de montrer
que, sous I’hypothése (1-12), le terme d’erreur de (1-13) tend vers 0
lorsque £ — oco. On remarque que celui de (1-15) peut dépasser le terme
principal lorsque R(z;g) est treés oscillante.

Ainsi que nous ’avons mentionné plus haut, le Théoréme 1.1 constitue
P’outil essentiel de notre méthode itérative pour estimer la moyenne et,
plus généralement, tous les moments centrés d’une fonction de €. Ces
résultats sont établis aux paragraphes 5 et 6. La démonstration repose de
maniere fondamentale sur I'observation que, pour chaque entier k£ > 1, la
quantité R(z; f*) définie par (1-4) peut étre évaluée asymptotiquement deés
que l'on dispose d’approximations convenables pour les moments d’ordres
strictement inférieurs & k. Une telle estimation, facile lorsque k = 1, est
obtenue dans le cas général au moyen d’une récurrence simple dans son
principe mais dont la mise en ceuvre est passablement technique.

Le Théoreme 1.1(i) implique existence d’une constante ®1(f) telle
que

Mi(z; f) = ®1(f)zlog x + O(zx log, x) (feé&.
Cette premiere estimation permet d’opérer un recentrage de f dans €. Nous
posons a cet effet

(1-16) fo=f—®1(f)log.
Nous évaluons ensuite les moments centrés My (z; fo)/x d’ordre arbitraire k.
Nous obtenons le résultat suivant ou ’on note

+oo dr (26)!
1-17 .= 2¢ -—‘r2/2___ _ \et)
( ) He /_ . T e o 971
le moment d’ordre 24 de la loi normale. Nous faisons également usage d’une
version «triangulaire» du symbole de Kronecker, soit

1 sij>i,
(1-18) 6% = { et
J 0 sij<i.
THEOREME 1.2. — Soient a,b € R et f € E(a,b).
(i) Posant by := b—®1(f) et E1(X) := —bpX — (bo+a), onapourz > 3

logs x
(1-19) My(z; fo) = zE: (log, ) + o(wl—;)ggi—).

(ii) Il existe une constante ®3 = ®o(f) telle que ’on ait, pour x > 3,
1 2
(1-20)  Ma(z; fo) = ®oz log(z log z) + zBa(log, z) + O(L"li\/_%)),
ot I'on a posé By(X) := E1(X)% — b3 = b3 X2+ 2bg(a+ bo) X + (a® + 2boa).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SUR CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES ARITHMETIQUES 1451

(iii) II existe une constante by = by (f) telle que, posant
Ezg_l(X) = El(X)—F(Z—l)bl, Ezg(X) =1 (f? 1),

on ait, pour tous entiers £ > 1, h = 0 ou 1, ’estimation asymptotique

Mae_n(z; fo) = pex (P2 logz) " {E2€—h(10g2 )

(1-21) 24267

~0(Sogzm )}

Au sous-paragraphe 5.2, nous déduisons de (i) le résultat suivant,
assez surprenant de prime abord.

TurorREME 1.3. — Soit f une fonction arithmétique complétement
additive. Si f est non identiquement nulle et satisfait pour tout entier k € N
a f(px) = f(k), alors on a

Z f(n) > zlogz.

n<z
En particulier, la constante ®, associée a la fonction GIM est strictement
positive.

En correspondance privée, Ruzsa nous a communiqué une démons-
tration directe de ce résultat. Son approche peut étre succinctement décrite
de la fagon suivante. Aprés avoir restreint, sans perte de généralité, I’étude
au cas f = ¢;, définie en (1-3), il utilise additivité complete de f sous la
forme

) IpIECL

p vl

S
n=1
dont il déduit par dérivation

_F'(s) | E(s)¢ f(px)log Pk f(k)logk
¢(s) TG ) :4;1 P k* (pr/k)°

Un argument simple de troncature, utilisant la majoration du Lemme 2.1
et reposant sur I'inégalité e > 1 — u, permet de montrer que le membre
de droite est au moins égal & F'(s) + O(]log(s—1)|/(s—1)). Une intégration
fournit alors F(s) > ((s)?. Le résultat souhaité en découle grace a
'observation F(s)/((s) = >_, f(p)/p® + O(1) et un nouvel appel & la
majoration f(p) < logp.

+0(1) (s>1).

k>1

Dans la méme veine que celle du Théoréme 1.3, nous déduisons de (ii)
quesi fo # 0, alors ®5(f) > 0.

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1452 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

THEOREME 1.4. — Soit f € €. Si 'on a Ma(z; fo) = o(zlog x) lorsque
x — 0o, alors f = ®,(f)log.

La preuve est donnée au sous-paragraphe 5.4.

Soit Clog la droite vectorielle engendrée par la fonction logarithme.
Lorsque f € € \ Clog, les résultats précédents impliquent directement,
grace au théoréme des moments, une estimation de la répartition limite des
valeurs de la fonction centrée fy, soit

(1-22) FN(z):z%Hn N : fo(n) < z¢/®210g N }| = ®(2) + o(1)

lorsque N — oo, avec

(2 e " /2dr  (z€R).

Cependant, Puniformité en k des estimations de Mg(N;f) et la
qualité du terme résiduel en N fournies par la méthode ne permettent
pas une grande précision sur le terme d’erreur de (1-22). Pour améliorer le
résultat final, nous développons une autre approche, consistant a utiliser
les informations obtenues sur les moments d’ordres 1 et 2 pour estimer la
transformée de Fourier-Stieltjes

+
(1-23) / 0 ‘LTZ dFN Z eleo(n)/‘/d)z logN

—o0 n<N

L’évaluation souhaitée pour Fy(z) est ensuite déduite de celle de (1-23) par
P’inégalité de Berry-Esseen.

Ici encore, nous plagons le probléeme dans un contexte nettement
plus général — & savoir I’étude de la valeur moyenne de fonctions
complétement multiplicatives h(n) de module au plus 1 pour lesquelles le
rapport h(px)/h(k) posséde certaines propriétés de régularité. L’application
envisagée nécessite de pouvoir choisir

(1-24) h(n) = hy(n;7) = emfo(M)/V 218 N (n>=1).
Cela signifie que nous devons viser des estimations effectives de valeur
moyenne, autrement dit que la fonction dont on étudie la moyenne sur les

entiers n’excédant pas N doit étre autorisée a dépendre de N.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Nous nous donnons donc dans la suite un nombre entier N > 1 et
considérons une fonction complétement multiplicative hpy, de module au
plus 1, dont nous cherchons & évaluer la fonction sommatoire

Hy(t) =) _hn(n)

n<t
pour 1 <t < N. Nos hypothéses sont exprimées en termes de quantités
on €C, |on|=1, BnE€ER,
et d’une suite complexe {ex n}52, satisfaisant & la relation
(1-25) hn (px) = on(log 2k)"PY (1 + ek, n)hn (k).

(On peut aussi considérer N, on, On et {ex n}3e, comme donnés, et
interpréter la relation (1-25) comme une définition récursive de la fonction
complétement multiplicative hy.) Nous posons encore

pe<SN
Nous obtenons le résultat suivant.

THEOREME 1.5. — Soient N > 3 et hy une fonction complétement
multiplicative de module au plus 1 vérifiant (1-25). On suppose qu’il existe
une constante absolue a; > 0 telle que

(1-26) 1/(log N)** < Bn < 1/(logy N)2.

Etant donnés ay, to, N satisfaisant &

(1-27) an 20, logy N <logyton, (ton)™ <1,

on pose sy :=an +ifn, vv:=(1—sn)/{on(1—an)} et 'on définit

implicitement la quantité 6y (t) par

tl an
(1-28)  Hy(t) = ZIN S {1+6n(t)tV log2t) (1< t<N).
On note encore oy = En + |Bn|logy N + an(logy N)2.

Pour tout 95 > 0 tel que

In +1/Vt
. —_— 1<t )
(1-29) |6n(8)] < (log 2t)° 1<t<tonN)
on a
In +UN
(130) |5N(t)‘ KT ( )2 (tO,N St N)

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1454 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

Il est & noter que les conditions (1-27) impliquent l’existence d’une
constante absolue az > 0 telle que ay < 1/(log N)%2.

Nous démontrons le Théoréme 1.5, au paragraphe 7, par une méthode
indirecte, au sens défini par de Bruijn dans son livre Asymptotic methods
in analysis [1]. En Pespece, cela signifie qu’il est nécessaire de connaitre,
préalablement & toute mise en ceuvre de l'analyse, une approximation
suffisamment bonne de la solution pour montrer que la qualité de
cette approximation s’auto-améliore, ou simplement ne se dégrade pas
de maniére rédhibitoire, au cours du processus itératif. Une méthode
directe, au contraire, est soit non-itérative soit de nature a faire converger
asymptotiquement toute approximation, aussi grossiére soit-elle, de la
solution. Sans entrer pour l'instant dans les détails techniques, il est & noter
que le type d’équation fonctionnelle rencontrée impose de donner une forme
particuliere au terme résiduel & estimer. Ainsi, la présence du facteur logt
dans (1-28) joue ici un réle déterminant pour la validité de la récurrence.

Pour 'application & la répartition des valeurs des fonctions de &,
I'information nécessaire & ’estimation préliminaire (1-29) est fournie par une
approximation des moments d’ordres 1 et 2 et une majoration des moments
d’ordre 3 et 4 de f. Lorsque, par exemple, n < to vy < N Y "2, P’argument
de I’exponentielle dans (1-24) est borné et un développement & l’ordre 3
fournit une évaluation suffisamment précise de la moyenne. Le Théoreme 1.5
permet ensuite d’exploiter la structure de la fonction fy directement sur la
fonction multiplicative hy qui lui est associée par (1-24). Comme annoncé
plus haut, cela fournit un gain quantitatif dans 'approximation (1-22).
Nous établissons le résultat suivant.

THEOREME 1.6. — Soit f € €\ Clog. On définit fy par (1-16), Fn(2)
par (1-22) et hy(n;7) par (1-24) pour N € N, z € R, 7 € R. On a alors les
formules asymptotiques uniformes pour N > 2, 7 € R, z € R,

1 ) — o T2/2 log, N
(1-31) ﬁ%hN(n,T)—e /+O((r+r3) 102N),
1/4
(1-32) Fn(z) =®(2) + O(%fgz—]ifv))lw)'

Au vu des estimations des moments, il est naturel de conjecturer que
le terme résiduel de (1-32) est en fait < 1/(log N)!/2¢, oli I'exposant 3
est optimal.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2. Préliminaires.

LEMME 2.1. — Soit f € E. Alors f(n) < logn.

Démonstration. — On remarque tout d’abord que cette majoration est
optimale puisque, f étant complétement additive, on a nécessairement

lim sup |f(p")|/logp" >0
pY—o00

deés que f n’est pas identiquement nulle.

La formule (1-2) et l'estimation log(px/k) =< log,2k (k > 2),
impliquent P’existence d’un nombre réel M > |f(2)|/log2 tel que

(2-1) |blogy k + a+ k| < Mlog(pr/k) (k> 2).

Montrons par récurrence sur Uentier n que Pon a |f(n)| < Mlogn
pour tout n € N*.

Cette inégalité est trivialement vérifiée pour n = 1,2. Supposons-la
satisfaite pour 1 <n < N. Si N + 1 est premier, il existe 1 < k < N tel que
N + 1 = pg. On déduit alors de 'hypothése de récurrence et de (2-1) que

|F(N + )| = [/ (ow)]
< |f(K)| + |blogy k + a + 7]
< Mlogk + Mlog(pr/k) < Mlogpr = Mlog(N +1).

La majoration souhaitée est donc encore valable. Si N + 1 n’est pas premier,
N + 1 est le produit de deux entiers vérifiant ’hypothese de récurrence et
la compleéte additivité de f permet de conclure. O

Les deux lemmes suivants permettent d’expliciter la solution générale
d’un modéele continu simplifié des équations fonctionnelles discretes rencon-
trées dans cette étude. Nous utiliserons inductivement ce modele pour
construire des solutions discrétes approchées.

Pour tout sous-intervalle I de R, nous notons B.(I) l'espace des
fonctions a valeurs complexes mesurables sur I et bornées sur tout compact
de I, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.
Cet espace est complet pour la métrique canonique dont on peut le munir.
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LeMME 2.2. — Soit 8 : B.([1, 00[) — Bc([1, oo[) I'opérateur défini par

S(u) = - /1 " $(v)dv.

u

Pour toute fonction h € B.([1, 00[), I’équation

(2-2) P(u) = 8¢(u) + h(u)

admet dans B.([1, oo[) une unique solution ¥y, définie par

u)+/ hv)—

Démonstration. — Une récurrence facile permet de montrer que, pour tout
h € B.([1,00][),on a

1 M™1 uU\"
n+1 - el e
8™+ () = u/1 m(logv) h(v)dv  (n3>0),
et donc
1
. n+1 < n > .
(2-3) |8+ h(u)| < ] (logu) tIen[%);]lh(t)‘ (n>0)

Ainsi, la série Y _,o,8%h converge dans B.([1,00[) et sa somme est égale
a la fonction 1, définie dans ’énoncé. Cette fonction est par ailleurs bien
solution de (2-2). Enfin, toute solution v de (2-2) dans B.([1, oo[) vérifie

p=> 8h+8"y  (n>0).

j=0
En appliquant (2-3) & v, on en déduit, en faisant tendre n vers l’infini,
que Y = Pp. O

LeEMME 2.3. — Soit é € Bc([e, 00[). L’équation

y(t)logt = /t g(q—llu—)du—i-é(t)

admet une unique solution dans Bc([e, oo[), définie par

~ B L dé(u) (1) f 8w
(2-4) y(t) = T6(t) = b(e) + . Togu  logt +_/e u(log u)? du

Démonstration. — Le résultat est une simple reformulation du Lemme 2.2
via le changement de variable v = log u. 0
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Nous rappelons la notation (1-10) pour les moments d’une fonction
arithmétique. Nous désignons la partie fractionnaire d’un nombre réel ¢t par

() ==t — [t].

Dans tout ’article, la lettre p, avec ou sans indice, désigne en regle
générale un nombre premier.(4)

LEMME 2.4. — Soient k € N* et f une fonction arithmétique
complétement additive telle que f(n) < logn. Posant

Cl,(f pr) Zpu2

v22

(2:5) R(z; fk) = wi(z) + yr(z) + 2k (2) + ax(f) + O((log 2)*~! /v/z)

((wi(z) = 'wk(x;f)
::I]l:' (k] )pV<g;Vk - ]f )k JM( f)a
(2-6) j ye(z) = y(z; f) == —i Z {f(pm)k _f(m)k}<pi'3_m>7
<z _ .
ze(z) = 2(2; f) = Z f(pm) f(m)*
\ PmST

Démonstration. — La complete additivité de la fonction f permet d’écrire

W@ =Y FF S ) = Y fe) S (Fm) + £@)

n<z p¥In P’z m<zx/p¥
=2 @[] + Axlw: 1) + zwn(a),
p<z

avec Ak(T; f) == 3,50 Yopv e V1 F(0)* [2/p"]. 1 suit

R(z; f*) = wi(x) + ye () + 2(z) + A(; f) /.

(4) Toutefois, nous définissons au paragraphe 3 une fonction t — p(t) qui est une
interpolation approchée de la suite {px}32, de tous les nombres premiers.
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De plus, I'hypothese f(n) < logn implique, en faisant appel & I'estimation
supérieure de Tchébychev,

I/k_l k
e =23 5 S 4 0(10g ) va)

v22p¥x
k-1

=z > f* Y L+ 0((oga)'Vx)

p<VT 2<v<logz/ logp p

k—1 _

_ k v 1 log ¢\ k-1 b1
=z > e { Y o~ +O(x(_—logp) )} +0((log2)*1v/z)

P<VT v22
= ax(f)z + O((logz)*'V/x).

Cela achéve la démonstration de (2-5). m|

Le résultat suivant est un corollaire immédiat du Lemme 2.4.

LEMME 2.5. — Soit f une fonction arithmétique complétement addi-
tive satisfaisant & f(n) < logn. Posant a1(f) :=3_, f(p)/p(p — 1), on a

23 1 =1 T[]0+ a(n +0( ).

n<x p<Lx p

3. Equations fonctionnelles approchées.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de démontrer le Théo-
reme 1.1. Nous introduisons les notations suivantes relatives &4 une fonction
arithmétique g satisfaisant (1-5)

GD wwg=-1 3 qB(), wwg =22l @,

kemte) zlogzx

Nous notons dés & présent que ’on peut déduire de (1-4) 'identité

(3:2) o) logz = 37 L8 4 Rz g) +u(asg).

PESZT

Le lemme général suivant, qui possede un intérét intrinseque, nous
permettra de majorer v(zx; g).
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LEMME 3.1. — Soient x > 2, h = h, une fonction arithmétique
fortement additive et L un nombre réel vérifiant L > sup,c, |h(p)|- Pour
tout nombre réel g satisfaisant 1/\/z < ¢ < % et

S(t):=Y h(p) < oLm(t) (o <t<a),

p<t
on a
h(p) x 1
33) S hm -3 T -3 <—>h(p) < olog (—)Lw(m).
n<a p<z P p<z P e
Démonstration. — L’égalité de (3-3) résulte d’une simple interversion

de sommations. Posons y := px. La contribution au membre de gauche
de (3-3) des nombres premiers p n’excédant pas y est trivialement
< Ln(y) < oL7(z). La contribution complémentaire vaut

- T {5()-sw) - [ 40

3 S(%) —x/: S(t)% +O(oLm(x))

k<z/y

<<gL7r(:c){ > %+L:%+1}.

k<1/o

Cela fournit bien la majoration annoncée. O

Nous utiliserons principalement le Lemme 3.1 sous la forme suivante.

LeEMME 3.2. — Soit g une fonction arithmétique satisfaisant a (1-5).
On a
(3-4) v(z;9) < ( sup |<P(t;g)l> log, = + L
23/4<t<a log x

Démonstration. — On pose h(py) := g(k), de sorte que

Sty = h(p)= Y g(k) =M (n(t);g) < to(n(t); g).

p<t k<m(t)
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Pour L < (log )%, g1 < 1/1log z + (log ) sup,s/a<,< l9(t; 9)| et 0 := 01/ L,
on a donc S(t) <« pLn(t) lorsque gz < t < z. On déduit alors de (3-3) que

zv(z;9) = Zh < ><<L,Qlog(1) (x)«w,

< log x

ce qui implique la majoration requise. [}

Nous sommes maintenant en mesure d’aborder la phase finale de la
démonstration du Théoreme 1.1. Posons

— (g Lt 18P0
(3:5) Ko(t) := (tlog?) p(t)?log p(t) (t>3),
Ki(t) == {1 - Ko(t)} logt,

ou t — p(t) désigne la fonction réciproque de li : t — f2t du/ log u,(®
de sorte que p(li(t)) = t. Nous utiliserons par la suite les estimations

(36) Ko(t) =1+ O(logyt/logt), Ki(t)=2logyt+ O(1) (t > 3),

qui sont des conséquences directes de la formule
(37 p(t) = t{logt +log, t + O(1)} (t > 3).

La fonction = — p(z), dont nous ferons plus loin un usage intensif,
constitue la meilleure approximation réguliere de z — pj) issue du théoreme
des nombres premiers — dont une forme classique s’énonce

(3-8) n(t) = li(t) + o(te—3 1ogt).

Puisque m(px) = k par définition de pg, on en déduit que li(py) =
k+O(ke™2V1°8%) d’olt py = p(k + O(ke 2V1°8¥)) et finalement, grace &
la relation p'(t) = log p(t),

(39) pr = p(k) + O(ke_\/@ )

La premiére étape de la preuve du Théoréme 1.1 consiste & établir,
a partir de (3-2), que ¢(r; g) satisfait une équation fonctionnelle du type
considéré au Lemme 2.3 — cf. (3-12), infra.

(3) Cette fonction est donc indéfiniment dérivable et strictement croissante sur [2, col.
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Il résulte d’une sommation d’Abel que I’on a

M) _ [ L(5 go) = Milrteko) o [ Ma) g,

pr<T Pk k< (t)

En approchant M, (w(t); g) par Mi(t; g)/logt = te(t; g), il suit

(3:10) Z g(k) / A59) 41+ vi(aig) + (o),

PEST

avec

y

a1 Vi(z;g) = /: (Ml(zgt)?g) _ J‘tflzll(s;gs;)) dt + Ml(TFi.’L‘);g)

¢ M (w(t);
are) = [ D - gayaga - 1ge).
2
Reportons maintenant (3-10) dans (3-2), et posons

Va(z; 9) = v(x;9) + C1(g) + R(z; 9).

Nous obtenons
(312) ooz = [ 25D a4 v(asg)

avec V(z;g) := Vi(z; g) + Va(z; g).

La seconde étape consiste a appliquer le Lemme 2.3 & ’équation
(3-12), ce qui fournit

o(z;9) = TV (x5 9) = TVi(x; 9) + TVa(z; 9)

(3-13) = IVi(z; g) + Tv(z; 9) + Ci(g) + TR(x; g).

Nous allons maintenant transformer JV;(x;g) en approchant cette
quantité par une expression faisant intervenir (¢; g), ce qui nous permettra
de traiter (3-13) comme une nouvelle équation fonctionnelle pour ¢(z; g).

On a d’apres (1-7)

TVi(z) = Vlg;) + / : 28(5; tg))z dt
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Nous évaluons cette expression en y reportant la définition (3-11) et en
intervertissant les sommations. Nous obtenons

My (n(t); 9)(1 +logt) — Mi(t;g) ., Mi(m(z);9)
TVi(=) = / . t2(logt)? : dé + 1:rlogav
Mi(li(t); 9)(1 + logt) — M (t;9) M (n(z);9)
/ t2(log t)? 1 di+ Ix log z
+ Ca(g) + O(e_\/@ ),
Cale)i= [ {1 ((0ig) — M (01 9)} gy

On a utilisé ici le fait que I'intégrande est < t~le™V1°8¢ ce qui résulte de
la majoration (1-5) et d’une forme forte du théoréme des nombres premiers.
Le changement de variable u = li(t) fournit alors

/ My(li(t); g) A 108E gy [T Muiltig) o

t2(logt)? e t*(logt)?
li(z) 1+ log p(u) T Mi(t;g)
= My (u; g)——5——~du — 12
liCe) 1 9) P Tog plu) o t2(logt)?

_ /“(””) et 9)Ko(t) ., _/’ o(t:9) 4,
li(e) tlogt . t2logt

ol K est la fonction définie en (3-5). Remplagons I'intervalle d’intégration
[li(e),li(z)] par [e,z] en prenant en compte I’erreur ainsi commise. 11 suit,
en introduisant maintenant la fonction K; de (3-5),

Wl(x)z_/zmwdt_/l” AGILIQ e

t(logt)? i tlogt
(314) Oy e 8
. E1\x —4/logx

+ (@) 0) +0(eVier= ),

ot la quantité &1 (z) est implicitement définie par la relation 7 (z) log n(z) =
{1+ e1(z)}z, et ou on a posé

(q) e et 9)Ko(t)
C5(g) := Ca(g) + A(e) Tlog! dt.

En reportant (3-14) dans (3-13), nous obtenons la forme finale de
notre équation fonctionnelle approchée pour ¢(z; g), soit

(3-15) o(z;9) = C3(g9) + TR(z; 9) + U(z; 9) + O(e_\/@)
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avec C3(g) := C1(g) + C5(g) et

T o(t; 9) K1 (2)

U(z; g) :=Tv(x; g) —/ t(log t)2

(3.16) © (t: g)Kolt) 1t e(a)

—~ L0 Gt + o(n(z); g) ——n
/ﬁ(x) tlogt w(r(z);9) log z

Démonstration du Théoréme 1.1(i). — Nous allons procéder en trois étapes,
successivement dévolues & établir que ¢(x; g) est bornée, que

¢(z;9) = ®1(9) + TR(z; g) + O(log, x/ log z),

puis enfin que

log, = —
o(z,9) = <I>1(g)(1 + —1%2;) + T R(z;9)

log, — logy
O( log x ts}u\%[fTR(t,g)l + (log :c)Q)’

ce qui équivaut au résultat requis.

Posons

1 .
g = timsup BTN, oo, ),
z—+oo  logy T

Ces quantités sont bien finies et l'on a en fait 0 < f < max(0,a — 1),
d’apres (1-5). On peut clairement écrire

(3:17) o(t;g) < (logt)? /2 (t>2).

Majorons maintenant U(z;g) en tenant compte de (3-17). En employant
successivement (3-4) et (1-7), nous obtenons d’abord

v(z; g) < (logz)?+%logyz, Tu(z;g9) < 1+ (logz)?~1/2(log, x)2.

Ensuite, nous estimons les trois derniers termes du membre de gauche
de (3-16) en faisant appel & (3-6) et (3-17). Il s’ensuit que

U(z; 9) < 1+ (logz)?~1/2(log, ).
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Reportons cette majoration dans (3-15) en tenant compte de ’hypothese
R(zx;g) < 1.1l vient

p(z;9) < 1+ (logz)?~/?(log, x)?,
ce qui fournit successivement 3 = 0 et

(3-18) p(z;9) < 1.

Insérons maintenant (3-18) dans (3-4). Nous obtenons v(z; g) < log, =,
donc Jv(z; g) tend vers une limite & l'infini et, par (1-9),

(3-19) Tv(z;9) < log, x/log z.

De (3-15), (3-16), (3-18) et (3-19), on déduit ensuite I'existence d’une
constante ®,(g) telle que

(3-20) o(x;9) — ®1(9) = TR(z; ) + O(log, x/ log x).

La derniére étape de la démonstration consiste a appliquer (3-20) & la
fonction gy définie par

(3-21) go(n) := g(n) — ®1(g){logn + log, 2n + 1}.

On note d’emblée que 'on a par construction ®(go) = 0. Il nous faut une
estimation de 9'_R(ac; go) et nous allons montrer, dans un premier temps,
qu’il existe une constante C(g) telle que l'on ait

(3:22) R(z;9) — R(z;90) = C(g) + O(logy x/ log z).
On a, d’apres la définition (1-4),
R(z;9) ~ Rz o) = 229 {51(2) - $p(a)},

avec

Si(z) = Z(logn + log, 2n + 1),

n<x
So(z) == Z (logk + logy 2k + 1) [z/pxk].
PL<T
Il est immédiat que
(3-23) Si(z) = zlog(zlogz) + O(z/log z).
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Posons y, := log{px/(klog 2k)}, de sorte que (3-7) et (3-9) impliquent
7 < logy 2k/ log 2k.

Posant o := Y ;- 7k /Pk, on a

Sa(z) = Zlogp[ ] +x§%~az+0(x10g2x)

log =
p<z
1 1
=;A(n)[§]—xz (;gp+ Z———ox-{-O( l(f;;)
n<e py§2z p<x

En prenant en compte la relation

ZA [ ] Zlogm-xlogw—x—{—O(logw)

n<x m<z

et la formule classique (voir, par exemple, [9], th. 1.1.8)

1 1 1 1
pz(;; =log2x+’y—zp:{log(1 — 1/p) - 5} +0(loga:)’
il suit
(3:24) $(z) = zlog(zlogz) + Caz + Oz lﬁiz;)

avec Cy —’7“1—‘7-2{ (1—1/P)_117+P(121(7)g—p1)}‘

Les estimations (3-23) et (3-24) impliquent (3-22) et, ipso facto,
(3-25) T R(z; 90) = TR(z; g) + O(log, z/(log )?).
La formule (3-20) appliquée & go fournit donc

(3-26) ¢(z390) = TR(x; g) + O(logy z/ log 7).

Insérons maintenant (3-26) dans la définition (3-16) appliquée & go.
On déduit alors d’un calcul de routine reposant sur les estimations (3-4)
et (3-6) que

— 1 1
(3-27) U(z; 90) < fg2562(\/:5; g9) + %827

(log z)?
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avec €2(2; g) = sup,, |TR(t; g)|. Reportons (3-25) et (3-27) dans la formu-
le (3-15) appliquée & go, ol nous tenons compte du fait que ¢(z;go) tend
vers 0 lorsque z — o0o. Nous obtenons

log, x

(23 90) = TR(x; 9) + U(z; 9o) + O((ngx)E)

— log, x log,
= TR(zig) + (T 2reaVag) + o 2.

Cela achéve la démonstration du point (i) puisqu’il découle immeédia-
tement de la définition de go que

Mi (33 9) = 1 (g)z log(x log ) + (a3 go)w log z + O(a log, / log z).

Démonstration du Théoréme 1.1(ii) & (iii). — Commengons par établir
une estimation de v(x;g) qui servira de base commune aux preuves des
deux assertions. A cette fin, nous majorons Jv(x;g) & laide de (3-4) et
nous reportons dans (3-16) puis dans (3-15). Nous obtenons ainsi I’existence
d’une constante B > 0 telle que

T
lo(t; 9) K1 ()]
19)| < |TR(x; ANt A P4 )
[o(aio)| < [TRG@o)|+ [ P
T
lo(t; 9)| Ko(t) gy ltei(x)
(3-28) +/H(z) tlogt Gt |<p(7r(x),g)l———10gx
+B/ac sup |<p(U'g)| logy ¢ dt+ B
e Vigu<t " t(log t)? ‘

Choisissons ensuite un nombre réel zy > e tel que

° dt 1 > logyt 1
Ki(t)]———s < = / dt < —-
/zo | |t(logt)2 3 2 t(logt)? 3B

Nous déduisons de (3-28), en tenant compte de (3-6), que

lo(z; 9)| < (TR)! (23 9) + ' (2;9){ 5 +O(logy z/logz) } +O(1) (2 > o).

Nous avons donc, pour x > 3,
o' (2;9) < (TR)'(z;9)

Rt(t; 9) * Ri(u;9)
d
(3-29) <<eilf2m{ logt +/e u(log u)® u}

=" Ri(t;9)
<</e Hlog )2 0
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d’aprés l'expression (1-7) de la transformation J. Grace a (3-4), nous
inférons que

1152
Ri(t;g)
3-30 v(z;9) < lo z/ 2L dt

( ) ( g) 2 . t(log t)z
Montrons maintenant ’assertion (ii) du théoréme. Sous I’hypothése
(1-12), la majoration (3-30) implique la réalisation des conditions (1-8) pour
la convergence de Jv(z;g). En employant ’expression de Jv(x; g) fournie

par (1-9) il suit, aprés interversion de sommations,

_ > RI(t; g) log,(x +t)
Tv(z;9) <</e t(logt)? log(z +t)

L’hypotheése (1-12) permet semblablement de déduire de (3-29), également

par interversion de sommations, que U(z;g) tend vers une limite quand z
tend vers l'infini.

dt.

Les informations obtenues sur la convergence de Jv(zx;g) et U(z;g)
nous permettent de réécrire (3-16) sous la forme

_ — ® o(t; g) K (t z t;g)Ko(t
T t(log t) li(z) t 10g t
. 1+¢& (CE)
+ (@) 9) ety
* Ri(t;9) 1 ¢
<</ (t:9) logy(z +1)

e t(logt)? log(z +t)
En insérant cette majoration dans (3-15), nous obtenons exactement
P’estimation annoncée au point (i) du théoréme.

Pour établir ’assertion (iii), nous observons que (3-30) implique

z? T+ T t? t(n,-

log x t(logt)? t(logt)? Jo wu(logu)?
2
" Ri(u; g)logy u
<o Tuloguy

Cela fournit une estimation acceptable pour le premier terme du membre
de droite de (3-16). Les trois autres termes peuvent étre majorés
semblablement, grace & (3-29). Nous obtenons ainsi

Ri(t;g9)1
:cg)<</ %dt

Compte tenu de (3-15), cela fournit bien la conclusion requise au point (iii).
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4. Valeur moyenne du produit de convolution
de deux fonctions arithmétiques.

Nous consacrons ce paragraphe a un résultat technique concernant
la valeur moyenne d’un produit de convolution dont les facteurs satisfont
certaines conditions de régularité. Ce résultat est utilisé de maniére systéma-
tique pour les démonstrations des points (ii) et (iii) du Théoréme 1.2.

Nous désignons par CP([0,y] I'espace des fonctions réelles f de
classe C!, définies sur [0,y] et qui satisfont en outre aux conditions de
croissance polynomiale

{f(u)>>1 (0 <u<l),
fuw) < f(u/2), (u+1)f'(v) < f(u) (0<u<y).

Pour f, g € CP*([0,y]), nous posons

If(y) = / wldu,  1f.ly = |F@)|Te@) + ls@)|ZF ).

LeMME 4.1. — Soient x > 2 et g, g2 deux fonctions arithmétiques,
définies sur [1,z], dont les fonctions sommatoires G;(t) = 3, <, 9;(n)
(j = 1,2) satisfont a

(4-1) G;(t) =ta;(logt) + O(te;(logt))  (j=1,2; 1<t < x)

avec, pour j = 1,2, aj, 0; € €P([0,log z]), 0; > 0. On suppose également
que

(4-2) Gi(t) =) |g;(n)| < tej(logt)  (j=1,2 1<t <)

n<t

avec o € €P'([0,logz]) et a;(u) < o} (u) pour 0 < u < logz.
(i) Ona

(43)  G@)= Y gi(m)ga(n) = za(log) + O(zellog z))

mn<x

avec

o) = [ " an(y - u){anw) + ab(w)} du,  ly) i= [an, 03], + [e1,03],.
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(ii) Sil'on suppose de plus que as(u) << (u+1)g2(u) pour0 < u < log x,

on a encore, uniformément pour 1 < z < 3 logx ety =logzx,
(44) G(z) = as(y) + O(ze(y, 2)),
avec

az(y) —/ {Oéz —u) —as(y }041 )du + ao (y)z gl(’ﬂ)

0(y, 2) := [a1, 02)y + 01(y) Taz(y) + 0t (y,2) + 0 (y, z),
T o O [ ST
o (1:2) = ) Ta(2) + 4 / o1(u) du,

0 (y,2) == a3(y) /y 01(u) du.

(iii) Lorsque les hypothéses (4-1) et (4-2) sont réalisées pour tout x > 9 et
si fom 01(u) du < 0o, on a, uniformément pour 1 < z < %logm ety =logz,

(4-5) G(z) = za(y) + Craz(y) + O(mg(y, z) + | a2(y)| /°° 01(u) du) )

avec C := [°{G1(e*)e ™ — a1(u)} du.

Remarque. — Le point (iii), qui est susceptible de servir dans d’autres
contextes, n’est pas utilisé directement dans ce travail : méme lorsque
les hypothéses correspondantes sont remplies, la nature particuliere des
fonctions que nous considérons rend (4-4) plus maniable que (4-5).

Démonstration. — Posons R;(u) = Gj(e*) — e%a;(u) (j = 1,2),® et
y := log z. Les trois assertions énoncées résultent de la formule

(4-6) G(x) = za(y) + zas (y)/ du+ O(zo(y,2)) (1< 2<3y).

En effet, on déduit (4-3) de (4-6) en choisissant z = 1, et ’on obtient (4-5)
en remarquant que la condition g; € £!([0, co[) implique

/Oy Ri(u)e “du=C+ 0(/yoo o1(w) du).

(6) On a donc R;j(u) < eg;(u) pour j=1,2 et 0< u < y.
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Enfin, on déduit (4-4) de (4-6) en observant que le terme principal de (4-6)
vaut encore

(47) mag(y)+x/0ya1(y—u)a'2(u) du—xaz(y){ Z glr(:l)—/oy G (u) du}.

eu,

ngey

L’hypothése supplémentaire effectuée en (ii) implique

ah(u) < ag(u)/(u+1) < ga(w),

donc la premiere intégrale est < [al,gg]y < o(y, 2z). De plus, il résulte
d’une sommation d’Abel que I’expression entre accolades vaut

Gi(z)/z < a1(y).
Cela montre que le dernier terme de (4-7) est
<zl (y)aa(y)| < zo2(y)Toa(y) < [, gz]y < zo(y, 2)

pour tout z € [1, %y]

Pour établir (4-6), nous utilisons la méthode de sommation de I’hyper-
bole. Posant w := y — 2, nous pouvons écrire

Glz) = /1 e_xszg(%)dGl(t)—k /1 ixpwcl(f) dGa(t) — Gi(e*)Gale®).

Effectuons le changement de variable ¢ = e*. Compte tenu de (4-1), il
s’ensuit que

G(x)=1z Z Jk(2) + O(zo(y, 2)),

k=1
avec
nie) = [ gl + [ aferanu)
- al(z)a2(w)a
Jo(2) = /_ “—Z(Zu;“) dRy (u), J3(2) = /i} 9‘—1(?;;“) dRy(u),

Ji(2) == e_y/(sz(y —u)dG;y(e*), Js(z):= e_y/:Rl(y —u)dGa(e").
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Un calcul de routine fournit d’abord
J1(2) = a(y) — az(y)1(0).
Ensuite, nous établissons I’estimation
(4-8) Ja(2) — {/Oy Ra() gy 4 a1(0 )}az(y) < 0(y,2).

Pour cela, nous effectuons en premier lieu une intégration par parties, soit

5(2) = B oy (w) - Ry(0-)as(y)
+ /02 Rle—gu){aQ(y —u) + ay(y — u) } du.
Comme R;(0—) = —a3(0), nous en déduisons que

5 = { [ qu+ 010 faalw) + 2 ag(w)
+./0 Rl(u) ——— Bso(u,y) du,
ou 'on a posé

Ba(u,y) = az(y — u) — az(y) + oh(y — v).
L’hypothese as € CP([0,y]) implique

Ba(u,y) < (u+ Doaz2(y)/y  (0<u<z2).

Le membre de gauche de (4-8) est donc
y 1 [?
< |a2(y)|{/ Ql(u)du+91(z)+§/ (u+1)91(u)du}
z 0
y 1 [?
<laal{ [ etwaut 3 [ uwauf < o0,2)
z 0

Nous obtenons similairement, grace a une intégration par parties,

I(2) = en(2) 2 ) Ry(0-)

/ {on(y —u) + i (y - “)}RZ(
< |aa(2)|e2(y) + [01, 02]y < o(y, 2).
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Les quantités J4(z) et Js5(2) sont estimées, par sommation d’Abel, en
majorant les mesures |de| par dG; (j = 1,2) et en faisant appel & (4-2).
On obtient, d’une part,

1e) < [ e oly—u)dGi("

< af(2)e2(w) + /0Z o} (u)o2(y — u)du

< 02(y)Iaj(2) < oy, 2),

et, semblablement, de ’autre,
Js(z) < / o1 (y — u) G (e")
0—
< a1(2)e5) + / o1(y — u)a(u) du
0

- a3+ [ * o1(v)ei(y - v)dv

z

</ Y o1}y — v) dv

< (W)Ta30) + a30) [ o1 (0) dv < 0(y, 7).

Cela acheve la preuve du Lemme 4.1. O

L’énoncé suivant est dévolu a une spécialisation du Lemme 4.1,
que nous explicitons de fagon & le rendre directement exploitable dans
les différents cas d’application envisagés dans ce travail. Etant donné un
polynéme P € C[X], nous posons

P(X,u) := P(X +logu) (u > 0).

LEMME 4.2. — Conservons les hypothéses et les notations du
Lemme 4.1. Supposons de plus que, pour j = 1,2, il existe des nombres
réels ej, s; > 0, g; € [0,1], t; > 0, et des polynémes P; € C[X] tels que I'on
ait

oj(u) = u Pj(logu), g;(u) =u®"%(logu)%, of(u) =u**% (u>3).
Supposons encore que dy et de sont des entiers naturels satisfaisant a

deg(P;) < d; pour j = 1,2, et posons

{1 siej—qj:—l,
nj ==
! 0 dans le cas contraire.
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(i) Siej—¢q;>-1(j=1,2),0ona
(49) G(z) = z(log m)e‘+62+1{P3(log2 z) + O(%)%a—%)‘;)} (z = 3),

ou P3(X) est le polynéme de degré deg(P;) + deg(P») défini par

1
Py(X) := / PU(X, w)Pa(X,1 — u) ue (1 — u)° du,
0
et ou 'on a posé

g3 := min{q; — t2, g2},

s1+m siqy < qa +ta,
s3:= ¢ max{s; +ni,dy + sz +m2,d1 +da+ M2} siq =q2+1,
di+s3+ 12 siqy > qz + ta.

(i) Sieg =—-1,d1 =0, q1 =1, 8 =1,t €]0,1,(7 et si e3 € N,
e —qe > —1,onapourz >3

Glo) = s(og ) {Palloga ) 3 47
(4-10) i

+ Py(log, z) + O(((l—;)(;ggla—f))q—s:) },

olt Py(X) est le polynéme défini par

Pi() = RO - P2(X)
(4_ 11) 1<j<e2

+ /01 {Py(X,1-v) — PZ(X)}(I—_U—”Xii dv},

.| =

et otl 'on a posé

qa: 1+t1 ) 2(»

{1 Siqz+t2>1+t1,
S
4 max{l,s2} siga+ta<1+t;.

(") De sorte que a1 (u) = P1(0)/u, 01(u) = (logu)/u?, of(u) = u*1~! pour u > 3.
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Démonstration. — La premiére assertion résulte directement du Lem-
me 4.1(i). D’une part, la majoration o/ (u) < (logu)? /u implique

a(y) = yertet! {Pg(log y) + O(U&Z/fzfﬂ) }

D’autre part, on vérifie par un calcul de routine que

d1+s2+n2 s1+m
ey +eqa+1 (lOgy) ! (logy)
Q(y) <y : { yqz + ylh—-iz }

La réunion de ces deux évaluations fournit bien (4-9).

Dans le cas (ii), on a az(u)/u < 1/u? < p1(u)/u, et I'on est en
position d’appliquer (4-4). Un calcul standard permet de vérifier que le
terme d’erreur de cette formule satisfait, avec y := log z,

1 s2+1 1 1 S2 1 d2+2 t2 ],
ogy) ;. logy (logy) Zh+(0gy) LY ogy}‘

(
e2
oy, 2) < y { 4 M- ” ~

Pour le choix quasi-optimal z = Jymin{l.(s2+t2)/(1+t1)} (®) on remarque,
en utilisant notamment les inégalités ¢t; > 0, 0 < g2 < 1, que les seuls
termes susceptibles de dominer dans cette majoration sont le troisieme et
le cinquieme. On obtient ainsi

o(y,2) Ky H(logy)™  (y=2).

Il reste & évaluer le terme principal as(y) de (4-4). Il suffit de considérer
l’intégrale apparaissant dans la définition de ag, car l'autre terme a été
reporté sans changement dans (4-10). Il résulte du changement de variable
v =u/y que

@) [ " 1 () oy — w) — oa(y)} du = y Py(logy) {1 + 0(1/5)} ¥

(8) Un choix optimal relativement aux puissances de y et & celles de logy serait
z= % min {y,y(qz"'t?)/(l'”l)(logy)(l_”)/(l‘”l)} .

Pour éviter de trop compliquer I’énoncé final, nous choisissons la puissance de logy
égale a 0.

(9) Le terme d’erreur prend en compte le fait que ai(u) n’est connu que pour u > 3.
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avec
1
Py(X) = Pl(O)/ (Py(X,1 - w)(1—v)™ — P2(X)}ﬁ

(){ Py(X) ) -+/ {Pa(X,1—v) — Po(X)}(1 - )ezﬂ}

v
1<j<e2

ol 'on a utilisé la formule fo {@-v)e2 -1} dvfv = — 2 1<jge, 1/3- Cela
acheve la démonstration de (4-10). O

5. Moments d’ordres 1 et 2 des fonctions de €.

5.1. Valeurs moyennes : preuve du Théoréme 1.2(i).

Nous allons estimer M;(z;f) gridce au Théoréme 1.1(i), ce qui
fournira évidemment une approximation de M;j(z; fo). Une voie naturelle
consisterait & évaluer directement R(z;f) & partir du Lemme 2.5.
Cependant, I'introduction d’une fonction auxiliaire f;, définie par

fi(1)y =0, fi(n) := f(n) +blogon+b+a (n>2),

et qui vérifie fi(k) = f(px) + b+ O(log, k/log k), permet de gagner un peu
de précision.

Un calcul de routine fournit

(5-1) Zfl(n) Zf n) + bz log,  + (b+a)a:+0(

n<x n<e

logx)

De plus, la majoration (1-2) pour rx(f), associée au théoréme des nombres
premiers sous la forme (3-9), permet aisément de montrer qu’il existe une
constante Cs = C5(f) telle que l'on ait

> Am [ = 3 s ] +balogaz + Cs(1)a

(5'2) PEST PLST

+O(x11(z:°yT2;).

En appliquant alors le Lemme 2.5 & f (ce qui est autorisé grace
au Lemme2.1), on déduit, par différence, de (5-1) et (5-2) la formule
asymptotique

R(z; f1) =b+a+ai(f) — Cs(f) + O(log, z/ log z),
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d’ou
log, x

TR(z; fL) < (loga)?’

Comme on a trivialement f;(n) < logn, on peut appliquer le Théo-
réeme 1.1(i) & f1, ce qui fournit

Mi(z; f1) = @1(f1)zlog(zlog z) + O(log, z/ log x).
En reportant dans (5-1), on obtient bien la relation annoncée en (i).

Remarque. — Un calcul direct reposant sur la majoration (1-2) et le
Lemme 2.5 fournit

U _ —blogoz—a-»b log,
TR, f) = logz + O((logar)2)~

Lorsque b # 0, la fonction e(z) associée & f définie dans ’énoncé du
Théoréme 1.1 est donc de l'ordre de log, z/logz. L’introduction de la
fonction f;, au lieu d’une application directe du Théoréme 1.1(i) & f,
permet donc, dans le cas général, le gain d’un facteur log, z dans le terme
d’erreur de I’évaluation finale (1-19) pour M;(z; fo).

5.2. Valeurs moyennes : preuve du Théoréme 1.3.

Le Théoréme 1.2(i) implique en particulier que l'on a
Mi(z;g) < zlogy z/logz = o(x)

pour toute fonction g de €(0,0) telle que ®1(g) = 0. Sous la condition
supplémentaire g > 0, le Lemme 2.5 implique alors a;(g) = 0 d’ou g = 0.
On peut donc énoncer que l’on a

Mi(z;9) > zlogz

pour toute fonction g de £(0,0) satisfaisant & g > 0 et M;(x;g) > =.

Cela nous permet de ramener la preuve du Théoréme 1.3 a celle de
Pexistence, sous les hypotheses effectuées, d’une fonction g de €(0,0) telle
que 0 < g < f et My(x;g) > z. Nous allons construire explicitement une
telle fonction minorante.
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L’hypotheése f(px) > f(k) implique immédiatement f > 0. Comme
f # 0, il existe un entier kg > 2 tel que f(ko) > 0. On définit alors
g € E(0,0) par g(2) :=0 et

0 i k k )
Te(9) = 9(px) — g(k) := {f(ko) z k i kz.

Comme 74(g9) > 0 pour tout entier k, on a bien g > 0. De plus,
f(n) > g(n) = 0 pour n < ko, et f(px) > f(k) = f(k) + g(pe) — g(k)
pour k > kg. Cela implique f(px) > g(px) pour k < ko, donc, par additi-
vité, f(n) = g(n) pour n < pg,. En itérant le procédé, on obtient finalement
que f(n) = g(n) pour tout entier n > 1. Il reste & montrer que M;(z; g) > =.
Cela découle du Lemme 2.5 qui fournit, puisque g(pk,) = f(ko),

3 o) Zg(p>[]+xzp(p 0(vz) > a5 1 o(v2).

n<e Pz

Cela achéve la démonstration du Théoreme 1.3.

5.3. Ecart quadratique moyen : preuve du Théoréme 1.2(ii).

La méthode consiste simplement & appliquer le Théoréme 1.1 & f2. 11
nous faut donc une estimation de R(z; f2), et nous employons & cette fin le
Lemme 2.4 avec f = fo et k = 2. Il reste & estimer les quantités wa(z; fo),
ya(z; fo) et z2(z; fo) apparaissant dans (2-6).

Considérons d’abord la quantité ws(z; fo), et appliquons le Lemme 4.2
en choisissant

fo(p) sim=p",
0 dans le cas contraire,

ar(m) =

g2(n) == fo(n),

de sorte que wy(z; fo) est exactement égal & la fonction sommatoire G(z)
du produit de convolution de g; et ga.

11 résulte du Théoréme 1.2(i) que
zlogy z (10)
. = N = _— > .
(5-3)  Ga(z) = My(z; fo) = E1 (log, :1:)+0( on ) (z > 3)

De plus, pour tout m > 2, on a

(10) Rappelons que E1(X) := —boX — by — a, by := b — ®1(f).
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fo(pm) = f(Pm) — @1(f) log pm,

(5-4) = fo(m) + a + blogom — ®1(f) log (%) +O(IE§;22::)

log, 2m
= fo(m) — by — Ey(log, m) + o(%ﬁ).

d’apres (1-2) et le théoréme des nombres premiers. En tenant compte
de (5-3), on en déduit que

log, x
(5-5) ;z folp logz + O( (loggm) )

En adjoignant & (5-3) et (5-5) lestimation triviale | fo(n)| < log(3n),
nous sommes donc en position d’appliquer le Lemme 4.2(ii) avec ez = 0,
q2 = 1, tl = tz = 1. On a Pl(X) = —bo, PQ(X) = El(X), et dOl’lC,
par (4-11),

1
Py(X) = bg/o log(1 — 'u)% = — 1783

On a encore

Zgl(n) Zfop) Mle0)+ Zf < >

n<x pY<zx pY<x

ou la seconde égalité résulte de la complete additivité de fy. La contribution
ala derniére somme en p des puissances p” avec v > 2 est clairement O(1/z ).
Au vu de (5-5), celle qui correspond & v = 1 peut étre estimée par le
Lemme 3.1 avec L := logz, o := 1/logz. Elle est donc < (log, z)/logz.
En tenant compte de (5-3), nous obtenons finalement

(56) > 2 _ B (tog, ) + 0 22),

n<T
de sorte que le Lemme 4.2(ii) fournit
. . _ 2 (log, z)? (11)
(5:7) wa(z; fo) = Ba(log, x) + by (1 ) + 0( (log ) )
avec g4 = q4(t1,t2) := min{(1—t1t2)/(t1+1), 1—t2}, pour toutes constantes
t; > 0, ta > 0 telles que

58) 3 |fop)]| < wllog2) ™Y, 3 |fo(n)| < zlloga)z (x> 2).

pY<z nsx

(11) On rappelle que B2(X) := E1(X)? — b3.
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Ainsi qu’il a été mentionné plus haut, la majoration triviale de fy
permet de choisir t; =ty = 1, et donc g4 = 0. Nous réutiliserons (5-7) plus

loin, avec des valeurs de t; et to améliorées issues d’une premiére estimation
. £2
de M (z; f§).

La formule (5-7) implique wy(z;fo) < (logyx)?, donc les condi-
tions (1-8) pour la convergence de Fwa(x; fo) sont remplies. Il suit

Tuwif)=- [ ———d“’lifgt;tf")
(59) K
__ [7 By(logyt) (logy z)?
T /z t(logt)? di + O((log :l:)1+‘14)'

Tournons maintenant notre attention vers les quantités ya(z; fo)
et zy(z; fo) apparaissant dans (2-6).(12) Nos estimations nécessitent le
résultat auxiliaire

Aq(x) =Y {folpr)? - fo(k)*}

5-10 PRsT
(>0 L Bllonsn) | o oma))
logz (log z)9s /’

avec g5 := 2 — to. Cette formule est obtenue, & partir de (5-4) et (5-8), par
sommation d’Abel. Nous omettons les détails de la vérification.

Nous pouvons maintenant estimer ya(z; fo). Onats < 1,donc g5 > 1.
La formule (5-10) fournit donc, au vu du Lemme 3.2,

ya(@; fo) < (logy 2)°/ log z,
et par conséquent

(5-11) Tya(x; fo) < (logy 2)°/(log ).

Semblablement, (5-10) nous permet d’estimer Tz(z;fo). On a
par (1-6)

Tor(w; fo) = 3 folpr)® = fo(k)® _ fo(2)*(1—log2)

=, Prlogpk 2log2

(12) Pour la commodité du lecteur, rappelons que

k _ 2
va(@ifo) == Y {f(Pk)z—f(k)2}< > ol )= Y L IB?,

T
PkSZT Pk PE ST Pk
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donc (5-10) garantit la convergence de J zz(z; fo) lorsque z tend vers oo.
Par sommation d’Abel, il suit

iT_zz(w;fo)=_/°°912M:_/°°d_A2_@

" logt tlogt

512
(512 _ / * By(logyt) 4o o O((logz w)z)
« t(logt)? (log z)= /

En reportant (5-9), (5-11) et (5-12) dans (2-5) et en observant que

_i By (logat)  Bs(logyt) — B(logy t)’

dt logt t(logt)?
nous obtenons
~ Bs(log, ) (logyz)®>  (logy z)?
. . g2y _ D208, 2 2
(5 ].3) TR(ma.fO) IOgIL' ( (lOgSE)z (IOgI)l'H“),

puisque g5 > 1+ ga.
Comme ¢4 = 0 est une valeur admissible, on a

) TR £2 (log, z)?
(5 ].4) J'R(.'L', fO) <K ———log.’E )

et le Théoreme 1.1(i) nous permet d’en déduire Pexistence d’une cons-
tante @4 telle que

Ma(x; fo) = My (x; f§) = ®azlogz + O(z(log, 7)?).

Il résulte immédiatement de cette estimation, via linégalité de
Cauchy-Schwarz, que

> lfo(m)] < zvlogz, > |fo(p)| < z/logz  (x>2),

m<T pY<z

ol la seconde estimation découle de la premiere par (5-4). Cela signifie
que (5-8) est valable avec t; = t = 1. On a donc (5:13) avec
g4 = qa(3,3) = 3- Une nouvelle application du Théoréme 1.1(i) fournit

alors Pestimation requise (1-20) pour Ms(z; fo)-

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SUR CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES ARITHMETIQUES 1481

5.4. Preuve du Théoréme 1.4.

Supposons que f € € vérifie P5(fy) = 0. On déduit alors des formules
(i) et (ii) du Théoreme 1.2 que

Z{fo(n) — El(m)}2 = —biz + o(x).

n<x

Cela n’est possible que si by = 0, et donc E;(X) = —a. De plus, on a alors
nécessairement fo(n) = a + o(1) pour presque tout entier n. Considérons
alors un nombre premier p fixé. Il existe une suite A de densité unité telle
que P'on ait, lorsque n tend vers l'infini en restant dans A, simultanément
fo(n) = a+o(1) et fo(pn) = a + o(1). Comme f; est complétement
additive, il vient fo(p) = fo(np) — fo(n) = o(1), donc fo(p) = 0. Puisque p
est arbitraire, on obtient bien fy, = 0 et finalement f = ®;(f) log.

6. Moments centrés d’ordre k > 3 :
preuve du Théoréme 1.2(iii).

Nous nous proposons d’établir ici le Théoréme 1.2(iii), soit

+
2+267,

(6:1)  M;(z; fo) = pra(P2log I)T_S{Ej(l(’gz ) + 0((—1(105;3—:;?) }

pour j = 2r —s > 3, s = 0 ou 1,® ol nous employons la notation 6;;
définie en (1-18). Nous procédons par récurrence sur j > 3. A chaque étape,
I’argument-clef est fourni par le Théoreme 1.1, avec une dichotomie relative
a4 la parité de j. L’initialisation est fournie par les points (i) et (ii) du
Théoréme 1.2, qui impliquent (6-1) lorsque j =1 ou j = 2.

La constante @, est non nulle d’apres le Théoréme 1.4. Nous pouvons
donc supposer $; = 1, quitte & considérer f/+/®2 & la place de f.

Techniquement, la démonstration se réduit essentiellement a estimer,
4 l'aide de I’hypothése de récurrence, les quantités wg(z; fo), yk(z; fo)
et zx(z; fo) définies au Lemme 2.4. Cela fournit une évaluation de
R(z; f¥) suffisante pour appliquer le Théoréme 1.1 qui, & son tour, produit
Pestimation recherchée pour alimenter la récurrence.

(13) On rappelle que E;(X) := E1(X) 4 (r — 1)by pour j = 2r — 1, E;(X) := 1 pour
7 =2r.
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La quantité wg(z; fo) est une combinaison linéaire des fonctions
sommatoires des produits de convolution f7 * (xf*77) (1 < j < k—1)
avec x(1) := 0 et x(n) := A(n)/logn pour n > 2. Elle reléve donc du
Lemme 4.2 : au vu de (5-4), la fonction sommatoire de chacun des termes
du produit peut étre estimée grace a ’hypotheése de récurrence.

Les comportements asymptotiques des expressions yi(z; fo) et
zk(z; fo) sont directement liés & celui de la fonction auxiliaire

(6-2) Ax(@) = Y {folpm)* — fo(m)*},

PmST

qui reléve lui-méme de ’hypothese de récurrence via (5-4). Une évaluation
de Ag(z) implique, par le Lemme 3.2, une estimation de yx(z; fo), et, par
sommation d’Abel, une estimation de z(z; fo)-

Nous rassemblons dans le lemme suivant les approximations obtenues
sous I'hypotheése de récurrence pour wi(z; fo), yx(z; fo) et zx(z; fo). Nous
écrivons systématiquement dans toute la suite de ce paragraphe

k=2(+2-h

avec{ > 1, h=00ul.

LEMME 6.1. — Soit k =20+ 2—h avec{ 2 1,h=00ul. Si®y(f) =1
et si l'estimation (6-1) est vraie pour tout indice j < k — 1, alors on a

wi(z; fo) = perr(log )T { Ex_s(logy ) + bon + O(Wi(x)) },

(6:3) { yk(z; fo) < (logz)*~(logy 2)?,

bo(£+1
zk(z; fo) = —le (log 2)*{ hE1 (log, z) + ho—(g——l + O(Zk(z)) },
otl I'on a posé b boh _1-h e
Oh 1= —5— = :
/ £+1

(logy z)*+oks ks (log, z)2*5*

Wi(z) := (log x)1-h/3 » Zkle) = (log z)"

Nous différons un instant la preuve du Lemme 6.1 et nous nous
attachons d’abord & en déduire la preuve de la formule asymptotique (6-1).
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Examinons en premier lieu le cas h = 1, c’est-a-dire £k = 2/ + 1. En
reportant les estimations (6-3) dans (2-5), nous obtenons

-1 b
R(a f3*41) = e (108 0) { == Baesa(log2) — 3

(6-4) ‘o ( (log, 7)2*2%% ) }
(logz)?/3 /)

Lorsque £ = 1, les estimations (6-3) et (6-4) ne font pas intervenir la
constante b; apparaissant dans la définition des polynémes Fr(X). Nous
allons en fait définir b; & partir de (6-4) pour £ = 1, h = 1. En reportant
(6-4) dans (1-7), nous obtenons l'existence d’une constante K; = K;(f)
telle que

log, x)?

Le Théoréme 1.1(ii) implique alors lexistence d’une constante b, (1% telle
que

2
M;3(z; fo) = po xlogz{El(log2 x)+ b+ O(%i%g)}.

Cette estimation coincide bien avec (6-1) pour j = 3.

Lorsque £ > 1, un calcul routinier, dont nous omettons les détails,
permet de déduire de (6-4) que

_ log, x)*
TR(z; f241) = pey1(logz)* 1{E2g+1(log2 x) + O(E(logg?r—)T)/?’)}

L’estimation requise de Mjy(x; fo) en découle par application du Théo-
réme 1.1(iii).

Considérons ensuite le cas h = 0, soit k = 2¢ + 2. Nous obtenons
comme précédemment par (2-5) et (6-3) que

)3+62;

14 logy,
R(z; 3“2) R l,ue+1(1°g$)l+l{1 + O((—i)gx—) }

(14) Précisément définie par by = a + by + %{Kl + K(f3)}, avec la notation du Théo-
réme 1.1(ii).
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Le Théoréme 1.1(iii) fournit alors
log, z)*
M. ; — 1 41 1 ( 2
20+2(@; fo) = pes+17(log z) { + O(*_logz )},
c’est-a-dire (6-1) pour j = k = 2(£ + 1).

Cela achéve la preuve inductive de (6-1).

Démonstration du Lemme 6.1. — Nous devons établir (6-3) en supposant
(6-1) valide pour tout j < k—1=2(+1—-h.

Estimation de wi(z; fo). On a par (2:-6)

k—1
(6:5) w(x; fo) = Y Qjk(),

=1
avec,pour 1 < j< k-1,

60 Qu@=3("]") T A

pYnsx
L’estimation de ces quantités releve du Lemme 4.2, sous réserve de disposer
de formules asymptotiques pour

Ni@) = 3 v fo(p)’
p¥sz

lorsque 1 < ¢ < k — 1. De telles formules peuvent étre déduites de (6-1)

et (5-4) par sommation d’Abel. Nous omettons les détails techniques de

cette déduction, mais nous rassemblons les résultats obtenus dans I’énoncé
suivant. Afin d’en faciliter I’écriture, nous posons

b3e—1 = (£ —1)b1 — bo, by =1 €=1).

LEMME 6.2. — Soit f € & telle que ®5 = 1. Soit k > 2. Si
Destimation (6-1) est vérifiée pour j < k, alors on a, lorsque s € {0,1}
et2<j=2r—s<k,

24263,
(6:7)  Nj(z) = prz(log :c)r_l—s{b; + O(%)} (z = 3).

Nous ferons également usage de la formule classique, relative a la
fonction Béta d’Euler,

(6-8) (a+b)(a+b+1)/1u“(1—u)bduz1 (aeN,beN).
a 0
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Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer les Q; (). Lorsque

J est pair ou lorsque (j,k) = (2¢ + 1,2¢ + 2), nous choisissons dans le
Lemme 4.2

vE=imL fo(p)*~7 sim =p¥ k-1 :

m) := ’ n) = ( ) ) n)’.
nim) =1 smor wm= (5 A
Cependant, & cause de la dissymétrie des roles de g1 et go dans la définition
de o(y, z) au Lemme 4.1, il est nécessaire d’intervertir ces définitions dans

les autres cas.

Les approximations de G; et G, sont données par I’hypothése de
récurrence (6-1) et le Lemme 6.2. Il reste donc & déterminer des majorations
de M;(x; fo) et Nj(z) pour i,j < k — 1.45) Seul le cas des indices
impairs est évidemment a considérer. L’inégalité de Cauchy-Schwarz et
I’hypothése de récurrence relative aux indices pairs impliquent d’abord,
lorsque 2i +1 < k — 2,

M3, (%3 fo) < /Mai(z; fo)Maita(z; fo) < z(logz)"+1/2,

(6:9) |
N3i11(2) € v/ Nao(2) Naiyo(2) < z(logz) ™12,

N

oll, 'on a fait appel & (6-7) pour la seconde majoration. Lorsque
(26 + 1,k) = (20 + 1,2¢ + 2), cette technique est inopérante car nous ne
disposons pas d’une majoration suffisante pour M, ,(z; fo) ou Nyy, o(x).
Nous avons alors recours aux majorations triviales

M3y (25 fo) < (log 2) M3 (; fo) < z(logz)**,

6-10
1) N3p41(z) < (log z)N3p(2) < z(logz)”.

Les estimations (5-5), (6-1), (6-7), (6-9) et (6-10) fournissent ’ensemble
des informations nécessaires pour évaluer Q;i(z) pour j < k—1 en
appliquant le Lemme 4.2. Nous rassemblons au Tableau 1 les valeurs spéci-
fiques qui en résultent pour les différents parametres apparaissant dans les
hypothéses de cet énoncé.(*6)

(15) En accord avec la notation introduite au Lemme 4.1, nous posons systématiquement,
ici et dans la suite, G*(z) := }_,, ¢, |gn| lorsque G(z) = 3, <, gn.

(18) Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici ces hypothéses sous forme
condensée : on a pour j = 1,2 et = assez grand

G;(x) = a(log 2)*3 { Py(logz @) + O((loga )" /(log ) ) } (P, € CIX], deg P; < d;),

G;(x) < z(logz)®itti.
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2i,h 2i+1,1 2t 41,

G, k) a <(i<e)— B (2¢,1) (0(@.2[_)1) (0(@2@?1) (2¢+1,0)| (1,0)
er | £—i—h -1 i i -1 0
dy 0 0 1 1 0 1
a 1-h/3 1 (2+60i)/3 | (2+60:)/3 1 1
s1 | 24265 54 1 |1+6f +26% [1464 +265 1 1
t1 h/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
e i ¢ £—i—1 £—i—1 ¢ -1
da 0 0 0 0 1 0
% 1 1 1 2/3 1 2/3
s2 24268 (24265 | 24260, | 24260, |2+265 |2+265,
t2 0 0 0 1/2 1 1

Considérons d’abord les cas ou l'indice j est pair, disons j =
< 4. Lorsque 1 <
= Nk_gl(il?) et Go(z) =

avec 1 <

Gl (.’L’)

(6-11)

et

Coi := bl—2i Hi H€+1—i/ t=im h(l U)l du = by _ 2zﬂl(2+£

Le seul cas exclu est ¢ = £, h = 1, soit (j,k) =
alors le Lemme 4.2(ii) avec G1(z)

pour lestimation de Q; x(z) aveck =20+ 2 —h, j

TABLEAU 1. — Parameétres du Lemme 4.2

Quin(#) = (log2) M O + 0!

0

(2,

= N1 (.’L‘), Gg(fl,‘)

log, =

)2H85u+8s

<k-—

1.

2t

it < £ — h, nous appliquons (4-9) avec
') Ma;(z; fo). Nous obtenons

compte de (5-5), (5-6) et (6-1), nous obtenons

(612)

(log x)l—h/3

h

¢
1
Q2¢,20+1(x) = pg (log ﬂ”)e{El (logy ) + bo Z 7

+
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Portons maintenant notre attention sur le cas des indices j impairs,
disons j = 2i+ 1 avec 0 < ¢ < £ — h. On ne peut avoir ¢ = £ que si h = 0,
c’est-a-dire (4, k) = (2¢+ 1,2 + 2). Nous appliquons alors le Lemme 4.2(ii)
avec G1(z) = Ni(x), Ga(x) = Maps1(z; fo). On a t; = % par (6-9),t2 =1
par (6-10) et g2 = %, s2 = 2 + 26, par (6:1). En particulier g4 > 0. Il suit

(613) Q2e+1,2042(z) < (log 7)*(log, 7)2+28%

Nous pouvons maintenant restreindre I’étude au cas j = 2i + 1 avec
0<ig<e-1.

Lorsque h = 0, soit (j,k) = (2¢ + 1,2¢ + 2), nous appliquons le
Lemme 42(1) avec Gl(z) = M2i+1(.1‘;f0) et Gg(.’L‘) = (gfi})Ngg_zi+1(.’L‘).
Onagq = %,t2= % sii>1letq =1,t =1sii=0,1") on peut donc
minorer g3 par 0 dans tous les cas. De plus, 1 = 3 (2+60;) < ga+t2 = 2+13,
donc, compte tenu de (1-19) et (6:1), s3 = s1 = 1 + 8] + 26},. Le second

membre de (4-9) est alors dominé par le terme d’erreur et I’on obtient

(614)  Quirrzera(x) < (logz)'(logy 2)* % (0<i<),
ol nous avons inclus I'estimation (6-13).

Lorsque h = 1, soit (j,k) = (20 + 1,20+ 1), et donc 0 < 7 < £ — 1,
nous appliquons le Lemme 4.2(i) avec Gi(z) = Ma;+1(x; fo) et Ga(x) =
(2i2f1)N2g_2i(w). On a, par (1-19), s; = m = 1si i = 0, et, par (6-1),
s1 = 2+26;§, m=0si1<i<l—1. Ainsi s1+m < 2+26,:’7 dans tous
les cas. Il suit

Qait1.2041(z) = (log z)* {P2i+1,k(10g2 )

(6’15) )2+6;:7+2615

* O((IZZZ)(H&”)/S )}

avec

2/

1
% + 1) Ni+1N£—i/O Epi1 (X, u)u' (1 —w)* "' du,

Paiv1,e(X) = (

En remarquant que (2%1) Wig1pho—; = 20up (e;1) et en utilisant (6-8), nous
obtenons

Poiy1,6(X) = 2ue{ E1(X) + 5]}
avec br* := ib; — bot(“7") fol(l —u) 1yt (log u) du.

(17) L’égalité q; = 1 résulte de (1-19), ta = 1 de (6-10).
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Nous pouvons finalement rassembler (6-14) et (6-15) en une formule
unique valable indépendamment de la parité de k, soit

2+26%
(616) Qacer(®) = 2pellog ) { B (X) + 7" + 0(%) 3

Reportons dans (6-5) les estimations (6-11), (6:12) et (6-16). Nous
obtenons d’abord, lorsque h = 0,

¢
wagy2(x; fo) = Z Q2:,x(x) + O((log, -73)2+26:5 (log 2)*)
i=1

3467,

_ e (log z)*+1 {1 4 O( (logiog;)jé:s ) }

Cette estimation correspond bien & (6-3) avec h = 0. Ensuite, lorsque h = 1,
c’est-a-dire kK = 2¢ + 1, nous avons

S Chp=ne Y {(26—2i+1)b1—b0(2+€—1——i)}

1<ige~1 1<i<e—1

= pe{ (= 1)b = (20— 2)bo b Y 1.},

i
1<i<e—1
Z Poit1,6(X)
0<i<l—1 1
= €u¢{2E’1(X) + (¢ -1)b — ZbO/ (1 —u+u)t? logudu}
0

= Zu3{2E1(X) + (f — 1)()1 + 2b0}
En tenant compte de (6-11), (6-12) et (6-16), il suit
warni (@ fo) = Y Qik()
1< <k—1

= (20 + 1)pse(l0g 2)*{ E1 (1og, @)
bo (logy z)+2%%2
£—1)b + — O(——————— .
*( )b+ ¢ (log )2/3 )}
Comme pgi1 = (2¢ + 1), nous obtenons bien la formule requise (6-3)
lorsque wg(z) avec h = 0.
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Estimations de yx(z; fo) et de zx(x; fo). Nous estimons d’abord la différence
Ag(z), définie en (6-2). Le principe des calculs consiste & exprimer Ag(z),
grace & (5-4), en fonction des moments d’ordre inférieur 3 k, pour lesquels

I’hypothése de récurrence est disponible. En faisant appel & (6-1), (6-9) et
(6-10) sous la forme

(6-17) {M]* (m(x); fo) < z(logz)7/?~1 (G < k—2),

M;_, (7(2); fo) < z(logz)*~",
on peut écrire
(6-18)  Ag(z) = —Agi () + Aga(z) + O(z(log z)*~ "+ /2(log, )?),

avec

Ai(z) = (':) 3" fo(m)* i {Ei(logym) + b}’ (i=1,2).

Pm KT

De plus, il est facile de déduire de (6-17) que P’erreur commise en remplagant
E,(log, m) par F;(log, x) dans Ag;(x) est

< z(logz)t """ (log, z)".

On inféere grace & (6-1)
Ap(z) = kpes1_nz(logz)* {E2e+1-h(10€2 z){E1(logy ) + bo }
~0(mgsters)
Agz(z) = (g) pez(log 37)e_1—h{E2e-h(10g2 z){E1(log, z) + b0}2
-0t |

En reportant dans (6-18), nous obtenons

1 2+4h
A(z) = —perr1z(log )t {hEl(logz ) + hbo + O((—O(%g%)h_‘) }
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Cela implique d’une part, grace au Lemme 3.2, la majoration annoncée

en (6-3) pour yi(z; fo). D’autre part, nous en déduisons, par sommation
d’Abel,

aalaifo) = 245 4 [ 20 g

z dt¢
= —hpgp / (logt)*"{E;(log, t) + bO}T + O((log x)*""(log, z)2+5h)
1

)2+5h

et ¢ bo(¢+ 1) (logy =

~ (log z) {hE1(10g2 z)+h 7 + O( (log )" ) },
ce qui fournit 'estimation (6-3) pour zx(z; fo) et termine ainsi la démons-
tration du Lemme 6.1.

7. Valeur moyenne de certaines fonctions
multiplicatives : preuve du Théoréme 1.5.

7.1. Méthode.

Le schéma de la démonstration est le suivant. La relation (1-28), soit
pour mémoire
(7-1) Hy(t) = M{l +6n(t)t*V log2t} (1<t N)

(log 2t)s ’
suppose connus les parametres ay, Oy et yn intervenant dans ’expression
du terme principal potentiel de Papproximation de Hy(t). Nous disposons
de plus d’une majoration initiale, soit (1-29), pour le terme d’erreur, qui est
valable pour ¢ < to n. L’équation fonctionnelle (1-25) et la multiplicativité
de hy vont nous permettre d’étendre inductivement le domaine de validité
de la majoration (1-30) pour dn(t). Posons ¢y := to v. L’étape de récurrence
consiste a déduire de la majoration valable pour ¢ < t, une majoration
presque identique valable pour t < t,41 := t2. La valeur 2 de exposant
est ici purement contingente : le succes de la méthode repose sur la seule
possibilité de progresser d’une puissance de t a chaque étape.

On note que ’'on a

IN+1/Vt

(12)  Sn(t) < (o217

1
1<t<ton), ON() < —— (t>t
( <ton), On(t) log2t( 0,N)

ou la premiére majoration coincide avec (1-29), alors que la seconde résulte
trivialement des inégalités any > 0, |[Hn(t)] < t.
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Il est commode d’introduire la fonctions é7;(t) définie par

(7-3) 6% ()= sup |6n(u)l.
to, N Sukt

Les équations fonctionnelles du probleme conduisent & exprimer 8y (t)
comme une moyenne convenable de valeurs de la méme fonction — voir le
Lemme 7.1 infra. Cela induit un effet régularisant, suffisamment exploitable
pour obtenir ’estimation requise. Une fois opérées diverses simplifications
et approximations techniques, I’équation fonctionnelle de §x(t) fournit en
fait une inéquation de récurrence*®) pour 63;(t) qui permet de conclure
facilement.

Nous allons démontrer que

AN

7-4 6H(N)| « ————>
( ) ' N( )l (lOgt(],N)2
avec Ay := ¥y + on, ce qui équivaut a (1-30).

La formule de base, qui nous permettra d’obtenir une équation
fonctionnelle pour la valeur moyenne de h & partir de 1’équation de
récurrence (1-25), fait objet du résultat suivant. Nous posons dans toute
la suite de cette démonstration

R} (t) :=tAN + t61(t) logt.

LemMme 7.1. — II existe une constante co(N) telle que, pour
tovy <t < N, onait

ZhN(n) logn = Hy(t)logt — /lt —Hiu(—u—)du

(75) "<t
=Y hn(m) Y hn(p)logp+ co(N)t' N + O(RL(1)).
m<t p<t/m
Démonstration. — Nous calculons la somme ), hn(n)logn de deux

maniéres différentes. D’une part, une sommation d’Abel fournit
b

" h(n)logn = Hy(#)logt — /t 51# du.

n<t 1

(18) Voir (7-29) infra.
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D’autre part, puisque hn est complétement multiplicative, on a

ZhN logn—ZhN(n)Zlogp— Z hn(m)hy(p)” logp

n<t n<t p’In pvm<t
=Y hn(m) Y hn(p)logp+J(t),
m<t p<t/m
avec

v t
J() =Y (logp) hn(p)" Hn ()
<t p
v2>2
Pour évaluer J(t), nous insérons ’estimation
Hy(u) = ynu' ™" + ynuby (u) log 2u + O(|sn |ulogy 2u)
qui résulte immédiatement de (7-1). Il suit
(7-6) J(t) = Ji(t) + J2(t) + O(tAn),

avec

ha(p)* 1
Ji(t) ==ty Y hav(p)logp,

u(l an)
pY<t
u>2
|J2(t I < |7 't Z (logp) lOg(t/p”) ( ) .
pY<t p p"
v2>2
Onaay < pour N assez grand, donc pour ¢ > to n

Ji(t) = co(N)E1oN 4 Ot N ~1/4) = ¢o(N)E N + O(tAn)
avec

_ hN(p)2 logp
N) = IN Z pl-aN {pl_O‘N - hN(p)}

De plus, la définition (7-3) de 6% et la premiére majoration de (7-2)
fournissent pour to vy <t < N

1
ht)<t > —(?thlogt sup [6n(2)|

NPT Vi <ugt
v>2
< t{tyy* +9n + 65 (t) logt} < R ().
Cela établit bien le résultat annoncé. O
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7.2. Réduction préliminaire.

L’inégalité fonctionnelle (7-29) pour &% (t) annoncée plus haut est
obtenue au paragraphe 7.6 en exprimant la somme double figurant au
membre de droite de (7-5) en fonction de én(t). Nous effectuons ici une
décomposition technique de cette somme double.

Posons

(7-7) Ye,n = hnv (k) (log i) (log 2k) "

La relation (1-25) permet d’écrire

(7:8) ZhN )logp = on{A(y) + B(y)}  (y>2),

avec

(79) AW) ==Y kN,  BE)i= ) ex NN
PE<Y Pr<Y

Nous spécialisons y = t/m et reportons dans la somme double,
disons D(t), de (7-5). Nous obtenons

(710)  D(t):= Y _hn(m) > hn(p)logp = on{D1(t) + D2(t)}
m<t p<t/m
avec

t):= > hn(m)A(t/m),  Dat):= Y hn(m)B(t/m).

m<t m<t

Une simple interversion de sommation permet de majorer Ds(t). On a en
effet

=S hn(m) Y exnten= Y crntk NHN(pt )

m<t pr<t/m PE<t

d’ou, au vu des majorations triviales | n| < logpk et |Hy (u)| <

(7-11) |Da(t)] <t lew,wl Epk <K tEN < tAy,
pr<t

ou lavant-derniére estimation résulte de 1’évaluation de Tchébychev
px < klogk.
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En reportant dans (7-5), nous pouvons donc écrire

(7-12) > hn(n)logn = on Di(t) + co(N)t' ™Y + O(RE (t)).

n<t

Nous employons la méthode de ’hyperbole pour évaluer D, (¢) : on a

3
(7-13) Di(t) =) Dyj(t)
avec

(Du):= 3 hN(m)A(%),

m<VE

Z Yr,N Hn (;t};),

pPe<VE

Di3(t) := —Hn(VE)A(VY).

(7-14) ¢ Dia(t) :

Les trois paragraphes qui suivent sont dévolus a l’estimation des
quantités D1;(t).

7.3. Evaluation de Dy (t).

LEMME T7.2. — Il existe une constante c;1(N) telle que 'on ait pour
ton <t< N,by:=1/log, N,

) lQNDll(t) — vt N (log 2V/E) 7% — cyg (N)t 72N

(7-15
<{365(VE) + 2635() {1 + O(bn) }t(logt)? + O(RE (t)).

Démonstration. — Commencgons par transformer A(y) par sommation
d’Abel. Cela nécessite de recourir & ’approximation réguliere p(k) de px
introduite au paragraphe 3.

Posons

Ai(y) == Y hy(k)(log 2k)"" log p(k),
1<k<li(y)

de sorte que, d’aprés (3-8),
(716)  A(y) =Ai(p) +O(yeVIEY)  (2<y<N).
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11 suit

(717 Du@) = ¥ hN(m)A1<%)+O(t)\N) (tow <t <N),
m<V

ou nous avons utilisé les estimations
(718)  exp { — 1\/logto,n } < exp{—(log N)**} < An/(log N)?,

qui découlent, pour une constante absolue convenable az > 0, de (1-26)
et (1-27).

Soit Y :=li(y). On a

Y
(119) M) = [ (og2) ™ logp(k) dHn(k) = An(y) + Arzlo),

ot A11(y) est la contribution du terme principal de (7-1), et A;2(y) celle du
terme résiduel. On a d’abord, pour 2 < y < N,

Y . ul—aN
An(y) = WN/ (log 2u)*N log p(u) d(w)
1
Y logp(u) SN
B 'YN/I (ulog 2u)en (1 TaN T log 2u) du
¥ logp(u) ylsn|
7'20 = —_—
(720 (1 aN)/l (ulog 2u)°‘N ( y)
dv yls
= 1— _
i 1 {li(v) log(21i(v))}™" ( logy )
_ 1 +
e +O(?/{aN Olgozgyy IﬁNl})’

ol 'on a effectué le changement de variable v = p(u) et utilisé les relations
p'(u) = logp(u) et p(li(u)) = u. Ensuite, on peut écrire, par sommation
d’Abel,

A12(y)

 Yon(Y)logy Y u(logp(u)én () f. . Aup(u)
- (log2Y)an—1 /1 p(u)(log 2u)eN—1 {1 + zulog 2u } du

=N U_Ogg";’;’/()—gij{l + O(@)} 4 O(/1Y|6N(U)l(logQU) dU)-
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Les majorations (7-2) et (7-18) impliquent immédiatement que, pour
Yy 2 /To,n, la derniére intégrale en u est

yin + y2/3 + + AN
INTI L6 § _ON
et que la méme majoration vaut pour yéx(Y). On a donc
yon (Y) YAN
A12(y) =1 TogY)an—1 F O(y@t/(y) + W) (Vton <y < N),

d’oil, en tenant compte de (7-20),

. _ l—an M_ * m
(T21) M) =y T+ e+ O(u8k(w) + 1ogy)’

pour \/fo y <Y< N.

Reportons cette estimation, avec y = t/m, dans la somme en m
de (7-17). Nous obtenons pour to v <t < N

(7-22) Dy (t) = Nt 7N dy (t) + n tda(t) + O(RE (1))

avec

, hn(m) ‘_ hn (m)én (Yim)
di(t)= D ol d)i= ) m(log Yy o1’
mgVit m<Vi
ou l’on a posé Yy, = li(t/m).

Evaluons maintenant d; (t) et dy(t). Soit

vVt (log 2u) =N 6 (u)

ul—aN

du.

dll(t) = (1 - aN)'yN/

1

Une sommation d’Abel permet d’abord d’écrire

Vvt
HN u) HN(\/Z)
di(t) =(1- ozN)/1 uQ—E’N du + t—an)/2

Vi du
:(1_aN)')’N/ () + —
1

u(log 2u)sN (log 2v/t )~
+O(t*V/265,(Vt) log t)
log 2v/2)1=°~ — (log 2)!—>»
_ (log 2/?) (log 2) Fdn(t) + N
ON (log 2v/t)sw

+O(t*N/271RE (1)),
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ol 'on a utilisé le fait que (1 — an)ynon = 1 — sy. En remarquant de plus
que

(log2)™° =1+ O(An), ;yN/(log 2vt)™ =1/on + O(An),
il suit
ondi(t) = (log2vt)' ™*N + 1 —log 2 + ondi1(t) + O(t*¥/27 RE(1)).
Maintenant, nous observons que
londi1(t)—ondii(to,n)|

<|1- sN|1£"‘N/2 /\/\/E_|6N(u)l(log 2u)iiuE
< 363 (VE)t*N2(log t)* {14 O(bn) } + O (ANt /?).

Ainsi, posant ¢11(N) := yn(1 — log 2) + ynond11(to,n), on peut écrire

YN
(log2v/t)sn—1
< 365 (VE)t2(log t)2 {1+ O(bn) } + O(t*¥ /271 RE ().

|7N9Nd1(t) —c11(N) -

(7-23)

On a de plus, grice & (7-2) et & la croissance de 63,

o) <ein 3 UM Lo 5 Inymily

m<ViE t/to,n <M<V m log(t/m)
< {4 +00n) 5511081 +0(A)

ou la somme en m a été estimée en employant (7-18). En reportant dans
(7-22), tout en tenant compte de (7-23) nous obtenons bien (7-15). a

7.4. Evaluation de D13 (t).

LemME 7.3. — Il existe une constante c12(N) telle que ’on ait pour
ton St N, by := 1/10g2N

‘QND12(t) — ynt' 7V {(log 2t)!~*— (log 2\/2)1‘5} - 012(N)t1_aN|

(7-24)
< {368 (VE) + 265 } {1+ O(bw) }t(log t)? + O(RL (1)
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Démonstration. — On a d’apres (7-1)

t
(7:25)  Dio(t) = Z Yr,NHN (;D_k) = YNt TN S1p(t) + yntRaa(t)
<Vt

avec

Sia(t) = 3 VeN Rualt) = PrNON (¢/pr)
) l-a s? = o
v Pr " (log2t/pi) pucvi Pr(1082t/pi)

Nous allons estimer Si2(t) et majorer |R12(t)|. Posons

log p(u)(log 2u)¥N
u)! =~ (log 2t/p(u))*~

w(u) = (1 < u<i?)).

p(
L’approximation (3-9) de pr par p(k) et la majoration w’'(u) < u®~N 2
permettent d’obtenir Pexistence d’une constante c;(NN) telle que l'on ait
pourtoy <t N

S12(t) = Y hw(R)w(k) + c1(N) + O(T*¥ M)
kLT

avec T := li(v/t). Lasomme en k vaut encore || 1T_ w(u) dHy (u). Substituons
a Hpy(u) son expression issue de (7-1) et intégrons par parties le terme
d’erreur. 11 suit

(7:26) > hn(k)w(k) = I(t) — Ix(t)+O(T*~ |s| log, t+T*V 6 (T) log T),
kLT
avec

T u
n(t) == (1~ "N)/l WY%Q;LW

. T w' (u)u by (u)
Ig(t) = ’)’N'/1 _(IO—gW du

du,

Nous estimons I (t) en effectuant le changement de variable u = li(v). On
vérifie aisément que

w(u) _logv + O(ay log, v)
uen (log2u)sy — w(log2t/v)sy

(1 <u<p(t)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SUR CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES ARITHMETIQUES 1499

et il vient

Vi
L) :w(l—aN)/1 : O O(an(logy N)?)

v(log 2t /v)sw
= oy' {(log 2t)'™*Y — (log 2v/t)' 7" } + O(\).

Par ailleurs, le calcul explicite de w’(u) fournit, grace & quelques estimations
de routine,

14+ O(|sn|logyt + 1/(log 2u
|U)I(U)| (I NI UQQQN /( )) (1 guﬁp(t)),

d’ott nous déduisons, compte tenu de Pestimation |yy| < 1+ O(bn) et
de (7-2),
log 2
I12(t) — Luto.n)| g&j{,(\ﬁ)/ B2 (14 O(bn)} du+ Dy
1
< {3 +0(bn) Jt*¥/255 (Vt) (log ) + O(t*N 2 A y).

Nous avons donc obtenu jusqu'’ici

l’YNQNSu 7N{(log2t )1=5N — (log 2\/5)1“5"’} - Clz(N)I

(7:27) < {3 +00n)}t¥ 65 (VE) (logt)* + O(Aw),

avec c12(N) := ’YNQN{Cl(N) - 12(t0,N)}~

Il reste & majorer Ri2(t). En utilisant Pestimation triviale | n| <
log pi et (7-2), on peut écrire, lorsque to y <t < N,

lo
IR < 65(t) Y. ~2P10g(2t/p) + O(An)
p<tl/2

< {2 +0(bn)}65(t)(log t)? + O(An).

Compte tenu de (7-27), cela fournit le résultat requis en reportant
dans (7-25). |

7.5. Evaluation de D13(t).
LEMME 74. — Onapourtogn <t < N

‘QNDlg(t) + ’YNtl_aN| <K R;(t)
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Démonstration. — On a Di3(t) = —Hn(Vt)A(Vt). Or, d’apres (7-1)
et (7-2),

Hy (Vt) = vt =02 + O(R{ (1)/ V1),

alors que, d’apres (7-16) et (7-21), la méme estimation est valable pour
A(V/t). En tenant compte des estimations triviales

Hy(VE) < VE, AW < Vi, veny —1= - <)y,
- N

nous obtenons bien la formule annoncée. O

7.6. Conclusion.

Estimons d’abord I'intégrale de (7-5) en utilisant (7-1), (7-2) et (7-3).
Nous obtenons

N
Hy(u) . IN i_ap +
/1 o du = T an’ + O(RL(1)).

La formule (7-5) peut donc étre réécrite sous la forme
(7-28) Hy(t)log2t = D(t) + ca(N)t' =Y + O(R% (1)),

ol D(t) est définie en (7-10) et avec ca(N) := co(N)+vn/(1—an)+7yn log 2.
La relation (7-11) et les estimations des Lemmes 7.2, 7.3 et 7.4 fournissent
alors

| D(t) — ynt' =N (log 2t)1 7N — c3(N)tt V|
< {1+ 00 H L8 (VE) + 364 (1) Jtllogt)? + O(tAn),

avec c3(N) := c11(N) + c12(N) — v~ Remplagons, dans (7-28), Hy(t) par
son expression (7-1). Il s’ensuit, apres simplification par ¢,

I'yN&N(t)(log 2t)275V CNt_O‘NI
< {1+ 00nH 1% (VE) + 3680 }(log t)? + O(Aw)

ot Cn := ca(N) + c3(N) est une constante indépendante de t. Choisissons
t = to,n dans cette derniére relation. La majoration (7-2) implique alors
Cn < An. En divisant par (log 2t)? et en notant que

1/(log 2t)*Y =1+ O(bn), |yn|=1+O(bn),
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nous obtenons finalement ’existence d’une constante absolue K telle que

KAn

(7-29) jon ()] < {1+ Kon}{ 165 (VE) + $65 (D)} + (log t)?

pour to v < t < N. Posons t, = (to,N)2 et A, := 8% (tn). Grace a la
croissance de 6?(,, on déduit de ce qui préceéde que

A< LEEbY e KN

e [ >1).
" ST 3Kby " Togton): (21

Une récurrence facile fournit alors (7-4) et achéve ainsi la démonstration du
Théoreme 1.5.

8. Fonction de répartition de f;.

Nous nous proposons ici de prouver le Théoréme 1.6.

Commencons par établir la formule (1-31) relative & la transformée de
Fourier-Stieltjes de Fy(2).

Dans toute la suite de cette démonstration, nous posons

7N = T7/y/P2(f)log N.

Lorsque |7n| < (logy N)/log N, un développement & I’ordre 2 de 'expo-
nentielle

hn(n;T) = et fo(n)

est suffisant. On obtient, grice aux points (i) et (ii) du Théoréme 1.2,
lorsque |7y | < (logy, N)/log N,

> hn(n;7) = N+ O(lrn My (N fo)| + 73 Ma2(N; fo))
n<N

=Ne /24 O(|r~|Nlog, N).

La relation (1-31) est triviale pour |7x| > (log N)~'/3. 1l reste donc
seulement & 1’établir dans le domaine (log, N)/log N < |7n| < (log N)~1/3.
Nous appliquons & cette fin le Théoreme 1.5 & la fonction n — hy(n; 7).
Soient a, b € R tels que f € E(a,b). Alors la fonction fy définie par (1-16)

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1502 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

est un élément de E(a, by) avec by := b—P1(f) et hy satisfait les hypotheses
du Théoreme 1.5 avec

(81) on:=¢€"N, PBn:=born, ernN < TNlogy3k/log2k (k> 1).

Nous choisissons ay = 1®,7% = 372/log N, et en déduisons les valeurs
des parametres complémentaires

. 2 .
sy = an +1i6n = $o1y + iboTN,

1—3N

YN = = e Hatbo)Tn {1 + 0(7'1%,) }

~ on(1—an)

Le terme principal fourni par le Théoréme 1.5 pour la valeur moyenne
de hy vaut

NN~ (log N)™*N = e~ /2{1 4 O(|n|log, N)}.

Nous pouvons donc nous limiter & montrer que 1’on a, avec les notations du
Théoreme 1.5,

. logy N 1
2 Sn(N 3log, N 2 € o ).
(8:2) N (N) < rw[*log ( log N <lImwl (logN)l/B)

L’application du Théoréme 1.5 nécessite encore la donnée d’un para-
metre to, v vérifiant

ton < e/, log,ton > logy N

et d’une estimation initiale de Hn(t,7) := >, hn(n;7), valable
pour t < to n. Nous différons le choix de %y n, que nous opérerons
optimalement en fin de calcul, mais imposons d’emblée la condition
logto n > 1/{|7n|(log, N)?} de sorte que

on X |Tn|(logy N)Q-

L’estimation initiale de Hy (¢, 7) résulte des formules asymptotiques

établies au Théoréme 1.2 pour les moments d’ordre 1 & 4. Grace au

développement asymptotique €™ = 1+ 4u — Fu? — i $ u3 + O(u*), uniforme

en u € R, on déduit en effet du Théoreme 1.2 que I'on a, pour ¢t > 3,
Hy(t,7) = [t] + it M1(t; fo) — 375 M2(t; fo)
+ O(|7'N|3|M3(t; fo)l + || * Ma(t; fo))-
=t{1 —itnE1(logy t) — $Po7% log(tlogt)}
+ O(tBn(t) + 1),

(83)
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avec

Il g2

Bn(t) <7 + 73 (logy t)* + T (log t)2. (19

On a de plus, pour ¢t > 3,

yntiTeN
(logzt)sN_ —t{l i(a+bo)Tn —anlogt — sy logyt 4+ O( DN)}
=t{1 — 1®y7} log(tlogt) — ity E1(logy t) + O(Dn(t)) },
avec

Dy (t) := 1| sN| + a% (logt)? + |sn|? log, t

< l'g' + 74 (logy ) + i (log ).

On en déduit que I’hypothese (1-29) du Théoréme 1.5 est satisfaite pour
Hy(t, ) avec

In:= sup {Bn(t)+ Dn(t)}logt
3<t<to N

& || logg to N + T,%,(log2 t()J\;)2 log to,n + x5 (log tO,N)3~

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le Théoréme 1.5, qui
fournit

IN +on

(log t(),]\/)2
| (log, N)2 72 (logy N)2
(logton)? N logton

6N (N) <

< |7n + 75 log to,N-
Le choix quasi-optimal défini par logto n = (logy N)/7n fournit bien (8-2),
ce qui achéve la preuve de (1-31).

Remarque. — On peut mesurer précisément sur cette application la quantité
d’information que Théoréme 1.5 est susceptible d’apporter : ’estimation
6n(t)log2t <« Bpn(t) + 1/t a été transportée, avec une perte en ligne
négligeable, du domaine ¢ < to ny & la valeur ¢ = N. On peut toutefois
déplorer un relatif manque & gagner dans ce processus itératif puisque le

(19) Le terme |tx|3logtlog,t, issu de lestimation du moment d’ordre 3, a été omis
dans membre de droite car son ordre de grandeur n’excéde pas celui de la somme des
deux derniers termes.
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terme d’erreur de (1-31) n’est pas une fonction bornée de 7. On verra
plus loin que, si le facteur |7| + |7|2 pouvait étre remplacé par Tg(r) avec
g € LY(R), le reste de (1-32) deviendrait essentiellement de l’ordre de
grandeur attendu.

Nous sommes maintenant en position d’établir la seconde assertion
du Théoreme 1.6. Nous avons montré que la fonction caractéristique
on(T) := Hy(N;7)/N de la fonction de répartition Fy(z) converge
simplement vers la fonction caractéristique

S R
o(1) == / eT*dd(z) = e /2

de la fonction de répartition ® de la loi normale. Nous disposons également
d’une majoration uniforme de la vitesse de convergence.

L’inégalité de Berry-Esseen (voir, par exemple, [9], th. II.7.14)
implique alors pour tout T" > 1

1 T =
”FN"q>||00<<_+/ ‘M dr
_T

T

1 logy N
< — 4+ T3 22—
< T+ Viog N

Le choix optimal T := (log N)'/4/(log, N)'/* fournit
IFx — ®lloc < (log; N)'/*/(log N)'/*,

ce qui coincide avec ’estimation requise (2-1).
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