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SECTIONS DU FIBRE DETERMINANT
SUR L’ESPACE DE MODULES DES FAISCEAUX
SEMI-STABLES DE RANG 2 SUR LE PLAN PROJECTIF

par Gentiana DANILA

1. Introduction.

Soit M,, I’espace de modules des faisceaux semi-stables de rang 2, et
classes de Chern ¢; = 0, c; = n sur le plan projectif complexe. On sait que
M,, est une variété projective irréductible de dimension 4n — 3.

Soit F' un faisceau semi-stable de rang 2, et classes de Chern ¢; = 0,
c2 = n sur le plan projectif. On dit que la droite H est de saut pour
F si la restriction de F' & H n’est pas triviale. On montre que ([LeP2],
4.1, [Barl]) Pensemble vz des droites de saut pour F' est le support d’un
faisceau cohérent © sur le plan projectif dual (’espace des droites de Py).
Ce faisceau est pur de dimension 1 et son support schématique est une
courbe de degré n, appelée courbe des droites de saut de F'. L’application
qui associe a la classe de F' la courbe g définit un morphisme 7 appelé
morphisme de Barth F' — g :

v : M, — P(H(P3, Op; (n))) = Py
Le fibré déterminant de Donaldson sur M,,, noté D, est isomorphe a I'image

réciproque v*(O(1)) de Op,, (1) par v . On en déduit un morphisme non
nul v* sur les espaces de sections globales :

v* : HO(PS, O(n))* — H'(M,,, D
2

Mots-clés : Espace de modules — Fibré déterminant — Dualité étrange.
Classification math. : 14D20 — 14F05 — 14J60.
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si on tient compte du fait que HO(Py, O(1)) ~ HO(P3, O(n))*.

Le but de cet article est de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 1.1. — Si 2 < n = ¢ < 19, I'application linéaire
canonique
v* : H(PS, O(n))* — H'(M,,, D)

est un isomorphisme.

Cet énoncé répond partiellement & une question posée par A. Beau-
ville, selon laquelle v* serait un isomorphisme pour tout n € N. Il fournit
des exemples pour la conjecture de “Dualité étrange” de Le Potier ([LeP3]),
qu’on va énoncer (pour plus de détails voir [D2]).

Le groupe structurel de lalgebre de Grothendieck K(P;) des classes
de faisceaux algébriques cohérents sur Py, s’identifie & Z* par ’application

¢ : K(Pp) — Z3
[F] = (r(F), c1(F), x(F))

qui associe a la classe du faisceau F' son rang, sa premiére classe de Chern,
et sa caractéristique d’Euler-Poincaré. La formule (c,u) = x(c - u) définit
une forme quadratique sur K(IP;). Soient ¢ et u deux classes dans K(IP;),
orthogonales pour cette forme quadratique. On suppose 7(c) > 0, 7(u) =0
et ¢1(u) > 0. Soient M, et M,, les espaces de modules des faisceaux semi-
stables sur P; de classe c et respectivement u. Sur chacun de ces espaces il
existe un fibré inversible canonique D,, et respectivement D., appelé fibré
déterminant. Alors le fibré produit tensoriel externe D, ® D, sur M. x M,,
a une section canonique o ,, qui fournit une application linéaire

D : H (M, D.)* — H°(M,, D,,)

appelée morphisme de dualité étrange. Remarquons que le groupe SL(3)
agit sur P. Il agit ainsi sur les espaces de modules M., M,,, et sur les
fibrés déterminants D, D,,. Le morphisme D, ,, est un morphisme de SL(3)-
représentations.

CONJECTURE (J. Le Potier). — Si M, est non-vide alors le mor-
phisme de dualité étrange est un isomorphisme.

Le théoreme 1.1 est le cas particulier de la conjecture pour les valeurs
¢=(2,0,2—n) et u=(0,1,0). En effet, ’espace de modules M,, s’identifie

dans ce cas a Py, le fibré déterminant D, s’identifie & O(n), le fibré D,
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coincide avec le fibré de Donaldson D, et 'application D., s’identifie &
Papplication v*.

Avant d’esquisser la démonstration du théoréeme 1.1 on remarque
que, comme les deux membres sont des représentations de SL(3), et que
le premier est une représentation irréductible, le morphisme est injectif,
puisque équivariant et non nul. Il suffit donc de calculer la dimension du
membre de droite pour conclure. Il suffit en outre de se placer dans le cas
n > 3, puisque pour n = 0, ’espace M,, est réduit & un point, pour n =1,
il est vide, et pour n = 2, v est un isomorphisme [Bar2].

La structure de la démonstration est la suivante. On se fixe un
entier positif £. On introduit la notion de systéme cohérent, qui consiste
a considérer en méme temps que le faisceau F', un sous-espace vectoriel
I' de son espace de sections H?(F). La dimension de I' donne l’ordre du
systéme cohérent. A ’aide de résultats de Min He ([He]) sur les espaces de
modules de systémes cohérents (I", F'(¢)) d’ordre 1, dont le faisceau sous-
jacent est de rang 2, et de classes de Chern ¢; = 2/,c; = n + £2, on se
rameéne au paragraphe 3, pour n compris entre /(¢ — 1) et (£ +1)({ +2), &
I’étude de I’espace des sections d’un fibré vectoriel SR ® d sur un ouvert
U du schéma de Hilbert Hilb™(P;) des sous-schémas finis de longueur
m = n+¢%2 Si & C Hilb™(P;) x Py est le sous-schéma universel, Z
est le faisceau d’idéaux associé, pr; : Hilb™(P;) x Py — Hilb™(Py),
pr, : Hilb™(P3) x P, — 5 sont les deux projections, le faisceau algébrique
cohérent R est défini par R = R! pry,(Z(2¢—3)). Ce faisceau est localement
libre en dehors du fermé de Brill-Noether B des schémas Z € Hilb™(P)
tels que h°(Iz(2¢ — 3)) # 0. On note U l'ouvert complémentaire de B.
La codimension de B est supérieure ou égale a 2, donc les résultats de
cohomologie locale nous permettent de passer de Hilb™(P2) & U pour le
calcul d’un espace de sections. Le fibré 0 est le fibré déterminant sur le
schéma de Hilbert Hilb™(P3). Il admet une interprétation en termes du
diagramme commutatif

Py
6m

Hilb™(P,) ZS sm(py)

ou &,, désigne le quotient par le groupe symétrique &,, et HC le mor-
phisme de Hilbert-Chow, qui associe & un schéma fini son cycle support.
Alors

0= HC*(0(1,1,...,1)%m).

On désigne par E lespace de sections H°(Py,O(1)). Au paragraphe 4
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on montre que SR ® 0 admet sur U une résolution par un complexe
K=t = N'SFE @ S“(O(k)™) @ d pour i = 0,...,¢, ot k = 2/ — 3, et
O(k)!™ est défini par O(k)™ = pr;,(O= ® pri(O(k))). Par conséquent,
la suite spectrale EY"? = H?(KP) admet pour aboutissement en degré 0
I’espace H(SYR ® 0). Le tableau suivant représente les termes EP? de la
suite spectrale :

HY(V,) g=¢

HH(Ve) | B (Ve @ LM g=1t-1
HU(V,) | HY(Vey @ Lim) | ... HI(S'LI™ @) ¢=1
HO(V,) | HO(Vp_p ® LM |...|HO(V; @ SE-1LImI) HO(SLIM™ @) =0
p=—¢ p=—4¢+1 p=-1 p=20

ou L™ = (O(k)"™) et V; = A*S*E ® 9. On réduit ainsi le calcul de la
dimension de 1’espace de sections H°(M,,,D) au calcul de la dimension
des espaces de cohomologie HY(U,S*L™ ® d). Un argument facile de
cohomologie locale permet de remplacer, au moins pour g = 0, I’ouvert U
par Pouvert Hilb]"(IP2) des schémas finis ayant au plus un point multiple,
qui soit double, soit les schémas dont le cycle correspondant est z; + z2 +
<o 4+ Xy ou 2cy + 3+ x4 + - - - + Ty avec x; distincts.

Le théoréme suivant ramene ce calcul, sur Hilb}"(P2), & un calcul
sur Pouvert ST*(P2) des cycles de l’espace symétrique S™(P;) de la forme
Ty +Tog + -+ Ty Ou 227 + 3 + T4 + -+ + X, avec x; distincts. Le
théoréme est valable sur une surface algébrique quasi-projective lisse X
et pour un faisceau localement libre L sur X. On note comme ci-dessus
L™ = pry,(O=z ® pri(L)) le fibré tautologique sur Hilb™(X) associé au
fibré L. Pour un faisceau inversible A sur X on introduit aussi sur S™(X)
le fibré 92 = (AR A---® A)S™ analogue au fibré d de ci-dessus. On note
encore 072 son image réciproque sur Hilb™ (X) par le morphisme de Hilbert-
Chow HC : Hilb™(X) — S™(X). On note Hilb}*(X) et ST(X) comme ci-
dessus. On note X[ I'image réciproque de 'ouvert S7*(X) par ’application
quotient &,, : X™ — S™(X). On note p; : X™ — X la i-éme projection
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et pij = (ps,pj) : X™ — X x X. On note A la diagonale de X x X et on
note La le faisceau de support A qui correspond & L par I'isomorphisme
de X avec A. On note W = &{p; L, L = ®i<;p; ;(La). On considere les
faisceaux en algeébres graduées Sym W = @50S*W, Sym £ = @=0S*L.
Soit I le faisceau en idéaux gradués, noyau du morphisme Sym W — Sym L.
On note I* C SymW la puissance ¢-itme du faisceau I. Le groupe
G = G,, agit sur 'algebre Sym W et sur 'idéal I et on peut définir les
quotients (Sym W)€ et (I%)€, faisceaux gradués sur S™(X). On prouve au
paragraphe 4.3 le théoréme :

THEOREME 1.2.

(i) II existe une inclusion canonique HC,(S*(L'™)) — (S‘W) sur
S™(X), dont I'image est exactement (I°)§, partie homogéne de degré ¢ de
(1€

(ii) RPHC,(SY(L'™))|smx = 0 pour i > 0.

La démonstration utilise la description de la variété Hilb}'(X) comme
quotient par le groupe symétrique G,, de I’éclaté de la variété X* selon
les diagonales A;; = {(z1,- -, Zm) € P3|z = ;} pour i < j.

Le théoreme précédent réduit le calcul des groupes de cohomolo-
gie HI(Hilb]"*(X),S¢L™ ® 94) au calcul des groupes de cohomologie
HY(S™(X), (I), ® 9A)Sm. On utilise la filtration F*Sym W = I*Sym W
induite par les puissances de ’idéal I, restreinte en degré ¢, pour approcher
le groupe H?(S™(X), (I*) ® 94)%™ du groupe connu HI(S™(X), S‘W ®
94)5m . On obtient dans les cas £ = 2,3 les groupes HO(S™(X), (I¢), ®
04)8m et H'(S™(X), (I*)¢®0/2)®m comme noyau, respectivement conoyau,
d’opérateurs différentiels explicites entre certains espaces de sections. Dans
les cas £ = 0,1 ces calculs pour les groupes HO(ST(X),(I*)¢ ® 92)6m
et H(S™(X), (I*), ® 92)S sont plus faciles, et on dispose de méthodes
de calcul des groupes HY(Hilb™(X),S*L™ ® 02) pour tout q > 0. Le cas
¢ =0 (lemme 4.1) est une conséquence du théoreme de Kawamata-Viehweg
([CKM]). Le cas £ = 1 fait 'objet de larticle [D1].

Le résultat final dans le cas X = P, s’énonce ainsi :
THEOREME 1.3. —  On a sur Hilb™(Py) :
i) H°(0) = S™E et HY(0) = 0 pour ¢ > 0;

ii) H(O(k)™ ®0) = S¥*2E®S™'E et HI(O(k)™ ®0) = 0 pour
q>0;

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1328 GENTIANA DANILA

iii) la SL(3)-représentation H°(S%(O(k)"™) ® ?) est isomorphe & la
représentation (S**1E®S™ 1E) @ (Ker , ® S™2E) ot Ker , est le noyau
de la multiplication S?(S¥*1E) — S?**2E; on a H}(S?(O(k)"™) ®d) = 0;

iv) la SL(3)-représentation H%(S*(O(3)"™) ® 0) est isomorphe & la
représentation S'°E ® S™"1E @ Ker (D) @ Ker 7, o1
D:S'TE®S'E®S™E - SYEQE®S™E
v7:$3(S*E)®S™PE - SPE®S'E®S™E

sont des opérateurs explicites.

Ces données suffisent pour le calcul de HO(U, S*R ® ) pour £ = 2, 3.
On est ainsi en mesure de calculer la dimension de I’espace H°(M,,, D),
dans le cas ou n < 19. Pour étendre ce résultat au cas n > 20, on a
besoin d’étendre le théoréeme d’annulation de la cohomologie supérieure des
fibrés S¢(O(k)™) ® 0 sur le schéma de Hilbert Hilb™(Pz) et d’améliorer
la méthode utilisée pour le calcul de H?(S3(O(3)!™) ® 0), afin de réussir &
calculer H(S*(O(k)"™) ® d), pour £ > 3.

2. Préliminaires.

Notations : Le corps de base est C. Pour un espace vectoriel V' nous
noterons P(V') espace projectif des droites de V' et P (V') 'espace projectif
de Grothendieck des espaces vectoriels quotients de dimension 1.

2.1. Calculs d’invariants.

On considere un ensemble fini / muni d’une action transitive d’un
groupe fini G. Soit Y une variété sur laquelle G agit a4 gauche. Considérons
pour chaque ¢ € I un fibré L; sur Y de fagon qu’on ait un isomorphisme
canonique hy : L1y ~ g*(L;) pour tout i € I et g € G, et pour tous
9,9" € G, hgohy = hgy. En particulier pour tout g dans Stab {3}, le
stabilisateur de i, on a g*(L;) ~ L;. On a alors un diagramme commutatif :

Lg-1(3) - L;

| |

y v

On considere les espaces vectoriels de sections M; = HO(Li), et la
somme directe M = @, M; (espace vectoriel des familles s = (s;); avec
S8; € Mz)
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L’isomorphisme h, induit un isomorphisme A, : M; — Mgy, en
posant pour z € Y
Ag(s)(2) = hys(g™ ! (x)).

On peut facilement vérifier que \gyr = AgAy. En particulier, ceci
fournit une action & gauche du stabilisateur de ¢ sur M;. On définit aussi
une action & gauche de G sur M en posant g(s); = Ag(s4-1(;)). Le lemme
suivant utilisé au paragraphe 4.3 et démontré dans [D1] est I'ingrédient
essentiel des calculs d’invariants sur X™ :

LEMME 2.1. — Soit ¢ € I. La projection pr; : M — M; induit un
isomorphisme M€ — Mf’tab{Z}_

2.2. Le gradué d’un produit tensoriel.

On considéere deux faisceaux algébriques F et G sur une variété
algébrique Z, munis de filtrations décroissantes F; et G;, telles que Fo = F
et Go = G. On pose gr; F = F;/Fiy1. 1l s'agit de démontrer le lemme
suivant :

LEMME 2.2. — Si
El(gri(]’-)»grj(g)) =0
pour tous i et j alors pour la filtration associée sur F @ G on a un
isomorphisme canonique

® gr, FRgr;G—egr(Feg).
i+j=k

Preuve. — Le probleme étant local on peut se placer sur un ouvert
affine, spectre d’'un anneau A. La donnée de F et G sur Spec A est
équivalente a la donnée de deux A-modules filtrés M et N. On se rameéne
a montrer que si

Tor (gr; M,gr; N) =0

pour tous i et j alors pour la filtration naturelle de M ® N on a un
isomorphisme canonique

2 M ®er; N — gri(M ® N).
i+j=

On peut supposer que la filtration de M est finie. Le résultat découle par
récurrence sur k. 0O

TOME 50 (2000), FASCICULE 5
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Dans les conditions dans lesquelles on va I’appliquer, les hypotheéses
de ce lemme sont satisfaites trivialement :

LEMMA 2.3. — Soient X etY deux variétés algébriques munies des
faisceaux algébriques F et G. Alors

TorP*®%Y (FR Oy, 0x BG) = 0.

2.3. Représentations irréductibles de SL(E).

On se servira pour le calcul de H°(S*(O(k)™) ® 9) des propriétés
suivantes, qui constituent un court résumé de ’étude présentée dans [FH].

A chaque représentation du groupe SL(3) on peut associer I’ensemble
de ses poids, qui sont les valeurs propres pour l'action du tore maximal
h de sl(3). Ces poids sont des formes linéaires sur . On peut décrire
b* = (C[Ll] S2) (C[Lz] D C[L3]/(L1 + L2 + Lg), ou

ai 0 0 al 0 0
L;1 0 a 0 | =a;, pour tout élément 0 ax 0 | €h.
0 0 as 0 0 as

En choisissant un ordre sur les L;, par exemple L; > Ly > L3, on trouve
que le poids dominant de n’importe quelle représentation irréductible doit
étre de la forme al; +bLy + cL3 avec a > b > c.

DEFINITION 2.4. —  On dénote par S**“FE la représentation irré-
ductible de SL(3) de plus haut poids aLi + bLy + cL3 aveca > b > c.

Parfois on note aussi cette représentation S*E ot1 A est la partition
(a, b, c). Comme c est superflu puisque Lj+ L2+ L3 = 0, on préfere ’écriture
réduite S*E avec A = (a — ¢,b — ¢).

Faits 2.5.

i) Il est démontré dans [FH], prop. 12.11, que cette représentation
est engendrée par les images successives du vecteur de plus haut poids par
les matrices F; ;j,1 < 4,j < 3 avec un seul terme non nul e;; = 1 au-dessus
de la diagonale.

ii) II existe une autre interprétation de S*E en termes de la représen-
tation standard E = C3 de SL(3) (voir [FH], prop. 15.15). En particulier il
n’y a pas de confusion, puisque S®F est la puissance symétrique de E.
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Le théoréme 6.3 de [FH] nous donne la dimension de cette représen-

tation : 0
dimS E = (a - b+ 1)(“——%f—>(b— c+1).

La formule de Pieri permet de calculer le produit tensoriel d’une
représentation irréductible et d’une puissance symétrique. On a

S'EQSPE= Y S'E
AiSpiSAi_g
lul=1x1+p

ol la partition A est renotée (X;); et |A| := >, Ai.
Par exemple
(1) SSE®S4E=Sl2E+S“’1E+S10‘2E+Sg’3E+SB’4E.

Par une analyse directe on peut trouver la décomposition de n’importe
quelle représentation . Par exemple, d’aprés le programme Lie [LiE], la
décomposition du pléthysme S3(S*E) est donnée par

(2) S*(S*E) =S"™E +S'%2FE +8%°E + S**E 4+ S%SF 4+ 5741
+SS,2,2E + 86,4,2E + S4’4’4E.

2.4. Contractions.

PROPOSITION 2.6. —  Soit F' un espace vectoriel. Soient a et b deux
entiers positifs, tels que a > b. Alors le morphisme canonique (appelé par
[FH] morphisme de contraction, p. 83)

c:S°F®SPF - St F@St-1F

défini par y @ x1---Tp — Y, YT; ® Ty -+~ T+ -~ Tp est surjectif, de noyau
SebF.

Preuve. — A cause de la décomposition de Pieri en somme directe
de facteurs irréductibles, il suffit de montrer la surjectivité. Il suffit encore
de montrer que I’image de ¢ contient les tenseurs de la forme z°*t! @ y*~1.
Mais cela résulte des formules

C(.’L‘a ® J:yb_l) — :L,a+1 ® yb—l + (b _ l)xay ® myb—27
C(za—ly ® x2yb—2) — 21,ay ® $yb_2 + (b _ 2)$a—1y2 ® .’L‘2yb_3,
c(xa—2y2 ® $3yb_3) — 3wa—1y2 ® x2yb—3 + (b _ 3)$a——2y3 ® 1_3yb—2’ ey
(20t 1yt=1 @ o) = bt M2yl @ g1 O
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2.5. Le noyau et le conoyau du morphisme v.

Le morphisme v est le morphisme canonique
v:S3(S*E) - S E® S*E
induit par application linéaire stu — stQu+su®t+ut®s, ou s, t,u € S*E.

LEMME 2.7. — Le morphisme v n’est ni injectif, ni surjectif. Son
conoyau est S'1E et son noyau est isomorphe a

86’6E + S7,4,1E 4 88,2,2E + SG,4,2E + S4’4’4E.

Preuve du lemme. — En tenant compte des décompositions (1), (2),
il suffit de prouver que la restriction de v & S12E +S192E 4+ 893 E 4+ S84F 3
valeurs dans S12E+S102E 4+ S%3 E +S84FE est bijective. Soit V; 1’espace des
vecteurs propres de poids 8L, +4L, dans S'2E et de méme V3, V3, V4 dans
S102p S93E, S84E. D’aprés [FH] dim V; > 1. Puisque par ’application
v, le sous-espace V; est envoyé dans le sous-espace V;, il suffit de prouver
que :

a)dimV; =1

b) v est bijective sur Vi + Vo + V3 + V4.

On regarde les poids de S*E. IIs sont donnés par des sommes de 4
poids de E, soit : 4L;, 3L; + Lj, 2L; +2L;, 2L; + Lj + Ly, avec 4, j, k deux
4 deux distincts et variant de 1 & 3. Les poids de S*(S*E) sont donnés par
des sommes de 3 poids a, 8,7 de S*E. On écrit a + 8 + 7 sous la forme
mLq,+nLs+pL3 avec m+n+p = 12. Si on veut obtenir a+(+y = 8L1+4L-
onam—-p=8§ n—p=4doncm+n—-2p=m+n+p=12doncp=0.
On ne se sert donc pas des poids qui font apparaitre Ls. Il y a exactement
4 fagons d’obtenir 8L; + 4L :

4Ly + 4Ly + 4L, qui correspond au vecteur propre w; = (e$)%(e8),

4L, + 3L, + La + 3Ly + Ly qui correspond au vecteur propre ws =
(e1)(edea)(er€3),
4L, + 2Ly + 2Ly + 2Ly + 2L, qui correspond au vecteur propre
wz = (ef)(efed)?,

et
3Ly + Lo+ 3Ly + Ly + 2L; + 2L4 qui correspond au vecteur propre

wy = (ele)?(e3e3).
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Cela prouve a). On vérifie que v(w;) sont indépendants. Cela prouve b). O

COROLLAIRE 2.8. — Le morphisme v : S*}(S‘E) ® S™3E —
S8FE ® S*E ® S™3E défini par ¥ = v ® id n’est ni injectif, ni surjectif.
Son conoyau est S1'E ® S™3E et son noyau est isomorphe a

(SS,GE + S7,4,1 + 88’2’2E + 86’4’2E + S4,4,4E) ® Sm—3E.

Preuve du corollaire. — Comme vV = v ® id, par le lemme 2.7 on
obtient le résultat. O

3. Systémes cohérents.

Le but de cette section est de montrer comment on peut ramener
le calcul du nombre de sections du fibré déterminant de Donaldson & un
calcul de sections d’un faisceau localement libre sur un ouvert du schéma,
de Hilbert. La méthode repose sur un résultat de Min He, qui 'utilisait
pour calculer les nombres de Donaldson [He]. On commence par quelques
généralités sur les systemes cohérents.

3.1. Systémes cohérents a—semi-stables.

On désigne par K(P;) lalgébre de Grothendieck des classes de
faisceaux algébriques cohérents sur Py, ou ce qui revient au méme, des
classes de fibrés vectoriels algébriques sur P5. Cette algebre est engendrée
par la classe n du faisceau structural d’une droite. En tant que groupe
abélien, elle est isomorphe & Z3, un isomorphisme étant donné par le rang r,
la classe de Chern ¢, et la caractéristique d’Euler-Poincaré x. Elle est munie
de la forme quadratique entiére non dégénérée définie par

2rx +ci — .

La notion d’orthogonalité utilisée par la suite est relative a cette forme
quadratique.

Une classe de Grothendieck a € K(P2) ® Q est dite positive si le
polynome de Hilbert de a est positif. Etant donné un faisceau algébrique

cohérent F' sur Py, on désigne par ¢(F) la classe de Grothendieck de F' dans
K(P,).
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DEFINITION 3.1. — Un systéme cohérent sur P, est un couple
A = (T, F) ou F est un faisceau cohérent, et I' un sous-espace vectoriel de
H(F). L’ordre du systéme cohérent est la dimension de I’espace vectoriel T.

Soit a € K (P2) ® Q une classe de Grothendieck strictement positive.
A un systeme A = (T', F) on associe la classe de Grothendieck c,(A) €
K(P;) ® Q définie par

ca(A) =dimT - a + ¢(F).

La catégorie des systemes cohérents n’est pas une catégorie abélienne,
mais elle se plonge dans une catégorie abélienne (la catégorie des systémes
algébriques) qui a suffisamment d’injectifs. On ne considére ici que des
systémes cohérents A = (T, F') dont le faisceau F' sous-jacent est de rang
r > 0. Ce rang sera aussi appelé le rang du systeme cohérent.

DEFINITION 3.2. —  On dit qu’un systéme cohérent A = (T, F) est
a-semi-stable si

(i) le faisceau F' est sans torsion;

(ii) pour tout sous-faisceau cohérent F’' C F' de rang v’ > 0 on a dans

K(P)®Q:
_C“(AI) < C_a(i\l

o
ot A’ est le systéme cohérent A’ = (I, F') défini par I" =T N HO(F’).

I

Dans le cas particulier ou c est de rang 2, et dimI" = 1, seul cas utile
dans la suite, I'inégalité (ii) signifie que pour tout sous-faisceau cohérent
F'Cc Fderang1lona

1 ; 0(
s(c(F)—a) sil' cH(F
C(F,K{m) ) ()

2(c(F)+a) sinon.

3.2. L’espace de modules Syst,(c, k).

Soit ¢ € K(IP2) une classe de Grothendieck fixée et k un entier > 0; il
existe un espace de modules grossier de systémes cohérents a—semi-stables
A = (T, F) tels que ¢(F) = ¢, et dimI" = k : c’est une variété projective qui
sera notée Syst,(c, k). Lorsque a varie, la structure de ’espace de modules
grossier Syst,(c, k) change au passage de certaines valeurs de a appelées
valeurs critiques.
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3.3. Valeurs critiques.

Soit F' un faisceau algébrique cohérent de rang 2, de classes de Chern
c1 et c sur le plan projectif. On désigne par n la classe dans K(P3) du
faisceau structural d’une droite. Ainsi, les faisceaux considérés ont pour
classe de Grothendieck

c(cn+1
co(F)=2+can+ (—1(—12——) - 02)772-
Soit £ > 0 un entier, fixé dans toute la suite. Les faisceaux cohérents

F de rang r = 2 et de classes de Chern ¢; = 2/, et co = n + £2 ont alors
pour classe de Grothendieck

c(f) =2+ 20n+ (L(L+1) — n)n*.

On considére P'espace de modules S, = Syst,(c(£),1) des classes de S-
équivalence de systémes cohérents a—semi-stables A = (T, F'), d’ordre 1, ot
F est un faisceau cohérent de classe de Grothendieck c(F') = ¢(¢). Si cet
espace de modules est non-vide, une section de F' donne une inclusion du
faisceau trivial dans F, et donc I'inégalité

0<a<c(l)—2=20n+ (£(+1) —n)n>

DEFINITION 3.3. —  Les valeurs critiques pour la famille d’espaces
de modules de systémes cohérents S, sont les classes a € K(P2) ® Q
pour lesquelles il existe des systémes cohérents strictement semi-stables
relativement a a.

Les valeurs critiques sont en nombre fini. On peut en fait les calculer
explicitement, mais on n’aura pas besoin de cela dans la suite.

3.4. Les résultats de Min He.

Etant donnée une valeur critique a, on désigne par a_ et a des classes
de Grothendieck > 0 encadrant a et telles que dans l'intervalle Ja_,a4[, a
soit la seule valeur critique. On désigne par amax = ¢(£) — 2 la plus grande
valeur critique. Pour a > anax, I’espace de modules S, est vide.

THEOREME 3.4 (Min He). — On suppose n > £({ — 1) et n > 3.

(i) L’espace de modules S, est une variété irréductible, normale, de
dimension § = 3n + £(¢£ + 3) — 2.
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(ii) Si a est une valeur critique distincte de amax, on dispose de

morphismes surjectifs
———— S,

\/

Au-dessus de l'ouvert des points stables de S, ces morphismes sont
des isomorphismes. L’image réciproque du fermé ¥ des points strictement
semi-stables ©_ = w_'(Z) (resp. 4 = 11 '(X)) est le fermé des points a., -
instables (resp. a_-instables). Les fermés ¥,%_, % sont de codimension
> 2.

(iii) Si a n’est pas valeur critique, il existe un systéme cohérent
universel A = (V, F) paramétré par S,,.

Ainsi, S,, s’obtient & partir de S,_ en remplacant le fermé ¥_ par
le fermé ¥ des points a_-instables.

3.5. L’espace de modules S, _,, .

On suppose ici que n > £(¢ — 1) et n > 3.

L’espace de modules S, ., s’identifie au schéma de Hilbert des sous-
schémas finis de longueur n + £2 de Py, Hilb™ (P3). En effet, la condition
de semi-stabilité nous assure que le conoyau du morphisme d’évaluation
T'® O — F est sans torsion. On connait la description de tels faisceaux sur
P,. Ils s’écrivent comme Iz(c1) ol Iz est 'idéal d’un sous-schéma fini Z
de longueur ¢y de P;. De plus I’extension

0-TRO—->F—1Iz(2¢)—0

donne une filtration de Jordan-Hoélder pour F', puisque @ = ayax- Le schéma
7 est dans ce cas de longueur n + £2. L’application qui associe & F' le sous-
schéma Z correspondant donne l’identification désirée.

Dans le cas ol @ = apmax_ on dispose encore d’une extension
0-T®RO—-F —1Iz(2()—0
soit d’une extension non-triviale de systémes cohérents
0—-AN—>A—->AN" =0
ot A" = (0,1z(2¢)), et A’ = (C,Op,). Réciproquement, pour a voisin de
amax, une telle extension non-triviale définit un systéme cohérent a—semi-

stable. Pour déterminer S, . il s’agit donc de paramétrer les extensions
non-triviales de ce type.
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Mais pour un sous-schéma Z, ces extensions sont paramétrées par
P(Ext ' (I7(2¢),0)) = Po(H' (I7(2¢ — 3))).

La variété S,_,,

va donc s’identifier & un fibré en espaces projectifs associé

a un faisceau algébrique cohérent sur Hilb™ ¢ (P2) qui ait pour fibre en Z,
H!(Iz(2¢ - 3)). On obtient le

THEOREME 3.5. —  Soit = C Hilb™ ¢’ (P2) x Py le sous-schéma uni-
versel, et T le faisceaux d’idéaux associé. Considérons le faisceau algébrique
cohérent R = R! pr,,(Z(2¢ — 3)). Alors

Sa... =P(R).

Gmax _

Ce faisceau R est localement libre de rang
x(0z) —x(O(2f-3)) =n+1-(£-1)({-2)
en dehors du fermé de Brill-Noether B des Z € Hilb"”z(]P’g) tels que
hO(Iz(2¢ - 3)) # 0.

LEMME 3.6.
i) La codimension du fermé B est supérieure ou égale a 2¢.

ii) La codimension de I'image réciproque de B dans P(R) est au
moins n — £(€ — 1) + 2.

Preuve du lemme. — Pour un entier s tel que 0 < s < 2¢ — 3 soit
A, Pensemble des schémas Z vérifiant h°(Iz(s)) # 0. On commence par
démontrer que codim A, < n+£2 — 1+ 1(s+1)(s+2). Soit PH(P;, O(s))
I’espace des courbes de degré s dans Py. On considere la variété d’incidence
Inc={(Z,C)|Z CcC} C Hilb™+* (Py) x PHO(P,, O(s)) et le diagramme

Inc — PHO(Py, O(s))
P1 l
Hilb™ ¢ (B,)

On sait d’apres Ellingsrud et Strgmme (dans [He|, lemme 4.9, en utilisant
[ES], th. 1.1 et cor. 1.2), que si C est une courbe de Py, méme non-
réduite, le sous-schéma de Hilb™(P2) des points Z C C est de dimension
m. Donc la dimension des fibres de p, est égale & n + ¢2. Alors dim Inc <
n+¢% — 1+ (s + 1)(s +2). D’un autre coté la suite exacte

0 — H(Iz(s)) — H(O(s)) — H(O2)
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prouve que A, est I'image de Inc par p;. On déduit dim A, < n + ¢ —
1+ 3(s+1)(s+2). Pour s = 2¢ — 3 on obtient pour B = A3,
dim B < n + 3¢2 — 31. Donc codim B > n — £2 + 3l, et alors codim B > 2¢
sin > £(¢€ — 1). Ceci prouve i).

Pour démontrer ii) prenons un schéma ponctuel Z et considérons une
droite d qui évite le support de Z. On obtient les suites exactes

0 Iz(s—1) -5 Iz(s) = O4(s) = 0

0 — H(Iz(s — 1)) = H(Iz(s) — H°(Oa(s)) — H'(Iz(s - 1))
— H'(Iz(s) - 0.

I résulte A;_1 C Ag et h'(Iz(s)) < h'(Iz(s—1)) pour tout s. On note By =
Ag\ As_1. Pour Z € B, la fibre en Z du morphisme P(R) — Hilb"+ (Py)
est de dimension h'(I7(20—3)) < h*(Iz(s—1)) = n+£2—1+3(s+1)(s+2).
On obtient ainsi une majoration de la dimension de 'image réciproque de
B; par

(n+€2+%(s+1)(s+2)—1)+(n+€2—%s(s+1)—1)

c’est-a-dire
2(n+6%) +s— 1.

L’assertion résulte en utilisant la majoration s < 2¢ — 3. O

On note 7 le morphisme canonique de S, dans Hilb™™* (P3).

max_

3.6. Le morphisme f:S. — M,.

On désigne par M. ’espace de modules des faisceaux semi-stables
de classe de Grothendieck c. Ici ¢ est de rang 2, ¢; = 0 et co = n donc
M, = M,,. Considérons une classe de Grothendieck € > 0 inférieure a la plus
petite valeur critique. Si A = (T', F) est un systéme cohérent e-stable, le
faisceau F' sous-jacent est semi-stable. Par suite, on obtient un morphisme
f:Se — M, qui associe a la classe du systeme cohérent (T, F) la classe du
faisceau F'(—£).

THEOREME 3.7. — Si 3 < n < (£ + 1)(¢ + 2), le morphisme
[+ Se = M, est surjectif; de plus, on a f.(Og,) = Oum,.

Preuve. — Si F est un faisceau stable de classe ¢, la condition
n < (€+ 1)(£ + 2) signifie que x(F(£)) > 0 et par suite on peut considérer
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les systémes cohérents A = (I, F(¢)) avec I' C H°(F(¢)). Ces systémes
cohérents sont obligatoirement e-stables. Il en résulte que la fibre de f
au-dessus du point défini par F' est isomorphe & lespace projectif (des
droites) P(H°(F(¢))). Le morphisme f est par suite surjectif au-dessus
de l'ouvert U C M, des faisceaux stables et il vérifie f.(Os, )|y = Ovu.
Par conséquent f est surjectif. Considérons la décomposition de Stein
du morphisme f : S¢ — M’ = Spec(f.(0s.)) — M,. La variété S,
est intégre, donc M’ est intégre. Le morphisme birationnel M’ — M,
est fini, et isomorphisme au-dessus de U. La variété M. est normale. On
déduit que le morphisme M’ — M, est un isomorphisme, c’est-a-dire que
f+«(0s,) = Ou,.- 0

3.7. Le fibré déterminant.

Si a n’est pas valeur critique, on sait qu’il existe un systéme cohérent
universel paramétré par I’espace de modules S,. On ’écrit sous la forme
(V,F(£)), o V est un fibré inversible sur S,, et F une famille plate de
faisceaux cohérents de classe ¢ paramétrée par S,. On peut donc, pour
toute classe u € c- dans K(P,), de dimension 1, (Porthogonal est pris
relativement & la forme quadratique sur K (P2)) définir un fibré déterminant
Dg,u sur S, par la formule

Dau = Ar(—u) = det pu(F - p3(—u)).
Dans cette formule p; et p, sont les projections canoniques :
SaxPy B Py
P
Sa

et F(u) = F - p5(u) désigne la classe (dans le groupe de Grothendieck
K (S, x P2) des classes de faisceaux algébriques cohérents plats sur S,)
produit de la classe de F par 'image réciproque de u par la projection ps.
Le morphisme

Pt K(Sa X PQ) — K(Sa)

est le morphisme qui associe a la classe d’un faisceau algébrique cohérent
F plat sur S, la classe de

> (-1)?R%p1.(F).
q
Ces faisceaux de cohomologie sont les faisceaux de cohomologie d’un
complexe fini de fibrés vectoriels Rpy.(F). Par la propriété universelle du
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fibré déterminant, on a f*(D,) = De . Soit E C Hilb"”z(]l”z) x Py le sous-
schéma universel. Soit u la classe du faisceau Oy (—1), ou H est une droite
de P;. On note

0 =z (—u) = do=(w)

le fibré déterminant sur Hilb™ ¢’ (P2). Considérons ’ouvert U de ce schéma
de Hilbert ou le faisceau R est localement libre. Cet ouvert est I’espace tout
entier pour ¢ = 1 et il a son complémentaire de codimension > 2¢, pour £
supérieur & 1. Il est invariant sous P'action du groupe SL(3).

THEOREME 3.8. —  Soit n un entier > 3. Soit £ un entier > 0 tel
que £(£ —1) <n < (£+1)(¢£+2). Alors on a un isomorphisme de SL(3)-
représentations

H°(M,, D) = H(U,S*R ®0).

Preuve. — D’apres le théoreme 3.7, on a
H°(M,, D) = H°(S¢, De ).

Maintenant, d’apres le résultat de Min He, les espaces de modules S, sont
des variétés normales : les espaces vectoriels de sections restent inchangés
par restriction a un ouvert dont le complémentaire est de codimension > 2.
Puisque les fermés ¥, %, et ¥, du théoréme 3.4 sont de codimension > 2
on voit que la représentation H%(S,, D, y) est indépendante de a. Il reste &
voir ce qu’est cette représentation pour a = apmax_ . Ceci résulte du calcul
du fibré déterminant D, ,u sur 'espace de modules S,

Gmax _ max_ *

LEMME 3.9. —  Soit a le fibré tautologique Op(r)(1) sur P(R). Alors

Dy = a® @7 (0).

Preuve du lemme. — Rappelons que Z C Hilb™+¢ (P3) x Py est le
sous-schéma universel, Z le faisceau d’idéaux associé et R est le faisceau
algébrique cohérent R pr;,(Z(2¢ — 3)). Considérons I'extension canonique
sur P(R) x P :

0—-aRO(—4) = F — (7 x idp,)*(Z(0,£)) — 0

oum: PR) — Hilb"+£2(IP’2) est le morphisme canonique. La classe u
est celle du faisceau Oy (—1), ot H est une droite de Py. On a alors par
changement de base

Do u = 0% @ 1 (Ao, (u® O(0)).
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Dans K(P3), on a [u® O(¢)] — [u] = ¢ - n?. D’apres [LeP2|, prop. 2.9,
Ao=(U®O(£)) = Aoz (u)). Le fibré inversible Ao (u) est le fibré déterminant
0. Ceci démontre le lemme. O

Il reste maintenant a enlever le fermé image réciproque du lieu de
Brill-Noether B, qui est de codimension > 2, pour obtenir le résultat du
théoreme. O

4. Sections de SR ® 0 sur le schéma de Hilbert.

Le but de cette section est de terminer la démonstration du théoreme
1.1 . On supposera partout dans la suite que n > 3. On sait par le théoréme
3.8 que pour £({ — 1) < n < (£+ 1)(¢ + 2), on a un isomorphisme
H°(M,,,D) = H°(U,S*R ® 0) ou U est I'ouvert du schéma de Hilbert
Hilb™ ¢’ (P3) ou le faisceau R est localement libre. Cet ouvert a son
complémentaire de codimension > 2£. Il est invariant sous 'action de SL(3).

Lorsqu’il n’est pas spécifié, les produits tensoriels de faisceaux algébri-
ques considérés sont des produits tensoriels sur le faisceau structural du
schéma de base. Les fibrés vectoriels sont identifiés & des faisceaux locale-
ment libres de rang fini.

On va se concentrer maintenant sur ce nouvel espace de sections
HO(U,S*R ® ). On note m = n + £2.

Soit £ C Hilb™(P2) x Py le sous-schéma universel, pr; : E —
Hilb™(P;) et pry : E — P, les deux projections, et Z le faisceau d’idéaux
associé. Le faisceau R est défini comme R = R! pr,,(Z(2¢ — 3)). On note
k = 2¢ — 3. En partant de la suite exacte fondamentale associée & = sur
Hilb™ (P,) x Py :

0-ZT->0-50=z—0

tensorisée par pri(Op,(k)) et restreinte a ouvert U x P, de Hilb™ (IPy) x P,
on trouve la suite exacte

0— I(k)'Ux]P’z - O(k)'UxIPz — OE(k")lUx]Pz — 0.

Par image directe sur U par la projection pr;, on obtient une présentation
SL(3)-équivariante de R sur U :

0 — pry,(Z(k)) — pr1,(O(k)) — pr1,(O=(k)) = R — R pry, (O(k)) — 0.

Par définition de U on a H°(P2,Zz(k)) = 0 pour les schémas Z € U,
donc par le théoréme de semi-continuité on a une suite exacte de faisceaux
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localement libres sur U :
(3) 0 — H°(P2,0(k)) ® Oy — pr,,(O=(k))|y — R — 0.

On obtient par suite une résolution SL(3)-équivariante de S‘R ® o
par le complexe de Koszul K  défini en degré i par K¢ = A'S*E ®
S*{(O(k)™) ® » pour i = 0,...,£ ou O(k)™ = pr,,(0=(k)), E =
HO(P;,0(1)) :

(4) K —S'R®0.
Par suite la cohomologie de SR ® 0 se calcule & I'aide de la suite spectrale
EP? = HI(KP) dont I’aboutissement en degré 0 est H*(U, S*R ® 0).

Pour les faisceaux localement libres K~* on va se placer indifférem-
ment sur les restrictions & U ou sur Hilb™(P3) tout entier, puisqu’on
s’intéresse seulement a la cohomologie de ces faisceaux jusqu’en degré /;
comme le complémentaire de U est de codimension > 2¢, celle-ci coincide
sur U avec la cohomologie sur tout Hilb™(P;) jusqu’en degré 2¢ — 2, par les
propriétés de la cohomologie locale ([Grot]). Pour £ =1, U = Hilb™(P2).

LEMME 4.1. — Pour ¢>0, HI(Hilb™ (P3), 2)=0 et H’(Hilb™(P3),?) =
S™E.

Preuve du lemme. — Soit HC le morphisme de Hilbert-Chow,
HC : Hilb™(P2) — S™(P2) qui associe & un schéma fini Z le cycle
> cP, !9 Zzx dans S™(P2), la puissance symétrique m-iéme de P,. Na-
turellement, 1’espace S™(IP2) est le quotient de la puissance m-ieéme P3* de
P, par le groupe symétrique G,,. Il est constitué de cycles, combinaisons
linéaires de points distincts z; de Py,
Z Ai [mllv
Tidi=m
a coefficients \; > 0. Le support d’un schéma fini de longueur m est un
tel cycle, si on tient compte des multiplicités des points. Le morphisme de
Hilbert-Chow vérifie HC, Oy p,) = Ogm(p,) et (cf. [LeP2])
(5) HC*(0(1,1,...,1)%) = 0.
Mais S™(IP;) est & singularités rationnelles en tant que quotient d’une
variété lisse par un groupe fini ([Bout]). Par suite RPHC,Ogypm@p,) = 0
pour p > 0. On obtient alors
HI(Hilb™(P2),0) = HI(S™(P2), HC(9))
=HIPP,O(1,---,1))%m

[0 sig>0
| S™E siq=0.
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Dans [D1], il est démontré que
HO(Hilb™(P,), O(k)™ ®0) = S¥*2E@ S™'E

et que HY(Hilb™(P;), O(k)"™ ® ) = 0 pour ¢ > 0. Comme annoncé dans
l'introduction (th. 1.3), on montrera aussi que

H! (Hilb™(Py), S?(O(k)™) ®d) = 0
et on calculera
HO(Hilb™(P,), S?(O(k)™) ® 0) et HO(Hilb™(Py),S*(O(3)™) ®d).
On peut ainsi calculer
HC (Hilb™ (PP,), S*R ® 0)

pour £ = 1,2,3. Pour aller plus loin on se heurte & des difficultés liées au
calcul des HI(Hilb™ (Py), S(O(k)™)®d) pour ¢ =0,£ >3 ougqg > 0,¢ > 1.

Ceci limite le calcul du HO(Hilb™ (P2), SR ®0) & £ = 3 ce qui restreint
les valeurs de n & n < 19. On commence par remarquer que pour le calcul
d’un espace de sections d’un fibré sur Hilb™(PP2) on peut se placer sur un
grand ouvert de Hilb™ (P2), pourvu que cet ouvert ait un complémentaire de
codimension au moins 2. Ceci est le cas pour 1'ouvert Hilb}"(IP2) formé par
les schémas avec au plus un point multiple, qui soit double, soit les schémas
dont le cycle correspondant est 1 +zo+- - -+ T, 0u 21+ X3+ T4+ -+ T,
avec z; distincts. On note S7*(IP2) 'ouvert des cycles de cette forme.
L’avantage d’utiliser Hilb}"(IP2) est qu’on peut le décrire comme quotient
q de I'éclaté B de PT. = p~1(S™(P2)) (ot p : PJ* — S™(P,) est le quotient
de PJ* sous ’action du groupe symétrique G,,) selon la réunion D des

diagonales A;; = {(21, -+, Zm) € Phi|z; = z;} pour i < j, disjointes dans
5. On note p cet éclatement. On a un diagramme commutatif :
B 2, pp
q P

Hilb](Py) =5 ST(Py) .

On montrera comment, a I’aide de cette description, on peut ramener
les calculs de la cohomologie des fibrés sur Hilb]"(P2) & des calculs des
invariants de la cohomologie de certains faisceaux sur P5;. On utilise les
mémes notations Hilb]"(X) et X™ pour une surface quelconque X.
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4.1. Une filtration.

On introduit ici des notations et des résultats treés utiles pour la suite.
On va se placer dans le cadre général d’une variété algébrique lisse M,
munie d’un fibré de rang r, W, et d’un fibré L sur une sous-variété lisse D
de M. Dans les applications, la sous-variété D sera la réunion des diagonales
Ui<jAij C X*. On note Wp la restriction de W & D.

On considére un morphisme surjectif € : W —» L. Le noyau de ce
morphisme définit un faisceau sans torsion V. Ce morphlsme induit un
morphisme surjectif de fibrés en algebres graduées

Syme:SymW = @ S‘W — SymL = @ S'L,
i>0 i>0

noté encore €. On note I le faisceau noyau.

Remarque 4.2. — Le faisceau I est engendré par V, donc I* est
engendré par SFV.

Considérons la filtration F*Sym W = I*Sym W, pour k > 0; elle est
compatible avec la graduation.

PROPOSITION 4.3. —  Soit N le fibré conormal de D dans M et
K le noyau du morphisme canonique €|p (noté encore €): Wp — L. Le
gradué associé a cette filtration gr,,(Sym W) = I? /I?*! admet une filtration
décroissante dont les gradués associés sont

(6) gry(gry(SymW)) = gr,(IP/IP*!) = SIN ® SP""9K|[~p + q] ® Sym L
sip>q >0 et sinon.

Preuve. — Afin de décrire le gradué associé a cette filtration on va
considérer Sym W comme image directe du faisceau structural Ow-« sur
I’espace total du fibré dual W*, par la projection canonique p: W* — M,
et Sym L comme image directe du faisceau structural O« sur l'espace

total du fibré dual L*, par la restriction de p & L* C W™, notée encore
p:L*— D.

On désigne par Wp la restriction de W a D. Considérons les inclusions
de variétés lisses

(7) L*CW}H Cw*

et désignons par 7 I'idéal de L* dans W*, par J l'idéal de W}, dans W*,
et par Zp l'idéal de L* dans Wp,. On a une suite exacte 0 - J — T AN
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Ip — 0 ou 7 est le morphisme de restriction. On considére les filtrations
de Ow~ et OWB définies par les puissances des idéaux 7 et Zp.

Comme p est un morphisme affine, W* est un schéma affine sur
M, il y a une correspondance entre les faisceaux d’idéaux de Ow -+ et les
idéaux de Sym W donnée par Z +— p,(Z). L’idéal T se correspond ainsi &
I et T% a I*. De cette fagon, la filtration de Sym W = p,(Ow-) définie
par image directe coincide avec la filtration définie par I'idéal I = p,(7)
noyau du morphisme e. Les fibrés conormaux correspondant aux inclusions
(7) s’écrivent Np» /w~ = Ny = I/12, Nws jwe = N{,*VE)/W‘ =J/J?

— * _ 2 .
Niejwy = Niojws = Ip/Ip* et on a une suite exacte

(8) 0 — Nwy /w-

L* _)NL"/W* _—)NL*/WB —)0

Le fibré conormal Nyys /w |+ s'identifie & p*(N) et Np-/w» & p*(K).
La suite (8) devient

(9) 0— p*(N) = I/I% - p*(K) — 0.

A partir de cette suite exacte on obtient une filtration décroissante du
Op--module SP(Z/1?) = IP/IP*! = gr (Ow-) par des Or.-modules

FUSPN L jw+) = Im((T/T%)®1 ® (Z/12)2P~ — S(T/12)
= Im(JZP~7 — IP/IPt1)
si p > ¢q > 0 et 0 sinon, de gradué associé
gry(SP(Z/1%)) = SINw jw+ @ SPTINL- ywy = p* (SN ® SPTUK)

sip > q > 0 et 0 sinon. Par application du foncteur image directe p, qui
est exact puisqu’il s’agit d’'un morphisme affine, on obtient une filtration
de p.(Z/ZP*!) = I?/IP*! dont le gradué en degré g est le Sym L-module
gradué fourni par la formule de projection

gr,(I?/IP*1) = SIN ® S~ 9K [-p+ ¢] ® Sym L

sip > q > 0 et 0 sinon. Pour comprendre le décalage qui apparait
dans la graduation de p.(p*(SIN ® SP79K)) = SIN ® SP79K ® Sym L
il faut comprendre ’action de C* sur le fibré conormal Ny Wy = p*(K)
et sur le fibré conormal N. L’action de C* sur L*, W}, et W* est par
homothétie, d’ou une action sur les trois fibrés normaux et respectivement
conormaux . Sur M et D, et par conséquent sur A/, C* agit trivialement.
Donc la composante homogéne de degré i de p.(p*(N)) est N ® Sym°L.
Sur NL*/W;, = p*(K), laction est donnée par A - (z,v) = (\z, A" 1v)
pour t € L* et v € Kp;). Donc la composante homogene de degré ¢
de p.(p*(SPK)) est donnée par SPK ® Sym *™PL si i > p. O
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Remarque 4.4. — Considérons maintenant un fibré inversible A sur
M. Alors on a un morphisme de Sym W-modules gradués

M=SymW®A—SymL® A
de noyau I M. Considérons la filtration ¥ M. Cette filtration est compati-
ble avec la graduation et le morphisme canonique
®:S*V|p ®o, Sym L[k ® Alp — I*M /I M

est un isomorphisme en degré > k.

4.2. Eclatement de M le long de D.

On consideére l’eclaternent p: M— M de M le long de D, et les
images réciproques W et £ de W et £ par pr W = p*(W),L = = p*(L).
On note V le noyau du morphxsme surjectif , noté encore ¢, de W dans
L. Puisque le support de L est un diviseur (le diviseur exceptionnel E)
V est localement libre. De maniére analogue, on considere le noyau I de

€: SymW — Sym E, et la filtration I* de Sym W.

LEMMA 4.5.

(i) Le morphisme canonique p* : SymW — p,(Sym W) induit un
isomorphisme I* -~ p,(I*).

(i) Les images directes R%p,(I*) sont nulles pour q > 0.

Preuve. — L’éclatement p vérifie p.(Or;) = Oum et Rip.(Op;) =0

pour ¢ > 0, d’apres le lemme 3.5 de [SGA], exposé VIIL. On a alors, par la
formule de projection, un morphisme

SymW =% p,(p*SymW) = p.(Sym W)

qui est un isomorphisme et de méme pour Sym L =% p,(Sym £). On a
donc un diagramme commutatif

0 — I — Sym W - Sym £ — 0

0 — pl) — plSymW) 25 p(SymL) —
qui nous assure que p.e est surjectif et qu’il y a aussi un isomorphisme
I =% p,(I). D’oit un morphisme I* — p, (I*).

On suppose par récurrence que pour tout ¢ < k on a le résultat (pour
k = 0 ceci est clair : Symw -5 p,(SymW) et R9p,(Sym W) = 0 pour
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g > 0) et on va le prouver pour k+1. On a un morphisme de suites exactes
0 — Ik-l—l _ Ik [N Ik:/[k-{-l SN 0
la lw,b J,C

0 — pu(IF+) — pu (@) L o (TR/Te+1) — Rlp(Te+1) — o0

ol b est un isomorphisme. On commence par prouver que c¢ est un
isomorphisme et que

qu*(Ik/lk+1) =0
pour ¢ > 0. On en déduira que d est surjectif d’ou a sera un isomorphisme
et Rip,(I**1) =0 pour ¢ > 0.

Mais on a construit dans la précédente section une filtration de chacun
des faisceaux I¥/I*+1 et I*/T*+1 de gradués connus. Ces faisceaux sont
supportés par D et E respectivement et le morphisme p en restriction a D
s’écrit comme p : E = P(N};)) — D. Le noyau K de W[E — L s'identifie &
I’image réciproque de K. Le fibré conormal & E, NE, est dans ce cas le fibré
O(1) relatif sur cet espace projectif (on a pris le projectif de Grothendieck).
La filtration FJ de I*/T**1 est de gradué

gr;(I*/T**1) = SINg ® S* K[~k + j] ® Sym L
sik > 7 >0 et 0sinon.

Comme

Rip,(gr;(I*/T**1)) = Rip,(S"Ng) ® S* K[~k + j] @ Sym L
et que p.(S"Ng) = SINp et Rp,(S’Ng) = 0 pour g > 0 on obtient une
filtration FJ = p,(F7) de p,(I*/I**1) de gradué

pu(gr; (I*/TF1)) = SINp @ S* T K[~k + j] ® Sym L = gr;(I*/I**)
si k> 7 >0 et 0 sinon, et telle que R9p,(F7) = 0 si ¢ > 0, pour tout j. En
particulier pour j = 0 on obtient que Rp. (I I* /I k+1) = 0 pour ¢ > 0. Le
morphisme ¢ est compatible avec les filtrations et induit 'identité sur les
gradués, d’ott aussi 'isomorphisme ¢ : I¥/I%+1 =2, p (TF/TF+1), ]

COROLLAIRE 4.6.

(i) L’image de Iinclusion canonique ¢ : p,(S¥V) — S*W est exacte-
ment (I*)y.

(i) Rp,(S¥V) =0 pour ¢ > 0.

Preuve. — Cela revient & écrire les résultats du lemme 4.5 en degré
k en tenant compte de I'observation 4.2 et du fait que Sk : SFV s SFW
reste une inclusion, ou 7 est I'inclusion de V dans W. O
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4.3. Calculs de cohomologie sur Hilb}"(P5).

On appliquera ici les résultats des deux sections précédentes & notre
situation particuliere. On n’aura pas besoin ici de se placer sur le plan
projectif. Les résultats restent valables sur une surface algébrique lisse
quasi-projective quelconque X. La description de Hilb}]*(X) se fait alors
exactement comme pour Pa, en utilisant ’éclatement B de X" :

B £ Xxm
q 14
Hilb™(X) S sm(x).

On considére plus généralement le fibré L™ sur Hilb™(X) associé &
un fibré L sur X,

L™ = pr,, (0= ® pry(L))

ol pr, et pr, sont les deux projections du schéma universel = C Hilb™(X) x
X sur Hilb™(X) et respectivement X.

On garde les notations introduites juste avant la section 4.1 pour
les diagonales D et A;; de X*. Sur B, le diviseur exceptionnel E se
décompose en composantes disjointes £ = |J,_ jEij Alors le schéma
universel =g C B x X, paramétré par B, a m composantes irréductibles
E; et la projection pry : Z;(|E; — E;; est un isomorphisme. On en déduit
une suite exacte sur B x X :

(10) O—’OEB _)6.9051‘ — 'GBAOEM — 0

2 <]
et comme, par changement de base, ¢*(L") = pr;, (0=, ® pr3(L)), on a,
aprés tensorisation par pri(L) de la suite (10) et image directe par pr;, une
suite exacte sur B :

0—q"(L'™) > a@pi(L) > & p;;(La) =0
1 1<g
ou p; désigne aussi bien la i-eme projection X* — X que sa composée avec
p:B— X;demémepour p; j : X' > X xXetp;;: B— X xX.

Le sous-schéma E; est I'image réciproque de la diagonale A de X x X
par application (p;,idx). Le fibré L est 'image réciproque de L par 'une
des projections de la diagonale de X x X sur X, qui sont des isomorphismes.

Le fibré £ = ;< iP; j(La) a pour support le diviseur exceptionnel E.
I est 'image réciproque par p du fibré £ = @;<;p; ;(La) sur X", dont le
support est D.
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On note aussi W et W le fibré ®;p; (L) sur B et sur X" respective-
ment. On note L; = p; (L) et L;; = p ;(La). On se place maintenant dans
la situation décrite au paragraphe 4.1. On prend pour M la variété X"
M =B, etlefibré V =gq *(L™). Le morphisme ¢ est :

W:eB[Jz — L= @L’t]

1<J
(Si)i = ((81 - SJ)IAij )i,j‘
Il est surjectif. Comme dans 4.1, V' désigne le noyau de e. Le groupe
symétrique G = &,, opere sur la situation. Toutes les filtrations qui

interviennent sont invariantes sous ’action de G, et les morphismes sont
G-équivariants. On munit £ = ®;<;L;; de l'action de G par laquelle la
transposition 7; ; envoie les sections locales du fibré L;; dans leurs opposées.
C’est la seule action qui rend le morphisme e équivariant. Ainsi £ n’a
pas de sections locales &,,-invariantes, donc le faisceau des invariants £
sur ST*(X) est nul. Le groupe G étant fini, la cohomologie du faisceau
des invariants F¢ sur Hilb[*(X) (ou sur S7*(X)), oit F est un G-faisceau
algébrique cohérent sur B (ou sur X!") s’identifie aux invariants de la
cohomologie de F'. Par suite le faisceau £ n’a pas de cohomologie &,,-
invariante.

Le théoréme suivant, annoncé deés 'introduction, nous montre com-
ment on peut ramener le calcul de la cohomologie de S¢(L™!) sur Hilb[*(X)
a un calcul de cohomologie invariante sur X" :

THEOREME 1.2.

(i) Il existe une inclusion canonique HC,(S¢(L™)) — S'W sur

S™(X), dont I'image est exactement (I¢)§, partie homogéne de degré ¢
de (I9)C.

(i) R*HC,(S*(L"™))|smx = 0 pour i > 0.

Preuve. — Le foncteur image directe invariante ¢¢ est défini comme
il suit : pour un faisceau F sur B, et un ouvert U de Hilb*(X), ¢¢(F)(U) =
(F(g~Y(U)))C, ot ¢71(U) est automatiquement un ouvert G-invariant de
B. En utilisant les propriétés des variétés quotient par un groupe fini, on
obtient OF = ¢%(Og) = Opupm(x) dott ¢¥(S'V) = S¢(LI™).

On en déduit que HC, (S4(L™)) = HC,qC(S'V) = pCp,(SV) qui se
plonge canoniquement dans pZ(S*W), avec pC((I%),) = (I*)§ pour image.
Les morphismes p et ¢ sont finis donc leurs images directes supérieures
sont nulles. Par composition des foncteurs dérivés R HC,, RpS = p€, Rp,
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et Rg€ = q¢ on trouve que
RHC,(S(L'™)) = RHC,(¢S(S*V)) = RHC, o RS (S*V)
= Rp{ o Rp.(S'V) = p7 Rp.(S'V)
d’olt la nullité des R*HC,(S¢(L™)) pour i > 0 sur S7*(X). O

COROLLAIRE 4.7.

(i) HO(Hilb™(P,), S*(L™) ® 0®%) = HO(PY, (I*), ® O(s, ..., s))¢

(i) HI(HIb} (P2), SY(L™) ® 9¥°) = HI(PE,, (I*)e ® O(s,...,s))¢
pour g > 0.

Preuve. — Compte tenu du fait que @ = HC*(O(1,...,1)%) il suffit
d’écrire
RIHC,(SY(L™) ® 9%%) = RYHC, (S*(L'™)) ® O(s, ..., s)¢
=((I®0O(s,...,s)°

si ¢ = 0 et 0 sinon, et d’utiliser les propriétés de cohomologie locale pour

(i) et la suite spectrale de Leray pour (ii). O
COROLLAIRE 4.8. — Le théoréme 1.1 est vrai pour n < 11.
Remarque 4.9. — La démonstration utilise le corollaire 5.8 qui sera

démontré au paragraphe 5.4, mais nous préferons la donner ici pour motiver
le travail fait dans la section 5.

Preuve du théoréme 1.1 pour n < 11. — Nous aurons besoin des
lemmes suivants :

LEMME 4.10.

i) La SL(3)-représentation H°(Hilb™(P3), O(k)™ ® %) est iso-
morphe 4 S¥*E ® S™1(S°E).

ii) Onapourk+s>—-2ets> -2,

H!(Hilb™(P), O(k)"™ @ 2%°%) = 0.

On rappelle que O(k)™ a été défini dans la section 4, que 0 est le fibré
déterminant sur Hilb™(Py) défini par 'équation (5) et E = H(P, O(1))
est la représentation standard de SL(3).
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Preuve.

i) On applique le corollaire 4.7 pour L = Op, (k). On tensorise la suite
exacte 0 - V - W — £ — 0 par O(s,...,s) et on écrit la suite exacte
de cohomologie invariante. On a vu que £ n’avait pas de cohomologie &,,-
invariante. On obtient ainsi

HI(PY,V ® O(s,...,s))°¢

:Hq(lP”zn,EBO(s,...,k+s,s,...,s))G

_Jo sig>0
T L HY(P2, O(k + 5)) ® S IHO(P,, O(s)) sig=0
_JO sig>0
T\ SFPE®S™I(SE) siq=0.

ii) On trouve aussi
HY(PE.,V ®O(s,...,s)% =HIPT,V®O(s,...,s)°

pour ¢ < 2 (puisque le complémentaire de Pouvert P3: dans PJ* est
de codimension 4). Le membre de droite est nul pour ¢ > 0, donc
celui de gauche est nul pour ¢ = 1 et ¢ = 2. Par le corollaire 4.7 on
obtient H!(Hilb]*(Ps), O(k)™ ® 9®°) = 0. Puisque la codimension du
complémentaire de cet ouvert est égale a 2, la suite exacte de cohomologie
& support donne I’annulation de H!(Hilb™(P;), O(k)™ @ 2%9). a

Regardons le cas £ = 1. A partir de la présentation (3) de R, avec k
remplacé par 20 —3 =2-1-3=—-1,s=1letm=n+¢2>=n+1, on
obtient O(—1)"™ ~ R et
(n+1)(n+2)

2
Pour n tel que 3 < n < 6, le théoreme 3.8 permet donc de conclure.

dim H°(R ®9) = dim H*(O(-1)" ® ) = dim S"E =

LEMME 4.11.
i) La SL(3)-représentation H°(Hilb™(Py), S2(O(k)"™) ®0%®*) est iso-
morphe au noyau du morphisme surjectif

82k+sE ® Sm—l(SsE) ® S2(Sk+sE) ® Sm—2(SsE)

(O,m\ﬂi% id) S2k+2sE ® sm—Z(SSE),

ot mult est le multiplication S?(S"E) — S*'E.
ii) Onapourk>—-1ets>0,
H! (Hilb™(P2), S*(O(k)'™) ® 2®¢) = 0.
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Preuve. — 1l faut calculer cette fois-ci HO(P*, (I2), ® O(s, ..., s))C.
On regarde les suites exactes associées 2 la filtration de S?W :

0 — I — S*W — gry(S*°W) — 0
0 — (I*)y — I — gr,(S*W) — 0.
On sait que gry(S?W) = S2£. On démontrera plus tard (cor. 5.8) que
gr;(S*W) n’a pas de cohomologie invariante si £ — 4 est impair.

En écrivant les suites exactes de cohomologie invariante, apres avoir
tensorisé par O(s, ..., s), on obtient

H((I*)2 ® O(s,...,s))¢ ~HI(I, ® O(s,...,s))% Vg >0,
et que H(I; ® O(s,...,s))¢ est le noyau du morphisme
mor : HO(S*W ® O(s,...,s))¢ - HY(S2L® O(s, . ..,s))°.

A Taide du lemme 2.1 ces espaces d’invariants se calculent aisément pour
donner

HO(SZW®O(8, . S))G — S2k+sE®Sm_1(SSE)EBSz(Sk"'sE) ®Sm—2(SsE)
HY(S?L ® O(s,...,s))¢ = S+ B E @ S™~2(S°E).

La composante de mor sur le second facteur est induite par le
morphisme de restriction

HO(Py x Py, O(k + 5) RO(k + 5)) — HY(Op(2k + 25)).

Le morphisme mor est alors surjectif et on peut calculer la dimension de
son noyau.

ii) L’espace H!((I?)2 ® O(s,...,s))¢ s’injecte dans H(S’W®
O(s,---,8))% = 0 : il est donc nul. On obtient donc aussi la nullité de
H(Hilb™(P2), S%(O(k)™) @ 2%%). O

Passons ensuite au cas £ = 2. A partir de la présentation (4) de
S2R®0, et des annulations de la cohomologie supérieure obtenues, il résulte
une suite exacte de représentations

0 — A’E @ H(?) —» E® H°(O(1)!™ ®0) — H*(S*(0(1)™) ® )
- H'(U,$*R®0) — 0.
On en déduit
dimH°(U,$*R ®0) = dim S*E @ S""*E @ S*(S%E) @ S"T?E
—dimS*E ® S"*?E — dim E ® S?E @ S""3E + dim A’E ® S"HE.
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Par suite,
dim HO(U, S*R ®9) = 10 (" ;r 5) +21 (" ; 4)
n+4 n+95 n+6 1
-15 — 18 3 == .
( 9 ) ( 9 )—0— ( 5 ) 2(n+1)(n-i—2)
On a ainsi démontré le théoreme pour tout n tel que 3 < n < 11. ]

Les vraies difficultés apparaissent & partir de ¢ = 3.

LEMME 4.12. — La SL(3)-représentation H(Hilb™(Pz), S3(O(k)™)
®0®%) est isomorphe au noyau du morphisme

a:HY(S*W ® Os,...,s)¢ - H(gr, (S*W) ® O(s, ... ., )¢
et H!(Hilb]* (P2), S*(O(k)™) ® 9®*) a son conoyau.

Preuve. — On écrit & nouveau les suites associées a la filtration de
S3W -

013> S*W —-S*L—-0
0— (I?)3 — Is — gr;(S*W) — 0
0— (I%)3 = (I%)3 — gry(S°W) — 0.

OnaS3L = @« ng"’. En tenant compte de I’action de &,, sur £ on obtient
que S3L n’a pas de cohomologie &,,-invariante. Comme on le verra dans

le corollaire 5.8, gr,(S>W) n’a pas de cohomologie invariante non plus. Les
suites de cohomologie invariante associées nous fournissent

HI((I®)3 ® O(s, . ..,5))¢ ~HI((I?)3 ® O(s,...,s))¢
pour q >0 et
HI(I3® O(s,...,s))¢ ~HY(S*W ® O(s,...,s))°
pour q > 0.

Alors D’espace recherché HO((I%)3 ® O(s, ..., s))¢ s’obtient comme le
noyau du morphisme

a:HY(S*W @ O(s, . ..,s))% - H(gr, (S*W) ® O(s,...,s))°
et puisque H'(S°W ® O(s, ..., s))¢ = 0, espace H'((I%); ® O(s, ..., s))¢

s’obtient comme son conoyau. (]

Le cas qui nous intéresse ici est bien stir s = 1. Toute la suite sera
consacrée a ’étude minutieuse du morphisme «, afin de déterminer son
noyau.
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Pour bien comprendre la situation, on examinera d’abord le cas
m = 2, qui est essentiel pour pouvoir comprendre le cas m général, dans
un premier temps sans tensoriser avec le fibré inversible O(1,...,1).

5. Le noyau du morphisme o.

Dans les sections 5.1-5.5 suivantes on peut choisir X comme étant
une surface lisse quasi-projective.

5.1. Le gradué gr, (S*W).

On se propose de décrire le gradué gr,(S*W), dans le cas m = 2,
L fibré inversible sur X. Dans ce cas les ouverts indexés par un étoile
coincident avec les espaces entiers, D est la diagonale A de X x X,
L = Lp = La et il n’y a pas de confusion si on le note toujours L. Ici
W = L; & Ls. Le gradué gr;(Sym W) est un Sym L-module; pour ¢ = 0,
c’est P’algébre Sym L. On a vu aussi que gr, (Sym W) est Np en degré 0 et
Vb en degré 1.

Pour comprendre gr,(S*W) on regarde les k + 1 morphismes cano-
niques de S¥W|p — L®F qui sont construits de la maniére suivante : on
considére les deux morphismes canoniques W|p = L& L — L dont l'un,
€4, est donné par la matrice (id, id) et lautre, e_, est donné par la matrice
(id, —id); c’est le morphisme € considéré au paragraphe 4.1. On obtient
un isomorphisme € : W|p — L @& L défini par (e;,e_) et par suite un
isomorphisme

Ske :S*W|p > SH(L@L)=L® @ ... @ L

dont la i-éme composante dans la somme directe est notée ¢€; x—;. La
derniére composante e o envoie eief™ en (—1)¥~‘e* avec pour e, e; =
pi(e),ea = ph(e) des repeéres locaux de L,L; et respectivement Lo, et
s’étend donc en un morphisme d’algebres Sym W — Sym L qui n’est autre
que le morphisme d’algebres considéré auparavant, e_.

L’avant-derniére composante €x_1 1 définit une dérivation Sym W —
Sym L compatible avec la graduation. En degré k, ex_1,1 envoie €} eg_i sur
(i(=1)*=% + (k — i)(=1)*"*~1)e* et Sym L est vu comme Sym W-module
par l'intermédiaire du morphisme e_. On vérifie alors que

er-1,1(zy) = ex—11(x)e_(y) + e_(v)ex—1,1(y)
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et comme e_(1)=0 on obtient que le noyau de ex_1,; contient F2(Sym W)=
I?’Sym W. Donc €x—1,1 passe au quotient en une dérivation linéaire sur
Palgebre Sym L, notée encore €, : gr, (Sym W)) — Sym L qui est elle aussi
compatible avec la graduation; cette propriété, jointe au fait qu’on connait
déja e, sur Vp = gry (W), caractérise la dérivation e .

Le faisceau conormal 3 D, Np, est isomorphe au faisceau 2! des
formes différentielles sur X. Un tel isomorphisme s’obtient en associant &
la différentielle d f d’une fonction réguliére sur un ouvert U de X, la section
de Np définie par la classe [fo — f1] ol f; = pr}(f). L’image directe par p de
la suite (9), écrite en degré k est (c’est un cas particulier de la proposition
4.3) :

0—>N®L® - gr (W) - K@ L®*-1 0

et comme ici K ~ L on obtient une suite exacte de O x-modules
(11) 0— Q'@ L®* — gr (S*W) — L®* -0
ol la premiére fleche se calcule de la maniére suivante : pour f € O(U) et

s € HO(U, L®F),

df @ s+— %[(h = f)(s1+ (=1)*s2)] = (=1)*[(f2 — f1)s2]

ol s; est la section de S¥W sur U x U définie par pr} (s). La seconde fleche
est €. En effet 3(s; + (—1)*s;) est une section de S¥W dont I'image par
€_ est s (et c’est aussi le cas pour (—1)¥sy).

5.2. Les opérateurs V et A.

On considere I'opérateur C-linéaire V : L®* — gr, S*W qui associe &
une section s la classe V(s) de la section de F1S*W définie par (—1)*s3 —s1;
autrement dit

V(s) = [(=1)*s2 — s1] (on vérifie que e_(V(s)) = 0).

On a V(1) =[prs1 —pri1] =0.

LEMME 5.1. — Cet opérateur n’est pas linéaire, mais satisfait a
la condition V(fs) = df ® s+ fV(s) ot f est une fonction réguliére sur
un ouvert U C X et s est une section locale de L®* sur U. Dans cette

formule Q' ® L®* est vu comme sous-module de gr, S*W par I'inclusion de
la suite (11).
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Preuve. — Par définition :
V(fs) = [(-1)*f2s2 — fis1] = [(=1)*(f2 — f1)s2 + f1((—1)F sz — s1)]
=df ®@s+ fV(s). ]

Ceci signifie que V est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1. Ce
qu’on va, utiliser c’est que -% est une section C-linéaire de € dans la suite
(11), en vérifiant par un calcul direct que —g-€4(V(s)) = s.

Au passage on peut remarquer que V se factorise en un morphisme
Ox-linéaire, V : JIL¥ — gr, (S¥W) (J1LF est le fibré des jets & valeurs
dans L®*, avec sa structure naturelle de @x-module & gauche) qui rend
commutatif le diagramme

0 — QkeL®* — JILF — [8F — 0
lid lv v l—Zk
0 — Q%L®* — gnS*W — L% — 0.
Les deux fleches extrémes sont des isomorphismes, donc la fleche du

milieu est un isomorphisme. Cet isomorphisme induit en particulier, pour
k =1, un isomorphisme J!L — Vp.

Considérons maintenant deux indices ¢ et j tels que ¢ + j = k. Soient
s € HO(U, L®) et t € HO(U, L®7) deux sections locales au-dessus du méme
ouvert U. On consideére les sections s; de S'W et t;, de STW définies par
image réciproque par pr; (pour k = 1,2) et la section de gr; S*W :

D(s,t) = [(—1)isats — (=1)Isyta).

Comme e_(D(s,t)) = 0, la quantité entre crochets appartient a
FIS*W et par conséquent la formule a un sens.

LEMME 5.2. — Soient s et t comme ci-dessus. On a dans gr; (Sym W),
considéré comme Sym L-module :

V(st) = V(s)t + sV(t)
D(s,t) = V(s)t —sV(¢t).

Preuve. — Compte tenu de la définition de I’homomorphisme e_ :
W|p — L, on a dans Sym W :

(=1)*V(st) = [sata — (—1)*s1t1]
= [(s2 — (=1)"s1)tz + (=1)"s1(t2 — (=1)t)]
= (=1)*¥(V(s)t + sV(t)).
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De méme

(1) [sats — (=1)*sata] = [(—1)*(s2 — (=1)*s1)t1] — (=1)[s1(t2 — (—1)7t1)]

compte tenu de la définition de la structure multiplicative dans I’algébre
bigraduée gr(Sym W) et que

gro(Sym W) =Sym L,
ceci n’est autre que V(s)t — sV(¢). O

COROLLAIRE 5.3. — Soit k¥ = i+ j, et £ = i — j. L’opérateur
différentiel (s,t) — —€V (st) + kD(s,t) prend ses valeurs dans Q! @ L®*.

Ceci résulte du fait que e4(V(s)) = —2ks si s est une section locale
de L®* : parce que e, est une dérivation, ceci entraine en effet que
€+ (—£€V(st) + kD(s,t)) = 0. a

5.3. Le morphisme a; : H*(X x X,S*W)™ — H%(X, gr, (S*W))".

On suppose k impair. Soit 7 la transposition (12) et désignons par
HO(S¥W)™ I’espace des sections de H°(S*W) invariantes sous I’action de
7. Puisque dans le cas ou k est impair, le gradué gro(S*W) n’a pas
de cohomologie invariante (cor. 5.8), ces sections invariantes définissent
des sections de F1S*W, d’ou le morphisme as. En outre, les sections de
gr, (S¥W) sont invariantes pour ’action de 7, puisque pour k — 1 pair, 7
agit trivialement sur tous les gradués de sa filtration déduite de (6) (voir
cor. 5.8). On a un isomorphisme canonique

® H°L®) ®c HY(L®7) ~ HO(S*W)™
i>j,i+j=k
donné par s ® t — s1ty + saty pour s € HO(L®?) et t € HO(L®Y).

Désignons par g : HO(L®)@H?(L®7) — HO(L®*) la multiplication et

considérons pour k > 1 le scindage de la suite (11) sur les sections globales :
HO(gr, SFW) ~ HO(Q! @ L®*%) @ HO(L®)

défini sur le premier facteur par l'inclusion canonique, et sur le deuxieme

facteur par la section s — V().

Sis € HO(X, L®")®@H(X, L®7) on pose Ay(s) = D(s)— £ Vpu(s) pour
{=i—jeti+j=k. Pour £ =k on obtient que Ay(s) = 0 puisque pour s
décomposable en m ® 1, Ay(s) =V(m)-1—-m-V(1) = V(m) =0.
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PROPOSITION 5.4. — La matrice de as dans ces décompositions
est donnée par
0 .- (—1)%1Ae (-1,
k k .
2% oo —(=1)F2p - —(-1)F2u
Preuve. — On part d’une section S € H°(S¥W)™ qui provient d’une

section de HO(X, L®%) ® HO(X, L®7) avec i + j = k, i — j = £. Supposons
aussi que j # 0 et que cette section se décompose en s®t avec s € HO(L®?)
et t € HO(L®Y). Alors S s'écrit dans HO(S*W)™ comme s;t; + t,52 et son
image par a2 dans H%(gr, S¥W) est la classe [s1t2 + t152] modulo F2SFW.

Si 4 est pair et j impair, [s1t2 + t182] = D(s,t) et la composante
dans HO(L®*) est €4 (D(s,t)). Mais ey (—£¢V(st) + kD(s,t)) = 0 donc
e+(D(s,t)) = ter(V(st)) = £+ (—2kp(s®t)) = —26u(s®1). Si i est impair
on obtient I'opposé. Si £ = k alors j = 0, s € H°(L®*) et son écriture
dans HO(S¥W)™ est s; + sp. Son image par ay est [s; + s3] = —V(s) et
€+ (—V(s)) = 2ks. D’ou la deuxiéme ligne de la matrice.

Pour trouver la composante dans H°(Q! ® L®F) il suffit de sous-
traire 'image réciproque par la section —ﬁv du morphisme €, de la
composante dans H®(L®F). Par exemple pour i pair on fait D(s,t) —
— 2= V(ex(D(s,t)))) = D(s,t) + 5 V(—2£st) = Ay(S). Pour i impair on
trouve I'opposé et pour j = 0 : —V(s) + 57 V(2ks) = 0, d’olt la premiere
* ligne. O

COROLLAIRE 5.5. — Si k = 3, le noyau et le conoyau de a3 sont
isomorphes respectivement au noyau et au conoyau de 'opérateur linéaire

3D — Vu :HY(L®?) @ H(L) — HY(Q! @ L®3).

Preuve. — La matrice de ay s’écrit ici
0 Ay=D-3Vpu
6 —2u
ce qui conduit immédiatement & 1’énoncé. O

5.4. Généralisation a Hilb™(X).

Le cas général repose essentiellement sur le cas m = 2. 1l faut
considérer les invariants par rapport au groupe symétrique G = G,, mais
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on a donné dans les préliminaires, paragraphe 2.1, le procédé qui nous
ramene a des calculs d’invariants plus aisés.

5.4.1. Description de H°(X™, gr,(S*W))¢. — Le faisceau
gr; (Sym W) a pour support la diagonale D de X™. Le groupe symétri-
que agit sur la situation. Soit Ujs le complémentaire de la réunion des
diagonales A; ; pour {i,j} # {1,2} dans X[*. Cet ouvert contient unique-
ment la diagonale A; 5, = A x X™~2 N X™. On note Wiz = (L1 & L2)|u,,
et W2 = (L3 @ -+ ® L)|v,, de sorte que Wly,, = (W12 @ W12)|y,,.

PROPOSITION 5.6. — On a

grk(sym W)lAu = .+@ kgri(sym W12) ® SjW12[—j]‘
itj=

Preuve. — Le produit tensoriel peut étre vu comme un produit
tensoriel sur C, ou bien comme un produit tensoriel externe, si, plutot
qu’utiliser Wiz et W12 on utilise W], = L1 ®Lasur X x X et W'% = L3&
=+ @ L sur X™=2. Ona Wig = pr;Z(Wll2)|'Ulz? w2 = pr§-~~m(W12,)|U12
et Wi, ® W12 = W, ® W12, La notation SIW'2[—j] signifie qu'on place
SIW'2 en degré j.

Le morphisme ¢ devient en restriction a U;o :

6|U12 : SymW|U12 - SyleUu = SymLA{Au

et, puisque Sym W|y,, = Sym Wiz ® Sym W12 = Sym W, ® Sym W', ce
morphisme est aussi un produit tensoriel externe des morphismes

€12 : Sym Wy, — Sym La

de noyau I3, qui recopie la situation étudiée dans le cas ou m était égal a
2, et
. 127
€3...m SymW — Oxm—z

qui vaut 'identité en degré 0 et 0 en degré > 1, de noyau (Sym W'?),;.

On filtre Sym W], par les puissances de I;5 et Sym W'? par les
puissances de (Sym W1%).; qui sont égales aux (Sym W'%),.

Le noyau de €|y,, s’écrit alors comme
I =1, ®Sym W'? + Sym Wy, ® Sym Wi}’
et sa puissance k-ieme
IF = Z I}, B Sym Wi%'.

i+i=k
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On veut calculer I*/I¥*1. Le calcul de ce gradué se fait & laide
du lemme 2.2 du paragraphe préliminaire. La condition cohomologique
d’annulation est vérifiée en vertu du lemme préliminaire 2.3.

On trouve

gr. (Sym W)|a,, =~ Ik/Ik+1lU12 ~ '+€9 kgri(Sylez) ®Sle2[—j]. O
i+j=

COROLLAIRE 5.7. — On a un isomorphisme
HO (X", gri (Sym W))©

~ @ (H(X?gr(Sym Wi2))* @ HO(X™ %, STW12) Oz j]).
i+j=

Preuve. — Appliquons le résultat du lemme 2.1 pour M = HO(X™,
gr,(Sym W)) et pour 'ensemble d’indices I = {{7,5}}1<i<j<m sur lequel
G agit. Prenons Ly 5 = grp(Sym W)|y,,, calculé par la proposition 5.6,
et L;; le fibré similaire sur la diagonale A;;: gr,(Sym W)|a,,. L’espace
MG s’obtient en prenant les invariants de M; 2, pour le stabilisateur de
{1,2}, Stab {1,2} = &3 x &,,_2. Le complémentaire de 'ouvert A; ; dans
A x X™ 2 est de codimension > 2, donc pour le calcul de l’espace des
sections HO(gr,;(Sym Wi2) ® SYW'2[—j]) on peut se placer sur A x X™~2,
ou on applique le théoreme de Kiinneth. Puisque G5 n’agit pas sur ce qui
provient de X™~2 et &,,,_» n’agit pas sur ce qui provient de X2, on a

HO(gr,(Sym Wi2) ® ST W12[—j]) 2% Cm-2
= H°(gr;(Sym W13))®? @ H* (S W2)Sm-2[—j]

d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 5.8. —  Pour ¢ — k impair, le faisceau gr;(S‘W) n’a
pas de sections invariantes sous ’action de G.

Preuve. — En effet gr;(S‘W12) n’a pas de sections invariantes sous
Paction de &, si £ — ¢ est impair puisque dans la filtration déduite de (6),
aucun de ses gradués n’a des sections invariantes (&2 agit par (—1) sur le
fibré conormal de la diagonale dans X x X et sur L, et trivialement sur K
donc par (—1)24+=% sur gr,(gr;(S*W12))). Mais

gr (SW)~ @ gr,(SWi) @ W2
it+j=k
et donc si £ — i — j = £ — k est impair, gr,(S*"7W3) n’a pas de sections
invariantes sous l'action de G. On avait déja utilisé ce corollaire dans les

sections 4.3 et 5.3. O
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Remarque 5.9. — Les démonstrations de la proposition 5.6 et du
corollaire 5.8 n’utilisent pas les résultats des sections 4.3 et 5.3.

On a tout fait pour comprendre que pour £ impair
H(gr, S‘'W)¢ = H(gr, $'W12)®* @ [Ho(gro SWy)%2 ® HO(W12)6’"—2]
(12) = H(J'L®) @ [HO(L®(Z—1)) ® HO(L)]
= HO(Q! ® L&) @ H(L®%) @ HO(L8“~D) @ HO(L).
Les invariants de HO(X™, SéW) se calculent facilement mais 1’écriture

est lourde pour £ élevé. On préfere donc se limiter dans la suite au seul cas
qui nous intéresse £ = 3.

On a
SW=0LPe o(IP?L)® © (Li®L;®L)
i=1 i#j i<j<k
et la méme proposition appliquée & I = {1,2,...,m} et les fibrés LS
ensuite & I = {(4,5)}1<ijem €t Luj) = L®? ® L; et finalement a
I = {{i,7,k}}1<i<j<k<m € Ly jxy = Li ® Lj ® Lg, nous prouve que
(13)  HY(L®%) @ [H°(L®?) @ HO(L)] ® S*H'(L) = HO(X™,S*W)®=
I’isomorphisme étant donné par

(s,t®u,vzw) = (Zsia Z (tzu] +tjui)v Z UiZj'l.Uk)

i 1<i<j<m i£j£k,i£k
(naturellement s; = pry(s), et de méme pour t;, u;, v;, 2;, W;)-

En effet, comme HO(X™,L®%) = H°(X,L®%) par la formule de
Kiinneth (car L; = pr; L ® (®;x: prj Ox)) toutes les sections de L3 sur
X™ sont des images réciproques pr} (s) avec s section de L®3 sur X. Comme
HO(X™, @7, LE3)Om = HO(X™, L§3)61%6m-1 et que le stabilisateur de 1
n’agit pas sur pri(s) on obtient que HO(X™, L&3)61x6m-1 — HO(X, [®3)
et de maniére analogue les autres termes dans la décomposition. Le terme
S3HO(X, L) s’obtient puisqu’il faut considérer le stabilisateur de {1,2,3}
en tant qu’ensemble, c’est-a-dire &3 x &,,,—3 et

(HO(X™, L) @ HO(X™, Ly) ® HO(X™, L3))®3*6m-3 = S3H(X, L).

On dispose comme précédemment des opérateurs

V: L% - gr (S'W)
défini par V(s) = 3_,_; Vi;(s) et
D :T(U,L®) x T'(U,L®) - T(U x --- x U, gr1(S*'W))
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défini pour p + ¢ = £ et U ouvert de X par D(s,t) = 3, _; Dij(s, ).

Ici V;; et D;; sont définis sur les ouverts U;; contenant la seule
diagonale A;; exactement comme V et D dans le cas m = 2, et jouissent
des mémes propriétés :

Vi : L® — gr, S'W
est défini par s +— [—s; + (—1)%s;] olt s; = pr}(s) et

D;; : T(U,L®P) x T(U,L®) - T((U x --- x U) N Usj, gr, S*W)

est défini par (s,t) — [(—1)Ps;t; — (—1)%s;t;] ou t; = prj(t).

La proposition qui suit est ’analogue de la proposition 5.4 :

PROPOSITION 5.10. —  Dans les sommes directes (12) et (13), la
matrice du morphisme canonique

am  HO(X™, S3W)¢ — HO(X™, gr, (S*W))¢

s’écrit
0 A 0
6 —2u 0
0 2id —-2v

ol v est le morphisme canonique S*H°(L) — H°(L®?) @ H°(L) induit par
Papplication linéaire stu — st @ u + su ® t + ut ® s. Dans ce contexte
A=D-— %V;A.

Preuve. — Afin de calculer la premiere colonne de la matrice de a,,,
considérons une section locale s de L®? sur un ouvert U. La section définie
par s; + Sz + -+ - + 8, est &,,-invariante. C’est une section &,,-invariante
de F!S3W, ou bien une section Gy x &,,_s-invariante de F!S3W|y,, =
F1S3W1 @ S2Wi, @ W12 @ Wip @ S2W12 @ S3W12. Modulo F2S3W|y,, on
obtient [s; + s3] € gr; (S3Wi2) (puisque s3+- - -+ 8., € S3W12 qui est inclus
dans F2S3W|y,,).

Son image dans la décomposition de H(gr; S*W))S est (—V(s),0).
Si on décompose encore H°(J'L?) = H°(Q! ® L®3) @ H°(L®3), d’apres le
résultat trouvé dans le cas m = 2, on obtient la premiere colonne de la
matrice comme (0, 6, 0).

Pour la deuxiéme colonne, considérons deux sections s € I'(U, L®?)
et t € T'(U, L). La section définie par
Z (sitj + s;jti) = sitz + sat1 + (s1 + s2)(t3+

1i<j<m
b tm) (b t)(ss bt sm) + Y (sity + sjti)

3<i<jsm
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est &,,-invariante. On procéde comme auparavant. Modulo F2S3W |y, , il
reste seulement les deux premiers termes de cette expression :

D]z(s, t) = [81t2 + 82t1] € gry SSW12

et
[s1+ s2]t € gry (S*Wh2) ® (W12)S-2,

La classe [s1+s2] modulo F2S2W;5 = S%11, est son image dans S?La = L§?
soit 2s. Au total, en utilisant aussi la décomposition de D(s,t) trouvée dans
le cas m = 2 on obtient (A, —2p4,21id).

Finalement, la troisiéme colonne s’obtient en partant de trois sections
s,t,u de L sur un ouvert U. La section 3, .y . 8itjuk s'écrit comme

(Sltz + 32t1)(u3 + -+ um) + (5]_U2 + Sg’u,l)(t;; +---+ tm)

+(t1u2 + tzul)(83 + -4 Sm) + I:(Sl + 32) Z tin]

3<iF#j<m
+ I:(tl + t2) Z Siu]’] + [(ul + uz) Z Sitj:|
3<iFEj<m 3<i#j<m

+ Z Sitjuk

3<itlEk<m itk

et elle est &,,-invariante. La classe dans gr; S*W|y,, de sa restriction a U2
est

[(s1t2 + sat1)(us + - - + wm)] + [(s1u2 + souq)(t3+
s b))+ [(Bruz + taur)(ss + -+ Sm)]

et chacune de ces composantes appartient & S?2W;, ® W12. Le reste
appartient & F2S3W |y, ,. Pour trouver leurs images dans gro(S2W13)® L on
regarde les images de syts + Sat1, S1uz + S2u; et tius + tou; dans ng par
le morphisme S2W;y — L‘iz. Or s;t; — —st. La troisieme colonne s’écrit
(0,0, —2v) ott v est le morphisme canonique S*H°(L) — H°(L®?) @ HO(L)
induit par I'application linéaire stu+— st @ u+ su @t + ut ® s. O

COROLLAIRE 5.11. — Pour m > 3, espace vectoriel des sections
HO(S3(L™)) sur I'ouvert Hilb]*(X) est isomorphe & S3H°(L) et I’espace
vectoriel de cohomologie H'(S3(L™)) est isomorphe 4 H*(Q! ® L®3).

Preuve. — Les espaces considérés sont le noyau et respectivement
le conoyau du morphisme «,,. On va voir que le noyau et le conoyau du
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morphisme a,, coincident avec le noyau, respectivement le conoyau du
morphisme :
Av: S*H(L) — HO(Q' ® L®?)

et que ce morphisme est nul. Mais si s est une section de L, on a v(s®) =
3s2 ® s et I'image de cette classe par A est nulle : 3D(s2,s) — V(s®) =
3A(s%)s — 352V(s) — V(s?)s — s2V(s) = 2V(s?)s — 452V(s) = 0. Comme
ces sections engendrent S3H®(L), ceci prouve que le morphisme Av est nul.

En écrivant la condition d’appartenance au noyau de «,, pour un
triplet (a,b,c) € HO(X™ S3W)Y on déduit que Kera,, ~ KerAv =~
S3HO(L).

D’un autre coté, on a (a/,¥’, ') € Im a,,, & 20’ —Ac’ € Im Av et donc
coker v, ~ coker Av. Puisque Av est nul, coker a,,, ~ HO(Q! @ L®3). O

5.5. Introduction du fibré déterminant.

On considére un autre fibré inversible A sur X auquel est associé un
fibré vectoriel A = X;A; sur X™ et un fibré inversible quotient A/&,, sur
S™X. On désigne par 9 le fibré image réciproque de A/G,, sur Hilb™(X)
par le morphisme de Hilbert-Chow Hilb™(X) — S™X. Le probléme est de
déterminer I’espace vectoriel des sections de S3(O(k)™) ® v4. Le calcul
des invariants de H(S*W ® A) est aisé. 1l suffit d’appliquer plusieurs fois
le lemme 2.1. On tient compte de Stab {1} = & x &,,—1, Stab{(12)} =
id(12) X&pm_2 et Stab{1,2,3} = &3 x &,,_3 et on obtient

HO(S*W @ A)Sn=H (LD @ A, ® - -+ ® Ap,)F1%Em-1
® HO(LP?®A1QL2®A2®A3® - - - @Ay ) 402 ¥Om—2
© HY(L1®A1®Ly®As®L3®A3® - - - @Ay, ) 52X Em—2
(14) =H(L®? ® A) ® S" ' (H"(A))
®HY(L®? @ A) @ HO(L ® A) ® S"2(H’(A))
@ S°H(L ® A) @ S™3(H(A)).

En restriction a Pouvert U;2 on a un isomorphisme
J1L3®A®2E(AS®"'®Am)®L2A@A®2ZI(_G>93Li®(A3®"‘®Am))
g, S*we A

qui est dii au fait que gr,(S*W ® A) = gr,;(S*W) ® A. En utilisant le
méme lemme 2.1 et en tenant compte de Stab {3} = &,,_3 (il s’agit ici du
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stabilisateur de 3 dans le groupe &,,—2 ) on obtient
HO(gr, S*W ® A)®»=H"(gr, S*W ® Aly,,)5?*Em-2
= [H°(J'L*®A®)@8™2(H(4))]
(15) ® [H(LP0A®)OH (LsoAs® -~ @A) S
= [H(J'L? @ A®?) @ S™2(H(A))]
@ [H°(L®? @ A%?) @ H'(L ® A) ® S™ 3 (H’(4))] -

Remarque 5.12. — Une section rationnelle est une section réguliere
sur un ouvert partout dense. Donc V et D se prolongent de maniere
évidente aux sections rationnelles du fibré L®* et la formule V(sf) =
df ® s+ fV(s) est vraie pour f fonction rationnelle sur X, et s section
rationnelle de L&,

PROPOSITION 5.13. — La matrice du morphisme canonique

a: HO(S*W ® A)®m — H(gr, S*W @ A)S~

dans les décompositions ci-dessus est de la forme
V Do
0 p v)°

Les morphismes p et U sont O(X)-linéaires et caractérisés par
p(s®t®a®cm=2)) = 250 @t ® a®c(m~3)
lorsque s € H(L®2 ® A), t € HO(L ® A) et a € H°(A),
V= —2vQ® idgm-smo(a))
ol v est I'opérateur défini au 5.10 relatif a L ® A.

Enfin le morphisme D est caractérisé, pour s section rationnelle de
L®2 t section rationnelle de L et a € HO(A) tel que sa € HO(L®2 ® A) et
ta € H'(L ® A), par la formule

5(sa ®c ta Q¢ a®C(”“2)) = D(s, t)a2 cC a®c(m—2)

et le morphisme V : HO(L®3 ® A) ®c S™ 'H°(A) — H(gr,(S*Wi2) ®
A®2) ®¢c S™2H(A) est caractérisé par

6(3(1 @c a®c(m=1) = _V(s)a® @ a®c(m=2)

ol s est une section rationnelle de L®3 et a € H°(A) tel que sa €
HO(L®3 @ A).
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Remarque 5.14. — Les sections particulieres qu'on a considérées
pour décrire D et V sont des générateurs des espaces vectoriels sur lesquels
sont définis ces morphismes. Comme les morphismes D et V existent ils
sont caractérisés par I'image de ces générateurs. Puisqu’elles proviennent
de morphismes bien définis, les images de ces générateurs, qui sont a priori
des sections rationnelles, sont bien des sections régulieres.

A partir des expressions données, on peut facilement déduire les
expressions de D et V sur des sections de la forme

S T
S@cT ®c a®c(m=2) _ Za(g,c —(;a ®c a®c(m=2)

ou
S @c a®mD = 54 g g@cim=1)
a

en utilisant les propriétés des opérateurs V et D, pour obtenir ensuite
les expressions sur des sections générales par polarisation, comme dans la
remarque 5.15. Ces expressions seront utilisées dans les lemmes 5.19 et 5.20.

Preuve. — Pour la premiere colonne soit v € HO(L® ® A) ®
S™=1HO(A). D’apres la remarque il suffit de traiter le cas ol v = sa Q¢
a®c(m=1) ayec pour s une section rationnelle de L® et a € HO(A) tel
que sa € HO(L®3 ® A). 1l suffit de prouver I’égalité de I’énoncé sur 'ouvert
UxUx---xU, U étant un ouvert de X ou s est réguliére et a est inversible.
La section invariante de SW ® A correspondante est alors

S=5101®a2 am + 8202 ® 0103 A + - + SO, @ A1+ A1

ou s; = pri(s) et a; = pr}(a). Comme les fibrés considérés sont inversibles
les produits tensoriels s’identifient aux produits symétriques et on peut
écrire cette section comme (s; + sz + -+ + Spm)a1az - - - @y L'image de S
dans F1S*W®A|y,, sera alors (s1+82)a1 -+ - m+(83+- + ++8m)a1 - - - G- Le
deuxiéme terme appartient & F2S3W ® A|y,, et I'image du premier terme
modulo F2$3W1,®.A est —V(s)a1a2®a3 - - - ar, dans gr; (S3Wi2)®@A41 @ AoR
A3®- @Ay, soit —V(s)a?®a3 - - - am, dans gr; (S*Wi2) A4 KAz Q- - @A,
(car Aila,, = Az2|a,, = Aa) ou encore —V(s)a? ®@c a®c(™=2) dans
HO(gr, (S*Wi2) ® A®2?) @c S(m~2HC(A). D’otr la premiére colonne de la
matrice comme (V,0).

On procede de la méme maniere pour les autres colonnes. Soient
a € H°(A), s une section rationnelle de L®? et ¢t une section rationnelle
de L, telles que sa € H*(L®2® A) et ta € H'(L® A). Partons d’une section
de la forme sa®ta®a®c(m~2) de HO(L®?® A)@c HO(L® A)®cS™2H(A)
comme dans I’énoncé. On se restreint & un ouvert U x U x --- x U, U étant

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SECTIONS DU FIBRE DETERMINANT POUR LE PLAN PROJECTIF 1367

un ouvert de X ou s et t sont régulieres et a est inversible. La section
invariante correspondante s’écrit

(s1t2 + sat1) H ai] + [(31 + 89) i t; H ai] + [(t1 + t2) i 8; H ai}
i i=3 i i=3 i
+ Z (Sitj +3jti)Hai

3<i<j<m

Le premier terme appartient & F1S3W;, ® A, le deuxieme & S2Wp ®
W12 ® A, le troisieme & Wi, ® S2W12® A, et le dernier & SW12® A, donc
son image dans

g S W@ A’RA;Q @ An ® LY RL; @ A3® @ A,

est
D(S,t)a2 ®ag:-am+ 2s5a% ® t3ag -« am
soit
D(s,t)a*> ®a™ ?+2Sa®@T ® a™ >
dans

[HO(J LS ® A®2) ®Sm -2 HO ))] @ [HO(L®2 ® A®2) ®H0(L®A)
®S™ 3 (H(A))]
ou S =sa, T =ta.

Soient a € H°(A), s,t,u des sections rationnelles de L telles que
sa,ta,ua € H(L® A). On se restreint & un ouvert U x U x ---x U, U étant
un ouvert de X ou s, t et u sont régulieres et a est inversible. Si on part
d’une section sa - ta-ua ® a™3 de S*HO(L ® A) ® S™"~3H%(A), on obtient
la section invariante :

m m
l:(sltg +32t1)}:uina,~] + (81“2 +32u1)ZtiHa,~
=3 i =3 [
m
+ [(t1U2+t2u1)ZSiHa{| + 31 + s2) Z tiu; Hal
=3 i

3<i#j<m

(t1 +t2) Z quI—[az (u1 + ug) Z tsJHal

3<iF#j<m 3<i#Fj<m

+ Z sitjuk Hai
i

3<i#j<m,itk
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La classe dans gr, (S3W ® A)|y,, de sa restriction a Uy est

[(Sltz + 32t1)a1a2 ® (U3 + -4+ um)a3 o am]
+[(s1u2 + sou1)a1a2 @ (t3 + - - + tm)ag - - - am)
+[(u1tz + usti)araz @ (s3+ - - + Sm)as - - am)

et chacune de ces composantes appartient & gry(S?Wi, ® A) @ W2 ® A3 ®
-++® Ay, Le reste est dans F2S*W ® Aly,,.

Comme on I’a déja vu, I'image dans HO(U, L®2® A®?)@H%(U, LR A)®
Sm=3HO(U, A) est —2sata®ua®a™ 3 —2saua®@ta®a™ 3 —2uata®@sa®@a™ >
donc si S = sa, T = ta, U = ua, v associe & STU @ a™ 3 — -2(STRU ®
a3+ U RT®a™ 3 +UT ®S®a™3), et la troisitme colonne de la
matrice s’écrit (0,7). ]

Remarque 5.15. — Par polarisation on peut trouver ’expression de
p sur des sections différentes, ou d; signifie qu’on omet le terme a; de
I’expression

1 m
p(S®T®a3a4~--am)= ;z-—_—i}:gSaz@T@)agd,am
=

5.6. Sections de S3(O(3)™) ® 29V,

On prend L = O(3), et A = O(1) sur X = P,. Alors

L% ® A = 0(10)

L®3® A®? = O(11)
L#2® A= 0(7)
L®A=0(4)

L®? ® A®? = O(8).

On pose E = H2(P,, O(1)). On a d = 29", Pour nous m = n + £2 =
n + 9. Afin d’utiliser la proposition préliminaire 2.6, on doit supposer
m — 2 > 10, c’est-a-dire n > 3. Mais les hypotheses du théoréme 3.4 nous
obligent & supposer 6 < n < 20. Les calculs vont donner une nouvelle
preuve du théoréeme 1.1 pour 6 < n < 11 et une preuve du théoreéme 1.1
pour 12 < n < 19.
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On veut calculer le noyau du morphisme « :
[HO(L®3 ®A4)® Sm_l(HO(A))]
@ [H'(L®? ® A) @ H(L ® A) ® S™~2(H’(A4))]
@ [S3H0(L ®RA)® Sm_?’(HO(A))]
R [HO(JILS ® A®?) @ S’"‘z(HO(A))]
& [HO(L®? @ A%?) @ HY(L ® A) ® S™3(H’(4))]
donné par la matrice de la proposition 5.13 :
(6 D 0)
0 p v)’
Ici HO(Q! ® L? ® A®?) = S1%1F se calcule & partir de la suite exacte
d’Euler. Le morphisme H°(gr; (S®W12) ® A%?) — HO(L®3 @ A®?) = SIE

est un morphisme surjectif puisque non nul et H(L®3 ® A®2) est une
représentation irréductible, d’ou un scindage de la suite exacte

0 — H(Q!' ® L® ® A%?) — H(gr, (S*Wia) ® A%?) — HO(L®3 ® A®?) — 0.
Cela entraine HO(gr; (S3W;5) ® A®?) =SYEQE.

Avant le résultat final on va donner deux lemmes préliminaires :

LEMME 5.16. — Le morphisme D’
HY(L®2® A)@c HY(L® A) =STE®S*E  sa®ta

Ho(gl'l (S3W12) ® A®2) = SlOE QF D(S, t)a2
est surjectif.

Preuve. — On a vu que €4 (D(s,t)) = —2st donc €4 (D(s,t)a?) =
—2sta®. Par suite le morphisme composé €, o D’ de H*(L®? ® A) ®¢
HY(L® A) = STE®S*E dans H(L®? ® A®?) = S!1E est le morphisme de
multiplication des sections, & une constante pres. Il est par suite non nul.

Si on se place sur 'ouvert U défini par X # 0, Y # 0 et on consideére
les sections s = 26, ¢t = Z3, a = X, fa =Y avec f = %, comme

D'(sa®tfa) = D(s,tf)a® = fD(s,t)a® — stdfa*

et
D'(sfa®ta) = D(fs,t)a® = fD(s,t)a® + stdfa?,

on obtient que
D'(sfa®ta — sa® tfa) = 2stdfa.

TOME 50 (2000), FASCICULE 5



1370 GENTIANA DANILA

Ces sections sont en effet globales et ceci montre que D'(Z°%Y ® Z3X —
Z8X ® Z3Y) est non nul et appartient 4 HO(Q! ® L? ® A®?) = SIO1E,
vu comme sous-espace de H%(gr; (S*W) ® A®2). Le morphisme D’ est donc
non nul sur chacune des composantes irréductibles de la représentation
SI°FE @ E, donc il est surjectif. A partir des décompositions en sous-
représentations irréductibles de S’E ® S*E et SI°FE ® E on déduit que
le noyau de D’ est de la forme S7*E + S83E + S92E. ]

LEMME 5.17. — L’image de Ker D par le morphisme p est incluse
dans 'image de v.

Preuve. — On rappelle que D = D' ®id. On a un diagramme

commutatif :

STE®S'E®S™?E -5 SPERS'E®S™CE

c'®id ' ®id

SYEQ E@Sm?E 25 SUE®E®S™3E
dans lequel les fleches verticales ¢’ et ¢’ sont les composées des contractions
naturelles entre le premier et le second facteur, et les fleches horizontales p
et p’ sont des contractions entre le premier et le troisieme facteur. Le noyau
de ¢’ est STAE + S83E + S%2E, égal au noyau de D'.

Il en résulte que p(Ker D’ ® id) est contenu dans Ker (¢” ® id). Ce
dernier noyau est (d’apres la proposition 2.6)

(S'?E +S*°E + 8™ E) @ S"°E

lequel est bien contenu dans I'image de v, d’apres le lemme 2.8 de la section
préliminaire. (]

PROPOSITION 5.18.

(i) L’espace des sections Ker o = HO(S3(O(3)™) ® 0) est isomorphe
aKer (V,D)® Ker v.

(ii) Sur P'ouvert Hilb{"(P2) considéré, coker o = H(S3(O0(3)™) ® 0)
est isomorphe a coker (V, D) & coker V.

Preuve. — Cela revient a vérifier que dans la suite exacte du serpent
associé au diagramme
0 — ¢ — AV — ADB — 0
v a l(%,ﬁ)
0 — ¢ — DpeE — D — 0
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avec A = SEQS™1E, B = STEQS'E®S™2E, ¢ = $¥(S*E)©S™3E,
D=SYE® E®RS™?E, ¢ = S®E ®S*E ® S"3E, c’est-a-dire dans la
suite :

0 — Ker 7 — Ker o — Ker (V, D) ©#) coker 7 — coker a

— coker (V, D) — 0

le morphisme de liaison (0, p) est nul. Cela revient & vérifier que I'image de
Ker (V, D) par (0, p) est contenue dans I'image de ».

On dispose également d’une suite exacte :

0 - KeeD 5 Ker(V,D) L,
v —  (0,v)

(u,v) — u.
LEMME 5.19. — Le morphisme 3 est surjectif.
Preuve. — 11 suffit de montrer que les éléments u de la forme w3a ®
az - a;, ont un antécédent par B, ou w € HO(L) et a,ay,...,a, € H°(A)

(on rappelle que L = O(3) et A = O(1) mais on préfere travailler ici avec les
fibrés quelconques L et A de départ pour une meilleure compréhension) et
ceci puisque sur Py le morphisme naturel S*H°(L)®H?(4)®S™1HO(A) —
H(L®3®A)®S™ 1HO(A) est surjectif et les éléments considérés engendrent
S*HO(L)®H°(A)®S™ 'H(A). On prend v = Y 1", (2w?a®cwa; +w?a; ®¢
wa) ® ag- - d;---an, et on remarque que (u,—v) € Ker (V,D) est une
préimage de u par 3. Rappelons que la notation d; signifie qu'on omet le
terme a; de ’expression. On utilise les formules de V et D sur des sections
différentes déduites de celles données dans 1’énoncé de la proposiion 5.13,
par polarisation, comme dans les remarques 5.14 et 5.15 :

§(f®‘12"'am)=Ev(§)a?®¢12"'dr"am

=2
et _ .
D(s®t®a3---am) = V(-t—)t2®a3...am
et le calcul nous donne que 6(u) + 5(—1}) = V~7(u) - Y~7(u) =0. O

LEMME 5.20. — L’image par le morphisme (0, p) de la préimage
par (3 d’un élément de 2 est contenue dans I’image de v.

Preuve. — Dans le lemme précédent on a trouvé un antécédent v
pour chaque générateur de . Comme deux antécédents d’un élément
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u de 2 different par un élément de Im~y, et que (0,p)(Imvy) C Imv
(lemme 5.17), il suffit de trouver un antécédent w par ¥ de la section
p(v) = Zi¢j(2w2aa]~ Qwa; +w?a;a;®wa)®az - -+ d; -+ dj -+ am. On prend
w = Zi#(wa cwa; - waj) ® ag---d;---dj--- A, et on vérifie bien que
v(w) = p(v). O

Ceci montre que (0, p)(Ker (V, D)) C Im 7. O

5.7. Calcul final.

A partir des annulations de la cohomologie supérieure indiquées dans
la démonstration du corollaire 4.8, remplacées dans la suite spectrale
associée & la résolution (4) de S*R ® 9, on obtient une suite exacte

0 — A3(S]E) ® H2(d) — A%(S*E) @ HY(O(3)™ ® 1)
— S*E @ H°(S*(0(3)™) ®0)
— H(S*(0(3)"™) ®0) —» H*(S*R ®0) — 0.

Le résultat de la proposition 5.18 nous donne
dim H°(S3(0(3)™) ® 0)
= dim 2 + dim Ker D + dim Ker &
= dimSE®S"*E + dimS'E®S*E® S"E
~dimSYE® E®S™E + dimS"*°E(dim S®°E
+dim S”*'E + dim $**?E + dim S**?E + dim $***E).
D’ou, en utilisant les lemmes 4.1, 4.10, 4.11
dim H(S*R ® 0) = dim H*(S*(O(3)'™) ® 9) — 10(dim SE ® S"*®E
+ dim S?(S*E) ® S"*"E — dim S®E @ S"17E)
+45dim S*E ® S"*8E — 120dim S"*°F
= %(n+ 1)(n+2)

et cela pour tout n tel que 6 < n < 19. On voit que dans ce cas on couvre
aussi le résultat obtenu au corollaire 4.8 pour ¢ = 2.

6. Conclusion.

Pour étendre les résultats ci-dessus au cas n > 20, on a besoin

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SECTIONS DU FIBRE DETERMINANT POUR LE PLAN PROJECTIF 1373

1) d’étendre le théoréme d’annulation de la cohomologie supérieure
des fibrés S(O(k)"™) ® 0 sur le schéma de Hilbert Hilb™(P);

2) de faire intervenir H%(gr,(S*W) ® 0) (pour i > 2) pour le calcul de
HO(S*(O(k)™) ® d), pour £ > 3.

Remerciements. — Les explications détaillées de J. Le Potier et le
soutien de N. Dan ont rendu possible ce texte. Une faute grave dans le
texte initial m’a été signalée par C. Mourougane. Je les remercie, ainsi
que D. Roessler et M. Brion, pour leur lecture patiente et les nombreuses
corrections.
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