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IMMERSIONS MINIMALES
ET IMMERSIONS PLURIHARMONIQUES

ENTRE VARIÉTÉS RIEMANNIENNES :
RÉSULTATS DE NON EXISTENCE ET DE RIGIDITÉ

par A. EL SOUFI et R. PETIT

1. Introduction.

/
Etant donnée une variété kàhlérienne M de dimension réelle m > 2,

il est bien connu que :

(A) il n'existe aucune immersion isométrique minimale de M dans
une variété riemannienne à courbure constante strictement négative,

(J3) toute immersion isométrique minimale de M dans une variété
kàhlérienne de courbure sectionnelle holomorphe constante strictement
négative, est holomorphe ou anti-holomorphe.

Ces résultats avaient été obtenus dans les années 80 de manière
indépendante par plusieurs auteurs (dont Sampson [18], Dajczer-Rodriguez
[l], El Soufi [4] pour le premier résultat, et Dajczer-Thorbergsson [2],
Udagawa [21] pour le second).

Dans la première partie de cet article, notre but sera de montrer que
ces phénomènes de non existence et de rigidité subsistent dans un contexte
bien plus général que celui décrit dans les résultats (A) et (-0). En effet,
nous montrerons, d'une part, que l'hypothèse "kàhlérienne" sur la variété
source M peut être remplacée par celle (réelle) de l'existence sur M d'une
2-fbrme parallèle non nulle. D'autre part, nous verrons que les conditions
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236 A. EL SOUFI, R. PETIT

sur la courbure de la variété but N dans (A) et (B) peuvent être affaiblies en
des conditions (ouvertes) de négativité portant seulement sur sa courbure
isotrope.

Ainsi, le résultat de non existence (A) peut être énoncé sous la forme
plus générale suivante (théorème 3.1) :

si M est une variété riemannienne de dimension paire m > 2 qui ad-
met une 2-forme parallèle non nulle, et si N est une variété riemannienne de
courbure isotrope strictement négative, alors il n'existe aucune immersion
isométrique minimale de M dans N.

Notons que si M est localement le produit d'une variété kàhlérienne
par une variété riemannienne, alors elle admet des 2-formes parallèles non
nulles. Par ailleurs, la notion de courbure isotrope a été introduite et utilisée
pour la première fois, à notre connaissance, par Micallef et Moore [12] (sa
définition est rappelée dans le paragraphe 2). Le signe de cette courbure suit
celui de l'opérateur de courbure, ainsi que celui de la courbure sectionnelle
lorsque celle-ci est ponctuellement 1/4-pincée ([12] et [6]). D'un autre côté,
la positivité, ou la négativité, de la courbure isotrope n'entraîne même
pas celle de la courbure de Ricci (cf. [12], [13] et [14]). Seul le signe de la
courbure scalaire est déterminé par celui de la courbure isotrope [13].

Sur une variété kàhlérienne N , la courbure isotrope s'annule nécessai-
rement sur certains plans isotropes ; ce sont les plans P = C{Z, W} tels que
{Z A W) ' = 0 (cf. §3). Néanmoins, il existe des variétés kàhlériennes dont
la courbure isotrope est strictement positive (resp. strictement négative)
sur tous les autres plans. On dira de ces variétés qu'elles sont de cour-
bure isotrope fortement positive (resp. fortement négative). C'est le cas
par exemple de l'espace projectif complexe CP71 (resp. de l'espace hyper-
bolique complexe CEP) muni de sa métrique canonique, ainsi que de toute
variété kàhlérienne à tenseur de courbure fortement positif (resp. forte-
ment négatif) selon la définition de Siu [20]. En particulier, la construction
de Mostow-Siu [15] fournit des exemples de variétés kàhlériennes non lo-
calement symétriques qui vérifient cette hypothèse de courbure isotrope
fortement négative.

Le résultat de rigidité (B) ci-dessus apparaîtra alors comme cas
particulier du théorème suivant (Théorème 3.2) :

si M est une variété riemannienne de dimension paire m > 2 qui
admet une 2-forme parallèle non nulle a, et si N est une variété kàhlérienne
de courbure isotrope fortement négative, alors l'existence d'une immersion
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isométrique minimale (j) de M dans N entraîne que a est une forme de
Kàhler sur M et que (p est holomorphe ou anti-holomorphe pour la structure
complexe induite par a sur M.

Autrement dit, si N est une variété kàhlérienne de courbure isotrope
fortement négative, alors les sous-variétés complexes de N sont les seules
sous-variétés minimales de dimension paire m > 2 admettant des 2-formes
parallèles non nulles.

Notre preuve des résultats sus-cités est fondée sur une formule du
type Weitzenbôck qui fait intervenir l'opérateur de Dirac D agissant
sur les formes à valeurs vectorielles (Lemme 2.2). L'utilisation de ce
formalisme (multiplication de Clifford et opérateur de Dirac) dans le cadre
des applications harmoniques (et donc des immersions minimales), avait
été sugérée par Gromov et Pansu [5]. Cependant, plusieurs des ingrédients
de cette méthode avaient d'abord été introduits et utilisés dans le cadre
spinoriel par Hijazi [7] et [8], Kirchberg [9], [10], Polombo [17], etc... .

Dans le cas où la variété but N est de courbure constante positive,
ainsi que le cas où N est kàhlérienne de courbure holomorphe constante
positive, des résultats semblables à (A) et (B) avaient été établis pour les
immersions isométriques pluriharmoniques issues d'une variété kàhlérienne
M à valeurs dans N (cf. [2], [4], [21]). Rappelons à cet effet qu'une
immersion (j) définie sur une variété kàhlérienne M est dite pluriharmonique
(ou encore circulaire, ou (1, l)-géodésique) si sa seconde forme fondamentale
est anti-invariante pour la structure complexe de M. Cette notion de
pluriharmonicité est intermédiaire entre l'holomorphie et la minimalité
car toute immersion holomorphe est pluriharmonique et toute immersion
pluriharmonique est minimale.

Au paragraphe 4 du présent article, nous nous intéressons à ce type de
résultats et nous montrons que ceux-ci restent valables lorsqu'on affaiblit
les hypothèses sur la courbure de N en les remplaçant par des hypothèses
de positivité portant sur sa seule courbure isotrope.

Les résultats que nous obtenons dans ce cadre ont en fait une portée
encore plus générale. En effet, la notion d'immersion pluriharmonique se
généralise de manière naturelle au cas où la variété source M n'est pas
nécessairement kàhlérienne, mais seulement munie d'une 2-forme harmoni-
que non nulle a (i.e. a appartient au noyau de -D) : si M est une telle variété,
une application 0 définie sur M sera dite a-pluriharmonique si la forme d(f)
appartient au noyau de l'opérateur [D, a] = Da—aD (où D est l'opérateur
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238 A. EL SOUFI, R. PETIT

de Dirac et où a agit par multiplication de Clifford). Dans le cas particu-
lier où a est une forme de Kàhler, les applications a-pluriharmoniques sont
exactement les applications pluriharmoniques ; l'opérateur [D, a] est connu
dans ce cas sous le nom de "Kàhler twist" de D. Les principaux résul-
tats que nous obtenons sur ce thème se présentent en fait commme suit
(Théorèmes 4.1 et 4.3) :

si M est une variété riemannienne de dimension paire m > 2 munie
d'une 2-forme parallèle non nulle a, alors,

i) il n'existe aucune immersion isométrique a-pluriharmonique de M
dans une variété de courbure isotrope strictement positive,

ïï) s'il existe une immersion isométrique a-pluriharmonique 0 de M
dans une variété kàhlérienne de courbure isotrope fortement positive, alors
a est une forme de Kàhler et (f) est holomorphe ou anti-holomorphe,

iii) toute immersion isométrique minimale de M dans une variété de
courbure isotrope non positive est a-pluriharmonique.

De plus, dans le cas où M est compacte, les assertions (i) et (h) restent
valables lorsque la forme a est seulement supposée harmonique.

Ces résultats nous permettent non seulement de généraliser les résul-
tats antérieurs concernant les immersions pluriharmoniques de variétés
kàhlériennes, mais aussi d'obtenir des résultats d'annulation et d'unicité
pour les 2-formes parallèles ou harmoniques, eu égard au fait que l'appli-
cation identité d'une variété riemannienne est toujours a-pluriharmonique,
quelle que soit la 2-forme a. En effet, nous en déduisons (Corollaires 4.3 et
4.4, Proposition 4.1) que,

si M est une variété riemannienne de dimension paire m > 2 et

i) si M est compacte de courbure isotrope strictement positive, alors
son second nombre de Betti est nul,

ii) si la courbure isotrope est strictement positive ou strictement néga-
tive en au moins un point de M, alors toute 2-forme parallèle sur M est
nulle,

iii) si M est kàhlérienne de courbure isotrope fortement positive ou
fortement négative en au moins un point, alors la forme de Kàhler de M
est, à une homothétie près, l'unique 2-forme parallèle sur M.

L'assertion (i) avait également été obtenue de manière indépendante
par Micallef-Wang [13] et Seaman [19].
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2. Equation principale.

Tout au long de cet article, M et N désigneront deux variétés
nemanniennes connexes de dimensions respectives m ^ 2 et n ̂  2. Tous
les produits scalaires induits par les métriques g et g ' de M et de N seront
notés < , >. Si (j> est une application différentiable de M dans N on
désignera par ^TN le fibre image réciproque induit sur M par </>. Dans ce
qui suit V sera soit le fibre trivial M x R soit le fibre (f>*TN.

Si on désigne par fî(V) = CpeN"^) l'espace des formes différen-
tielles sur M à valeurs dans V, alors, pour tout a, (3 ç SÎP(V) et tout x e M
on pose : '

<a^>=~p\ ^ <Q'(e*l'e^•••,e,„),/î(e^,e^...,ei„)>,
îl,t2,...,tp

où {^Lssm désigne une base ff-orthonormée de T^M.

Soit ÎÎ(M) = (BpçN^M) l'espace des formes différentielles réelles
sur M (i.e. Î2(M) = f2(M x R)). Le produit extérieur a A f3 d'une forme
vectorielle a e ÎÎP(V) contre une forme réelle /? ç Î^(M) est une forme
vectorielle de degré p + q qui se définit de manière naturelle. De plus, via
l'isomorphisme canonique entre !Î(V) et ÎÎ(V*), nous pouvons définir le
produit extérieur entre formes vectorielles :

sy(V) x fîî(V)^ SÎP+"(M)

( a , f3 ) i-> a A f3.

Si <r e îîî(V) est une ç-forme, alors, pour tout p ^ q, on appelle produit
intérieur par a l'opérateur i(a) : fV(M) ^ ^-"(V) donné pour tout
a € nP(M). tout /? e îy-î(V) et tout x e M par

< i(cr)a, f3 > (x) =< a, a A /? > (a;).

La multiplication de Clifford à gauche (resp. à droite) est l'opération (cf.
Lawson-Michelsohn [11]) :

fî^V) x ÇIP(M) ̂  ^Î(V)

( a , a ) »->• (T.a = cr A a - î((r)a

^ resp. ( a , a ) i->. a.cr = (-l)»'̂  A a + î(o-)a) ).
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On désignera par V toutes les connexions canoniques associées aux
métriques riemanniennes de TM et de V ' . On a alors, pour tout a ç ^(V),
tout a e ̂ (M) et tout X <E TM,

Vx(a.a) = (VxûQ.cr + œ(Vxcr).

L'opérateur de Dirac agissant sur Çl(V) est l'opérateur D = d-\- 6, où d et
6 désignent respectivement la différentielle et la codifférentielle extérieures
(cf. [EL]). Si {^i}^rn es^ un ^P6116 ^-orthonormé local de M, alors on a
D = Ez ^.Ve,, où {e,*}^ est le repère dual de {e,}^.

Dans ce qui suit, une 2-forme a e ^(M) sera dite harmonique (au
sens fort) si Da = 0 (i.e. da = 6a = 0). Noter qu'une telle 2-forme vérifie
A a = (d6 + 6d)a = 0. La réciproque étant vraie dans le cas où M est
compacte.

La première étape dans la preuve des résultats est le

LEMME 2.1. — Si a e f^(M) est une 2-forme harmonique, alors pour
tout X, Y e TM, on a
(1)
(D(a.d0)-a.P(d0))(X,V) = 2(vd0((z(X)a)^,y)-V^(X, (^(V)^)),

où (î(X)a)^ désigne le champ de vecteurs associé canoniquement a la
1-forme i(X)a.

Preuve.— Soit {e^} un repère orthonormé local au voisinage d'un
point x de M. On a

(2) D(a.d^) = ̂ e;.Ve,(a.d0) = ̂ e;.(Ve,a.^ + a.Ve,^)
î î

= Da.dcj) + ̂  e,*.a.Ve,d0,
î

car la multiplication de Clifford est associative. Or on a d'une part Da = 0
et, d'autre part, e^.a = a.e^ — 2^(e^)Q/. Donc, (2) donne

(3) D(a.d^) = a.D{d(f)} - 2^(e,*)o/.Ve^.
i

En développant (3) on obtient

(4) D(a.d(t))-a.D(d(^) = 2^Ve^0Az(e,)a+2^Vd0(e,,e,)a(e,,e,).
ï î j
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Du fait que le hessien est symétrique on déduit que

^ Vd(/)(e,, e^-)a(e,, Cy) = 0.
i j

Appliquée à X, Y ç T^M, l'équation (4) donne

(D(a.d(f))-a.D(d(l)))(X^Y)

--= 2 ̂  (W0(e,, X)a(e^ Y) - V^(e,, Y)a(e^ X)).
i /

Sachant que (i(X)a)^ = E^(^)e, et {i(Y)a)# = E^(^)e,, on
déduit immédiatement le résultat, m

Notons respectivement K ' et p ' la courbure sectionnelle et l'opérateur
de courbure de N. On désigne par T^N le complexifié de l'espace tangent
à N au point y , et par ̂  et ( , ) les extensions naturelles respectives de
p ' et de < , > à A*T^7v.

À chaque 2-plan P = C{Z, W} c Î^Tv, on peut associer un nombre
réel, appelé courbure sectionnelle complexe de P, en posant

(p'^Z /\WY(Z /\W)}
^c(P) = K'^Z /\W)= v c h{ ) ) .

(Z A W, Z A W\

Noter que si {Z^Z^} est une famille orthonormée dans TyN, alors K\Z^ A
%) = ^((z! +^2) A (Z2 +zZi)). Par suite si ̂  est négative (resp.
positive) alors K ' est partout négative (resp. positive). Un vecteur Z =
X + iY e T^TV est dit isotrope si (Z, Z) = 0 (i.e. \X\ = \Y\ et
< x^ >= °)- un P^n P est dit isotrope s'il est formé de vecteurs
isotropes. On appellera courbure isotrope de N la restriction de K'^ aux
plans isotropes.

On rappelle que, si a est une 2-forme sur M, alors, pour tout x <E M,
il existe une base orthonormée {ej^ de T^M telle que

a(a;) --= a^e\ A e;̂  + ... + a^ A e^,

où {^z^^m est la base duale de {ej^, d = [m/2] est la partie entière de
m/2, et où les a, sont des réels positifs ou nuls. Une telle base sera dite
a-standard.

Les résultats de cet article sont fondés sur l'équation suivante :

TOME 50 (2000), FASCICULE 1
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LEMME 2.2. — Si (f) est une immersion isométrique de M dans N ,
alors, pour toute 2-forme harmonique a sur M et tout x G M, on a

(5) \D(a.d(f))\2 = m^TïfH2 + 4 < V*Va, a > +4^(a),

où H est le vecteur courbure moyenne de (f) (i.e. H = ̂ trace^ Vd(f)), V*V
le laplacien brut de M, et où, dans une base a-standard {ej^^ de T^M,

R^o} = ̂  K'^Zi A Z,)(a, + a,)2

zj^d

+ ̂  K'^Z, A ^)(a, - a,)2 + Xm ̂ (^L + K^)a,2
ij^d i<^d

avecZi = -^(ei-{-ie^) i' =i-\-d K^ = Kl(ei^ej) et \rn =m-2[m/2].

Noter que les plans engendrés par les couples de vecteurs [Zi, ̂ j}i^j^d
et {Zi^Zj}^^ij^d ci-dessus sont des plans isotropes.

Preuve. — Sachant que d(j) est fermée en tant que 1-forme à valeurs
dans ^TN, on a Ddcf) = 6d(f) = -mH. On peut donc réécrire (4) sous la
forme

D(a.d(f)) = -mHa + 2 ̂  i(ei)h A î(e,)a,
i^m

où h = \/d(f> est la seconde forme fondamentale de 0, et où {e^}^^ est
une base orthonormée quelconque de Te M. En considérant la norme de
D(a.d(j)) on obtient :

\D{a.d(f>)\2 =m2\H\2\a\2 - ̂ m^ < aH,i(ei)h A î(e,)a >
z^m

+4|^î(e,)ftAî(ei)a|2,
ii^m

=m2\H\'2\a\<2 - 4m ̂  < H, h^ > a^û^
ij,k

(6) + 4 ̂  < /i^, ̂ ^ > aikâjk - 4 ̂  < /î  ^-jz > ̂ jk^u,
î,j,fc,Z ij,k,l

où /i^ = h(e^ej) et o:̂  = Q'(e^ Cj). D'autre part la formule de Weitzenbôck
classique appliquée à a donne

Aa=V*Va+J?(a),
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où A == d6 -I- 6d et où

Jî(a)(X, Y) = a(Ric(X), Y) + a(X, Ric(Y)) - ̂  J?(X, Y, e,, e,)^-,
ÎJ

ici Rie désigne la courbure de Ricci de M. D'après les hypothèses, on a
da = 6a = 0. Donc AQ = 0 et
(7)
< V*Va,a >= - < R{a),a >= - ̂ Ric^-a^o^ + „ ̂  RjkuOiuOjk,

i,j,k i,j,A;,f

où Ric^ = Ric(e^ Cj) et Rjkii = R{e^ ^k^i^i)' Or, les équations de Gauss
donnent, pour tout X, Y, Z, W :

R{X, y, z, w) = R\X, y, z, w)^ < /i(x, z), /i(v, w) >
- <h(X,W),h(Y,Z) >

Ric(X, Z) = r<^(X, Z) + m < H, h(X, Z) > - ̂  < /î(X, e^-), /i(Z, e^) >,
j^m

où r^(X, Z) = ] > - ^ ̂ (X, ̂ •, Z, ej). En remplaçant dans (7) on trouve

< V*Va, a > = -R^a) - m ̂  < H, hij > a^û^
ij^

+ ̂  < hn,hji > aikOjk 4- „ ̂  < hij.hki > auOijk
i,j,k,l l'j^^

(8) - , ^ < hji.hik > Oiuajk,
ij,k,l

où R^{a) = ̂ j^ ^j^kOijk - i Eîj,fc,z ^jkii^^jk avec r^ = r^(e,, e^) et
jR'^^ == R'[ej^ek,Ci^ei). La combinaison de (6) et de (8) donne

|D(a.^)|2 = m2!^!2!^!2 + 4 < V*Va,a > +4^(a).

Reste à exprimer R^{a) dans une base a-standard. Or si {e^}^^ est une
telle base on a

( Ctk si k ^ d et l •==- k'
Oiki = —dk si l ^ d et l' = k

0 sinon.

On en déduit

(9) R^a) = j^(ru + r^)a2 - 2 ̂  R^^a,a,.
if^d ij^d

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



244 A. EL SOUFI, R. PETIT

En développant (9) on obtient

^(a) = \ E (^ + ̂ w + ̂ w + ̂ w)(^ + ̂ 2)
ij^d

(10) + Xm ̂ (R'imim + R'i'mi'm)^ - 2 ̂  ̂ ,^,0^.

i^d ij^d

En utilisant les identités aj + aj = \ ((ai + o^)2 + (û^ - a^-)2') et a,a^ =

^ [(û^ + o^-) — (a^ — aj) ) , l'équation (10) devient

^(a) = ̂  E (JR^. + ̂ W + JR^-^- + ̂ ^^ - 2^/,y)(a, + a,)2

ij^d

+ 4 E ( '̂̂  + ̂ J'^' + ̂ i'Ji'J + ^ i ' j ' i ' j ' + ̂ 'ii'jj^i - ̂ )2

îj^d

+XmE(^-+^/-)a?<
^d

En revenant à la définition de K^ on déduit le résultat. D

3. Immersions minimales
dans les variétés de courbure isotrope négative.

Dans ce paragraphe, nous examinons le cas où la variété N est de
courbure isotrope négative. On notera P^ÇM) = {a e ^(M^Va == 0},
l'espace des 2-formes parallèles sur M. On rappelle qu'une immersion
isométrique (f) de M dans N est dite minimale si son vecteur courbure
moyenne H est nul en tout point a; de M.

Le premier théorème que nous obtenons dans ce paragraphe est un
résultat de non existence qui s'énonce comme suit :

THÉORÈME 3.1.— Soit M une variété riemannienne de dimension
paire m > 2 teiie que P^M) -^ {0}. Soit N une variété riemannienne à
courbure isotrope strictement négative. Alors il n^existe aucune immersion
isométrique minimale de M dans N.

Ce théorème étend un certain nombre de résultats connus (voir par
exemple Dajczer-Rodriguez [l], El Soufi [4], Sampson [18]) obtenus dans
le cas particulier où M est kàhlérienne et avec une hypothèse plus forte
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sur la courbure de N. En effet, notre hypothèse sur la courbure de 7V
est en particulier réalisée dans le cas où l'opérateur de courbure de N
est strictement négatif, ainsi que dans le cas où la courbure sectionnelle
de N est négative et (ponctuellement) strictement 1/4 pincée (cf.[6]). Par
ailleurs, le plongement canonique du plan hyperbolique E2 dans l'espace
hyperbolique IHI^ montre la nécessité de l'hypothèse m 7^ 2.

Dans le cas où N est une variété kàhlérienne dont on note J ' la
structure complexe, on a une décomposition du fibre tangent complexifié
TN^ en deux sous fibres TTV150 et T7V0'1 telle que

TN^- =TNlJ()eT?-l.

En chaque point y de N , la fibre TyN170 (resp. TyN0^) est l'espace propre
de J ' pour la valeur propre i (resp. —î). Cette décomposition induit une
décomposition de /^TN^' sous la forme

/\2j^C ̂  /\2,0j^ ̂  A^TTV C A^TTv.

Comme N est kàhlérienne, la restriction de p^ à A^TJV et à A^T^V
est identiquement nulle. En particulier, si P = C{Z, W} C T^N est un 2-
plan tel que (Z A W)1'1 = 0, où (Z A W)1'1 est la composante dans A^TTV
de Z A W, alors la courbure sectionnelle complexe K^(P) de P est nulle.
Par conséquent, il n'existe pas de variété kàhlérienne de courbure isotrope
strictement négative. Cependant il existe des variétés kàhlériennes dont
la courbure isotrope est strictement négative sur tous les plans sauf ceux
vérifiant la propriété (Z A W)1'1 = 0 ci-dessus.

DÉFINITION.— On dira qu'une variété kàhlérienne est de courbure
isotrope fortement négative au point y si sa courbure isotrope en y est
strictement négative sur tous les plans isotropes P = C{Z, W} C T^N tels
que(Z /\W)1'1 ^0.

Noter que dans [20], Siu introduisit pour les variétés kàhlériennes la
notion de tenseur de courbure fortement négatif (resp. fortement positif).
Cette propriété du tenseur de courbure équivaut en fait à dire que la
courbure sectionnelle complexe est strictement négative (resp. strictement
positive) sur tous les plans P = C{Z, W} C T^N tels que (Z A W)1'1 ̂  0.
Par suite, une variété kàhlérienne à tenseur de courbure fortement négatif
(resp. fortement positif) est en particulier de courbure isotrope fortement
négative (resp. fortement positive). Noter que les variétés kàhlériennes à
courbure sectionnelle holomorphe constante négative (resp. positive), sont
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des exemples particuliers de variétés à courbure fortement négative (resp.
fortement positive).

On rappelle qu'une application (j) d'une variété kàhlérienne (M, g, J )
dans une variété kàhlérienne (7V, ̂ ,J') est dite holomorphe (resp. anti-
holomorphé) si, pour tout X e FM, J'd^X) = d(f)(JX) (resp. J'd^X) =
-d^(JX)).

THÉORÈME 3.2. — Soit M une variété riemannienne de dimension
paire m = 2d > 2 telle que P^M) ̂  {0}, et soit N une variété kàhlérienne à
courbure isotrope fortement négative. S'il existe une immersion isométrique
minimale (j) de M dans N , alors

i) dim ?2(M) = 1 et ?2(M) est engendré par une forme de Kàhler a,

n) 0 est holomorphe ou anti-holomorphe pour la structure complexe
induite par a sur M.

Dans le cas particulier où M est une variété kàhlérienne, les deux
théorèmes précédents donnent lieu au :

COROLLAIRE 3.1.— Soit M une variété kàhlérienne de dimension
m > 2. Alors

a) II n'existe aucune immersion isométrique minimale de M dans une
variété riemannienne N a courbure isotrope strictement négative.

b) Toute immersion isométrique minimale de M dans une variété
kàhlérienne N à courbure isotrope fortement négative est holomorphe ou
anti-holomorphe.

Preuve du théorème 3.1.— Soit a ç ?2(M), a ^ 0. L'équation (5)
donne, pour toute immersion isométrique 0 de M dans N ,

|^(a.^)|2=m2|^|2|a|2+4^(a),

d'où

m2!^!2^!2 ^ -4J4(a).

D'autre part, les plans engendrés par les vecteurs {Z,, Z,}i^j^ et
{Zi,Zj}^ij^^ définis dans le lemme 2.2, sont des plans isotropes. Les
hypothèses K^ < 0 sur les plans isotropes et m pair ^ 4, entraînent donc
que R^{a) est strictement négative. D'où H ^ 0 et 0 n'est pas minimale.D

Preuve du théorème 3.2.— Supposons qu'il existe une immersion
isométrique minimale (f) de M dans N et soit a e ?2(M)\{0} qu'on
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choisit telle que |a|2 = d. L'hypothèse sur la courbure de N entraîne que
R^(a) ^ 0. L'équation (5), nous dit alors que R^(a) est identiquement nul.
Par suite, si {e,},^ est une base a-standard de T^M, où x e M, alors on
a, pour tout ij ç {1 , . . . ,d},

(11) ^c^AZ^+a,)2^

et

K^Z,/\^)(a,-ajf=^

dont on déduit

(12) (K'^Z, A Z,) + K^Z, AZ^))(a2 - a,2) = 0.

La suite de la preuve utilise le lemme suivant :

LEMME 3.1.— Soient Z et W deux vecteurs linéairement indépen-
dants de T^N. Si (ZATV)1 '1 = 0, alors (ZAÏÏ7)1'1 ^ 0 et, ou bien
Z1'0 = W1'0 = 0, ou bien Z°'1 == W0'1 = 0.

Preuve. — On a (Z A W)1-1 = Z1-0 A W°-1 + Z°'1 A W1-0 = 0, c'est-
à-dire :

Z1'0 A TV051 =W1 'OAZO '1 .

Si Z1'0 A W°'1 = W^0 A Z0'1 ^ 0, alors, en effectuant respectivement le
produit extérieur par W1^, puis par W0-1, on trouve, W1^0 = aZ1'0 et
W°-1 = /3Z O ' l ,oùa ,^eC. Ce qui donne 0 = (Z A IV)1'1 = (/3 - a)Z1'0 A
Z°'1, c'est-à-dire : /3 = a et W = aZ. Or Z et W sont supposés linéairement
indépendants. Par suite, on a nécessairement Z^Aiy011 = ^^"AZ0'1 = 0.
Ces dernières équations entraînent, comme Z et W sont non nuls, que,
ou bien Z1'0 = W^_ = 0, ou bien Z°'1 = W°'1 = 0. Maintenante
(Z A TV) ' = Z1'0 A nr'1 + Z°'1 A W1'0 = Z1'0 A W^° + Z°'1 A H70^.
D'après ce qui précède, l'un de ces deux derniers termes est nul. L'autre
terme est alors automatiquement non nul et donc (Z A W)1'1 ̂  0. D

Suite de la preuve du théorème 3.2 :

• On a ai = ... = ad = 1 et, ou bien Z1'0 = ... = Z1'0 == 0, ou bieny0,i _ ^0,1 ^ i d ^z! - • • • = ^d = 0>

En effet, d'après le lemme précédent, et comme les Z, sont linéaire-
ment indépendants, on ne peut pas avoir simultanément (Z^ A Z^)1'1 = 0 et
(Zi f\ZjY =0 (pour i 1=- j). Par suite, vu l'hypothèse sur la courbure de
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7V, on a, pour tout ij ç { ! , . . . , d}, i ̂  j, (K^{Z^Zj}+K^(Z^~Z])\ < 0,
et donc par l'équation (12), a? = a2 c'est à dire ai = aj (les a,i étant posi-
tifs). D'où ai == . . . = ad = — = 1. L'équation (11) entraîne que, pour tout
%j 6 { 1 , . . . ,d}, J^(Zz A Z^) = 0 et donc que (Z, A Z^)1'1 = 0. D'après
le lemme 3.1, on a donc, pour tout i 6 {1 , . . . ,d}, Z^'° = 0 ou Z°'1 = 0.
S'il existe i et j tel que Z^'0 = 0 et Z^1 = 0, alors (Z, A Z^)1'1 = °. ce çim

n'est pas possible. Donc, soit tous les Z^'° sont nuls, soit tous les Z°'1 sont
nuls.

• La forme a induit sur M une structure kàhlérienne pour laquelle 0
est holomorphe ou anti-holomorphe :

En effet, soit J le champ d'endomorphismes associé à la forme a via
la métrique g , i.e. pour tout X, Y ç. FM,

a(x,r)=p(jx,y).

D'après ce qui précède, si {^}^d est une base a-standard en un point x de
M, on a a(.r) = ]Ci<d ̂ ^i' et donc, pour tout i ^ d, J(e,) == e,/ et J(e^) =
—e^. Par suite, J2 = —Id et J est une structure presque hermitienne sur
M. Comme a et p sont parallèles, J est parallèle (et donc intégrable) et
induit une structure kàhlérienne sur la variété M. Par ailleurs, d'après
l'étape précédente, on a au point rr, ou bien, Z^° = 0 pour tout î, ou bien
Z°'1 = 0 pour tout i. Or, on a Z^'0 = -^(e, + ̂ /)1'0 = ̂ ((-^ +

J ' e ^ + z(Je, - J'e,)) et Z011 = ̂  ((-Je,, - J ' e ^ + z(Je, + J'e,)). Par

suite, la nullité des Z^° (resp. des Z°'1) équivaut à l'égalité J ' , ^ ^ = J/T^M
(resp. J^ ^ = — J / T ^ M ) ' En particulier, J ' préserve les espaces tangents
à M et induit donc une structure complexe J^ sur M telle qu'en tout
point a; de M, on ait J^ = J ou J^ = —J. Par un argument classique de
connexité, on montre que l'on a ou bien J^ = J (i.e. 0 est holomorphe) ou
bien J^ = —J (i.e. (/) est anti-holomorphe) sur M toute entière.

• On a dim P^M) = 1 :

Si (3 est une autre 2-forme parallèle non nulle sur M, alors d'après
ce qui précède, f3 induit sur M une structure kàhlérienne Ji telle que
J^ = J^ ou J0 = —Ji. D'où Ji = J ou Ji == —J, et donc a et /? sont
proportionnelles. Ce qui termine la démonstration du théorème. D
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4. Immersions isométriques pluriharmoniques,
a-pluriharmoniques, et applications.

• Préliminaires

On rappelle qu'une application 0 d'une variété kàhlérienne (M, g , J )
dans une variété riemannienne N est dite pluriharmonique si la par-
tie J invariante de Vd0 est nulle (i.e. pour tout X, Y ç TM, on a
Vc^(X, Y) +W^(JX, JV) = 0, ou de manière équivalente, W<^(JX, Y) -
Vd<^(X, JY) = 0). Une immersion isométrique pluriharmonique est tou-
jours minimale.

Cette notion peut être généralisée de la façon suivante :

DÉFINITION.— Soit H^(M) = {a e ^2{M),da == 6a = 0} l'espace
des 2- formes harmoniques sur M. Pour toute 2-forme a € H^ÇM), on dira
qu'une application (j> de M dans une variété N est a-pluriharmonique si
D(a.d(f)) =a.D{d(j)).

Dans le cas particulier où a est une forme de Kàhler, on a le

LEMME 4.1. — S'oit M une variété kàhlérienne et soit a sa forme de
Kàhler. Une application (f) de M dans une variété riemannienne N est a-
pluriharm onique si et seulement si elle est plurîharmonique.

Preuve.— Si J désigne la structure complexe de M, on a, pour
tout X,Y e TM, a(X,V) = g(JX,Y). La 2-forme a est parallèle, donc
da = 6 a = 0, et on a (i(X)a)^ = JX. L'équation (1) devient dans ce cas :

(D(a.dcf)) - a.D(d(f))\ (X, Y) = 2 (w</>(JX, Y) - V^(X, JY)).

D'où l'équivalence. D

Notons que la a-pluriharmonicité n'implique pas toujours la minima-
lité. Toutefois on a le

LEMME 4.2. — Si M est une variété riemannienne de dimension paire
et si a € H'z(M) est de rang maximum en tout point de M, alors, toute
immersion isométrique a-pluriharmonique (j) de M dans une variété N est
minimale.

Preuve.— Soit a e H^(M) et soit (f) une immersion isométrique a-
pluriharmonique de M dans 7V. D'après le lemme 2.1, pour tout X,Y e
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TM, on a :

w^((2(x)û0^y) - w<^(x, (^(y)^) = o.
Soit x un point de M et {e^}^^ une base a-standard de T^M telle que

Oi{x) = y^a^Ae^.
^d

Pour tout î ^ d, on a

VW(e,)a)^) - W(/)(e,, (i(e^a)*)

= a^W0(e^eî)+Vd<^(e^,e^)) =0.

Si maintenant a est de rang maximum, alors tous les ai sont non nuls et
on a, pour tout i ̂  d,

Vc^(e,, e,) 4- Vd0(e^, a, ) = 0,

ce qui entraîne

mH(x) == ^(Vd0(e^e,) + Vd0(e^e,/)) =0. D
î^d

Cette même preuve permet de voir que, dans le cas particulier où
M est orientable de dimension 2, la minimalité et la a-pluriharmonicité,
a 7^ 0, sont deux notions équivalentes.

• Résultats de non existence et de rigidité

Dans le cadre des applications a-pluriharmoniques, l'équation princi-
pale nous permet d'établir les résultats suivants :

THÉORÈME. — Soit M une variété riemannienne de dimension paire
m > 2 et soit N une variété riemannienne.

a) Si la courbure isotrope de N est strictement positive ou strictement
négative, alors, quelle que soit a ç. P^(M), a ^ 0, il n'existe aucune
immersion isométrique a-pluriharmonique de M dans N.

b) Si la courbure isotrope de N est non positive, alors, toute immersion
isométrique minimale de M dans N est, pour tout a ç P'z{M), a-
plurîharmonique.
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Notons que les espaces localement symétriques de type non compact
ont une courbure isotrope non positive.

Dans le cas particulier où M est kàhlérienne, on déduit immédiate-
ment du théorème 4.1 et du lemme 4.1, le

COROLLAIRE 4.1.— Soie M une variété kàhlérienne de dimension
m > 2. Alors

a) II n'existe aucune immersion isométrique pluriharmonique de M
dans une variété N de courbure isotrope partout strictement positive ou
strictement négative.

b) Toute immersion isométrique minimale de M dans une variété
riemannienne N de courbure isotrope non positive est pluriharmonique.

Le cas particulier où N est de courbure constante dans ce corollaire
correspond au résultat de Dajczer-Rodriguez [1].

Preuve du théorème 4.1.— Si a e P^M) et (f) une immersion
isométrique de M dans N. L'équation du lemme 2.2 donne en tout point
de M

\D(a.d(/))\2 = m^HW + 4^(a).

a) Si la courbure isotrope de N est strictement positive (resp. stricte-
ment négative) alors on a (avec m = 2d > 2) R^(a) > 0 (resp. R^{a) < 0).
D'où, D(a.d(f)) ^ —mHa = a.Dd(f) et l'application (f) ne peut être a-
pluriharmonique.

b) Si la courbure isotrope de N est non positive, alors on a R^(a) ^ 0
et donc

^(a.d^l^m2!^!2!^2.

Par suite, si (f) est minimale (H = 0), alors on a nécessairement D(a.d(f)) =
0 = a.Ddcf), c'est-à-dire que (f) est a-pluriharmonique. D

Le plongement canonique de la sphère S2 dans S71 montre la nécessité
de l'hypothèse sur la dimension de M dans ce théorème. Par ailleurs,
le plongement canonique de l'espace projectif complexe CPd dans CP71,
où n ^ d, est évidemment pluriharmonique (car totalement géodésique)
alors que la courbure isotrope de CP^ est partout non négative (mais non
strictement positive). Par suite, notre hypothèse sur la courbure de N ne
peut être remplacée par l'hypothèse plus faible "courbure isotrope de N
non négative". Enfin, les plongements canoniques de CP^, ou du produit
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des sphères S2 ( ̂ / 1 / d ) x . . . x S2 ( ̂ / 1 / d ) , dans iS'71, qui sont des plongements
minimaux, montrent bien pourquoi ce résultat de non existence ne concerne
que les immersions a-pluriharmoniques (et non les immersions minimales).

Dans le cas où M est compacte et où N est à courbure isotrope
strictement positive, le résultat de non existence du théorème 4.1 a) s'étend
à toutes les immersions a-pluriharmoniques, où a € H^ (M) est n'importe
quelle 2-forme harmonique non nulle.

THÉORÈME 4.2. — Soit M une variété riemannienne compacte de
dimension paire m > 2 et soit N une variété riemannienne à courbure
isotrope strictement positive. Alors, quelle que soit a çz H^(M), a ̂  0, il
n'existe aucune immersion isométrique a-pluriharmonique de M dans N.

Preuve. — Soit a G H'z(M). On a da = 6a = 0. Si (f) est une immer-
sion isométrique a-pluriharmonique, alors, \D(a.d(/))\2 = m'2\H\'2\a\2^ et,
l'équation (5) devient

(13) < V*Va, a > +^(a) = 0.

Comme M est compacte, on peut intégrer (13) par rapport à la forme
volume canonique Vg de M. Ce qui donne

(14) / |Va|2^ + ( R^(a)vg = 0.
J M J M

Or, les hypothèses entraînent que R^(o) > 0. D'où le résultat. D

Lorsque la variété but N est kàhlérienne, nous obtenons le résultat
de rigidité suivant :

THÉORÈME 4.3. — Soit M une variété riemannienne (resp. compacte)
de dimension paire m > 2 et soit N une variété kàhlérienne à courbure iso-
trope fortement positive. On suppose qu'il existe une immersion isométri-
que a-pluriharmonique (f) de M dans N pour un certain a G ?2(A^) (resp.
a C H^M)), a ̂  0. Alors :

i) a est une forme de Kâhler sur M,

ii) ?2(M) == Ra (resp. b^M) = 1),

il) (f) est holomorphe ou anti-holomorphe pour la structure complexe
induite par a sur M.
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Nous en déduisons immédiatement le

COROLLAIRE 4.2. — Soit M et N deux variétés kàhlériennes de
dimensions réelles strictement supérieures à 2. Si N a ime courbure isotrope
fortement positive, alors, toute immersion isométrique pluriharmonique de
M dans N est holomorphe ou anti-holomorphe.

Ce corollaire généralise les résultats de Dajczer-Thorbergsson [2] et
Udagawa [21] qui concernaient le cas où N est l'espace projectif complexe.

Preuve du théorème 4.3.— Soit a e P^(M)\{0} (resp.
a ç H^(M)\{0}). Si (/) est une immersion isométrique a-pluriharmonique,
alors on a \D(a.d(f))\2 = m2!^!2!^!2, et donc, d'après (5), R^(a) = 0 (resp.
d'après (14) a est parallèle et R^{o) = 0). La suite de la preuve est iden-
tique à celle du théorème 3.2. D

• Applications

L'application identité d'une variété M est clairement a-pluriharmo-
nique pour tout a G H^ÇM). Cette remarque nous permet de déduire de
ce qui précède un certain nombre d'applications intéressantes.

En effet, nous avons vu ci-dessus qu'une variété kàhlérienne ne pouvait
avoir en aucun de ses points une courbure isotrope strictement positive
ou strictement négative. Ce résultat concerne en fait toutes les variétés
admettant des 2-formes parallèles non nulles.

PROPOSITION 4.1.— Soit M une variété riemannienne de dimension
paire m > 4 telle que P^M) ^ {0}. Alors, pour tout x e M, il existe un
plan isotrope P C T^M dont la courbure isotrope est nulle.

Pour démontrer la proposition 4.1, nous avons besoin du lemme
suivant :

LEMME 4.3. — Soit M une variété riemannienne de dimension m > 4.
Pour tout x C M, l'ensemble Px des plans isotropes de T^M est connexe
par arcs.

Preuve. — Si P (resp. P') est un plan isotrope de T^M, alors il existe
une base {Z, W} de P (resp. {Z', W'} de P') de la forme :

Z = e\ + ie'2, W = 63 + ie^

(resp. Z ' = e'i + ie'^ W = 63 + ^4),
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où {61,62,63,64} et {e'i, 62,63,64} sont des familles orthonormées de vec-
teurs de T^M. Sachant que M est de dimension strictement supérieure à 4,
on peut compléter les familles ci-dessus, de manière à obtenir deux bases
orthonormées B = {61,62,63, 6 4 , . . . , 6^} et B' = {e[,e^e^e^... ,e^}
de T^M. Si l'on oriente T^M par la base B, alors, quitte à remplacer
6^ par —6^, on peut supposer la base B' directe. Il existe alors un
élément r ç. S0{m) tel que pour tout i e {! , . . . , m}, r(6^) = e\. Sa-
chant que S0(m) est connexe par arcs, il existe alors une famille continue
Vf e S0{m) telle que ro = I et ri -==• r. Le plan P^ engendré par les vec-
teurs, Zt = Tt (61) -\-irt{e^) et Wt = ̂ (63)+^(64), définit alors une famille
continue de plans isotropes tels que PO = P et Pi == P ' . Ce qui démontre
le lemme. D

Preuve de la proposition 4.1.— Soit a ç. P2(M)\{0}. L'application
identité I de M est une application a-pluriharmonique car elle est totale-
ment géodésique. L'équation (5) appliquée à I équivaut alors à RI (a) = 0.
Si l'on suppose qu'il existe un point x de M tel que la courbure isotrope
ne s'annule pour aucun plan isotrope P C T^M, alors, d'après le lemme
précédent, cette courbure isotrope en x sera soit strictement positive (pour
tous les plans isotropes), et donc Ri (a) > 0, soit strictement négative, et
donc Ri (a) < 0. D'où la contradiction. D

Eu égard au théorème 4.2, nous obtenons le résultat suivant dû à
Micallef-Wang [13] et Seaman [19].

COROLLAIRE 4.3. — Soit M une variété riemannienne compacte de
dimension paire m > 2 à courbure isotrope non négative. S'il existe un point
x e M où la courbure isotrope est strictement positive, alors, b^(M) = 0.

Preuve. — Si b^(M) ̂  0, alors, le théorème de Hodge-De Rham nous
assure l'existence d'une 2-forme harmonique a non nulle. L'identité I de M
est une application a-pluriharmonique. On a donc, comme dans la preuve
du théorème 4.2 :

/ |Va|2^ + / Ri(a)vg = 0.
J M J M

Or, les hypothèses sur la courbure isotrope de N assurent que Ri (a) est
partout non négatif et non identiquement nul sur M. D'où, b^(M) est
nécessairement nul. D

Une conséquence immédiate des théorèmes 3.2 et 4.3 est le
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COROLLAIRE 4.4. — Si M est une variété kàhlérienne de dimension
m > 2 à courbure isotrope fortement négative (ou fortement positive) en
un point de M, alors dim P^ÇM) = 1. En particulier, il existe sur M une
unique (au signe près) structure complexe compatible avec sa métrique
riemannienne.
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