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IMMERSIONS MINIMALES
ET IMMERSIONS PLURIHARMONIQUES
ENTRE VARIETES RIEMANNIENNES :
RESULTATS DE NON EXISTENCE ET DE RIGIDITE

par A. EL SOUFI et R. PETIT

1. Introduction.

Etant donnée une variété kahlérienne M de dimension réelle m > 2,
il est bien connu que :

(A) il n’existe aucune immersion isométrique minimale de M dans
une variété riemannienne a courbure constante strictement négative,

(B) toute immersion isométrique minimale de M dans une variété
kahlérienne de courbure sectionnelle holomorphe constante strictement
négative, est holomorphe ou anti-holomorphe.

Ces résultats avaient été obtenus dans les années 80 de maniere
indépendante par plusieurs auteurs (dont Sampson [18], Dajczer-Rodriguez
[1], El Soufi [4] pour le premier résultat, et Dajczer-Thorbergsson [2],
Udagawa [21] pour le second).

Dans la premiere partie de cet article, notre but sera de montrer que
ces phénomenes de non existence et de rigidité subsistent dans un contexte
bien plus général que celui décrit dans les résultats (A) et (B). En effet,
nous montrerons, d’une part, que ’hypothese “kahlérienne” sur la variété
source M peut étre remplacée par celle (réelle) de Pexistence sur M d’une
2-forme paralléle non nulle. D’autre part, nous verrons que les conditions

Mots-clés : Immersions minimales — Immersions pluriharmoniques — Immersions holo-
morphes — Formes paralléles — Variétés kahlériennes — Résultat d’annulation — Opérateur
de Dirac.

Classification math : 53C20 — 53C24 — 53C42 — 53C55.



236 A. EL SOUFI, R. PETIT

sur la courbure de la variété but N dans (A) et (B) peuvent étre affaiblies en
des conditions (ouvertes) de négativité portant seulement sur sa courbure
isotrope.

Ainsi, le résultat de non existence (A) peut étre énoncé sous la forme
plus générale suivante (théoréme 3.1) :

si M est une variété riemannienne de dimension paire m > 2 qui ad-
met une 2-forme paralléle non nulle, et si N est une variété riemannienne de
courbure isotrope strictement négative, alors il n’existe aucune immersion
isométrique minimale de M dans N.

Notons que si M est localement le produit d’une variété kihlérienne
par une variété riemannienne, alors elle admet des 2-formes paralléles non
nulles. Par ailleurs, la notion de courbure isotrope a été introduite et utilisée
pour la premiere fois, & notre connaissance, par Micallef et Moore [12] (sa
définition est rappelée dans le paragraphe 2). Le signe de cette courbure suit
celui de 'opérateur de courbure, ainsi que celui de la courbure sectionnelle
lorsque celle-ci est ponctuellement 1/4-pincée ([12] et [6]). D’un autre coté,
la positivité, ou la négativité, de la courbure isotrope n’entraine méme
pas celle de la courbure de Ricci (cf. [12], [13] et [14]). Seul le signe de la
courbure scalaire est déterminé par celui de la courbure isotrope [13].

Sur une variété kihlérienne IV, la courbure isotrope s’annule nécessai-
rement sur certains plans isotropes; ce sont les plans P = C{Z, W} tels que
(Z AW)"! =0 (cf. §3). Néanmoins, il existe des variétés kahlériennes dont
la courbure isotrope est strictement positive (resp. strictement négative)
sur tous les autres plans. On dira de ces variétés qu’elles sont de cour-
bure isotrope fortement positive (resp. fortement négative). C’est le cas
par exemple de ’espace projectif complexe CP™ (resp. de 1’espace hyper-
bolique complexe CH") muni de sa métrique canonique, ainsi que de toute
variété kiahlérienne & tenseur de courbure fortement positif (resp. forte-
ment négatif) selon la définition de Siu [20]. En particulier, la construction
de Mostow-Siu [15] fournit des exemples de variétés kahlériennes non lo-
calement symétriques qui vérifient cette hypothese de courbure isotrope
fortement négative.

Le résultat de rigidité (B) ci-dessus apparaitra alors comme cas
particulier du théoreéme suivant (Théoréme 3.2) :

si M est une variété riemannienne de dimension paire m > 2 qui
admet une 2-forme paralléle non nulle o, et si N est une variété kahlérienne
de courbure isotrope fortement négative, alors I’existence d’une immersion
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isométrique minimale ¢ de M dans N entraine que « est une forme de
Kabhler sur M et que ¢ est holomorphe ou anti-holomorphe pour la structure
complexe induite par o sur M.

Autrement dit, si IV est une variété kiahlérienne de courbure isotrope
fortement négative, alors les sous-variétés complexes de N sont les seules
sous-variétés minimales de dimension paire m > 2 admettant des 2-formes
paralléles non nulles.

Notre preuve des résultats sus-cités est fondée sur une formule du
type Weitzenbock qui fait intervenir I'opérateur de Dirac D agissant
sur les formes & valeurs vectorielles (Lemme 2.2). L’utilisation de ce
formalisme (multiplication de Clifford et opérateur de Dirac) dans le cadre
des applications harmoniques (et donc des immersions minimales), avait
été sugérée par Gromov et Pansu [5]. Cependant, plusieurs des ingrédients
de cette méthode avaient d’abord été introduits et utilisés dans le cadre
spinoriel par Hijazi [7] et [8], Kirchberg [9], [10], Polombo [17], etc... .

Dans le cas ou la variété but N est de courbure constante positive,
ainsi que le cas ou N est kdhlérienne de courbure holomorphe constante
positive, des résultats semblables & (A) et (B) avaient été établis pour les
immersions isométriques pluriharmoniques issues d’une variété kahlérienne
M & valeurs dans N (cf. [2], [4], [21]). Rappelons & cet effet qu’une
immersion ¢ définie sur une variété kahlérienne M est dite pluriharmonique
(ou encore circulaire, ou (1, 1)-géodésique) si sa seconde forme fondamentale
est anti-invariante pour la structure complexe de M. Cette notion de
pluriharmonicité est intermédiaire entre 1’holomorphie et la minimalité
car toute immersion holomorphe est pluriharmonique et toute immersion
pluriharmonique est minimale.

Au paragraphe 4 du présent article, nous nous intéressons a ce type de
résultats et nous montrons que ceux-ci restent valables lorsqu’on affaiblit
les hypothéses sur la courbure de N en les remplagant par des hypotheses
de positivité portant sur sa seule courbure isotrope.

Les résultats que nous obtenons dans ce cadre ont en fait une portée
encore plus générale. En effet, la notion d’immersion pluriharmonique se
généralise de maniére naturelle au cas ou la variété source M n’est pas
nécéssairement kihlérienne, mais seulement munie d’une 2-forme harmoni-
que non nulle « (i.e. @ appartient au noyau de D) : si M est une telle variété,
une application ¢ définie sur M sera dite a-pluriharmonique si la forme d¢
appartient au noyau de Vopérateur [D, o] = Da—aD (ou D est I'opérateur
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238 A. EL SOUFI, R. PETIT

de Dirac et ol « agit par multiplication de Clifford). Dans le cas particu-
lier ot @ est une forme de Kéhler, les applications a-pluriharmoniques sont
exactement les applications pluriharmoniques; ’opérateur [D, a] est connu
dans ce cas sous le nom de “Kahler twist” de D. Les principaux résul-

tats que nous obtenons sur ce théme se présentent en fait commme suit
(Théoremes 4.1 et 4.3) :

si M est une variété riemannienne de dimension paire m > 2 munie
d’une 2-forme paralléle non nulle «, alors,

i) il n’existe aucune immersion isométrique a-pluriharmonique de M
dans une variété de courbure isotrope strictement positive,

ii) s’il existe une immersion isométrique a-pluriharmonique ¢ de M
dans une variété kahlérienne de courbure isotrope fortement positive, alors
a est une forme de Kéhler et ¢ est holomorphe ou anti-holomorphe,

ili) toute immersion isométrique minimale de M dans une variété de
courbure isotrope non positive est a-pluriharmonique.

De plus, dans le cas o M est compacte, les assertions (i) et (ii) restent
valables lorsque la forme o est seulement supposée harmonique.

Ces résultats nous permettent non seulement de généraliser les résul-
tats antérieurs concernant les immersions pluriharmoniques de variétés
kéahlériennes, mais aussi d’obtenir des résultats d’annulation et d’unicité
pour les 2-formes paralléles ou harmoniques, eu égard au fait que ’appli-
cation identité d’une variété riemannienne est toujours a-pluriharmonique,
quelle que soit la 2-forme a. En effet, nous en déduisons (Corollaires 4.3 et
4.4, Proposition 4.1) que,

si M est une variété riemannienne de dimension paire m > 2 et

i) si M est compacte de courbure isotrope strictement positive, alors
son second nombre de Betti est nul,

ii) si la courbure isotrope est strictement positive ou strictement néga-
tive en au moins un point de M, alors toute 2-forme paralléle sur M est
nulle,

iii) si M est kédhlérienne de courbure isotrope fortement positive ou
fortement négative en au moins un point, alors la forme de Kihler de M
est, a une homothétie preés, 'unique 2-forme paralléle sur M.

L’assertion (i) avait également été obtenue de maniére indépendante
par Micallef-Wang [13] et Seaman [19].
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2. Equation principale.

Tout au long de cet article, M et N désigneront deux variétés
riemanniennes connexes de dimensions respectives m > 2 et n > 2. Tous
les produits scalaires induits par les métriques g et g’ de M et de N seront
notés < , >. Si ¢ est une application différentiable de M dans N, on
désignera par ¢*T'N le fibré image réciproque induit sur M par ¢. Dans ce
qui suit V sera soit le fibré trivial M x R soit le fibré ¢*T'N.

Si on désigne par Q(V) = @,y (V) V'espace des formes différen-
tielles sur M & valeurs dans V, alors, pour tout a, 8 € QP(V) et tout x € M,
on pose :

1
<a,f>= ] Z < o€, €y -r€i,), B(€irs gy -1, €5,) >,

ilyi2>---vip

ou {e;};,, désigne une base g-orthonormée de T, M.

Soit (M) = D, N P(M) Lespace des formes différentielles réelles
sur M (i.e. Q(M) = Q(M x R)). Le produit extérieur a A § d’une forme
vectorielle a € QP(V) contre une forme réelle B € Q9(M) est une forme
vectorielle de degré p + g qui se définit de manieére naturelle. De plus, via
l’isomorphisme canonique entre Q(V) et Q(V*), nous pouvons définir le
produit extérieur entre formes vectorielles :

QP(V) x QUV)— QPTIM)
(a,B)— anp.
Si o € Q9(V) est une g-forme, alors, pour tout p > g, on appelle produit
intérieur par o lopérateur i(o) : QP(M) — QP~9(V) donné pour tout
a € QP(M), tout B € QP~9(V) et tout z € M par
<i(o)a,B > (z) =< a,0 A B> (z).

La multiplication de Clifford & gauche (resp. & droite) est I'opération (cf.
Lawson-Michelsohn [11]) :

QYV) x QP(M) — Q(V)
(0,a)— ca=cAha-i(o)a

(resp. (0,a)— aoc=(-1)PcAa+i(o)a) )
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240 A. EL SOUFI, R. PETIT

On désignera par V toutes les connexions canoniques associées aux
métriques riemanniennes de TM et de V. On a alors, pour tout o € QY(V),
tout a € QP (M) et tout X € TM,

Vx(a.o) = (Vxa).o+a(Vxo).

L’opérateur de Dirac agissant sur Q(V) est Popérateur D = d + §, ol d et
6 désignent respectivement la différentielle et la codifférentielle extérieures
(cf. [EL]). Si {ei};c,, est un repere g-orthonormé local de M, alors on a
D=3,ef. V., ou{ef},_,. estlerepere dual de {e;}

i<m <m’

Dans ce qui suit, une 2-forme a € Q?(M) sera dite harmonique (au
sens fort) si Da = 0 (i.e. da = éa = 0). Noter qu’une telle 2-forme vérifie
Aa = (dé + éd)a = 0. La réciproque étant vraie dans le cas o M est
compacte.

La premiere étape dans la preuve des résultats est le

LeMME 2.1. — Si o € Q%(M) est une 2-forme harmonique, alors pour
tout X,Y € TM, on a

(1)
(D(c.dg)-a.D(d)) (X, Y) = 2(Vda((i(X)a)*,Y)-Vds(X, (i(¥)a)F)),

ot (i(X)a)# désigne le champ de vecteurs associé canoniquement a la
1-forme i(X)a.

Preuve. — Soit {e;} un repere orthonormé local au voisinage d’un
point z de M. On a

(2) D(a.dp) = €] Ve (ondp) = ef(Ve,a.dd+ .V, dp)

=Da.dp+ Y e}.aV.ds,

car la multiplication de Clifford est associative. Or on a d’une part Da =0
et, d’autre part, ef.a = a.ef — 2i(e})a. Donc, (2) donne

(3) D(c.dp) = a.D(dg) — 2 _i(e})a.Ve,dg.
En développant (3) on obtient

(4) D(o.dp)—o.D(d¢) = 2 Z Ve ddpNi(e)a+2)  Vde(ei,ej)ales, e5).

2%
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Du fait que le hessien est symétrique on déduit que
Z Vdo(ei,ej)a(e;,e;) = 0.
5]

Appliquée & X,Y € T, M, I’équation (4) donne
(D(a.d¢) - a.D(d¢)) (X,Y)
=23 (Vdd(es, Xaler, Y) - Vdd(ei, Y)olei, X) ).

Sachant que (i(X)a)# = Y, a(X,e)e; et (i(Y)a)# = Y, a(Y,e)e;, on
déduit immédiatement le résultat. O

Notons respectivement K’ et p’ la courbure sectionnelle et ’opérateur
de courbure de N. On désigne par TfN le complexifié de ’espace tangent
a N au point y, et par pi et (, ) les extensions naturelles respectives de
petde <, >a /\*T;CN.

A chaque 2-plan P = C{Z,W} C T, ;CN , on peut associer un nombre
réel, appelé courbure sectionnelle complexe de P, en posant

(be(Z W), @ZAW))

KeP) = KelZnW) = (znw.ZrW)

Noter que si {Z1, Z>} est une famille orthonormée dans T,, N, alors K'(Z; A
Zy) = Kp((Z1+iZ2) N (Z2 +iZy)). Par suite si K est négative (resp.
positive) alors K’ est partout négative (resp. positive). Un vecteur Z =
X +1iY € Tgf:N est dit isotrope si (Z,Z) = 0 (ie. |X| = |Y] et
< X,Y >= 0). Un plan P est dit isotrope s’il est formé de vecteurs
isotropes. On appellera courbure isotrope de N la restriction de K<IC aux
plans isotropes.

On rappelle que, si a est une 2-forme sur M, alors, pour tout x € M,

il existe une base orthonormée {e;},,, de T M telle que

a(r) =are] Nejyq + ... +agey Aesy,

ot {ef};.,, est la base duale de {e;},,,, d = [m/2] est la partie entiere de
m/2, et ou les a; sont des réels positifs ou nuls. Une telle base sera dite
a-standard.

Les résultats de cet article sont fondés sur ’équation suivante :

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



242 A. EL SOUFI, R. PETIT

LEMME 2.2. — Si ¢ est une immersion isométrique de M dans N,
alors, pour toute 2-forme harmonique « sur M et tout x € M, on a

(5) |D(c.d9)|? = m?|H*|a)? + 4 < V*Va,a > +4R4(a),

ou H est le vecteur courbure moyenne de ¢ (i.e. H = %traceg Vdg), V*V
le laplacien brut de M, et oti, dans une base a-standard {e;} de T, M,

<m
Ry(@) = Y Kc(Zi A Zj)(as + a5)°
i,j<d
+ > Ke(Zi NZ5)(ai — a3)° + Xm D (Kl + Kiim)a;
i,j<d i<d

avec Z; = —%(eﬁ%’ei:) i =i+d Kj; = K'(ei\e;j) et xm = m—2[m/2].

Noter que les plans engendrés par les couples de vecteurs {Z;, Z; }1<i j<d
et {Zi,?j}lgi’jgd ci-dessus sont des plans isotropes.

Preuve. — Sachant que d¢ est fermée en tant que 1-forme & valeurs
dans ¢*T'N, on a Dd¢ = 6dp = —mH. On peut donc réécrire (4) sous la
forme

D(a.d¢) = —mHa + 2 Z i(e;)h N i(es)a,

ott h = Vd¢ est la seconde forme fondamentale de ¢, et ot {e;};,, est
une base orthonormée quelconque de T, M. En considérant la norme de
D(a.d¢) on obtient :

|D(c.dg) > =m?|H[*|af? — 4m Y < aH,i(e;)h Aife)o >

i<m
+ 4 Z i(ed)h A i(e:)al?,
<m
=m2|H|2|a|2 — 4mz < H, hij > QikQjk
1,5,k
(6) +4 Z < hil,hjl > Qg — 4 Z < hik,hjl > ki,
i,5,k,1 1,5,k,0

ol h;; = h(e;, e;) et a;; = afe;, e;). D’autre part la formule de Weitzenbock
classique appliquée & a donne

Aa =V*Va+ R(a),
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ou A =db + éd et ou
R(@)(X,Y) = a(Ric(X),Y) + a(X, Ric(Y)) = Y R(X, Y, &, ¢;)aij,
%,

ici Ric désigne la courbure de Ricci de M. D’apres les hypotheses, on a
da = 6a =0. Donc Aa =0 et

(7)

* . 1
<VVa,a>=—-< R(a),a >= — Z Rlc,-jaikajk + 5 Z Rjkilailajk,

1,3,k 1,5,k,l
ou Ric;; = Ric(e;, ;) et Rjkii = R(ej, e, €;, ;). Or, les équations de Gauss
donnent, pour tout X,Y,Z, W :
R(X,Y,Z,W) = R(X,Y, 2,W)+ < h(X, Z), (Y, W) >
- < h(X,W),h(Y,Z) >
Ric(X,Z) =r4(X,Z) +m < H,h(X,Z) > = > _ < h(X,e;),h(Z,e;) >,

jsm

oury(X,2) =3 R(X,e;,Z, e;). En remplagant dans (7) on trouve

j<m

< V*Vo,a > = —-Ry(a) — mz < H, hij > aip0k

1,5,k
1
+ Z < hy, hjl > Qi 0k + 5 Z < hij,hkl > a1k
i,J,k,l VL
1
(8) -3 > < hji, hik > cuoge,

,5,k,0

olt Ry(@) = 30, i x i ik @ik — 5 2oy j p1 Ripa@uitcji avec rij = rg(es, €5) et
Rl = R'(ej, ex, €i, &1). La combinaison de (6) et de (8) donne

|D(a.d¢)|?> = m?|H|*|a* + 4 < V*Va,a > +4Ry(a).

Reste & exprimer Ry(a) dans une base a-standard. Or si {e;}
telle base on a

i<m est une

ap sik<detl=Fk

ag =1 —ap sil<detl' =k
0 sinon.
On en déduit
(9) Ry(a) = Z(Tn‘ +riv)al — 2 Z R;i,jj,aiaj.
i<d i,j<d

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



244 A. EL SOUFI, R. PETIT

En développant (9) on obtient

Rd’(a Z (lelj U i3’ + R; 'ji'y + R’L 144! 37 )(az2 + a?)
1,j<d
(10) + Xm Z imim T R; mi’ m a? -2 Z Rii’jj’a’iaj'
i<d 1,j<d

En utilisant les identités a? + a2 = %((ai +a;)° + (ai — aj)2) et a;a; =
%((ai + aj)2 —(a; — aj)z), Péquation (10) devient

1 2
R¢(a) = Z (R:]zg + R’IL] i3’ + R: ’5i’ 5 + Rz 1§ritgt T 2Rzz 55’ )(a"i + aj)

4

i,j<d

2

4 Z z]z]+R;] zg’+R1313+R2J’1’]’+2Rn” )( _aj)

i,j<d

+ Xm Z(Kz,m + Kz{’m)azz'
i<d
En revenant & la définition de K(f: on déduit le résultat. O

3. Immersions minimales
dans les variétés de courbure isotrope négative.

Dans ce paragraphe, nous examinons le cas ou la variété N est de
courbure isotrope négative. On notera P,(M) = {a € Q?(M);Va = 0},
I’espace des 2-formes paralleles sur M. On rappelle qu’une immersion
isométrique ¢ de M dans N est dite minimale si son vecteur courbure
moyenne H est nul en tout point x de M.

Le premier théoréeme que nous obtenons dans ce paragraphe est un
résultat de non existence qui s’énonce comme suit :

THEOREME 3.1.— Soit M une variété riemannienne de dimension
paire m > 2 telle que Po(M) # {0}. Soit N une variété riemannienne a
courbure isotrope strictement négative. Alors il n’existe aucune immersion
isométrique minimale de M dans N.

Ce théoréme étend un certain nombre de résultats connus (voir par
exemple Dajczer-Rodriguez [1], El Soufi [4], Sampson [18]) obtenus dans
le cas particulier ou M est kahlérienne et avec une hypothese plus forte
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IMMERSIONS MINIMALES ET IMMERSIONS PLURIHARMONIQUES 245

sur la courbure de N. En effet, notre hypothése sur la courbure de N
est en particulier réalisée dans le cas ol l'opérateur de courbure de N
est strictement négatif, ainsi que dans le cas ou la courbure sectionnelle
de N est négative et (ponctuellement) strictement 1/4 pincée (cf.[6]). Par
ailleurs, le plongement canonique du plan hyperbolique H? dans 1’espace
hyperbolique H™ montre la nécessité de ’hypothese m # 2.

Dans le cas ou N est une variété kdhlérienne dont on note J' la
structure complexe, on a une décomposition du fibré tangent complexifié
TNC en deux sous fibrés TN0 et TNO! telle que

TNC = TN10 g TNOL,

En chaque point y de N, la fibre T, N0 (resp. T, N*'1) est I'espace propre
de J, pour la valeur propre i (resp. —i). Cette décomposition induit une
décomposition de A2T'NC sous la forme

A2TNC = A29TN @ AVITN @ A%2TN.

Comme N est kihlérienne, la restriction de pf- & A29TN et & A%2TN
est identiquement nulle. En particulier, si P = C{Z,W} C T, ;CN est un 2-
plan tel que (Z A W)™ =0, ot (Z A W)"" est la composante dans ALITN
de Z AW, alors la courbure sectionnelle complexe K (P) de P est nulle.
Par conséquent, il n’existe pas de variété kdahlérienne de courbure isotrope
strictement négative. Cependant il existe des variétés kéhlériennes dont
la courbure isotrope est strictement négative sur tous les plans sauf ceux
vérifiant la propriété (Z A W)™! = 0 ci-dessus.

D&FINITION. — On dira qu’une variété kihlérienne est de courbure
isotrope fortement négative au point y si sa courbure isotrope en y est
strictement négative sur tous les plans isotropes P = C{Z,W} C T;CN tels
que (Z A W)t £ 0.

Noter que dans [20], Siu introduisit pour les variétés kéhlériennes la
notion de tenseur de courbure fortement négatif (resp. fortement positif).
Cette propriété du tenseur de courbure équivaut en fait a dire que la
courbure sectionnelle complexe est strictement négative (resp. strictement
positive) sur tous les plans P = C{Z, W} C T;CN tels que (Z A W)M £0.
Par suite, une variété kéhlérienne a tenseur de courbure fortement négatif
(resp. fortement positif) est en particulier de courbure isotrope fortement
négative (resp. fortement positive). Noter que les variétés kihlériennes 3
courbure sectionnelle holomorphe constante négative (resp. positive), sont
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des exemples particuliers de variétés a courbure fortement négative (resp.
fortement positive).

On rappelle qu’une application ¢ d’une variété kahlérienne (M, g, J)
dans une variété kahlérienne (N,g¢’,J’) est dite holomorphe (resp. anti-
holomorphe) si, pour tout X € TM, J'd¢p(X) = dp(JX) (resp. J'dp(X) =
—do(JX)).

THEOREME 3.2. — Soit M une variété riemannienne de dimension
pairem = 2d > 2 telle que P,(M) # {0}, et soit N une variété kahlérienne &
courbure isotrope fortement négative. S’il existe une immersion isométrique
minimale ¢ de M dans N, alors

i) dim P(M) =1 et P,(M) est engendré par une forme de Kahler a,

ii) ¢ est holomorphe ou anti-holomorphe pour la structure complexe
induite par a sur M.

Dans le cas particulier ou M est une variété kahlérienne, les deux

théoremes précédents donnent lieu au :

COROLLAIRE 3.1.— Soit M une variété kahlérienne de dimension
m > 2. Alors

a) Il n’existe aucune immersion isométrique minimale de M dans une
variété riemannienne N a courbure isotrope strictement négative.

b) Toute immersion isométrique minimale de M dans une variété
kdhlérienne N a courbure isotrope fortement négative est holomorphe ou
anti-holomorphe.

Preuve du théoréme 3.1. — Soit a € Po(M), a # 0. L’équation (5)
donne, pour toute immersion isométrique ¢ de M dans N,

|D(.dg) > = m?| HP|af? + 4Ry(0),
d’ou
m?(H|af > ~4Ry(a).

D’autre part, les plans engendrés par les vecteurs {Z;,Z;}i<ij<a €t
{Zi, Z;}1<i j<d, définis dans le lemme 2.2, sont des plans isotropes. Les
hypothéses K < 0 sur les plans isotropes et m pair > 4, entrainent donc
que Ry(a) est strictement négative. D’oit H # 0 et ¢ n’est pas minimale.0

Preuve du théoréme 3.2. — Supposons qu’il existe une immersion
isométrique minimale ¢ de M dans N et soit o € Py(M)\{0} qu’on
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choisit telle que |a|?> = d. L’hypothése sur la courbure de N entraine que
Ry(a) < 0. L’équation (5), nous dit alors que Ry4(a) est identiquement nul.
Par suite, si {ei}is2 4 est une base a-standard de T, M, ou x € M, alors on
a, pour tout i,j € {1,...,d},

(11) K(,C(Zi N Z]’)(ai + aj)z =
et
K¢(2: NZj)(ai — a;)° =

dont on déduit
(12) (K{C(z,./\z )+ K&(Z: N Z; ))(a —a?) =0.
La suite de la preuve utilise le lemme suivant :

LemME 3.1.— Soient Z et W deux vecteurs Iilnléairement indépen-
dants de TCN Si (ZAW)"' = 0, alors (ZAW)" # 0 et, ou bien
ZW = W1°—0 ou bien Z%1 = W01—0

Preuve.— On a (Z AW)b! = ZBO AWOL 4 201 A WL0 = 0, Cest-

a-dire :
Z10 A WOl = 0 A 701

Si ZWOAWOL = WO A Z01 £ 0, alors, en effectuant respectivement le
produit extérieur par W10, puis par W%, on trouve, W0 = aZ0 et
WOl = 320! ou a,B € C. Ce qui donne 0 = (Z AW)"' = (8- )20 A
791, cest-d-dire: = a et W = aZ. Or Z et W sont supposés linéairement
indépendants. Par suite, on a nécessairement Z1.0AWO1 = WLOAZ01 = 0.
Ces derniéres équations entrainent, comme Z et W sont non nuls, que,
ou bien Z'9 = W10 = 0, ou bien Z%! = W%! = 0. Maintenant,
(Z AW = 2200 AW 4+ 200 AT = Z10 ATWED 4 201 A WO
D’apres ce qui précede, 'un de ces deux derniers termes est nul. L’autre
terme est alors automatiquement non nul et donc (Z A W) 7é 0. O

Suite de la preuve du théoreme 3.2 :

oOnaa1=..‘=ad=1et,oubienle’O:...zZ;’ozo,oubien
P =... =2y =0

En effet, d’apres le lemme précédent, et comme les Z; sont linéaire-
ment indépendants, on ne peut pas avoir simultanément (Z; A Zj)l’1 =0et

(Z; N 7;)1’1 = 0 (pour ¢ # j). Par suite, vu ’hypothese sur la courbure de
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N, ona, pour tout i,j € {1,...,d}, i # 7, (K(’C(Zi/\Zj)-i-K{C(Zi/\Z)) <0
et donc par ’équation (12) a7 = a3, c’est & dire a; = a; (les a; étant posi-
tifs). D'olia; =... = aq = % = 1. L’équation (11) entraine que, pour tout
i,j € {1,...,d}, Ka(Z; A Z;) = 0 et donc que (Z; A Z]-)l’1 = 0. D’apres
le lemme 3.1, on a donc, pour tout 7 € {1,...,d}, Zil’0 =0 ou Z?’l =0.
S’il existe i et j tel que Z;° = 0 et Z]Q’l =0, alors (Z; A Z)l’l =0, ce qui
n’est pas possible. Donc, soit tous les Zil’O sont nuls, soit tous les Z? 1 sont
nuls.

e La forme o induit sur M une structure kahlérienne pour laquelle ¢
est holomorphe ou anti-holomorphe :

En effet, soit J le champ d’endomorphismes associé a la forme o via
la métrique g, i.e. pour tout X, Y € TM,

a(X,Y)=g(JX,Y).

D’apres ce qui précede, si {e;},_,; est une base a-standard en un point z de
M,onaa(z) =) ,ei/\e et donc, pour tout i < d, J(e;) = ey et J(er) =
—e;. Par suite, J2 = —Id et J est une structure presque hermitienne sur
M. Comme « et g sont paralléles, J est parallele (et donc intégrable) et
induit une structure kahlérienne sur la variété M. Par ailleurs, d’apres
I’étape précédente, on a au point z, ou bien, Z;’O = 0 pour tout i, ou bien
Z>' = 0 pour tout i. Or, on a Z° = %(ei +ie¢/)1’0 = 2\/- (( Jey +
Jle) +i(Je; — J’ei)> et 20! = 2}[ (( Jey — J'ey) +i(Je; + J’ei)>. Par
suite, la nullité des Zl.1 0 (resp. des ZZ- ) équivaut a I’égalité J Irom = J/Tam
(resp. J;TI m = —Jyr,m)- En particulier, J' préserve les espaces tangents
a4 M et induit donc une structure complexe Jy sur M telle qu'en tout
point z de M, on ait J, = J ou Jy = —J. Par un argument classique de
connexité, on montre que ’on a ou bien J, = J (i.e. ¢ est holomorphe) ou
bien J, = —J (i.e. ¢ est anti-holomorphe) sur M toute entiére.

e Onadim P,(M)=1:
Si B est une autre 2-forme parallele non nulle sur M, alors d’apres
ce qui précede, § induit sur M une structure kdhlérienne J; telle que

Jy = JiouJy =—Ji. Dou J; = J ou J; = —J, et donc a et § sont
proportionnelles. Ce qui termine la démonstration du théoreme. O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



IMMERSIONS MINIMALES ET IMMERSIONS PLURIHARMONIQUES 249

4. Immersions isométriques pluriharmoniques,
a-pluriharmoniques, et applications.

e Préliminaires

On rappelle qu’une application ¢ d’une variété kéhlérienne (M, g, J)
dans une variété riemannienne N est dite pluriharmonique si la par-
tie J invariante de Vd¢ est nulle (i.e. pour tout X, Y € TM, on a
Vd¢(X,Y)+Vdg(JX,JY) = 0, ou de maniére équivalente, Vdp(JX,Y) —
Vd¢(X,JY) = 0). Une immersion isométrique pluriharmonique est tou-
jours minimale.

Cette notion peut étre généralisée de la fagon suivante :

DerINITION. — Soit Ha(M) = {a € Q*(M),da = da = 0} I'espace
des 2-formes harmoniques sur M. Pour toute 2-forme oo € Hy(M), on dira

qu’une application ¢ de M dans une variété N est a-pluriharmonique si
D(a.d¢) = a.D(d¢).

Dans le cas particulier ol « est une forme de Kahler, on a le
LEMME 4.1.— Soit M une variété kidhlérienne et soit o sa forme de

Kahler. Une application ¢ de M dans une variété riemannienne N est a-
pluriharmonique si et seulement si elle est pluriharmonique.

Preuve.— Si J désigne la structure complexe de M, on a, pour
tout X,Y € TM, o(X,Y) = g(JX,Y). La 2-forme « est parallele, donc
da = 8a =0, et on a (i(X)a)# = JX. L’équation (1) devient dans ce cas :

(D(a.d¢) - a.D(qu))(X, Y) = 2(Vd¢(JX, Y) - Vdé(X, JY)).

D’ou 'équivalence. O

Notons que la a-pluriharmonicité n’implique pas toujours la minima-
lité. Toutefois on a le

LEMME 4.2. — Si M est une variété riemannienne de dimension paire
et si @ € Hy(M) est de rang maximum en tout point de M, alors, toute
immersion isométrique a-pluriharmonique ¢ de M dans une variété N est
minimale.

Preuve. — Soit o € Hy(M) et soit ¢ une immersion isométrique a-
pluriharmonique de M dans N. D’apres le lemme 2.1, pour tout X,Y €
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TM,ona:
Vde((i(X)o)#,Y) - Vdg(X, (i(Y)a)#) = 0.

Soit z un point de M et {e;}, ,, une base a-standard de T, M telle que

a(z) = Z aze; N ey .

i<d
Pour tout 7 < d, on a
Vdg((i(e;)a)¥#, ex) — Vd(es, (iei)a)#)
= a:(Vdg(es, e:) + Vdo(es, ex)) = 0.

Si maintenant « est de rang maximum, alors tous les a; sont non nuls et
on a, pour tout ¢ < d,

Vd(j)(ei, e,-) + quﬁ(eir, eil) =0,

ce qui entraine

mH(z) = Z(qus(e,», e;) + Vdd(es, ei,)) —0. O

i<d
Cette méme preuve permet de voir que, dans le cas particulier ou
M est orientable de dimension 2, la minimalité et la a-pluriharmonicité,

a # 0, sont deux notions équivalentes.

e Résultats de non existence et de rigidité

Dans le cadre des applications a-pluriharmoniques, ’équation princi-
pale nous permet d’établir les résultats suivants :

THEOREME. — Soit M une variété riemannienne de dimension paire
m > 2 et soit N une variété riemannienne.

a) Si la courbure isotrope de N est strictement positive ou strictement
négative, alors, quelle que soit @ € Py(M), o # 0, il n’existe aucune
immersion isométrique a-pluriharmonique de M dans N.

b) Si la courbure isotrope de N est non positive, alors, toute immersion
isométrique minimale de M dans N est, pour tout a € P(M), a-
pluriharmonique.
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Notons que les espaces localement symétriques de type non compact
ont une courbure isotrope non positive.

Dans le cas particulier ou M est kahlérienne, on déduit immédiate-
ment du théoréme 4.1 et du lemme 4.1, le

COROLLAIRE 4.1.— Soit M une variété kihlérienne de dimension
m > 2. Alors

a) Il n’existe aucune immersion isométrique pluriharmonique de M
dans une variété N de courbure isotrope partout strictement positive ou
strictement négative.

b) Toute immersion isométrique minimale de M dans une variété
riemannienne N de courbure isotrope non positive est pluriharmonique.

Le cas particulier ou N est de courbure constante dans ce corollaire
correspond au résultat de Dajczer-Rodriguez [1].

Preuve du théoréme 4.1.— Si o € Py(M) et ¢ une immersion
isométrique de M dans N. L’équation du lemme 2.2 donne en tout point
de M

|D(e.dg)|* = m?|H*|a|* + 4Ry ().

a) Si la courbure isotrope de N est strictement positive (resp. stricte-
ment négative) alors on a (avec m = 2d > 2) Ry(a) > 0 (resp. Ry(c) < 0).
Doli, D(a.d¢) # —mHa = a.Dd¢ et V'application ¢ ne peut étre a-
pluriharmonique.

b) Si la courbure isotrope de N est non positive, alors on a Ry() <0
et donc

|D(cv.dq§)|2 < m2|H|2|a]2.

Par suite, si ¢ est minimale (H = 0), alors on a nécessairement D(a.d¢) =
0 = a.Dd¢, c’est-a-dire que ¢ est a-pluriharmonique. O

Le plongement canonique de la sphére S? dans S™ montre la nécessité
de 'hypotheése sur la dimension de M dans ce théoreme. Par ailleurs,
le plongement canonique de ’espace projectif complexe CP? dans CP",
o n > d, est évidemment pluriharmonique (car totalement géodésique)
alors que la courbure isotrope de CP™ est partout non négative (mais non
strictement positive). Par suite, notre hypothése sur la courbure de N ne
peut étre remplacée par 'hypothese plus faible “courbure isotrope de N
non négative”. Enfin, les plongements canoniques de CP%, ou du produit
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des spheres S?(1/1/d) x ... x S%(y/1/d), dans S™, qui sont des plongements
minimaux, montrent bien pourquoi ce résultat de non existence ne concerne
que les immersions a-pluriharmoniques (et non les immersions minimales).

Dans le cas o M est compacte et ou N est & courbure isotrope
strictement positive, le résultat de non existence du théoréme 4.1 a) s’étend
a toutes les immersions a-pluriharmoniques, ol o € H2(M) est n’importe
quelle 2-forme harmonique non nulle.

THEOREME 4.2.— Soit M une variété riemannienne compacte de
dimension paire m > 2 et soit N une variété riemannienne a courbure
isotrope strictement positive. Alors, quelle que soit o € Hy(M), a # 0, il
n’existe aucune immersion isométrique a-pluriharmonique de M dans N.

Preuve. — Soit o € Ho(M). On a da = éa = 0. Si ¢ est une immer-
sion isométrique a-pluriharmonique, alors, |D(a.d¢)|? = m?|H|?|a|?, et,
Péquation (5) devient

(13) < V*Va,a > +Ry(a) =0.

Comme M est compacte, on peut intégrer (13) par rapport a la forme
volume canonique vy de M. Ce qui donne

(14) /M Vaf2v, + /M Ra(a)vy = 0.

Or, les hypothéses entrainent que Ry4(a) > 0. D’ou le résultat. O

Lorsque la variété but N est kdhlérienne, nous obtenons le résultat
de rigidité suivant :

THEOREME 4.3. — Soit M une variété riemannienne (resp. compacte)
de dimension paire m > 2 et soit N une variété kahlérienne a courbure iso-
trope fortement positive. On suppose qu’il existe une immersion isométri-
que a-pluriharmonique ¢ de M dans N pour un certain oo € Po(M) (resp.
a € Hy(M)), a #0. Alors :

i) a est une forme de Kahler sur M,
ii) Po(M) =Ra (resp. bo(M) = 1),

ii) ¢ est holomorphe ou anti-holomorphe pour la structure complexe
induite par « sur M.
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Nous en déduisons immédiatement le

COROLLAIRE 4.2.— Soit M et N deux variétés kahlériennes de
dimensions réelles strictement supérieures & 2. Si N a une courbure isotrope
fortement positive, alors, toute immersion isométrique pluriharmonique de
M dans N est holomorphe ou anti-holomorphe.

Ce corollaire généralise les résultats de Dajczer-Thorbergsson [2] et
Udagawa [21] qui concernaient le cas ou N est I’espace projectif complexe.

Preuve du théoréme 4.3.— Soit a € Py(M)\{0} (resp.
o € Hy(M)\{0}). Si ¢ est une immersion isométrique a-pluriharmonique,
alors on a |D(a.d®)|? = m?|H|[*|a|?, et donc, d’apres (5), Ry(a) = 0 (resp.
d’apres (14) « est parallele et Ry4(a) = 0). La suite de la preuve est iden-
tique a celle du théoreme 3.2. O

e Applications

L’application identité d’une variété M est clairement a-pluriharmo-
nique pour tout a € Hy(M). Cette remarque nous permet de déduire de
ce qui précede un certain nombre d’applications intéressantes.

En effet, nous avons vu ci-dessus qu’une variété kiahlérienne ne pouvait
avoir en aucun de ses points une courbure isotrope strictement positive
ou strictement négative. Ce résultat concerne en fait toutes les variétés
admettant des 2-formes paralléles non nulles.

ProprosiTioN 4.1. — Soit M une variété riemannienne de dimension
paire m > 4 telle que P,(M) # {0}. Alors, pour tout x € M, il existe un
plan isotrope P C TfM dont la courbure isotrope est nulle.

Pour démontrer la proposition 4.1, nous avons besoin du lemme

suivant :

LEMME 4.3. — Soit M une variété riemannienne de dimension m > 4.
Pour tout © € M, I'ensemble P, des plans isotropes de TEM est connexe
par arcs.

Preuve.— Si P (resp. P') est un plan isotrope de T'C M, alors il existe
une base {Z, W} de P (resp. {Z', W'} de P’) de la forme :

Z =e1+iey, W =e3+ieq

resp. Z' =€} +ie,, W' =eh+ié
1 2y 3 4)
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ou {e1,e2,e3,e4} et {€],eh, €5, e} sont des familles orthonormées de vec-
teurs de T; M. Sachant que M est de dimension strictement supérieure 4 4,
on peut compléter les familles ci-dessus, de maniére & obtenir deux bases
orthonormées B = {e1,eq, €3, €4,...,enm} et B’ = {e},eh,e5,¢),...,¢€l.}
de T, M. Si l'on oriente T, M par la base B, alors, quitte & remplacer
e/, par —e, , on peut supposer la base B’ directe. Il existe alors un
élément r € SO(m) tel que pour tout i € {1,...,m}, r(e;) = e}. Sa-
chant que SO(m) est connexe par arcs, il existe alors une famille continue
ry € SO(m) telle que 79 = I et r; = r. Le plan P; engendré par les vec-
teurs, Z; = ri(e1) +iri(ez) et Wi = ry(e3) +irt(eq), définit alors une famille
continue de plans isotropes tels que Py = P et P, = P’. Ce qui démontre
le lemme. O

Preuve de la proposition 4.1.— Soit o € Py(M)\{0}. L’application
identité I de M est une application a-pluriharmonique car elle est totale-
ment géodésique. L’équation (5) appliquée & I équivaut alors & Ry(a) = 0.
Si ’on suppose qu’il existe un point x de M tel que la courbure isotrope
ne s’annule pour aucun plan isotrope P C T, EM , alors, d’apres le lemme
précédent, cette courbure isotrope en z sera soit strictement positive (pour
tous les plans isotropes), et donc Ry(a) > 0, soit strictement négative, et
donc Rj(e) < 0. D’ou la contradiction. a

Eu égard au théoreme 4.2, nous obtenons le résultat suivant di a
Micallef-Wang [13] et Seaman [19].

COROLLAIRE 4.3.— Soit M une variété riemannienne compacte de
dimension paire m > 2 a courbure isotrope non négative. S’il existe un point
x € M ot la courbure isotrope est strictement positive, alors, ba(M) = 0.

Preuve. — Si ba(M) # 0, alors, le théoréme de Hodge-De Rham nous
assure ’existence d’une 2-forme harmonique a non nulle. L’identité I de M
est une application a-pluriharmonique. On a donc, comme dans la preuve
du théoreme 4.2 :

/M IVa|?v, + /M Ri(a)vg =0.

Or, les hypotheéses sur la courbure isotrope de N assurent que Rj(c) est
partout non négatif et non identiquement nul sur M. D’ou, by(M) est
nécéssairement nul. O

Une conséquence immédiate des théorémes 3.2 et 4.3 est le
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COROLLAIRE 4.4.— Si M est une variété kahlérienne de dimension

m > 2 a courbure isotrope fortement négative (ou fortement positive) en
un point de M, alors dim P»(M) = 1. En particulier, il existe sur M une
unique (au signe prés) structure complexe compatible avec sa métrique
riemannienne.
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