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CORPS DIEDRAUX A MULTIPLICATION COMPLEXE
PRINCIPAUX

par Yann LEFEUVRE

1. Introduction.

Rappelons qu’un corps de nombres F est dit &4 multiplication complexe
s’il est totalement imaginaire et est une extension quadratique de son sous-
corps totalement réel maximal ET. Dans cette situation, le nombre de
classes d’idéaux hg+ de E+ divise celui hg de E et I’entier hy = hg/hg+
est appelé le nombre de classes relatif de E. Notons que hy divise hg et
que hg = 1 implique hy = 1.

A.M. Odlyzko a montré qu’il n’existe qu'un nombre fini de corps
galoisiens & multiplication complexe de nombre de classes un (voir [20]) et
J. Hoffstein a prouvé que le degré d’un tel corps est inférieur ou égal a 436
(voir [6]). La question naturelle qui en découlait était de déterminer tous
les corps galoisiens & multiplication complexe principaux.

Une réponse partielle & cette question a été apportée par K. Yamamura
qui a déterminé tous les corps abéliens a multiplication complexe
principaux : en particulier il n’existe pas de corps & multiplication complexe
abélien principal de degré strictement supérieur & 24 (voir [24]). Le cas
abélien est relativement simple car nous disposons d’une part d’une agréable
et trés maniable description de ces corps a I’aide de groupes de caractéres de
Dirichlet primitifs, et d’autre part d’une technique élémentaire de calcul de

leurs nombres de classes relatifs & I’aide de nombres de Bernoulli généralisés
(voir [23]).

Mots-clés : Corps & multiplication complexe — Corps diédraux — Nombre de classes —
Nombre de classes relatif — Théorie du corps de classes.
Classification math.: 11R29 — 11R37 — 11R21 - 11R42.



68 YANN LEFEUVRE

Dans cet article nous nous plagons dans le premier cadre non abélien
qui vienne & l’esprit et déterminons donc tous les corps & multiplication
complexe galoisiens principaux a groupe de Galois n’importe quel groupe
diédral. Nous obtenons le résultat principal de cet article, similaire & celui
obtenu par K. Yamamura dans le cas abélien :

THEOREME 1.1. — Il existe exactement 43 corps diédraux, non
abéliens, & multiplication complexe de nombre de classes relatif un, et 32
d’entre eux sont de plus principaux, a savoir :

1) 19 de degré 8 dont 17 sont principaux (voir [15]);
2) 16 de degré 12 dont 9 sont principaux (voir [17]);
3) 5 de degré 16 dont 4 sont principaux (voir [16]);
4) 2 de degré 20 dont 1 est principal;

5) 1 de degré 24 et il est principal.

En particulier, il n’existe aucun corps diédral a multiplication com-
plexe de nombre de classes relatif un de degré 2"¢ avecr > 5 ouf > 7
impair.

Rappelons d’abord que pour E un corps de nombres & multiplication
complexe de degré 2n, et en notant respectivement (g, Cg+, dg, de+,
Qr € {1,2} et wg les fonctions zéta de Dedekind de E et ET, les valeurs
absolues des discriminants de E et Et, I'indice de Hasse de E et le nombre
de racines de I'unité complexes contenues dans E, nous avons

~ _ Qgpwg [dg Ress=1((r)
(1) hp = (2m)» \ dg+ Ress:1(§E+)'

Soit maintenant N un corps de nombres & multiplication complexe,
galoisien et & groupe de Galois G = Gal(N/Q) un groupe diédral. La
conjugaison complexe devant appartenir au centre Z(G) de G (voir [17]),
ce centre doit contenir un élément d’ordre 2 et 'ordre de G doit donc étre
divisible par 4, soit [V : Q] = 4m et

G =Dy = <a,b ca?™m =p? =1letb lab= a*1>.

Alors Z(G) = {1,a™} et la conjugaison complexe ¢ est donc donnée par
¢ = a™. Le sous-corps totalement réel maximal N de N étant le sous-corps
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CORPS DIEDRAUX A MULTIPLICATION COMPLEXE PRINCIPAUX 69

de N fixé par {c), Pextension N*/Q est galoisienne et & groupe de Galois
diédral d’ordre 2m.

o Nous notons L I'unique sous-corps quadratique de N tel que N/L
soit cyclique : c’est le sous-corps de N fixé par le sous-groupe cyclique
d’ordre 2m engendré par a, et L est donc réel.

o Nous notons 2" la plus grande puissance de 2 divisant le degré 4m
de N et définissons ¢ > 1 impair par

[N : Q] =4m = 2"¢.

o Nous notons M le sous-corps de IV fixé par le groupe cyclique
d’ordre ¢ engendré par a2 1l est facile de voir que M est un corps a
multiplication complexe diédral de degré 2" de sous-corps totalement réel
maximal noté M+ contenant L.

« Finalement, pour p un premier impair, si p® divise £ nous notons Fs
le sous-corps de N fixé par le groupe cyclique d’ordre £/p® engendré par a?".
L’extension Fj:/Q est alors galoisienne, diédrale de degré 2p° et Fj- est
réel.

Nous renvoyons le lecteur a la figure 1 ou apparait le diagramme de
ces sous-corps, diagramme auquel nous nous réfererons de maniere répétée.

ProposiTiON 1.2 (voir [17], th.5). — Si E/F est une extension de
degré impair de corps a multiplication complexe, alors hy divise hy et

Qe =Qr.

En conséquence, hy = 1 implique hyy = 1, qui implique hy,; = h'p =
hy . = 1. Notre détermination des corps a multiplication complexe N
diédraux (non abéliens) de degré 4m > 8 et de nombre de classes relatif un

va alors se décomposer en trois étapes :

1) Détermination préalable (& la proposition 3.3) de Pensemble fini D,
(& 171 éléments) des corps diédraux a multiplication complexe M de
nombre de classes relatif un et de degré 2" > 4 une puissance de 2 faite
dans [15] et [16]. Il est trés important de ne pas exclure de cette étape
la détermination des corps a multiplication complexe diédraux abéliens de
degré 2" = 4 et de nombre de classes relatif un (il y en a 147).

2) Pour M € D, fixé, détermination de tous les corps & multiplication
complexe N, diédraux de degré 2"p (p > 3 premier quelconque) conte-
nant M et de nombre de classes relatif un. D’ou la détermination (au
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N Gal(N/Q) = Dy,
Gal(N/L) cyclique
Gal(Npe /Q) = Darys

2/
k Nps Gal(Nps /L) cyclique

. +
22 Ny Gal(Fps /Q) = Daps
F s s—1
| P Gal(Np/Q) = Dar,
ps-l
5— N, Gal(Np /L) cyclique
p 1 2 P P
gr—2 _ N} — Gal(F,/Q) = D
/ g s
F, p
Gal(M/Q) = Dzr
p
2 M Gal(M/L) cyclique
p 2T—2 M+ /
2 L —

Figure 1

théoreme 4.1) de l’ensemble D, des corps & multiplication complexe
diédraux N, de degré 2"p et de nombre de classes relatif un (il y en a 19).
En particulier, nous trouvons que N, s’il existe, est entierement déterminé
par le choix de M € D, (et méme celui de L), de sorte que si IV est un corps
a multiplication complexe diédral de nombre de classes relatif un alors il
est de degré 27p*, avec p € {3,5}, r > 2 et s > 0 (voir point 4) du théoréme
4.1).

3) Finalement, pour N, € D, fixé de degré 2"p, utilisation de
minorations sur h;,pz pour montrer (au théoréme 5.2) que tout corps a
multiplication complexe diédral N,: de degré 27p? contenant un N, € D,
est de nombre de classes relatif strictement supérieur a un.

Donnons maintenant quelques indications sur le cheminement que
nous allons suivre. La premiére étape est trés importante : elle nous permet
de travailler & M € D, fixé, donc également a L fixé, ce qui aura deux
conséquences. Nous observerons d’abord que (s est négative ou nulle sur
Vintervalle ]0, 1[. Cela nous permettra de montrer que, si N est tel que son
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sous-corps M associé est dans Dy, alors (v est également négative ou nulle
sur I'intervalle ]0, 1[, ce qui nous permettra de minorer le terme Ress—1(¢n)
du numérateur de (1). En utilisant les techniques développées dans [9]
et [12], nous majorerons ensuite le terme Ress—1(Cx+) du dénominateur
de (1) en fonction de la norme du conducteur de 'extension cyclique
N7 /L et de quantités ne dépendant que de L, quantités que nous pourrons
précalculer pour chacun des 155 corps quadratiques réels L qui sont sous-
corps d’un des 171 corps M € D,. Nous obtiendrons ainsi de bonnes
minorations de hjy, sous I'’hypotheése que N varie parmi les corps a
multiplication complexe diédraux dont le sous-corps M est dans Ds. Ces
minorations nous permettront de décomposer la deuxiéme étape en deux
parties. Nous commencerons par montrer que si IV, est de nombre de classes
relatif un alors p < 17 (voir théoréme 3.8). A M € D, de degré 2" > 4 et p
fixés, nous déterminerons alors tous les IV, de degré 2"p contenant M et
de nombre de classes relatif un : en utilisant nos minorations précédentes
sur hyy nous construirons une liste de corps NV, contenant D, et nous
en extrairons ’ensemble D, en calculant numériquement les nombres de
classes relatifs de tous les corps IV, de cette liste.

Nous fixons une cléture algébrique du corps des rationnels, et
considérons donc que tout corps de nombres est sous-corps du corps des
nombres complexes. Pour tout corps de nombres E nous notons O son
anneau des entiers et dg la valeur absolue de son discriminant. De plus, p
désignera toujours un nombre premier impair et L un corps quadratique
réel.

Cet article reprend les résultats principaux d’un travail de these
effectuée sous la direction de S. Louboutin (voir [7]). Tous les calculs ont été
effectués en utilisant le logiciel UBASIC du Pr. Y. Kida et les programmes
sont disponibles sur simple demande.

2. Corps diédraux de degré 2p* avec
P premier impair.

Que ce soit pour des questions de minorations de nombres de classes
relatifs, pour des questions de calculs explicites de nombres de classes
relatifs ou tout simplement pour de simples questions de présentation
des résultats de notre détermination, il nous faut maintenant expliquer
comment nous construisons tous les corps diédraux qui apparaissent a la
figure 1. Nous commengons par remarquer que nous n’aurons que des Nps &
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72 YANN LEFEUVRE

construire (voir point 4) du théoreme 4.1), que ces Ny sont des composita
Nps = FpsM et que les M que nous aurons a considérer seront (voir
point 2) de la proposition 3.3) ou bien biquadratiques bicycliques donc
faciles a construire, ou bien des 2-corps de classes de Hilbert au sens
strict de corps quadratiques réels L a 2-Sylow de groupe de classes au
sens strict cyclique, donc également relativement faciles & construire. La
véritable question est donc, pour L et p°® donnés, de savoir construire les
corps diédraux Fjs cycliques de degré p°® sur L. Tel est ’objet de ce second
paragraphe. Nous allons, par l'utilisation de la théorie du corps de classes,
ramener la construction de ces F,s a celle de caracteres primitifs sur des
groupes de classes de rayon de L (théoréme 2.1), puis ramener cette derniére
construction & celle, plus facile, de caracteres modulaires primitifs sur des
groupes (Or/(f))" pour f > 1 entier (théoréme 2.2). Pour L et p® donnés,
nous pourrons alors déterminer tous les corps diédraux réels Fj,s cycliques
de degré p® sur L et de conducteur donné.

2.1. Lien avec la théorie du corps de classes.

Dans tout cet article, L désigne un corps quadratique réel de discri-
minant dj, et d’unité fondamentale £, > 1. Notons x, le caracteére primitif,
quadratique et de conducteur dy, asocié a L et posons

wr = % (dr + \/(E )s
de sorte que O, = Z + wZ est 'anneau des entiers de L.
Soit M un idéal entier. Notons :
o I, (M) le sous-groupe des idéaux fractionnaires de L premiers & M ;

e Pr1(M) le sous-groupe de I (M) engendré par les idéaux
principaux aQy, pour lesquels a € O, vérifie « = 1 (mod M);

o Cly(M) = I(M)/Pr1(M).
Selon la théorie du corps de classe, pour toute extension abélienne

E/L dont le conducteur Fg/,, divise M, le noyau H de la fonction surjective
d’Artin

&g/ IL(M) — Gal(E/L)

vérifie Pp1(M) C H C I (M). En particulier il y a une correspondance
bijective entre les groupes de caracteres engendrés par un caractere
primitif x d’ordre £ sur le groupe Cly (M) des classes de rayon modulo M
et les extensions cycliques E/L de degré ¢ et de conducteur M.
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« Si x est un caractere primitif d’ordre ¢ sur Clz (M), nous notons xo
le caractére modulaire associé sur (O, /M)" défini par

Ce caractére modulaire xo est primitif, d’ordre divisant ¢ (mais pas
nécessairement d’ordre ¢) et trivial sur 'unité fondamentale e,.

o Enfin, notons Pp, z(M) le sous-groupe de I, (M) engendré par les
idéaux principaux aOp, pour lesquels a € Of, est tel qu’il existe un entier
relatif a premier & M vérifiant @ = a (mod M).

THEOREME 2.1. — Soient ¢ un entier impair, p > 3 un nombre premier
impair, s un entier non nul, L un corps quadratique réel et F, un corps
diédral de degré 2¢ cyclique sur L.

1) Le conducteur Fg, 1, de I'extension cyclique Fy/L est invariant sous
Paction de Gal(L/Q), ker(®, /1) contient Pp, z7(Fr,/1,) et il existe un entier
relatif f; > 1 tel que ;1 = f¢Or. Réciproquement (voir [18]), pour f > 1
entier donné, nous avons une correspondance bijective entre d’une part les
groupes de caractéres engendrés par les caractéres primitifs d’ordre ¢ sur
ClL((f)) triviaux sur Pr, z((f)) et d’autre part les corps diédraux réels F'
de degré 2¢, cycliques sur L et pour lesquels le conducteur Fr/r, est fOL.

2) Soit f > 1 entier. Posons
np(f) =min{k >1; Ja€Z| ek =a (mod(f))}.

Le groupe Cly, z((f)) = IL((f))/Pr,z((f)) est alors d’ordre

) =h— [ (1-X2)

qlf 1

q premier

divisible par hy, et si il existe un Fjs tel que le conducteur Fr, .1, = fpOL
de l'extension Fys /L vérifie f,s > 1, alors p divise ir,(fps) = hr(fps)/hL-
Preuve.

1) Soit ¢ € Gal(F;/Q) un prolongement de o € Gal(L/Q). Comme
o(Fr,/L) est le conducteur de o(Fy)/a(L) = Fy/L, le conducteur Fp, 1, est
bien invariant sous l’action de Gal(L/Q).

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



74 YANN LEFEUVRE

Soient o € Gal(F;/Q) et a € Z. Nous avons :

0®r,/1((0)0" = @o(my) /o) ((0(a)) = Prye((a))-

Donc ®5,/1((a)) est dans le centre Z(Gal(Fy/Q)) = {Id} du groupe
diédral Dy, puis (a) € ker(®p, ;1) et Prz2(Fr,/1) C ker(®p, /).

Puisque Fp, /1, est invariant sous I'action de Gal(L/Q), il suffit alors de
montrer que si un premier Q ramifié dans L divise FF, 1, alors 'exposant e
de Q dans FF,/, est pair. Soient x I'un quelconque des caracteres primitifs
associés & Fy/L et xo son caractére modulaire. Alors xo est primitif et
trivial sur 'image de Z. Notons xg la composante de xo sur (Or/Q°)",
qui est donc primitive modulo Q¢ et triviale sur 'image de Z, et supposons
e = 2m + 1 impair. Soit alors a = 1 (mod Q?™). 1l existe 8 € Oy tel que
a = 1+ Bq¢™. Le morphisme canonique Z/qZ — Or/Q étant bijectif, il
existe b € Z tel que B = b (mod Q) et nous obtenons o = 1+ bg™ (mod QF)
et xo(a) = xo(1 +bg™) = 1, car xg est trivial sur Z. Ceci contredit la
primitivité de xo.

2) Le caractere modulaire xo (associé & I'un quelconque des carac-
teres x d’ordre p* associé & l'extension cyclique Fy:/L) est d’ordre p* > 1
divisant p® et trivial sur Z. Donc xo peut étre considéré comme un caractere
sur le groupe G = (O / fp:OL)" /| (Z] fp=Z)". Puisque xo est de plus trivial
sur £7, qui engendre un sous-groupe d’ordre nr(fp:) de G alors p*, et donc
également p, divisent |G|/nr(fps) = ir(fps)- m|

Les résultats de ce théoréme sont trés importants car ils vont nous
permettre de ramener la construction des corps diédraux de degré 2p° a
celle de leurs caractéres primitifs associés puis a celle de leurs caracteres
modulaires associés (voir théoréme 2.2 et paragraphe 2.2). Par composition,
nous pourrons alors construire les corps diédraux Nps = M F,s de degré 2"p®
si nous connaissons le corps diédral M de degré 2". Avant d’énoncer
le théoréeme permettant ces constructions, remarquons tout d’abord que,
dans le cas ou p divise hp, nous n’aurons a considérer que des L pour
lesquels hy, = ph avec p premier impair ne divisant pas h (voir point 3 du
lemme 3.4). Nous expliquons ici seulement la construction des extensions
F,/L et F,:/L qui interviendront au cours de la résolution de notre
probléme. Le cas général est expliqué dans [18].

THEOREME 2.2. — Soient L un corps quadratique réel et p > 3 premier
impair donnés.
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1) Soit f > 1 entier. Supposons que p ne divise pas hy. Il y a
alors une correspondance bijective entre d’une part les corps diédraux Fps
d’ordre 2p° cycliques sur L tels que Fp,.; = fOr et d’autre part les
groupes engendrés par les caractéres primitifs xo d’ordre p® sur (Or/fOr)*
triviaux sur (Z/ fZ)* et sur er,.

2) Supposons que le p-Sylow Cl,, sous-groupe du groupe des
classes Cly, soit cyclique d’ordre p, engendré par la classe d’un idéal
entier I,. Soit alors ag € Oy, tel que IF = (ayg).

(a) Soit f > 1 entier.

(i) Soit Fy, un corps diédral de degré 2p cyclique sur L tel que
Fr,) = fOL. Alors le groupe des caractéres modulaires
qui lui correspond est cyclique d’ordre p engendré par un
caractére xo primitif sur (Op/fOr)* trivial sur (Z/fZ)*,
sur €y, et sur ag.

(ii) Réciproquement, soit xo un caractére primitif sur (Or/fOr)*
trivial sur (Z/fZ)*, sur e, et sur ag. 1l existe alors p corps
diédraux distincts F, de degré 2p cycliques sur L tels que
Fr,/1 = fOL et tels que leur groupe de caractéres modulaires
associé soit engendré par xg.

(b) Soient H,, le p-corps de classes de Hilbert de L et f > 1 entier.
Notons que H), est un corps diédral de degré 2p. Il y a une bijection entre
d’une part les corps diédraux Fp. de degré 2p? cycliques sur H, tels que
pr2 /L = fOL et d’autre part les groupes engendrés par un caractére
primitif xo d’ordre p sur (Or,/fOL)" trivial sur (Z/ fZ)* et sur £, mais pas
sur og.

Preuve. — Posons p, = {z € C; 2P = 1}.

1) Soit x l'un des caractéres primitifs associés a F,. Puisque p ne
divise pas hy, il existe h' tel que hph’ =1 (mod p). Soit alors I € IL((f)) :
il existe ay € O, tel que It = (« 1) et nous devons donc avoir

’ h' ’
x(1) = x(D)"" = x((@n)” = xo(an)”,
de sorte que x est entierement déterminé par xo. D’ou la bijection.

2) (a) (i) Soient F, diédral d’ordre 2p et x l'un de ses caractéres
primitifs associés. Nous savons que xq est primitif d’ordre p trivial sur Z et
sur €7,.. De plus xo(ay) = x((ag)) = x(I)? = 1, donc xp est trivial sur a.

TOME 50 (2000), FASCICULE 1
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(i) Réciproquement soit x( un caractere primitif d’ordre
psur (Op/fOr)" trivial sur (Z/fZ)*, sur €1, et sur a,. Posons h = hr,/p.
Nous cherchons & construire x primitif d’ordre p sur Cl.((f)) trivial
sur Pr,z((f)) tel que xo soit son caractére modulaire associé. Soit donc
I € IL((f)). Puisque I" € Cl,, il existe v; € {0,...,p— 1} et ay € Oy,
tels que IhI;” = (ay). Comme p ne divise pas h, il existe h’ tel que
hh' =1 (mod p). Nous devons alors avoir

X(I) = xo(an)”' ¢ o ¢ = x(I,) € pp-
Réciproquement, pour les p choix possibles de ¢ € pu, ces relations
définissent p caractéres auxquels correspondront p corps diédraux diffé-
rents F}, de degré 2p et tels que Fr, /1, = fOL.

2) (b) Soient F,. diédral d’ordre 2p® contenant H, et x l'un
de ses caracteres primitifs associés. Puisque H, est le sous-corps de
Fp2 qui est associé au groupe de caracteres engendré par xP, alors
Xxb = 1 et puisqu’avec les notations précédentes pour tout I nous avons
x(I) = xo(er)" x(I,)~*™"", alors x(I,) doit étre une racine primitive p-
ieme de I'unité et xo(ay) = x((ag)) = x(Lg)? # 1.

Réciproquement soit xo un caractere primitif d’ordre p sur
(OL/fOL)" /(Z]fZ)* trivial sur e mais pas sur ay. Nous cherchons &
construire x primitif d’ordre p? sur Clp,((f)) trivial sur Pz z((f)) tel que xo
soit son caractere modulaire associé. Comme ci-dessus, nous devons avoir

X(I) = xo(ar)”' ¢V o ¢ = x(I,) vérifie (P = xo(ay) € .
Réciproquement, pour les p tels choix possibles de ( ces relations
définissent p caracteres engendrant un méme groupe cyclique, donc auxquels
correspondront un unique corps diédral F,: de degré 2p? et tel que
F Fp/L = fOrL. O

2.2. Caractéres modulaires primitifs associés aux corps diédraux
de degré 2p°.

Nous expliquons ici comment construire les caractéres modulaires
primitifs xo associés aux corps diédraux F,- de degré 2p°. Nous pourrons
ainsi gréce au théoréme 2.2 construire les corps diédraux réels Fj, et Fp.
cycliques sur L et de degré respectif 2p et 2p?.

TaEOREME 2.3. — Soient L un corps quadratique réel, p un premier
impair, q un premier, e et k deux entiers naturels non nuls. Posons

Gy = (0L/q°OL)" et Hye = (Z/q°Z)".
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1) Supposons q # p. Alors il existe un caractére xo primitif d’ordre p*
sur Gge trivial sur Hge si et seulement sie =1 et ¢ = x1(q) (mod p*).

(a) Sixr(q) = —1 alors G4/H, est cyclique et les tels xo sont faciles
a construire.

(b) Si x(g) = 1 alors (q) = QQ', le groupe Gg = (Or/Q)* est
cyclique et les tels xo sont les caracteres de la forme

Xo(@) = po(a/a’),
oi1 o' désigne le conjugué de « et ol g est un caractére primitif d’ordre p*
sur Go.

2) Supposons q = p et xr(p) # 0. Alors il existe un caractére xo
primitif d’ordre p* sur Gype trivial sur Hpe si et seulement sie =k + 1.

(a) Si xp(p) = —1 alors Gpr+1/Hprsr est cyclique et les tels xo sont
faciles a construire.

(b) Sixr(p) =1 alors (p) = PP, le groupe Gpr+1 = (O /PF+1)* est
cyclique et les tels xo sont de la forme

Xo(a) = po(a/d),
ol o désigne le conjugué de o et ot @q est un caractére primitif d’ordre p*
sur Gpe+1.

3) Supposons g = p et x1(p) = 0.

(a) Sip> 3 ousidy =3 (mod 9) alors il existe un caractére Xo
primitif d’ordre p* sur Gpe trivial sur Hpe si et seulement si e = k. Dans ce
cas G [ Hyx est cyclique.

(b) Sip=3etdy =6 (mod9) alors il existe un caractére xo primitif
d’ordre pk sur Gpe trivial sur Hpe si et seulement si (k>2ete=k+1)
ousi(k=1ete=1ou?2). Nous avons Gp/H, ~ Z/3Z et, pour e > 1,
Gpe/Hpe ~Z/3Z x Z/3°' L.

Preuve. — Nous donnons seulement une idée de la preuve (voir [7]
pour les détails). Il est facile de voir que Gge / Hye est d’ordre ¢*~*(g—x1(q))-
Comme g est d’ordre p* modulo ¢¢ et trivial sur I'image de Z, nous devons
avoir dans le premier cas ¢ = xz(¢q) (mod p*) et nous montrons que si
e > 2 alors xo n’est pas primitif, dans le second cas e — 1 > k et nous
montrons que si e > k + 2 alors xo n’est pas primitif, et dans le dernier
cas e —1 > k — 1 et nous montrons que si e > k + 2 alors yo n’est pas
primitif. Pour montrer les équivalences nous travaillons sur la structure des
groupes Gge /Hge. O
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COROLLAIRE 2.4 (voir également [19], th. IIL.1, cor. 2, p. 55). — Soit
F, un corps diédral réel de degré 2p, avec p premier impair, cyclique sur L.
Notons f,Or le conducteur de F,/L, avec donc f, > 1 entier. Il existe
des nombres premiers deux a deux distincts q; non-égaux a p et vérifiant
¢ = x1(gi) (mod p) tels que f, = p*[];_, ¢ avec a =0 ou

2 si XL(p) #05
a=<1 si xr(p) =0 avecp > 5 oudy =3 (mod 9),
lou2 sip=3etdr =6 (mod?9).

3. Minorations de nombres de classes relatifs.

Le but de ce paragraphe est d’expliquer comment, pour M € Dy
fixé, nous pouvons obtenir des minorations de h}; tendant vers I'infini avec
dn lorsque N varie parmi les corps a multiplication complexe diédraux
ayant pour 2-sous-corps maximal M. Nous montrons ensuite comment
ces minorations sont suffisamment bonnes pour ramener la détermination
de tous les corps & multiplication complexe diédraux N de nombre de
classes relatif un au calcul des nombres de classes relatifs d’une liste
raisonnable de tels corps N. En particulier, notre premiere étape est de
montrer (au théoréme 3.8) que si hy = 1 alors p < 17, borne vraiment
trés raisonnable et qui montre clairement que la détermination de tous
les Ny, tels que hyy =1 est assurée d’aboutir, en les déterminant a M € D,
et p < 17 donnés.

3.1. Définition de p; et majorations de |L(1,x)]|.

Soit L un corps quadratique réel de caractére quadratique associé xr.
Posons (voir [11])

L,(LXL) \/dL
HL +L(1,XL)+Og(47r)

Nous avons L(1,x1) > 0 et pr > 0; le calcul numérique de ces py est
expliqué dans [12].

ProrosiTioN 3.1 (voir [11]). — Soit E/L une extension abélienne de
corps de nombres totalement réels, avec L quadratique. Alors, pour tout
caractére x de degré un associé a I'extension abélienne E /L, nous avons

2 1201,0] < Restca) (5 log fy + 20
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ot fy = Np,q(Fy) désigne la norme du conducteur F, de x. Si fy, =1 ou
si fy, > €?*L, nous avons la meilleure majoration

) [201,)] < Res(e) (3108 i +z)-

COROLLAIRE 3.2. — Soit N, = M F}, un corps diédral & multiplication
complexe de degré 4m = 2"p avec p premier impair (voir figure 1 pour
les notations), de sorte que N; /L est cyclique de degré m = 2" 2p.
Supposons que M™* /L est non ramifiée et notons f,Of le conducteur de
Pextension F,,/L. Alors

Res(Cys) < (Res(cr))” (log fy +2u)™ "

Si de plus f, =1 ou f, > e#L, alors

Reg(Cuy ) < (Rep(<z)) " og p + )™

Preuve. — 11 suffit de remarquer que

Res(Cyy) = Res(¢z) [ Z(1,x)
- - x#1

ou le produit est étendu aux m — 1 caractéres x non triviaux associés
a Dextension cyclique N\ /L. Comme M*/L est non ramifiée, x est soit
de conducteur f,O; soit de conducteur Oy, ce qui donne le résultat en
utilisant (2) ou (3) selon le cas. O

3.2. Minoration de h)y lorsque hy, = 1.

Rappelons pour commencer les résultats de la détermination par
S.Louboutin et R.Okazaki de l’ensemble D; des corps diédraux a
multiplication complexe de degré 2" > 4 n’importe quelle puissance de
deux qui sont de nombre de classes relatif un :

ProrosiTION 3.3.

1) Il y a 147 corps imaginaires biquadratiques bicycliques M tels que
hy =1 (voir [17]).
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2) Soit M un corps diédral & multiplication complexe de degré 2" > 8
une puissance de deux. Alors h), est impair si et seulement si M est le
2-corps de classes de Hilbert au sens strict d’un corps quadratique réel L
d’unité fondamentale de norme +1 et dont le 2-Sylow du groupe des classes
au sens strict est cyclique (voir [10]).

3) En particulier, si M est un corps & multiplication complexe diédral
de degré 2" > 4 une puissance de 2 et si son nombre de classes relatif est
impair, alors M* /L est non ramifiée.

4) 11 existe exactement 19 corps diédraux & multiplication complexe
M de degré 8 de nombre de classes relatif un, a savoir les 2-corps de classes
de Hilbert au sens strict des L = Q(+/Ts) avec rs € {2.17; 2.73; 2.89; 2.233;
2.281; 5.41; 5.61; 5.109; 5.149; 5.269; 5.389; 13.17; 13.29; 13.157; 13.181;
17.137; 17.257; 29.53; 73.97}. De plus tous ces corps M sont principaux
excepté ceux associés & L = Q(+/1345) ou Q(+/4369), pour lesquels hpr = 3
(voir [15]).

5) 1l existe exactement 5 corps diédraux a multiplication complexe
M de degré 16 et de nombre de classes relatif un, a savoir les 2-corps de
classes de Hilbert au sens strict des L = Q(+/rs) avec rs € {2.257; 5.101;
5.181; 13.53; 13.61}. De plus tous ces corps M sont principaux excepté celui
associé a L = Q(v/514), pour lequel hy; = 3 (voir [16]).

6) 1l n’existe aucun corps diédral & multiplication complexe M de
degré 2" > 32 de nombre de classes relatif un (voir [16]).

LEMME 3.4.

1) Soit N,s un corps diédral de degré 2"p°, avec p premier impair.

Supposons hl_\’; , impair. Alors M* /L est non ramifiée, ce qui donne dy+ =
23 pS

r—2 2(p—1 2 2(p—1) p2(p*— \

d%})s (remarquons que dp, = df 20=1) ot dr, = dj fi )fpz(p ?) on

fpOr et fr20r désignent respectivement les conducteurs des extensions

F,/L et Fy2/L). De plus dM/d%V1 est le carré d’un entier.

2) Soit M I’'un quelconque des 171 = 147 + 19 + 5 corps diédraux
de Dy. Alors (a(s) < 0 pour 0 < s < 1.

3) Soit L l'un quelconque des 155 = 131 + 19 + 5 sous-corps
quadratiques réels avec M/L cyclique et M € Dy. Alors pr < 3 et si
p premier impair divise hy, alors p € {3,5,7} et p* ne divise pas hp,.

Preuve. — Le point 1) découle du point 3) de la proposition 3.3.
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Le point 2) se prouve en utilisant les techniques introduites dans [2] et [3]
(voir [7]). Pour le point 3), nous renvoyons & [8] ou se trouvent les
valeurs numériques approchées des constantes u, attachées a ces 155 corps
quadratiques réels L, valeurs numériques calculées a 1’aide des techniques
exposées dans [12]. O

THEOREME 3.5. — Soit N un corps diédral 4 multiplication complexe
de degré 4m = 2"{¢ avec { entier impair. Supposons que son 2-sous-corps
maximal M est dans D, ce qui est en particulier le cas lorsque hy =1
(voir proposition 1.2). Alors

QMwM 2\/dN/dN+

N >
hN Z EN+ (27.(.)27", e(long) Ress:1(<N+)

ou

2 ~1/2
ENt = gexp(—47rmdN+/ ™.

Preuve. — Soit X/, I'ensemble des 27=1(¢ — 1) caracteres d’ordre
ne divisant pas 2"~! associés & P'extension N/L cyclique de degré 2"~ 1¢.
Puisque

G/ = I Lsx),

XE€EXN/L

puisque les caractéres de Xy, apparaissent en 2""%(¢ — 1) paires de
caracteres conjugués {x, ¥} et puisque pour s réel L(s,Xx) = L(s, x), nous
avons alors ({n/Ca)(s) > 0 pour s réel. D’apres le point 2) du lemme 3.4,
nous avons donc {n(1 — 2/logdy) < 0. En utilisant [9], prop. A, point (b),
avec sop = 1 — 2/ log dy, nous obtenons

2€N+
Re > .
P (Cn) = elogdn

En remarquant que wy = wyy, la proposition 1.2 et la formule (1) donnent
alors le résultat. O

3.3. Borne sur p lorsque h;,p =1.

Une premiére et trés importante application de cette minoration
de hjy; est, d’apres la proposition 1.2, de trouver une borne sur les facteurs
premiers du degré des corps diédraux a multiplication complexe de nombre
de classes relatif un (voir théoréme 3.8 ci-dessous).
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LEMME 3.6. — Soit M € D, fixé, de degré 2" > 4. Posons

by = max(log \Vdy, 2,uL).

Soit p > 3 premier impair, N = N, = F, M un corps diédral a multiplication
complexe de degré 4m = 2"p et f,Or le conducteur de I’extension F, /L.
Supposons également f, > 2 et posons

fovdr
4m2L(1,xr)(log fp + br)

(remarquons que f, — ar(fp,) est croissante). Alors

_ 2 exp(—2"mp!/P/\/dL) gr—2
4 > . P
(4) th P 2r_2pfgr~2 ar(fp)

ar(f) =

Preuve. — Puisque dn, > d?v*’ la minoration du théoréme 3.5 donne :
P

2€N+ dN+
= \V

N, 2 (2m)>me(log dy+) Ress—1 Cy+ (s s)

De plus (voir lemme 3.4, point 1)

1
logdys = 2m(10g L + (1 - 5) logfp) < 2m(log f, + br)

et (voir corollaire 3.2) nous avons

Res (G ) < L0 xa)™ (0B fy + 201)" "

Puisque f, > 2 implique f, > p (voir corollaire 2.4), nous obtenons

e = Lo e )2 Bl

Nous obtenons donc bien (4). O

Soit M € Dy donné. Nous voulons utiliser ce lemme pour prouver
que si p est suffisamment grand alors, pour tout N, = F,M, nous
avons hjy N, > 1. Pour cela, nous développons d’abord un moyen efficace
de calcul de minorants F, (p) des conducteurs f; des corps diédraux Fy de
degré 2q > 2p (avec q premier impair), I'idée étant alors de trouver pour M
donné un p tel que Fr(p) soit suffisamment grand pour que, pour g > p, la
minoration f; > Fi(p) et le lemme précédent impliquent hy, > 1.
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DerFiNiTION 3.7. — Soient L un corps quadratique réel et p > 3 un
premier supérieur a tous les facteurs premiers de hy (pour les 155 corps
quadratiques que nous considérons, il suffit d’aprés le point 3 du lemme 3.4
de prendre p > 11). Posons

frlp) = min{f > 1; f tel qu’au corollaire 2.4 et p divise iL(f)},

de sorte que, pour tout corps diédral F, de degré 2p contenant L, le
conducteur f,Or, de I'extension Fy,/L vérifie f, > fr(p). Posons ensuite

Fp(p) = min{f1(q); q premier et ¢ > p},

de sorte que pour, tout corps diédral F,; de degré 2q > 2p contenant L,
le conducteur f,O; de extension Fy/L vérifie f, > F1,(p). Remarquons
qu’alors fr,(p) > p et donc que

Fr(p) = min{ f1(qg); ¢ premier et p < ¢ < f1(p)},
ce qui conduit & I'algorithme de calcul numérique de Fr,(p) suivant :

input : g et L
begin
Fr(p) := fr(p); ¢:=p+2;
while ¢ < F,(p) do begin
if ¢ est premier then Fy(p) := min (Fr(p), fr(q));

q:=q+2;
end
return F,(p);
end

Nous renvoyons le lecteur & [8] ol1 il y trouvera les valeurs de Fr(19)
(calculées & I’aide de cet algorithme) pour les 155 corps quadratiques réels L
dont il est question au point 3) du lemme 3.4. Nous allons utiliser ces valeurs
pour prouver :

THEOREME 3.8. — Si h;,p =1 alorsp < 17.

Preuve. — Pour chacun des 171 corps M € Ds & considérer, nous
calculons une borne pyy > 11 sur p telle que M C Ny et p > ppyy > 11
impliquent h;p > 1. Notons L le sous-corps quadratique réel de M sur
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lequel M est cyclique. Notons que p > 11 implique que p ne divise pas hy,
(voir point 3 du lemme 3.4). Les fonctions

p—a’/p et f,— fi7t/?/(log fp +br)

étant croissantes dés que a > e!/!! (car f, > p > 11 et by, > log/5), la
minoration (4) est croissante en p et f, dés que ar(f,) > e'/!!. Notons
pu le plus petit premier p > 11 pour lequel ay(Fr(p)) > /1! et pour
lequel la minoration (4) avec f, = Fr(p) donne h;,p > 1. Si p > pp nous
avons alors Fr,(p) > Fr(pm), puis ar(FL(p)) > ar(Fr(pam)) > e/ et la
minoration (4) étant croissante avec p et fp, nous obtenons hy > 1. Apres
calcul, tous ces pys vérifient ppr < 19 (voir tables de [8]). Donc p > 19
implique hy N, > 1. O

4. Résolution du probléme en degré 4m=2"p.

Notre objectif est maintenant de prouver le résultat suivant qui d’une
part donne la liste complete des corps a multiplication complexe diédraux
de degré 2"p de nombre de classes relatif un, et d’autre part montre que les
corps & multiplication complexe diédraux de nombre de classes relatif un
sont d’ordre 2"p® avec p € {3,5}, 7 >2ets>0:

THEOREME 4.1.

1) Il y a exactement 16 corps de nombres diédraux & multiplication
complexe N, de degré 12 de nombre de classes relatif un, a savoir les
composita N, = KM (avec K totalement réel de degré 3 non-galoisien et
M imaginaire bicyclique biquadratique) donnés dans la table 1 (voir [17]).

2) Il y a exactement deux corps de nombres diédraux a multiplication
complexe N, de degré 20 et de nombre de classes relatif un, a savoir les
composita N, = KM (avec K totalement réel de degré 5 non-galoisien
et M imaginaire bicyclique biquadratique) donnés dans la table 2

De plus il n’existe aucun corps de nombres diédral a multiplication
complexe de nombre de classes relatif un de degré 4p avec p premier, p > 5.

3) Il n’y a qu’'un corps de nombres diédral N, & multiplication
complexe de degré 2"p avec r > 3 et p premier impair, et de nombre de
classes relatif un, a savoir le corps de classes de Hilbert au sens strict de
L = Q(+/1345) qui est de degré 24 et est le compositum N, = KM (avec K
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totalement réel de degré 3 non-galoisien et M imaginaire diédral de degré 8)
donné dans la table 3.

4) Si un corps & multiplication complexe diédral N est de nombre de
classes relatif un, alors il est de degré 2"p® avecp € {3,5}, 7 > 2 et s > 0.

indice Pr(X) dr, M fo I, hnt
1 X3-12X-14 5 QW-3,v-15) 18 1 1
2 X3-15X-20 12 Q(V-3,v-14) 15 1

3 X3-6X-2 21 Q(vV-3,v-T) 6 1 1
4 X3-9X-6 24 Q(V-3,v=8) 9 1 1
5 X34X2-3X-1 3 Q(V-4,v-148) 2 1 1
6 X3-X2-8X-3 57 Q(v=-3,v-19) 5 1 1
7 X3-18X-12 60 Q(v=3,v/=20) 9 1 2
8 X3+X?-16X-8 88 Q(v-8,v-11) 7 1 3
9 X3-27X-51 105 Q(v-7,v/-15) 9 1 2
10 X3-33X-22 120 Q(v-3,v/-40) 11 1 2
11 X3-18X-16 456 Q(v—-19,v/-24) 3 1 2
12 X*+X%-5X—4 469 Q(V-7,v-67) 1 1 1
13 X3-5X-1 473 Q(v-11,v/-43) 1 1 1
14 X3-7X-4 940 Q(v-4,v-235) 1 1 2
15 X3-X2-11X-1 1304 Q(v/-8,v/-163) 1 1 1
16 X3-X2-8X-2 1708 Q(v—4,v/—427) 1 1 2

Table 1

17 X5-35X3-30X2+10X+4 280 Q(v-8,v/=-35) 5 1 2
18 X°+X*-6X%-5X%+3X+1 817 Q(v/-19,v/—43) 1 1 1

Table 2
19 X3-7X-1 1345 Q<\/5,\/269, 11 1
—(17+2-\/5))
Table 3
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Preuve. — Prouvons les points 2) et 3) du théoréme. Nous travaillons
a M € D et p fixés. Rappelons qu’alors M /L est non ramifiée (voir point
3 de la proposition 3.3). Soit N, = F, M un corps & multiplication complexe
diédral de degré 4m = 2"p. Notons

Fr,yrs Fmyr,  Fn,/L =ppem(Fr,/, Fuyr)

les conducteurs respectifs des extensions cycliques F,/L, M/L et N,/L.
Ces conducteurs étant invariants sous 'action de Gal(L/Q) et M+ /L étant
non ramifiée, nous avons

Nijo(Fn,1) = ppem(Ny jo(Fr, 1), Nojo(Faryr)) = ppem(f2, da/d3 ).

En posant fa,r = y/dy/d? ™" qui est entier (voir lemme 3.4, point 1),
/ L

nous obtenons

r—

—1\27 !
dN,,de\,;(fl’\’,l/L/pgcd(fpan/L)p Y Zf;zw/Ldi,:.

Posons ¢, = puy, si fp, = 1ou f, > etL, et ¢ = 2pr, sinon. En combinant le
théoreme 3.5 et le corollaire 3.2, nous obtenons alors

Qrmwas 2, /de/de+

h~ > .
N = ENF (2m)Zm e(log dn,) Rese—1(Cz)™ (10g fp + €)™ 1

Cette minoration étant croissante en dy, qui vérifie dy, > (far/rd N;)2,
nous obtenons

(5) hy, = EnG

wmQmfm/L ( Vdr )'"
e 42 L(1, x1) or—2

-
X .
log(fam/Ldy+)(log fp + cp)™ !

Cette minoration est croissante en f,, dés que f, > 8 > €.

Pour chaque M € Dy et p < 17, nous calculons une borne entiere
B(M,p) telle que f, > B(M,p) implique hy, > 1,1 dans (5). En utilisant
les résultats du paragraphe 2, nous construisons alors tous les corps diédraux
réels Fy, pour lesquels les f, > 1 des conducteurs Fp,,;, = f,OL sont
inférieurs ou égaux & B(M,p) et obtenons ainsi une liste finie de corps
diédraux N, = F,M de laquelle nous éliminons tous les /N, pour lesquels
la proposition 4.2 ci-dessous donne h;,p > 1. Nous obtenons ainsi une liste
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finie et restreinte de (environ 800) corps diédraux N, contenant tous ceux
de degré 2"p et de nombre de classes relatif un. Cette liste est donnée aux
tables 4, 5 et 6 (sauf ceux de degré 12 ce qui aurait demandé trop de place).

Pour chacun des Nj, de cette liste, nous calculons hy grace a la
méthode qui sera exposée au paragraphe 7 et nous obtenons ainsi la
liste D, de tous les corps diédraux N, de degré 2"p et de nombre de classes
relatif un. En particulier, nous avons revérifié en un temps trés raisonnable
(seulement 600 calculs de nombres de classes relatifs, et ce en environ 15
heures de calcul sur microordinateur) les résultats trouvés dans [17] en
degré 12 (ou il avait fallu calculer plus de 10 000 nombres de classes relatifs,
et ce en 40 jours de calcul sur stations de travail).

Pour chaque N, € Dp, nous calculons finalement hy, = h,_\,th;r,
ce qui revient & calculer hy+. Ces calculs de h,+ seront expliqués au
14 P
paragraphe 6 et permettent de conclure la preuve des points 2) et 3).

Prouvons finalement le point 4) du théoréme. Supposons hy = 1
et [N : Q] = 4m = 27¢ avec £ > 1 entier divisible par deux premiers
distincts p; et ps. Dans ce cas N possederait deux sous-corps diédraux
a multiplication complexe N, et N,, de degrés respectifs 2"p; et 27p;.
Ces deux corps Np, et N,, seraient cycliques sur le méme sous-corps
quadratique réel L et tels que hy ~=hy =1 (car [N : N,,] étant impair
hl_\f,,i divise h}y d’apres la proposition 1.2). D’apres les points 1), 2) et 3) du
théoreme, cette situation est impossible. O

Comme indiqué, pour nettement diminuer le nombre de nombres de
classes relatifs & calculer, nous utilisons le résultat suivant qui nous permet
dans certains cas de conclure directement que h;,p > 1.

ProprosiTION 4.2. — Soit N, un corps diédral a multiplication
complexe de degré 2"p avec p premier impair.

1) Si t idéaux premiers de N;f sont ramifiés dans N,/N;t alors 2'~!
divise hy, (voir [15]).

2) Si T idéaux premiers de M* sont ramifiés dans N, /M™* et
décomposés dans M /M ™ alors pT 1 divise hy, et si de plus p ne divise pas
wyr alors pT divise hy, (voir [17]). Remarquons que pour M € Dy, wp = 2

pour [M : Q] = 2" > 8 et que si [M : Q] = 4, alors les seuls diviseurs
premiers de wps sont 2 et 3.
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5. Résolution du probleéme en degré quelconque.

LemMmE 5.1. — Les 10 corps N, € D, d’indice 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 10 et 11 (dans les tables 1 & 3) ne sont sous-corps d’aucun corps a
multiplication complexe N, diédral de degré 2"p?. En fait, leurs 10 sous-
corps diédraux réels F}, ne sont sous-corps d’aucun corps réel diédral F.
de degré 2p®.

Preuve. — Reprenons les notations de la figure 1. Supposons qu’il
existe Fp2 diédral réel de degré 2p? contenant I'un de ces F,. Notons

FrLr =10 et Fp,/n=fprOL

(avec fp et f,2 entiers d’apres le point 1) du théoréme 2.1) les conducteurs
des extensions cycliques F},/L de degré p et Fy2 /L de degré p?. Soient x I'un
des caracteres primitifs associés & Fj,2 /L et xo le caractere modulaire associé
a4 x. Puisque x? est associé & F,,/L, alors x§ doit étre de conducteur f,.
Selon la valeur de f,, ceci n’est pas toujours possible (voir paragraphe 2.2).
Ainsi pour les indices 1, 2, 3, 5, 6, 8 et 10, nous obtenons qu’il n’existe
aucun corps diédral Fj,: de degré 2p? contenant F,.

o Exemple (indice 1). — Pour N, € D, d’indice 1 dans la table 1,
il faudrait construire un caractére xo primitif d’ordre 9 tel que x3 soit de
conducteur 18. En particulier il faudrait construire un caractére primitif
d’ordre 9 sur (O, /2¢0y)" trivial sur (Z/2°Z)*. Comme 2 est inerte dans L,
d’apres le théoréme 2.3, ceci implique e = 1 et 2 = —1 (mod 9) : absurde.

De méme, il faut que xo(er) = 1. Aussi pour les indices 4, 7 et 11, nous
concluons qu’il n’existe aucun corps diédral Fj> de degré 2p? contenant F),.

o Exemple (indice 4). — Pour N,, € D,, d’indice 4 dans la table 1, nous
avons e, = 5 + 2v/6. Pour que X¢ soit de conducteur 9, il faudrait que xo
admette une composante 3 primitive d’ordre 9 sur (Or,/270L)* /(Z/27Z)*,
toutes ses autres composantes étant primitives d’ordre 3. Pour que
Xo(er) = 1 il faudrait donc que x3(eL) soit une racine 3-ieme de 'unité.
Or (0L/2701)" /(Z/27Z)* étant engendré par e, d’ordre 9 et 1+ 2v/24
d’ordre 3 et x3 étant d’ordre 9, alors x3(£1) est une racine primitive 9-iéme
de I'unité. D’oli 'impossibilité de construire Fj:. O

THEOREME 5.2. — Si N,2 est un corps diédral a multiplication
complexe de degré 4m = 2"p? avec p premier impair alors h&pz > 1. Donc,
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si N est un corps diédral & multiplication complexe de degré 2"¢ avec ¢
impair et de nombre de classes relatif un alors £ = 1 ou £ est premier.

Preuve. — La preuve est similaire a celle du théoréme 4.1 ou nous
travaillions & M € D, fixé, alors qu’ici nous travaillons & N, € D, d’indice
9,12, 13, 14, 15,16, 17, 18 et 19 (dans les tables 1 & 3) fixé (voir lemme 5.1).
Supposons hy , = 1 avec [Ny : Q] = 27p*. Alors hy =1 et N, est
I’un des 9 corps cités précédemment. Les caractéres de ’extension cyclique
N;; /L sont de conducteur Of, de conducteur f,Op, ou de conducteur
[p2Or (car Mt /L est non ramifiée d’apres le point 1 du lemme 3.4).
Puisque f, =1 ou f, > e*Z, la proposition 3.1 donne

r—2_2 T—2 r—2
Res(Cy+) < L(L,x1)? 7'uf ~*(log fp+pu)? #71 |
s= » N
(log fp2 + cr)? ‘=P

avec ¢, = g, si fpz = 1 ou f2 > et et ¢, = 2pg sinon. Or de2 > diﬁ
p2

donc
6) hy,>C Ny ( fp )2“2@2-?)
N,z = ~Np log(d;;fg(p—l)fzz(p?—zl)) log fp2 + cL
ol
Cn, = QM$¥2_1( 2\/(E QT_ZT’Z (‘—‘——fp/ 7)2“2@_1).
Toor=2¢p? 4m2L(1,x1) log fp + 11

Cette minoration est croissante avec fy2 dés que fpz > 8 > €?. Nous
trouvons d’abord une borne entiere B(N,) pour laquelle f,: > B(Np)
donne hy . > 1 dans la minoration (6). Puis pour chaque conducteur

P
fp2 < B(INp) nous calculons effectivement hgﬂ (voir tables 7 et 8). Nous

concluons ainsi qu’il n’y a aucun corps diédral & multiplication complexe
de degré 2"p? de nombre de classes relatif un.

Prouvons maintenant la seconde partie du théoreme. Supposons
hy = 1 et £ > 1 non premier. Nous savons déja d’apres le point 4) du
théoréme 4.1 que £ = p® est alors puissance d’un premier p avec s > 2. Dans
ce cas N posseéderait un sous-corps diédral & multiplication complexe N,
de degré 27p? tel que hjy , =1 (voir proposition 1.2). D’apres la premiere
partie du théoreme, c’estpimpossible. O
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6. Calcul des nombres de classes des sous-corps réels
maximaux.

Expliquons comment nous calculons les Pg(X) et les hN+ pour les
trois corps diédraux N, € D, & multiplication complexe de nombre de
classes relatif un d’indice 17, 18 et 19 des points 2) et 3) du théoréme 4.1.

o Pg(X)=X®—35X%—30X%+ 10X +4,
M =Q(vV=2,v/=35) et f,=5.

Ce polyndme a été calculé par X. Roblot (voir [22], § 4.6) dans le cadre
de sa thése. Puisque hps = 2 et [N, : M| = 5 est impair, alors hy,, est pair et
donc h NF = hy, > 1. En fait un calcul avec le logiciel GP/PARI Calculator
version 2.0.5 donne h NP = = 2 (mais ce calcul est valable seulement sous
I’hypothese de Rlemann généralisée).

o Pr(X)=X"+X*-6X%-5X%2+3X +1,
M =Q(v-19,V/—43) et f, =1

Ici N, est le corps de classes de Hilbert au sens strict de L. Le
polyndéme a été obtenu dans les tables de [1]. Notons H ny le corps de
classes de Hilbert de N + et ny le degré de H N Sur Q. Nous avons
donc ny = 10h N Si nous avions h N} > 7 nous aurions n4 > 68 et d’apres
les bornes de A. Odlyzko (voir [21]), nous aurions

28,8 < dl/"+ Vdr = V817 < 28, 6.

D’ou hN+ <6.0rQn, =2et h;, =1donch N est impair (adapter dans
la preuve du [23], th. 10.2, en utilisant que Qn = 2 implique l'injectivité de
Papplication C* — C). Comme N, /L est cyclique de degré 5, que hy, =5
et que 3 est d’ordre 4 modulo 5, nous obtenons (voir [23], th.10.8) que
3| h Ny implique 3* | h N Donc il ne reste plus comme valeur possible de
h Ny que 1 ou 5. Or le groupe des classes de L est cyclique d’ordre 5 donc 5
ne divise pas fy+ (voir [10], prop. 11). D’olt hyy =1.

o P(X)=X3-7X -1,

M = Q(v/5,v269,/—(17 + 2V5)) et f, =1.

Ce polynome a été obtenu dans les tables de [1]. En utilisant le méme
genre d’argument que dans le point précédent, nous pouvons montrer que
h NF = 1 ou 7, mais nous n’arrivons pas a éliminer la possibilité b+ = 7.

p
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Il nous faut donc développer un autre raisonnement. Notons que h + est
P
impair. Nous sommes dans la situation suivante :

N
|

/2/ \ Lo = Q(V5)

| L = Q(v/I35)
/] L1 = Q(VI69)

M Pg(X) = X3-7X-1

3 S

M

/

Notons hy la partie impaire du nombre de classes d’un corps de
nombre k. Nous avons :

oy (hic)? = i hphr,.

En utilisant le logiciel GP/PARI Calculator version 2.0.5 nous pouvons
calculer, sans utiliser ’hypothése de Riemann, les nombres de classes h,
hr,, hr €t hp, . Nous obtenons que hxg =1, hp, =1, hp =2 et hp =1 et
donc h N = let, h N} étant impair, nous trouvons finalement h Nf = 1.

7. Calculs de h}y.

7.1. Calculs de L(0, x).

Remarquons que nous avons seulement besoin de calculer hy pour
des corps diédraux N de degré 2"p* (voir point 4 du théoréme 4.1). Soit
donc Nps un corps & multiplication complexe diédral de degré 4m = 2"p*
et cyclique sur L quadratique réel. Rappelons (voir figure 1) que pour
0 < k < s nous avons un sous-corps a multiplication complexe Nplc diédral
de degré 27p* et cyclique sur L, avec la convention Npo = M. D’aprés la
proposition 1.2 le nombre de classes relatif h;,c_l de Npk-1 divise le nombre

de classes relatif i, de Npx. En notant X I'ensemble des 2"~?p*~'(p ~ 1)
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caracteres d’ordre 2"~ 1pF associés & I’extension cyclique Ny« /L, nous avons

hx
(7) =[] 3200

pk—1 XE Xk
Or, d’apres [5], L(0, x) € Q(X%), ou Q(X)) désigne le corps cyclotomique
engendré par les valeurs des x € X. Si nous définissons, pour ¢ premier
a 2p, o, € Gal(Q(Xx)/Q) par o¢(¢) = ¢* (pour n’importe quelle racine
primitive de Q(X)), nous avons a,(L(0,x)) = L(0,x*) et la formule (7)
s’écrit :

h i

1
=— = Now/e(7 L(0,),
pk—l
ol x est I'un quelconque des caracteres de A. De plus, puisque les m — 1
caracteres irréductibles de degré 2 de tout groupe diédral Dy, sont a
valeurs réelles, nous avons en fait L(0, x) € Q1 (X)) et donc

hox
(®) -

h_
pk—l

2

= (N@+(xk)/Q(%L(07X)))2 = (P jpr1)

est le carré d’un entier.

Supposons que M € Ds,. Le conducteur
Fr =ppem(Fr , /1, Fuyr) = 001002 £z O
de n’importe quel x € X} est entier et nous posons

drf?
2

Ap =

e a)= Y D).

Npo(Z)=n
D’apres [4], la constante d’Artin qui apparait dans 1’équation fonctionnelle
de la fonction s — L(s, x) est égale & +1, L(0, x), L(1, x) et les an(x) sont
réels. Pour calculer des approximations numériques des L(0, x), x € Xk,
desquelles nous déduirons h;k / h;k_l grice & (7), nous utiliserons :

PROPOSITION 7.1 (voir [13]). — Posons K (B) = K1(B) + K3(B) avec

1 "1y B2
Ki(B)=14+4Y (y+logB— —— -y =) —r—,
nzzo( 2n+2 kzzlk)(2n+2)(n!)2
1 n 1 BZn+2
Ko(B) =7B +4 logB— —— =) —)—no—.
2(B) =7B + ;;;(wrog o +1 ;k)(2n+1)(n!)2
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Alors 0 < K(B) <4e P et

0< L(0,x) = %L(l,x) - 3 “"(X)K(i).

Nous pouvons également trouver la valeur exacte de L(0,x). La
méthode est expliquée dans [14] et elle revient & calculer les entiers relatifs
qui sont les coordonnées de wprL(0,x) € Z[X;] (Panneau des entiers
de Q(X%)) dans une base quelconque de Z[X)]. Grace aux calculs de bonnes
approximations de tous les L(0,%) lorsque % décrit Xj, nous pouvons
calculer de bonnes approximations de ces coordonnées qui sont entiéres et
ainsi en déduire leurs valeurs exactes. Nous avons ainsi la valeur exacte
de L(0,x) et en calculant sa norme nous trouvons h;,c w—1 grace a (8).
Cette seconde approche n’est utilisée que lorsque les nombres de classes
relatifs & calculer sont trés grands (essentiellement pour le cas dp = 745
et p =11 de la table 5).

7.2. Calculs des an(Xx).

Rappellons que nous n’avons besoin d’effectuer le calcul de hy que
pour des N = N,. de degré 2"p® avec p premier impair (voir point 4 du
théoréme 4.1). Nous expliquons dans ce cas comment calculer les an(x)
ol x est 'un quelconque des caractéres primitifs associés & Nps /L. Nous
aurons besoin d’un lemme préliminaire pour le faire.

LEMME 7.2.

1) Soient Fps un corps diédral de degré 2p®, p premier impair et s > 1
entier, cyclique sur le corps quadratique réel L, et ¢ un nombre premier.

(a) Supposons q ramifié dans L : g0, = Q2.
(i) Si q est distinct de p alors Q est totalement décomposé dans
Fps /L.
(ii) Si ¢ = p et si Q n’est pas ramifié dans Fys/L alors Q est
totalement décomposé dans Fys /L.

(b) Supposons q inerte dans L : qOr, = Q. Alors, si Q n’est pas ramifié
dans Fps /L, Q est totalement décomposé dans Fy,. /L.

2) Soient M € D, cyclique sur le corps quadratique réel L et q un
premier inerte dans L : ¢qOr, = Q. Si Q n’est pas ramifié dans M /L, alors Q
est totalement décomposé dans M /L.
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Preuve.
1) Soit fpsOf avec fps > 1 le conducteur de 'extension Fjps /L.

(a) Sig # p, le théoreme 2.3 donne que g ne divise pas fps, et Q n’est
donc pas ramifié dans Fps /L. Soit alors x 'un des caracteres primitifs associé
& Fps. D’apres le point 1) du théoreme 2.1, x est trivial sur Pr z((fps)),
et donc x(Q)? = x((q)) = 1 d'ott x(Q) = 1 et x étant & valeurs dans
les racines p°-iéme de 'unité avec p impair, on obtient x(Q) =1, et Q est
totalement décomposé dans Fps /L.

(b) Si Q n’est pas ramifié dans Fp./L, la méme méthode donne
x(Q) = x((¢9)) =1, et Q est totalement décomposé dans F: /L.

2) Si le degré de M est supérieur & 8, on sait qu’alors M est le 2-corps
de Hilbert au sens strict de L. Comme Q est principal au sens strict, il est
totalement décomposé dans M/ L. Sinon M est biquadratique bicyclique et
le lemme est alors évident. O

Soit Nps = MFps un corps diédral & multiplication complexe de
degré 2"p®, p premier impair, cyclique sur le corps quadratique réel L
et ot M € D, est de degré 2" et Fjps est diédral de degré 2p°®. Soit x
l'un quelconque des caractéres primitifs associés & Nps/L de conducteur
001002 fOp, qui est entier. En fait x = x+x— ol x4+ est un caractére primitif
associé & Fjs /L et x_ est un caractere primitif associé a M /L.

TuEorEME 7.3. — Conservons les notations précédentes. La fonction
n — an(x) étant multiplicative (i.e. si n, et ny sont premiers entre eux
alors an,n,(X) = @n, (X)an,(x)), il suffit de connaitre les a(x) quand q est
un nombre premier, et nous avons :

1) Siq|f alors agx(x) = 0.
2)Siqt fetqOL = Q alors x4+(Q) = x-(Q) =1 et donc

0 si k impair,
aq(x) = { 1 sik pair.

3) Siqf f et qOr = Q2 alors x4+(Q) =1, x_(Q) = +1 et donc

age(x) = x-(Q)* = +1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



CORPS DIEDRAUX A MULTIPLICATION COMPLEXE PRINCIPAUX 95

4) Siq1 f et qOp = QQ' nous avons
k k
age(x) =Y x(Q () =x(Q7F ) x(Q)*
£=0 £=0

= (=D*k+1) six(Q) = -1,
im(x(Q)**1) /im(x(Q)) sinon.
Preuve. — Prouvons les trois derniers points. Si ¢ est inerte dans L,

le lemme 7.2 donne x4 (Q) = x—(Q) = 1, ce qui prouve le point 2). Si q est
ramifié dans L et Q n’est pas ramifié dans Fs /L, le lemme 7.2 donne

x+(Q) =1.
Comme Q? est principal strict et non ramifié dans M/L alors
x-(Q) = £1.

Donc x(Q) = x-(Q) = £1, ce qui prouve le point 3). Enfin si ¢ est
décomposé dans L, comme x4 est trivial sur Pr z((fps)) et Q n’est pas
ramifié dans Fj,« /L, on a

x+(QQ) =1.

De méme, comme QQ’ = qO;, est principal strict et Q n’est pas ramifié
dans M/L, alors

x-(QQ) =1
Donc x(QQ') = 1 et x(Q') = x(Q)~! d’ou le dernier point. O

Les calculs des x4 (Q) sont expliqués au paragraphe 2. Les calculs des
X—(Q) avec M € Dy, sont tres simples. Soient ¢ un nombre premier et Q
un idéal entier de L au-dessus de q. Nous avons :

1) Quand [M : Q] = 4, soient Ly et L; les deux sous-corps
quadratiques imaginaires de M. Si xr1,(q) = x1,(q) = 0 alors x_(Q) = 0.
Sinon posons ¢ = Xxr,(¢) + xr,(¢).- Si 0 = 0 alors x_(Q) = 1 sinon
X-(Q) = signe(o).

2) Quand [M : Q] = 2" > 8, M est le 2-corps de classes de Hilbert
au sens strict de L. Soit alors I un générateur du 2-Sylow du groupe des
classes au sens strict de L. Nous avons alors hy, = 2" 2h avec h impair,
donc il existe A’ tel que hh' =1 (mod 2"~ 1!). Dans ce cas il existe un unique
vg € {0,...,2"71 — 1}, tel que Q"I}° soit principal au sens strict et alors
X-(Q) = exp(—2ih'vgm /277 1).
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8. Exemple.

Nous allons ici reprendre sur un exemple toutes les étapes de la
détermination des corps & multiplication complexe diédraux de nombre de
classes relatif un & M € D, fixé. Dans tout ce paragraphe fixons

M= Q(\/5, V269, \/—(17+2\/5)) € Dy,

le 2-corps de Hilbert au sens strict de L = Q(1/1345).

Alors h;, = 6 et e, = 4841 + 132+4/1345. Nous avons donc :

p 35 7 11 13
fr(p) 1 11 113 419 103
Fr(p) 1 11 103 103 103

Nous avons pp < 1,060 et L(1,xr) < 3,004. Avec les notations
du lemme 3.6, nous avons donc b; = log+/1345. Nous trouvons que
ar(103) = 3,86... > e'/11. De plus la minoration (4) avec p = 7 et
f = Fr(7) = 103 donne hy, > 1,1. Si N, est un corps diédral a
multiplication complexe de degré 2"p contenant M et si p > 7 alors
hy, > 1,1.

Maintenant pour p = 3 ou 5, cherchons tous les corps NN, diédraux a
multiplication complexe de degré 2"p = 8p contenant M et de nombre de
classes relatif un.

Nous avons alors, avec les notations de la minoration (5), fu/r = 1,
wpr = 2 et Qpr = 2. Nous trouvons ainsi que B(M, 3) = 125, B(M, 5) = 43.

Les conducteurs possibles pour F}, inférieurs & ces bornes sont :
pour p =3, fs =1et f3 =101;
pour p =5, f5 = 11.

Or p = 3 ne divise pas wp = 2. Comme 101 est inerte dans L, il
est totalement décomposé dans M/L et en particulier dans M/M™. La
proposition 4.2 permet donc de dire que, si f3 = 101, alors 3 divise hyy, et
donc hy, > 1.

Il ne nous reste donc que deux calculs de nombres de classes relatifs a
effectuer :
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pour p = 3 et f3 = 1, nous avons hy, = 1;
pour p =5 et f5 = 11, nous avons hy_ = 26412.

Il n’existe donc qu’un seul corps & multiplication complexe diédral
de degré 2"p contenant M et de nombre de classes relatif un : le corps de
Hilbert au sens strict N3 de L qui est de degré 24. Cherchons tous les corps
Ny diédraux & multiplication complexe de degré 72 contenant ce N3 et de
nombre de classes relatif un.

Pour cela nous utilisons la minoration (6). Nous trouvons que la
borne B(N3) sur les conducteurs fy est B(N3) = 55. Le seul conducteur
possible inférieur a cette borne est : 47. Nous effectuons le calcul du nombre
de classes relatif (voir table 8) et nous trouvons que hy,_ est strictement
supérieur a 1.

Donc il n’y a aucun corps diédral a multiplication complexe de
degré 72 contenant N3 et de nombre de classes relatif un. Finalement N3
est le seul corps a multiplication complexe diédral de nombre de classes
relatif un contenant M.

9. Tables de nombres de classes relatifs.

Dans les tables 4, 5 et 6, nous donnons la liste des corps a
multiplication complexe N, diédraux de degrés respectifs 4p, 8p et 16p
(avec p premier impair) cycliques sur le corps quadratique réel L, pour
lesquels nous avons du calculer effectivement h;,p. Rappelons que pour le
degré 12, les tables ne sont pas données uniquement parce qu’elles sont
trop longues. Ces corps N, = M F}, sont entierement définis par la donnée
de M, de p et du conducteur f,Oy, de F,/L, ot M = Q (\/dr,,+/drL,) est
biquadratique bicyclique quand [N, : Q] = 4p et M est le 2-corps de classes
strictes de Hilbert de L quand [N, : Q] = 8p ou 16p. Ces tables permettent
de finir la preuve du théoreme 4.1. Remarquons que dans ces tables, seules
apparaissent les situations décrites aux points 1) et 2) b du théoréme 2.2.
La seule fois ol nous nous sommes trouvés dans la situation du point 2) a
du théoreme 2.2, c’est dans le cas suivant :

M =Q(v-19,vV-267), p=3 e f,=9

pour lequel il existe trois corps diédraux & multiplication complexe vérifiant
ces conditions, de nombre de classes relatif 7, 19 et 23 respectivement.
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Pour les tables suivantes IV, est un corps & multiplication complexe
diédral de degré 2"p cyclique sur le corps quadratique réel L et de nombre
de classes relatif un qui peut étre inclus dans un corps a multiplication
complexe diédral de degré 27p? (i.e. N, est I'un des corps indicés en
gras décrits dans le théoréme 4.1). Notons Fy, ;1 = f,OL. Les tables 7
et 8 donnent la borne B(F,) sur le conducteur fp20p = fpp2 /L pour
laquelle f,» > B(F,) implique hy , > 1 dans la minoration (6) et tous les
conducteurs f,2 inférieurs a cette borne pour lesquels nous avons du calculer
effectivement h;,pz. Ces tables permettent de prouver le théoreme 5.2.
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dr dp, dp, p fp by,
12| -3 4|5 7 112
21| =3 —7|5 101 2692
28| —4 —7|5 131 17892
56| —7 —8|5 31 1512
60| —3 —20|{5 55 1092
60| —3 —20|5 131 4612
60| —3 —20{7 71 16512
60| —4 —15|5 131 30612
60| —4 —15|7 71 237732
76| —4 —19|5 31 292
105 -3 -35|5 41 3612
105| =7 —15|5 41 192
120 -8 —15|5 101 62192
129| -3 —43|5 131 5492
201| -3 —67|5 41 2292
264|—-11 —24(5 61 5392
264|—-11 —24|7 43 73512
280| —7 —40|5 5 312
280 -8 -35(5 5 1
345 —3 —115|5 55 3692
364 —4 —91|5 11 112
456 | —-19 —24|5 41 792
469 —7 —67|5 41 8912
473 —11 —43{7 29 138612
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dr dry de, p fp  hy,
489 -3 —163|5 25 1642
536| —8 —67|5 25 1812
645| —43 —15|5 5 112
652 —4 —163|5 11 442
696| -3 —232|5 11 162
705 -3 —235|5 11 312
705 -3 —235(7 29 28132
737| —11 —67|5 41 16162
817| —19 —43|5 1 1
861 —7 —123|7 7 1692
940| —4 —235|5 31 5962
988| —19 —52|5 41 11092
1340( —67 —20{5 11 492
1720| —43 —40|5 5 112
1869 —7 —267|7 7 4632
2345| —67 -35|5 5 412
5705|—163 —35|7 7 30532
6097| —67 -91|7 1 8
7009 | —43 —163|5 25 66112
7705| —67 —115|5 1 92

14833 | —163 —91|5 11 18292
18361 —43 —427|7 7 15972
18745| —163 —115|5 11 18442
28609| —67 —427|7 1 1132

Table 4 : [N, : Q] = 4p avec p > 5 premier
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d, p fp h;ﬂ

136 3 61 13002
136| 3 163 89262
136 3 277 197022
136| 3 333 394122
136 3 379 409962
205 3 31 3822
205 3 61 17442
205 3 63 14172
205( 3 67 17022
2051 3 91 36012
205 3 97 29507
205 3 117 50142
221 3 37 4722
2211 3 43 6282
3051 3 7 222
377 3 37 7932
377 3 73 13422
3771 5 31 1619962
545| 3 37 6492
545| 3 61 15492
545 3 103 45342
7121 3 61 7182
7451 3 9 162
745| 3 193 176562
745| 3 223 212292
745 5 b 2812
745|11 23|3378935986812

dr, p fp h;@

134513 1 1
1345|5 11 26412
15373 7 732
15373 19 6942
153713 79| 155172
15373 117 224532
153713 133| 131562
18643 7 222
1864 (3 43 13002
18645 11 38212
19453 9 492
20413 63 96612
20413 73 92862
224813 13 1662
22483 19 4212
2248 (3 31 3522
22485 11| 128412
2329(3 9 2862
23295 3145172762
23533 63 33522
4369(3 37 78222
4369 |3 63 24882
4369(3 91| 488892
70813 13 4362
7081|3 61| 544242
7081|3 63| 346482

Table 5 : [N, : Q] = 8p avec p > 3 premier
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dr p fp hy, dr p fp hy,

50513 9 17262 79313 31 4700622

505 (3 127| 805787772 7933 63| 74858382

505 (3 133| 701591982 793 |3 103| 628411692

505 |3 163|1870481742 793 |3 1512611020462

505 |3 217|611206366> 20563 31 3443582

68913 19 408252

Table 6 : [N, : Q] = 16p avec p > 3 premier

dp|pr < L(l,xz) <|dp, dr, p fp B(Fp) fpe hXIPz
10510,531 1,721} =7 -153 9 190 27 1632
280 10,857 1,487 -8 -355 5 30 - -
469 (1,090 1,157 =7 —-67 3 1 40 13 7122
469 1,090 1,157 =7 —-67 3 1 40 18 6572
469 1,090 1,157 -7 —67 3 1 40 22 15397
469 (1,090 1,157 =7 —-67 3 1 40 34 48332
473|1,170 1,424 —-11 —-43 3 1 60 31 112892
473(1,170 1,424 -11 —433 1 60 35 153362
473(1,170 1,424|—-11 -43 3 1 60 45 203312
817|1,093 2,285(—-19 —-43 5 1 30 - —
940 1,153 1,770 —4 —235 3 1 50 23 29432
940|1,153 1,770| -4 —235 3 1 50 29 56792
1304|1,634 1,077 -8 —-163 3 1 20 9 1712
1304 |1,634 1,077 -8 —163 3 1 20 13 9012
170811,629 1,400 —4 —427 3 1 25 - -~

Table 7 : [N,z : Q] = 4p? avec p > 3 premier
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[14]

(15]
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dr | pr < L(L,xe) < |p fp B(Fp) fpe hy
1345 (1,060 3,004 3 1 55 47 26139717362

Table 8 : [N,z : Q] = 8p? avec p > 3 premier
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