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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
50, 1 (2000), 1-33

FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES
DE POINTS ALGÉBRIQUES

SUR UNE COURBE ELLIPTIQUE DE TYPE CM

par Mohammed ABLY

1. Introduction.

La méthode de A. Baker (cf. [B] et [BWù]) sur l'indépendance linéaire
de logarithmes algébriques sur un corps de nombres est à la base de
nombreux travaux voire d'une théorie dite théorie des formes linéaires de
logarithmes.

Cette méthode a été développée par D. Masser [Ml] pour l'indépen-
dance linéaire de logarithmes de points algébriques sur des courbes ellip-
tiques de type CM, par J. Coates et S. Lang [CL] pour les variétés abéliennes
de type CM et ensuite par G. Wûstholz [Wù] qui a obtenu dans le cadre
général des groupes algébriques commutatifs le résultat qualitatif suivant :
soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur le corps des
nombres algébriques Q, TG(C) l'espace tangent à l'origine de G(C), W
un hyperplan défini sur Q de Tc(C) et u un point de Tb(C) tel que son
image, par l'application exponentielle de G, exp^(n) appartienne à G(Q).
Alors, si W ne contient aucun sous-espace de la forme TG'(C) avec G1 un
sous-groupe algébrique de G, u n'appartient pas à W.

En utilisant le lemme de zéro général de [P] et une combinaison origi-
nale des méthodes de Baker et de Gel'fond, P. Philippon et M. Waldschmidt

Mots-clés : Forme linéaire de logarithmes — Courbe elliptique — Approximation diophan-
tienne.
Classification math. : 11 J — 11 G.



2 MOHAMMED ABLY

[PW1] ont amélioré et rendu effectif le résultat de G. Wùstholz; sous les
hypothèses de celui-ci, ils obtiennent l'inégalité

dist(^W) > exp^logB)^"1^1)
où logB > 1 est un majorant de la hauteur logarithmique de Weil d'une
forme définissant W et c une constante effective indépendante de B.

Par la méthode de P. Philippon et M. Waldschmidt mais en modifiant
Phyperplan W et le point u ce qui revient à étudier le problème dans le
cadre du groupe G^ x G, N. Hirata [Hi] a amélioré nettement le résultat
précédent en démontrant l'estimation

dist(n.Ty) > exp(-c(\ogB)(\og\ogB)d[mG^l).

Signalons que G. Diaz [Di] a traité le cas particulier d'un produit
d'une courbe elliptique par un facteur Ga et que S. David [Da] a obtenu
récemment, en utilisant la méthode de N. Hirata, un résultat totalement
explicite dans le cas où G est un produit de courbes elliptiques.

Dans ce texte nous démontrons dans le cas où G est une puissance
d'une courbe elliptique de type CM que

dist(u,W) > exp(-clogB).
Une telle minoration est optimale, à la constante c près, en B.

La méthode adoptée pour la démonstration de ce résultat est la
méthode de N. Hirata, cependant nous modifions le point n, de façon à
ce que dans la construction de la fonction auxiliaire habituelle dans ce
type de problème, les paramètres L_i et I/o correspondant aux facteurs
Ga introduits n'aient pas le même statut. Ainsi l'un des paramètres disons
L_i étant amené à "porter" le poids des dérivations peut être choisi bien
inférieur à LQ. Le second argument qui permet cette amélioration est
l'utilisation dans cette construction des polynômes d'interpolation [cf. AM]
sur l'anneau des endomorphismes de la courbe elliptique considérée.

Le plan de ce texte est le suivant : après l'introduction au §1, nous
énonçons dans le §2 les résultats principaux, au §3 sont rassemblés les
lemmes auxiliaires, au §4 on modifie l'hyperplan W et le point u, au §5
on choisit le sous-groupe privilégié et les paramètres tandis que le §6 est
consacré à la partie essentielle de la démonstration de transcendance.

Je remercie vivement M. Waldschmidt pour l'intérêt qu'il a porté à ce
travail ainsi que E. Caudron pour sa lecture minutieuse et ses nombreuses
remarques sur une première version de ce texte.

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



FORMES LINÉAIRES DE LOGARITHMES 3

2. Notations et résultats.

Soit £ une courbe elliptique, à multiplication complexe d'invariants
92,93 algébriques. On note p la fonction de Weierstrass associée,

A = Zo;i + Zcc;2
le réseau des périodes de p, r = ^2- (Imr > 0). S étant à multiplication
complexe, r est quadratique imaginaire et Q(r) est le corps des multiplica-
tions de E. Notons k = Q(r), 0^ l'anneau des entiers et d le discriminant
de k. On identifie l'anneau des endomorphismes de £ à un sous-anneau
0 de 0\ç. Soit T^(C) l'espace tangent de <?(C) à l'origine, en identifiant
T^(C) à C, l'application exponentielle de 8 est donnée par

exp^. : C -> P2(C)
f ( l :^z) :p^)) si^A
\(0 : 0 : 1) si z e A.

On note h la hauteur logarithmique absolue de Weil, h est définie sur
P^(Q) de la façon suivante : pour P = (xo : . . . : x^) e PN(K), où J^
est un corps de nombres de degré n sur Q,

h(P) = -^n^logmax(|a;o|^...,|a:Nk)
Tîi

v

où v décrit l'ensemble des places de X, normalisées de telle sorte qu'on ait
la formule du produit : pour tout x ç K, x ^ 0, Y[^ \x\^ == 1 ; riy étant le
degré local en v.

Pour une famille de nombres algébriques o^(l < i <^ m) (resp. une
famille de polynômes Qz(l < i <. m) à coefficients algébriques ) on désigne
par h(ai^ 1 < i < m) (resp. h{Qi^ 1 < i < m)) la hauteur du point projectif
(1 : 0:1 : . . . : a-m) (resp. la hauteur du point projectif dont les coordonnées
sont constituées par tous les coefficients des polynômes Qi auxquels on
adjoint l).

Soit K un corps de nombres contenant 92,93 et r, que l'on considère
plongé dans C, soient n i , . . . , ujç des nombres complexes non nuls tels que
ou bien Ui 6 A ou bien <p(ui) G K {i = 1,. . . , A;), C'(z) = ̂ ZQ + ... + f3'^Zk
une forme linéaire non nulle de C^1, à coefficients dans K. Notons D le
degré de K sur Q, u' = (1, HI, . . . , Uk) et 7^ = exp^(u^).

THÉORÈME 2.1. — Soient B, V\,..., Vk,E des nombres réels > e,
vérifiant
(2.1) log5>^ma^(/i(^),e)

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



4 MOHAMMED ABLY

(2.2) ïogVi>max(h^),{-u^,^)(i=l,...,k)

(2.3) e<E<^(e-^o^}.
i^ î^fcv |z^| /

Alors, en notant V == maxK^/c Vi :

- ou bien il existe un sous-groupe algébrique connexe de Gg2 x ^
dont l'espace tangent à l'origine est contenu dans ker C' et contient u';

- ou bien, on a
k

(2.4) logl/^u')! > -CDW\og(BD\ogV)\og(DE)(J^\ogVi)(\ogE)-k

i=l

où C est un nombre réel > 0 ne dépendant que de k,uj^,uj^.

Remarque 1. — Si /^, . . . , /^ sont tous nuls, alors /% 7^ 0 et la
minoration (2.4) du théorème est immédiate d'après l'inégalité de Liouville.

Remarque 2. — Rappelons que si /^(u') -^ 0, la meilleure estimation
antérieure en privilégiant la dépendance en B est

logl/^u')! > -clogBloglogB,
où c=c(k,^,uj^,D,Vi,E}.

Ce résultat est dû à P. Philippon et M. Waldschmidt (cf. [PW2],
théorème 1.2). L'estimation (2.4) améliore donc essentiellement la dépen-
dance en B\ elle est optimale, à constante près, en B.

Remarque 3. — Le théorème 2.1 permet d'obtenir de nouvelles me-
sures de transcendance liées à des valeurs de fonction elliptique de type
CM. Comme exemple, on en déduit le résultat suivant sur une mesure de
transcendance d'un quotient de points algébriques de S (u est appelé point
algébrique de £ si u est un pôle de p ou si p(u) est algébrique).

Avec les notations précédentes, on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.2. — Soient E une courbe elliptique de type CM
définie sur Q, u\,u^ ^ 0 des points algébriques de 8 tels que ul- ^ Q(r).
Alors, il existe c = 0(^1,^2 ̂ 1,^2) > 0 tel que, pour tout polynôme non
nul P de Z[X] de degré < D et de hauteur h(P) < \ogH, on ait

Pp)| > expf-^300^^^10^^).
V^i Y logeD 1

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



FORMES LINÉAIRES DE LOGARITHMES 5

3. Lemmes auxiliaires.

Polynômes cP interpolât ion.

Nous utiliserons pour la construction de la fonction auxiliaire les
polynômes d'interpolation sur un ordre d'un corps quadratique imaginaire
(cf. [AM]) en l'occurrence 0^. Ces polynômes sont définis de la manière
suivante : pour un nombre réel R > 1 et £ un entier> 0,

A^(X):= n (^-
^e0k\<o}

\x\^R

Le lemme suivant porte sur certaines estimations analytiques et arithméti-
ques vérifiées par ces polynômes.

LEMME 3.1.

i) S'oient R un nombre réel > 1, t,L deux entiers positifs, z un
nombre complexe, on a

log^^<-c2LR2(l+lo^+l))-
où C2 est un nombre réel > 0 ne dépendant que de d.

ii)

h(^——^(y),0^r<t, 0<e^L, p<R,yçOk;\y\^s)
\T. az y

^ c,LR2 (l + log(1-^ + l) + log(|| + l) ),

où €3 est un nombre réel > 0 ne dépendant que de d.

iii) Soient P un polynôme non nul à coefficients complexes de degré
n, \o,..., An (n + 1) nombres complexes deux à deux distincts alors les
polynômes P(z + À o ) , . . . , P(z + \n) sont linéairement indépendants sur C.

iv) Soient R un nombre réel > 1 et L un entier > 0, les polynômes 1,
^t^^ (A ^ ^k ; |A| < R, £ = 1 , . . . , L) sont linéairement indépendants
sur C.

Preuve. — Les estimations i) et ii) se déduisent immédiatement du
théorème 1.1 de [AM] et de la majoration

degA^<ci^R2 ,

TOME 50 (2000), FASCICULB3 1



6 MOHAMMED ABLY

où ci = 2{7—p- (cf. remarque 2.1 de [AM]).

Montrons iii). Supposons qu'il existe des nombres complexes a\^ tels
qne : EL) ̂ P(^i) = 0. Alors, on a : EF=o a^ (E^o ̂ (W) = 0
et par conséquent EF=o ̂ -P0^^) = 0 (j = 0 , . . . , n). P étant non nul, on
vérifie que la matrice (P^(À^)) o<^n est inversible, par suite les coefficients

0<j<n

a\^ sont tous nuls.

Enfin la propriété iv) résulte d'une récurrence sur L et de la pro-
priété iii).

Désignons par G le groupe algébrique (défini sur K) Ga2 x ̂  que l'on
considère JC-plongé dans A^ xP^. En identifiant l'espace tangent à l'origine
TG'(C) de G à C^2, on obtient un plongement analytique $ représentant
expç l'exponentielle de G,

<S> : C^2 -^ A^(C) xP^(C)
(^-1,^0,.. . , Zk) -> (^_i, 2;o,exp^(2;i),... .exp^fc))

où exp^-(z) = (cr3^) : a3(2;)p(2;) : a3(z)pf(z)), a étant la fonction sigma
de Weierstrass.

Les fonctions coordonnées de exp^ sont des fonctions entières d'ordre
< 2, plus précisément, il existe £4 = c^(uj\^uj'z) > 0 tel que

(3.1) maxda3^)!, \a\z)p{z)\^ \a\z)^(z)\) ^ e^2.

D'autre part, il existe es = 05(0;!, 0:2) > 0 tel que

pour tout z e A, a3^)! > e"05^14^2 et
^o.^J

pour tout ^ ^ A, la3^)?'^)! ^ e"^0^^^ •

Ces inégalités classiques se déduisent par exemple de la proposition 3.1
de [Da].

Pour un uplet n = (n i , . . . , nk) G Z^, 0 < î^, on note |n| = E?=i ni'
Soient L_i, LQ', L i , . . . , Ljç des entiers > 1 et LQ un nombre réel > 1. Nous
allons considérer des polynômes P de C [A^ x P^] de la forme

(3.3) P(X) = ̂ pnX^A^Xo + no)X?1 ... X^,

où la somme porte sur tous les uplets n = (n-i, n^n'^ï\\^... ,n^) tels
que : n_i e Z; 0 ^ n_i < L_i, ^0 ^ ^k \ {0}; |nol <: L'^ n^ e Z;
0 < n'Q < LQ', nj = ((n^), î = 1,2,3) e Z3, 0 < n^; |n^ = L^
(j = 1,.... A:). On pose LQ = L'Q deg Aj/ ; et on dira qu'un tel polynôme
est de degrés < (L_i ,Lo ,Li , . . . ,Lfc) .

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



FORMES LINÉAIRES DE LOGARITHMES 7

Le lemme suivant donne une majoration des valeurs en un point des
dérivées de la fonction / = P o $. Notons | • |^ la norme euclidienne sur
C^2 et pour x = (a ;_ i , . . . , ̂ ) e C^2, Z),/ == ̂ t-i ̂ .

LEMME 3.2. — Soient H un nombre réel >. e, P un polynôme
de C[A2 x P^] de la forme (3.3), de degrés < (L_i ,Lo, . . . ,Lk) tel
que maxn \pa\ ^ H, m un entier ^ 1, x» = (a-,,-1,... ,a;»,fc) (1 < i < m)
et v = (v-i,...,Vk) des points de C^2. Notons e = max(l, \Xij\, 1 ^
i ^ m,-l < j < k), pour t = (ti,...,^) e Z"1, ^i, . . . ,^ ^ 0,
2?^ = D^\ o . . . o D^ et f = P o $. Alors, pour |t| < T, on a

log |£>^/(v)| < Tlog(fc + Ï)£T + £_i log(|v_i| + 1)

+C6£o(l+log(^+2))+C7^Li(H+l) 2+logff .r i v " ] ] -r^7 / ,^m^|
0 ^ï0 i—1

Preuve. — On reprend la preuve du lemme 3.1 (cf. [PW1] ; on a

^w^^^^W—^fw}
et en posant F(z) = /(z + v), les inégalités de Cauchy entraînent la
majoration

( 9 v-i / 9 \ j f e
^) 0-•0(^) ^v) ̂ T'^^0 - - - 0 ^^ •/(v) P7- sup l^2)!-^O'2 '^7 ' |z|i<l

Ensuite, on utilise l'estimation i) du lemme 3.1 et l'inégalité (3.1) pour
conclure.

L'objet du lemme suivant est une formule d'interpolation pour une
fonction entière sur C prenant des "petites" valeurs en des points d'un
réseau de C de type CM, en l'occurrence 0. Si / est une fonction entière
sur C et R > 0, on note \f\p = sup^,<^ \f{z)\'

LEMME 3.3. — Soient f une fonction entière sur C, T\ un entier
> 0, R, r, 6'! des nombres réels > 0 vérifiant R> 3r et r > S^. Alors

m ^\f /^V87^? / RY^SÏ
\f\r < \fR^) +(^)

( f ^ ( s ) -i
xmax^-——^—, 0 < a < r i , sçOÇS^^

où es et CQ sont des nombres réels > 0 ne dépendant que de 0.

Preuve. — D'après le lemme d'interpolation polynomiale de D. Mas-
ser (cf. [Ml], corollaire B), il existe un polynôme P de C[X] vérifiant

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



8 MOHAMMED ABLY

P^\s) = f^Çs) pour tout s C 0{S^), 0 ^ a < Ti et pour tout r > 6'i

|P|. < (cg^-r^ max {^(.), 0 ̂  ^ < Ti^ e 0(S,)].

Pour achever la preuve, on applique le lemme de Schwarz 7.13 de [Wl] à
la fonction f — P qui s'annule ainsi que ses dérivées à l'ordre Ti sur 0(S-^)
qui est de cardinal supérieur à c^S^.

Nous utiliserons pour la construction de la fonction auxiliaire le lemme
de Thue-Siegel (cf. Lemme 6.1 de [PW1]) suivant :

LEMME 3.4. — Soit (^,j)i^î^i/,i^j^^ une matrice de nombres
complexes, de rang < p. Soient 6, m,p des nombres réels positifs tels que

v

(2^+m+p + l)2^ < e^ et max Y \u, J < e7".
1<J^^ '

Alors, il existe (ai,..., a^) e Z^ tei que
v

0 < max |ûJ < e6 et max | V^a^, J < e~p'.
i^i^' • ~ î '̂  /-^

i=l

Dans les lemmes qui suivent 8 désigne une courbe elliptique d'inva-
riants algébriques ^2^3, p la fonction de Weierstrass et Zc^i + Zcc;2
(Im (^) > 0) le réseau associés, r = Im(^).

Formules de translations sur une courbe elliptique.

LEMME 3.5. — Soient L un corps de nombres contenant g ' 2 , 9 3 ,
Pi(X, Y) (1 < i ^ N) des polynômes de L[X, Y] de degrés majorés par L
et u un nombre complexe tel que p(u) ç L. Alors, il existe une famille de
polynômes Ri (1 < i < N) de L[X, Y] telle que

P.^+^^^+H))^^^ deg^2L, (^1,...,AQ

et

h(Ri, 1 < i < N) < h(P,, 1 < i < N) + L(cio + 2/i(p(n), ̂ (u)).

De plus, on a

(p^)-^))31'^^),^)),
ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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où Q(X,Y) est un polynôme de L[X,Y] de degré ^ 2L, de hauteur
h(Q) < L(cio+2/i(p(n), p'{u)), cio étant un nombre réel > 0 ne dépendant
que de uj\^uj^.

Preuve. — II suffit de reprendre la proposition 8.2 de [Da] en
considérant une famille de polynômes P^ (1 < i < N) au lieu d'un seul.

Formule de dérivations sur une courbe elliptique.

LEMME 3.6. — Soient L un corps de nombres contenant g ' 2 , 9 3 ,
Pi(X,Y)(l <, i < N) des polynômes de L[X,Y] de degrés majorés
par L et T un nombre entier > 1. Alors, pour tout couple d'entiers
(i,t), 1 < i <, N, 0 ^ t < T, il existe un polynôme A^(X,Y) de L[X,Y]
tel que

-^Pi{^{z)^\z)} =A^(p(z),p /(2Q),degA^ < L +1.

De plus, la famille de polynômes A^ vérifie

h{A^t,l ^ i < N , 0 < t ^ T ) <h(P,,l ^ i < N) + cnriog(L + F).

Sous les mêmes hypothèses, il existe une famille de polynômes
G^t(X,Y)deL[X,Y} telle que

^ p ^ 1 P(^) ^ r ( 1 p ( z )} ^ r <- T ^ +~T~t±^[ , ( \-> , ( \} = G^A~^T^^ K \ L ^ë^i^t < L-\-tdzt Vp7^) (p\z)) ^<p'(z) p(^)7

et

h(G^ 1 < z < N, 0 < t ̂  T) < h(P,, 1 < i < N) + ci2riog(L + F),

où en et ci2 sont des nombres réels > 0 ne dépendant que de ^1,^2-

Preuve. — On reprend la preuve de la proposition 8.1 de [Da] en
considérant une famille de polynômes au lieu d'un seul.

Formule de multiplication sur une courbe elliptique de type CM.

LEMME 3.7. — On suppose que £ est à multiplications complexes.
Soient 0 Vanneau des endomorphismes de £ et L = Q(^2^3,^)- Alors,
pour tout s e 0 \ {0} tel que : \s\ < S, il existe Ai(X), A^{X, Y) et Q(X)

TOME 50 (2000), FASCICULE 1
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des polynômes à coefficients entiers dans L de degré <^ c^S2 et de hauteur
< c^S2 tels que

^ ._Ai(p(^)) A^{z)^'{z))
p(s ') - Ç(p(.)) et p (s z ) - QW)

où Gis et ci4 sont des nombres réels > 0 ne dépendant que de ^\,uj^.

Preuve. — Cf. lemme 6.3 de [Ml] pour l'expression de p(sz) en tant
que fraction rationnelle en p(z). On dérive cette expression pour obtenir
p ' { s z ) et ensuite on réduit au même dénominateur.

4. Modification de la forme linéaire et du point.

Rappelons la forme linéaire C ' ( z ) = ^ZQ + . . . + f3^Zk et le point
u' = (1, u\,..., Uk) considérés dans le théorème. On suppose que f3[ , . . . , f3^
sont non tous nuls car sinon le théorème est immédiat (cf. Remarque 1).
Nous allons modifier cette forme et ce point de la façon suivante :

1er cas : /3g 7^ 0; c'est le cas dit non homogène. On choisit m,
(0 < m < k) tel que |/^J = maxo^/c IA' . on P086 A = |̂  (z = 0 , . . . , k)
et on considère la nouvelle forme linéaire £(z) == —^-i + /SQZQ + . . . + (3)çZk
et le nouveau point u = (0,1, n i , . . . , Uk) de C^2.

2ème cas : /SQ = 0; c'est le cas dit homogène. On choisit m, (1 < m <
k) tel que |/^J = maxi^<fc \{3[\, on pose f3i = ̂ -, (z = 1, . . . , k), A) = 1 et

^m

on considère la nouvelle forme linéaire C(z) = —2;_i4-A)^o+/^i^i+- • •+/^fc^fc
et le nouveau point u = (1,1, n i , . . . , 'Ufc). Le choix de ce nouveau point
est crucial pour la démonstration du théorème. Notons que N. Hirata
(cf. [Hi]) avait considéré le point u = (0,0,14,... ,n/c)) . Remarquons que
les coefficients de la forme C sont de modules < 1, /3 i , . . . , /Sjç ne sont
pas tous nuls et h((3i) < 2\ogB (i = 0 , . . . , A ; ) . Dans les deux cas, on
a C(n) = c^1. Alors, C(\i) -^ 0 est équivalent à /:'(u') ^ 0. D'après
l'inégalité de Liouville, on a log|/3^| > -Dh((3^), donc si C(ïi) -^ 0 on a
log [^(u7)! > log |/:(u)| - DhW > log |/:(u)| - D\ogB.

Alors pour minorer |/y(u')|, il suffit de minorer |^(u)|; dans la suite
l'étude portera sur cette nouvelle forme £ et ce nouveau point u.

On choisit dans les deux cas comme base de TV := ker^C, la base
(eo, . . . , efc) définie par e, = (ft, 0 , . . . . 0,1,0, . . . . 0), où 1 est la (i + l)1^
coordonnée.

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



FORMES LINÉAIRES DE LOGARITHMES 11

On considère la projection de u sur W définie par

w = (r(u),i ,ni, . . . ,^)
dans le cas non homogène (resp. w = (1 + C(u), 1, ̂ i , . . . , Uk) dans le cas
homogène). On a |w — u|^ = |^(u)|.

5. Choix des paramètres et d'un sous-groupe privilégié.

On plonge le groupe algébrique G^ x ̂  dans l'espace multi-projectif
P := P^ x P^. Si V est une sous-variété de P, on désigne par
H(V, L_ i ,Lo ,L i , . . . ,Lk) la valeur de la partie homogène de plus grand
degré {= dimV) du polynôme de Hilbert-Samuel multi-homogène de V
multiplié par dim V\ (cf. [P]). Dans tout le texte ci, 0 2 , . . . , ci,... désignent
des nombres réels ne dépendant que de À:, ù;i, uj^ et CQ un nombre réel assez
grand par rapport à tous les Ci. Ces nombres réels c^, CQ sont évidemment
indépendants des paramètres -D, B, V i , . . . , V^ et E du théorème. Posons

k

UQ = C^1^9 DW\og{BD\ogV)\og(DE)]^(\ogV,)(\ogE)-k

i=l

c _ (^ D ̂ BD ̂ ê V) + log E \ 1/2
s~\co——————\ogE——————) 5s°=[^]•LCo-l

Soit U un nombre réel > 0, définissons les paramètres
# ^ ________U_______
#1 - C^ (D \og(BD log V) + log E) '
# ^______U______
0 - Co{Dlog(l+D)+logE)'

L'o= (mm(î-L^,\oë(BDÏogV)+ÏO^E}} où ci = 2(7r + 2)/v1dJ,
\ v ^1 -Ly / /

^-[d^]' ^^"'^^

Lî=ï^^ (-1-^)> ^=[^1 (.=-1,1,...^),

^ _ 5/2max(t7o^) ^ ^#, r T ]
T -co S^logE ' r=[T 1 et ^"IclJ'
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où [ • ] désigne la partie entière.

Notons 0(S) = {s e 0, H < 5}, r(5) = {^(5u), s 6 0(5)}.

LEMME 5.1. — 27 existe un nombre réel U ; 0 < U < UQ tel que
pour tout sous-groupe algébrique connexe G' de codimension r ' dans G et
vérifiant TG'(C) C W, on ait
(5.1) (T^-1 card((r(5) + GI}/Gt}H{G^ L*^ L^ . . . , Lf)

>Go^(G,L^L^...,Lf)

et il existe un sous-groupe algébrique connexe G de codimension r dans G
vérifiant T^(C) C W tel que
(5.2) (T^^card^r^) + G)/G)H(G^ L^L^..., Lf)

=CoH(G^L^Lt^..^t).

Preuve. — Soit G' un sous-groupe algébrique connexe de G^ x ^
tel que TG'(C) C W. G' est de la forme GQ x G[ avec GQ un sous-groupe
algébrique connexe de G^ et G[ un sous-groupe algébrique connexe de
E^. Posons VQ = 2 — dimGo? r^ == A; — dimG^r' = rg + r^. Comme
T G / ( C ) c l V , G o 7 ' G ^ e t r o ^ O .

Notons U ' = max([/, Î7o),

A(G/) = Go-^T^/î/^'-^ard ((r(5) + G^IG'}
H(G^ L^/U^ Lf/U^ L f / l } ' . . . , L t / U ' )
H[G^ Lf,/U^ Lf/U^ L f / V ' . . . , L t / U ' )

et
ro_i

^(G/)=A(G/) l/romax{A(G/),[/o} ro .

A(G') et B(G") ne dépendent pas du paramètre [7; parmi les sous-groupes
algébriques connexes G' de G vérifiant TG"(C) C W on en choisit un G tel
que -B(G) soit minimal et on note encore U le nombre réel B(G). Montrons
d'abord que U <, UQ. Si U > UQ, alors U ' = U. D'autre part d'après le
lemme 3.4 de [P], on a

H(G^ Lf,/U^ L t / U ^ / U ' . . . , L f / U ' )

=(dimG)!(degG) -[[ (Lf/U) \[{Lf/U1)-z /-/ l l \-z
i=-l i=l

0 k

=3^+2)! ]^[(Lf/U)^[(Lf/U')
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et ^({0}, L^/U, L f / U ^ . . . , L^/U) = 1, où {0} est le groupe nul.

Par conséquent, on obtient

A({0}) ^ â^^^î^^1^7^210^)"^1^2^10^1^^
/ \ k

x 1 D \og(BD log V) + log E ) JJ DS2 log V,
< ^o, v 7 -i

d'où B({0}) ^ A({0})^ < [/o. Or on a U <, B({0}), donc U < UQ et
cela contredit l'hypothèse.

Preuve des propriétés (5.1) et (5.2). — Soit G' un sous-groupe de G
T-Q-l

tel que : TG'(C)C.W. Par définition B(Gf) = max^G^A^^^l
H(G L* L^)

puisque H{G'^^..^*} est "^ulti-homogène de degré ro en (Lf^,Lf) et de

degré r[ en (Lf , . . . , Lf)) , en remplaçant A((y) par sa valeur, on obtient

B{G') =

^^,^,-.^(Q^)^J_^(^)--^,

(^w-1-(^)^N^r°4\ Tï ^UT, ^__^, IJQ , . . . , ij^ ) / )

Comme U <, B(G'\ U < UQ et r^ > 1, on en déduit la propriété (5.1).

Pour démontrer (5.2), on remarque que A(G) < B(G) ^ B({0}) <
UQ, d'où

B{G}=A{G)^U^~

= ̂ -(^r-cardfîM^)^^?^^
^ v G ) H ^ L ^ L t ^ . . ^ L t ) ) u-

comme B(G) = U, on en déduit (5.2).

Dans toute la suite, U désignera le nombre réel défini par le lemme
précédent et les paramètres Lf,T* les paramètres définis en fonction de
ce nombre U au début de ce paragraphe.

LEMME 5.2. — Les paramètres définis ci-dessus vérifient les inégali-
tés suivantes :

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



14 MOHAMMED ABLY

i) \ogE < ci5Dmini<,<fclogV,

ii) î/>Co5'2logE

iii) DL^log(2+^)<-^
o ^o

iv) £»L^log(2+-^)^-^
0 UQ

v) Pour tout i == — 1 , . . . , k, Li ^ 1.

Vérification de i). — Par hypothèse dans le théorème, pour tout
i = 1, . . . , /c, on a

log E ^ 1 log e^D log Y, - log \m \.

Ui est par hypothèse non nul, donc si Ui\ < •^11 min(l,Im(T)), alors Ui
n'est pas pôle de p et on a |p('Uî)| ^ sT '̂r? (cf- [Da], lemme 3.3).

Or \p(ui)\ ̂ e^(^O) ^e^10^, d'où log |̂ | > -j log5- ̂ logV,
et log£J < Dlogy,+ |log5+l < 41) log Y,.

Si |̂ | > l^imin(l,Im(T)), on a

log£; < J log e^D log V, - log(^ min(l,Im(T))), (z = 1,... ,A;).

En conclusion, on obtient log-E < c^Dmm-^^i^k log ̂ 5 où cis =
max(4,1 - log(^ min(l,Im(r)))).

Preuve de rinégâlité ii). — Par définition on a U > A(G) ; nous
allons minorer A(G). G étant un sous-groupe algébrique de G^ x é^, il est
de la forme Go x Gi avec GQ un sous-groupe algébrique de G^ et G i un
sous-groupe algébrique de ek. Comme Tg(C) C W, (0,1,0, . . . . 0) ^ TV et
(1,0, . . . . 0) î W, on a {0} x Ga t GQ et Ga x {0} (/. Go. Par conséquent,
Go est ou bien le groupe nul {(0,0)}, ou bien un sous-groupe algébrique de
G^ de dimension 1 tel que T~ (C) == €(^1,^2) avec v\ ^- 0 et v^ 7^ 0.

Si Go = {(0,0)}, on a card((r(6') + G)/G) > card0(5) >. cgS'2, d'où
en remplaçant T^ par sa valeur dans la définition de A (G), on obtient

A(G) > csC^ÇC^S^ogE)-^1

^ ^(G, L^/^/, Lf/U^ Lf/Uo . . . . Lf/[/o)

^(G, L^/[7, L^/^, Lf/l/o . . . , Lf/Uo)
or, dans ce cas on a

^(G, L^/£7, L^/£7, Lf/Uo . . . . Lf/£/o) = ^(Gi, Lf/U^ . . . . Lf/î/o),
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et le lemme 3.1 de [P] fournit l'inégalité

(5.3) ^(Gi,Lf/[/o,..,^M)) ̂ ^Lf/U^^^Lt/U^
~ ~ i=l

D'autre part, on a (cf. [P], lemme 3.4) l'égalité

(54) H(G'L#^u'Lt/U^#/U,...,LÎ/U,) TT/^/^rT^/^(3A) ————————Wk+2Y————————= [[(^/^[[(Lf/Uo).
• ' i=-l i=l

D'où,

A(G) ^ 3^+ 2)!(co-5/2g2 log ̂ "'^^(^ log E)

x (£» log(l + D) + log £) f£»512 min log V,} r~î

\ l^î^fc /

>^(^GOj(r-l)5210^(D^^

comme logE < c^Dmm^i<k logY^ r > 1 et Go est suffisamment grand,
on en déduit que A(G) > CoS2 \ogE.

Si T^(C) est de la forme C(v^, v^) avec î;i ^ 0 et 1:2 7e 0, on a

(5.5) H(G^ L^/U^ L t / U ) > L^/U + Lf / U .
D'autre part, on déduit du lemme 3.1 de [P] que
H(G^ LtjU^ Lf/U^ Lf/Uo . . . . L^/Uo)

> H(G^ LÎJU^ Lf/U)H(G^Lf/U^ . . . . L^/Uo).

En minorant card((r(5') + G)/G) par 1 et en utilisant les inégalités
(5.3), (5.4) et (5.5), on obtient dans ce cas

A(G) ^ 3^^(c"-5/25210ëE)-r+l^/£#l)C%(t7o/^))r-l

> ——^——C^-^S^ogEfD min ̂ Y~\
3";(Â;+2)! " 0 \ Ki^kïogE/

Or on a r > 1, car sinon r = 1 et Gi = ^'!, comme /?i, . . . ,f3k sont
supposés non tous nuls alors îg çz1 W, ce qui contredit le choix de G.

CQ étant assez grand et r > 1, il résulte de l'inégalité précédente que
A(G)^CoS2ïogE.

Preuve de iii). — Si L'y = ( log(B£> log V) + !^)1/2 alors on a
S / L ' y ^ C^^D/logEY/2 et par définition

U/Lf = Co (D log(l + D) + log E),

TOME 50 (2000), FASCICULE 1
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d'où
S . DU

DL^(1+^ s CMDM^Tk^^f2^»7'2'0/'0^)''2)
u

< —1-7^, car CQ est suffisamment grand.^i/^ 0

°o
<^V2

^0 - V2^-SiLo= - ^ , o n a

DL^ log(2 + s ) < DLf log 2 + DL^ log (l + ci ̂ -)
^o v L^ ^-o x ^o

<DL^log2+ciD5'2

^o<
1/2'

^<

Preuve de iv). — On a par définition L^ = ^ ^ et par ailleurs

degA^/ <, ciL'^ on en déduit que L^ <: 2c^Lf^LfQ. D'où

DLf log (2 + ̂ ) < I^L^ log 2 + 201^^1.̂  log (l + ̂ )^J

^0 / v ^^0'

^PL^log2+ciDL^r

^ PL^ log 2 + ci (7^ log(BD log Y) + log E)T-^o
^0

^1/2'
^0

< ^ .

yériiication de v). — D'après vii), on a U > CoS2\ogE, d'où
L*^ > Co et L_i > (7o - 1 > 1.

Par ailleurs, on a 5'2 log^ > Co(D\og(l + D) + log^), d'où

r# ^ [/ ^ ^
Lo ^ ^Ïog^ > CQ'

[ J _ # -1 ^#
Comme LQ = ^^^ degA^^ et degA^ < -J-, on en déduit que

T ^ ^0 ^ (^0 ^ 1^0 > -^- > ̂ - > 1.

D'autre part, puisque log£1 < ci5(Dmini^^<fc logY^), on obtient

Uo > DS2 max log V^ et par suite Li > l(i = 1,. . . , k).
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6. Démonstration du théorème.

6.1. Schéma de la preuve du théorème.

On suppose que u ^ T^(C) et C(ïi) est "petit". On construit une hy-
persurface de P^ x PJ ne contenant pas G de multidegrés
< (L-i,Lo, I / i , . . . , L f c ) s'annulant sur F(S) le long de W à l'ordre F;
il s'agit de résoudre un système (5) d'équations linéaires homogènes, on es-
time en utilisant le lemme 6.7 de [PW1] exactement le rang p de ce système
par projection sur le groupe privilégié G défini au §5 au lieu de le majorer
brutalement par le nombre d'équations; on montre que p est inférieur au
nombre d'inconnues de {S) à l'aide de l'égalité (5.2) du lemme 5.1 et grâce
à un lemme de zéros de P. Philippon, on montre qu'il existe un sous-groupe
algébrique G' de G tel que TG'{C) C W et ne vérifiant pas l'inégalité (5.2)
du lemme 5.1, cela contredit le choix des paramètres.

Pour l'estimation du rang p, par projection sur G, on est amené à
distinguer deux cas selon que exp^(n) est un point de torsion de G/G
(c'est le cas dit périodique) ou non (c'est le cas dit non périodique).
L'extrapolation portera sur les dérivations dans le cas périodique selon
la méthode de Gel'fond et sur les points dans le cas non périodique selon
la méthode de Baker.

La preuve du théorème consiste à contredire l'hypothèse (H) sui-
vante :

(H) :u^r^(C) et |£(u)|<exp(-Go£/o).

On procède par l'absurde; on suppose que l'hypothèse (H) est vérifiée.

6.2. Les deux cas périodique et non périodique.

Rappelons que A désigne le réseau des périodes de £ et que l'anneau
des endomorphismes de £ a été identifié à 0 un sous-anneau du corps Q(r)
des multiplications de £. Notons fî = {0} x {0} x Ak.

Ou bien il existe s e 0(S) \ {0}, tel que su ç ̂  + Î~(C) ; c'est le cas
dit périodique. On pose dans ce cas

S = {(M) e Z^1 x 0, t=(^...^), 0<t,<2T(j=0^. .,&-!)

0 < tk < T^s ç 0(5)},
Sz =S^ T,= To.
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Ou bien pour tout s e 0(S) \ {0}, su ^ Q + Tç(C) ; c'est le cas non
périodique. On pose dans ce cas

S = {(t,s) e Z^ x 0, t=(to,...,4)
0^<2TO=0,...,Â;),se<9(5o)},

6'i = 60, TI = T.

6.3. Choix de bases de Phyperplan W.

Rappelons que C^2 est munie de la base canonique, | • |^ désigne
la norme euclidienne sur C^2, Tc(C) a été identifié à C^2 et nous
avons noté encore | • |i la norme induite sur îb(C) par cette identification.
D'autre part Pisomorphisme de W dans C^1 associant la base (eo, . . . , Gk)
à la base canonique de C^1 permet d'identifier W à C^1 et de munir
W d'une seconde norme | • \^ . T^{C) étant contenue dans W, on choisit
(eo , . . . , e - _ ) une base de îg(C) orthonormée pour | • |^ et on la complète
en une base (e^,. • . , e'̂ ) de W orthonormée pour | • 3.

Les coefficients des matrices de passage entre (eo , . . . , e fc ) et
(eo , . . . , e^) sont de modules < 1.

D'autre part, les deux normes | • li et | • ̂  sont équivalentes sur W.
Comme \f3i\ < 1 pour tout i = 0 , . . . , k, on vérifie que les constantes de
comparaison de ces deux normes sont des constantes indépendantes des
paramètres notamment D et B.

Dans le cas périodique, on montre (cf. [Da], lemme 6.6) que la distance
de u à T~(C) est suffisamment grande pour que la projection w de u sur W
définie au §4 ne soit pas contenue dans T^(C) vu que w est très proche de
u grâce à l'hypothèse (H). Dans le cas périodique, l'extrapolation portera
sur les dérivations selon la direction w.

Quitte à renuméroter les vecteurs e- . . . , e^, on peut supposer que
(eo, . . . , e^_^, w) est une base de W.

Pour harmoniser les notations, on notera f = (e^, . . . ,e^_^,w) dans
le cas périodique et f = (e^,. . . ̂ k-i^k) ^ans ^e cas non périodique. On
montre (cf. [Da], proposition 6.9) le lemme suivant sur le changement de
base.

LEMME 6.1. — Soient z e C^1 et f une fonction analytique au
voisinage de z et T ' un entier < 2(k + 1)T. Alors, on a
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log max [Dî/(z)| ^ log max |I^/(z)| + c^Uo
|t|<:l I^IS2

et

log max \D^f(z)\ ^ log max \D^f(z)\ + CK^O.
|t|<T I^IS2

6.4. Construction de la fonction auxiliaire.

On peut supposer sans restriction que

K = Q(g2,g3,T,/3o,...,/3k,{p(uj) ; Uj ^ AJ = 1,... ,k}).

Choisissons une base { a i , . . . , a^} de K sur Q telle que û^ (î = 1,. . . , D)
soit un monôme en ^2; ^35 ̂ ; /^o? • • • 5 A;? ^^jX^ ^ A), de degré total < 2^.
En tenant compte des inégalités (2.1) et (2.2) du théorème, on a

(6.1) / i (a i , . . . ,OD) <^ 2 f log5+ max logV, + ̂ 2) + ̂ 3) + ^(r)).
\ l<î</>; /

Notons ^(^) l^idéal de définition dans CpPs] de la courbe elliptique
S et (C[P2]/J(<f))^ le C-espace vectoriel des polynômes de C[P2] mod
(1(8)) de degré L. On a (cf. [H], proposition 7.6. (d) p. 52)

dïmc(C[P^/I(8))^=3L.

Soit Bi (i = l , . . . , / c ) un relevé dans CpPa] d'une base de
(C[P2]/ I ( S ) ) ^ . formé de monômes X"1 (cardB, = 3L,).

La fonction auxiliaire que nous allons construire sera de la forme Po<ï>
avec P un polynôme de K[A^ x P^] de type (3.3),

P(X) = ̂ pnX^A^Xo + no)X"1 ... X^
n

où la somme porte sur tous les uplets n = (n-i, n^ n'^ n i , . . . , n^) tels que
n_i e Z ; 0 ^ n - i <L-.i ,no e0k \{0} ; Kl < L'^n^ ç Z ;0 < ̂  < ^o'.
n^ ; X"1 ç ^, (i == 1, . . . , k). On pose I/o = L^ deg A^/ . P est de degrés
<(L-i,Lo,...^).

Les polynômes A^J (Xo + n'o) ; rio ^ Ok \ {0}, |nol < ̂  0 < HO' < ̂ /

étant C-linéairement indépendants (cf. lemme 3.1 iv)) et les muiti-monômes
X"' ; (X^ ç B^) étant C-linéairement indépendants modulo (I(E))^ pour
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tout î ; (i = 1 , . . . , k), on en déduit que P est non nul sur G dès que P est
non identiquement nul.

LEMME 6.2. — Soit P un polynôme de K[A^ x P^] à coefficients
inconnus, de degrés (L_i, LQ, . . . , Lj,), avec L, ̂  1 pour tout i = -1,..., k.
Notons : F = P o ^ , p le rang du système {(D^F(su) = 0, (t, s) <E S)} et
v le nombre d'inconnues de ce système dans Z. Alors, 012 a

et
p<c-^H(G^L^L^L^...,Lk}

^0

v ^ Tk^ïY011^-L-15 JLO? L17 • • - ̂ )-

Preuve. — Comme dim(TV/Tg(C)) = r - 1, on obtient grâce au
lemme 6.7 de [PW1], dans le cas non périodique l'inégalité

p < s^^^TY-1 card((r(^o) + G)/G)H(G^ L^..., L^)

et dans le cas périodique, puisque w ^ T-(C), l'inégalité

p < S^^îy-2^ card((r(^) + G)/G}H(G, L*^ . . . , L^).

Notons que dans le cas non périodique on a card^r^') + G)/G) =
cardO^'), pour tout 6" < 5', d'où

card((r(^o) + G) /G) < c— card((r(^) + Ô)/Ô).
^o

Ces inégalités jointes à l'égalité (5.2) entraînent
^3(fc+l)^

? ^ — — — — — t l [ ^ , L _ ^ . . . , L ^ ).
^0

Comme Lf < 2L^ on a

H(G^ L*^ . . . , Lf) < 2/C+2^(G, L-i,..., L,).

D'oùp^^^^L-i,...,^).

Enfin le nombre d'inconnues v dans Z du système est
k 1

^=3^nL,=^^P^(G,L_i,..., L,).

D'où le lemme.
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PROPOSITION 6.3. — II existe un polynôme P de K[A^ x P^j ne
^annulant pas sur G de degrés (L-i, Lo, . . . , Lk) vérifiant h(P) < Co173^
't tel que la fonction F = P o $ vérifie

-L n,ujruûinuiM 0.0. — 11 existe un polynôme
s'annulant pas sur G de degrés (L-i, LQ, . . . , Lk) vérifiant h{P) < C^73^
et tel que la fonction F = P o $ vérifie

I^M^exp^273^), pour tout (M) e S.

Preuve. — On écrit les coefficients de P, que l'on va déterminer, dans
la base (ai , . . . , o^) de K, choisie précédemment. On obtient un système
d'inéquations linéaires dont les inconnues sont dans Z. Commençons par
majorer les coefficients de ce système; pour cela, appliquons le lemme 3.2,
avec x, = a (^ = 0 , . . . . k), m = k + 1, v = su, f = Q o ^, ou
Q(X) = X^A^Xo + no)X"1 . . . X^ ; on obtient, pour tout (t, s) e S

log \D^f(su)\ < L_i log max (1, |A|) + 2(k + l)riog2(Â; + 2)^
0<î</c

+ L_i \og(S + 1) + ceLo (l + log (^ + 2))5'
r /
^0

fc
+C7^L,(^|^|+l)2+log^(Q),

î=l

où H(Q) désigne le maximum des modules des coefficients de Q.
On a

log^(Ç)<log max H{^°(XQ + rio)).
l"ol<-Lo o

Comme

H^xo + -0)) < ̂  ̂ ^ + -O)l.o=0 ,

on déduit du lemme 3.1 que logH{^°(Xo + n'o)) ^ C^LQ.

D'autre part maxo^^fc |A| < 1 et par hypothèse on a \m\2 < D log Y,.
D'où

log W{SM)\ < 2(k + l)riog 2(k + 2)2r + L_i log(5 + 1)

+ C2C)A) (l + 10g (2 + ̂ -)) + C2l ̂  P^L, log y,

^ C'22Uo.

Ensuite on utilise le lemme 6.1 pour déduire l'inégalité

log \D^f(su)\ < C^UQ, pour tout (t, s) e S.
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En notant p le rang du système {D^F(su) = 0 (t, s) e S} et ;/ le
nombre d'inconnues dans Z, d'après le lemme 6.1, on a : J- > 75—^S-r^D.

Zp ZC^s^K-f-Z)'

Les hypothèses du lemme 3.4 sont vérifiées avec fi < 2A;+lCl^A;+16'2 <,
CJ^U^ , m <. \ogv + 023^0 < C24^o, <^ = cû^ P = C^U^ en

,-,5/4^-

effet, ^6 > 2ci^(fc+^)! ^ log(2/^)+^4-m+p+l, puisque Co est suffisamment
grand.

Alors, le lemme 3.4 joint à l'inégalité (6.1) permet de conclure.

LEMME 6.4. — On a, pour tout (t, s) e Z^4"1 x 0, t = (to,.... 4),
0 ^ < 2 r C 7 = 0 , . . . , Â ; ) , s ç O ( S ) ,

|^F(5u) - DÎF(5w)| ^ exp^Co2^).

Preuve. — Pour t, s vérifiant les hypothèses du lemme on considère
la fonction à une variable réelle f(x) = D^F(su + sx(w — u)). On a

|/(1)-/(0)|< max \f\x)\
0<x<l

^|s(w-u)| i max 1-——D^F(s ï i + sx(w - u)|.

Le lemme 3.2 joint au lemme 6.1 fournit l'estimation

n̂ i 7)——D^FÇsu+sxÇw-ïi) ^exp(c25^o)0^a;<^l OZ—\

et d'après l'hypothèse (H) on a |(w - u)|i < exp^-CoUo), comme Co est
assez grand, on en déduit le lemme.

Le lemme 6.4 joint à la proposition 6.3 entraîne

(6.2) log|DÎF(5w)| < -C^C^UQ, pour tout ( t ,5)eS.

6.5. Extrapolation.

PROPOSITION 6.5. — Pour tout (t,5) e Z^1 x 0, 0 < tj < T
( j = 0 , . . . , A ; ) , s ç O ( S ) , on a

log|^FO,w)| < -c^C^Uo.

Preuve.— Dans le cas non périodique, on fixe t = ( to, . . . ,^)
0 ^ ^ < T (j = O . . . . . Â ; ) et on pose f(z) = D^F(zw). Dans le cas
périodique, on fixe (to,.... 4_i) 0 ^ ^ < T (i = 0 , . . . , k - 1) et on pose
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/(^) =Dtfooo'"o D^F(zw). Dans les deux cas, on déduit de l'inégalité
(6.2) que

log —^—— ^ -C^C^^UQ, pour tout a, 0 < a < Ti, 5 ç 0(5i).
Nous allons appliquer la formule d'interpolation du lemme 3.4 avec r = S,
R = 6rE. Le lemme 6.1 montre que

log |/|^ < log ^niax^ \D^F(zw)\ + c^U^
\z\<R

et en appliquant le lemme 3.2 avec Xi = e», on obtient
log I / IR ^ (k + l)Tlog(fc + 2)2r + £_i log(2A + 1)

+ C6£o(l + log (2+^7)) + C7^Li(R\Ui\ + l)2 + h(P) + ciet/o
0 i=l

< c^C^Uo.
Par conséquent, la formule d'interpolation du lemme 3.3 montre que

l/br ^ exp^sCo173^ - C8Ti5'i2 logE)

+ exp(c9ri6'i2 log6c9C'o£' - c^C^Uo)
< exp(-c29C'ol/2[7o).

Dans le cas non périodique, cette inégalité entraîne immédiatement
que pour tout (t, s) € Z*^ x 0, 0 < t,< T (j = 0 , . . . , &), s <= 0(S),

|I5^(sw)| ^ expÇ-cwC^Uo).

Dans le cas périodique, puisque f^ = w, on a
/( t f c)(s)=^o.. .oZ)^F(2w).

Or, d'après les inégalités de Cauchy, on a

\fW(s)\ ̂ l^.
f^k

D'où, pour tout (t, s) e Z^+1 x 0, 0 < tj< T (j = 0 , . . . , k), s ç 0(S),
on a

\D^F(sw)\ < exp^csoCo172^).
La proposition 6.5 est ainsi établie avec 031 = min(c29,C3o).

La proposition 6.5 jointe au lemme 6.4 montre que pour tout (t, s) ç
Z^1 x 0, 0 < t, < T (j = 0 , . . . , A;), s e 0(S),

log|^F(5u)| < -c^C^Uo.
Ensuite le lemme 6.1 permet de passer aux dérivations le long de la base à
coordonnées algébriques e et d'obtenir
(6<3) logl^^u^-css^o,
pour tout (t, s) e Z^ x 0; 0 < ^ < T, s e 0(S).
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6.6. Inégalité de Liouville.

PROPOSITION 6.6. — Soient T, S deux entiers positifs, to,... ,tk
des entiers tels que |t| = to + • • • + 4 < T et s e 0(S).

On suppose que F = P o <1> a un zéro en su d'ordre \t\ le long de W
et que D^F(svi) -^ 0. Alors, on a

\og\DiF(sM)\>-c^C^Uo.

Preuve. — Rappelons que

P(X) = ̂ X^A^Xo + nW1... X^
n

et rappelons les notations
2

^^(^(h^,!,^), |n,-|=]^n^ (j = l , . . . ,k ) .
i==0

Considérons les fonctions entières :

en,(^) = (a3^•-o(a3p)^•l(a3^)^'2)(^).

Comme t est un multi-indice de longueur |t| minimal tel que :

D^P o $(5u) + 0,

d'après la formule de Leibniz, on a, en notant z = (^_i, 2^0, z i ^ . . . , zjç)^

(6.4) Dl(_________p^_________)
\ TT / ° ̂ i / \ \ TT / ^ f\ n7 / \ /\n^^(^ (^n^^p) (^•)/31 n ^ | / \ \ -i—r / Q / \ n 7

T l J • ( y . t 1 1 1 i ^ , ̂  , l /j° ̂ / j ' J '^ ̂ . J•(^•)) H^zj^ ^JP') [ Z j ) ^ |z=3U
''"-'a

^Po^(z)
=(n / 3|n, | / \ \ T—r / Q . x n ^ / x 7 z=su^•^((T/ JI(-^J-))^^^(^p) (-zj) i

su, .A - s •u „ çAJ^ J

^t/^____________________PO^(Z)( ——————————— '21)—————r-ïnn—— ) | est un nombre algébri-^^(^(^n^^') 3 (.,)12=s"[l^^k^3^3 (Zj)) Y[l<j<k (^P') (^j)
- - j ^ A sUjGA /su.^A su,eA /

que non nul dont nous voulons estimer la hauteur; pour cela nous allons
l'exprimer autrement.

Considérons (-^-) (©n,(^?)<7- (^7)) pour ? tel que sn-, ^ A\^azj ^ \ 3 '• J / J v •) ' / zj=suj "^njV^j^j V^J/y .^ p^ni j ici 4Lic ou/j

C^2 . ^1
—— SI SU. = ——
2 J 2
^i— sinon.
^

et notons
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On a

/ d y/ en,(^) \ / c? y ^,,0
1^) (3 ;̂)|̂ . = (̂  P -P (^)|̂

'J Y^

=(^)'P'^J•1P/"•2^•+^•+^)|.,^'
comme p(suj-}-0j) e X, on déduit du lemme 3.5 sur les formules d'addition
sur £ que

p".̂ ,̂ . + ̂ . + ̂ .) = Q^M^^'^)}
3Li î

(P(^-)-P(^+^)) j

où {Çn,(^^)Jn^| = L^-} est une famille de polynômes de K[X,Y]
vérifiant

(6.5) h(Q^, nj\ = Ly) <, ^(cio + 2/i(p(^- + 0j), ̂ \suj + ̂ )),
maxdegQn, < 2L^.

Si suj e A, on a

(±\ Q^ . (A.\J_^
\dz,) W)W(z,)^^ \dzJ p'Tt-o{fp') ^^,=^'

Afin d'harmoniser les notations posons dans ce cas 9j = suj.

Notons Mn,(X,V) = X^^Y^'1 et considérons la fonction :

^^p^A^o+no) II ^(p^),^^))
Kj^fc

n.^(^^^)
Kj^fc
^€A

X

su^çA

où les nombres pn désignent les coefficients de P

On a évidemment pour tout t'

'̂ (_____po^z)_____^
vn^j^ (^l"il(^-)) n^-^ (^v)"1^)^ i—

=^Y____^(z) ^ )
^n^i^ (p(^) - p(suj + Oj)}31'1 ) |z=e'
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où 0 = (5n_i, SUQ, ̂ i , . . . , 6k). Comme t est un multi-indice de longueur |t|
minimal tel que : D^(P o ̂ (su) ^ 0, on en déduit, en utilisant la formule
de Leibniz, que t est un multi-indice de longueur |t| minimal tel que :
(D^)(0)^0et

Di(________^ \
^^ l^^fc(p(/^J) - p^j +6^•))3LJ/|z=0

sujC'A

^ _______D^Çff)_______
- n ̂  (p(^- ) - p(su, + 0, ))3LJ '

d'où

(6.6) D^—————————^————————}^n^ (^lnjl(^•)) n^^ (^poi^i^)/ |.=.u
su^A •' .u,eA •' 1

_ _______P^(6i)_______
~ H^- (p(^) - p{suj + e,))3^ '

Estimation de la hauteur de D^>S(0). — Par définition on a

nt ( » 9 , 9 V° ( a Q , Q \tkD^=\^o-——+^—) o . . .o (^ -——+ —— .
\ Qz-\ Qzo/ \ ôz_i Qzkl

Comme

/ g._9_+ 9\t3 -\- (^g^f d Y3'1^ d V3

^^_l+^ -^[ij^ {^~J {^) '

on a
D^w=EE•••êp"Q".io,...,^

n io==0 ifc==0

OÙ

... . - n (tj} n r/^-^v d \to-.o+...+tfc-^ô,...,. - J^ ̂ J ̂ ^(/î, )^) .-, |,_^

x (^o)10^^0)!.^^ ,n̂  (^)'^(^-)-^^))i,=.,
suj^A

-^'^W^.
sujCA

Pour l'estimation de la hauteur de D^(0), nous allons d'abord estimer
^(û^zo,..,^ ; n^ îo < ^o, • • • , îfc ^ 4).
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On a les inégalités suivantes :

^ n C'V ° < ̂ T) < log n2 t j <T^2 <[^
0^j<k v^/ o^^A; ^

kh( n /^-^ < ^) ^ EW.) ^ ̂ g5 <u-'^j ^3 -i ^ l ^ ̂  ̂ ' ^ j ) -^
O^j^k j=0 ~ D

d \to-io-^-...-^tk-ik n-i /, , .. i ,dZ~T/ z-! \^_ ^ _ ^ant un entier de k, on a

, / / d \*0-ÎO+.. .+tfc—lfc .d \*o-îo+...+tfc-ifc
TT-J ZL

r, i / d \i
Hfc) 'nî |.-^-^-1 < L-1-^- < ̂ )

< m a x { l o g | ( . — — ) z^1, ,n_i <^- i ,2 < rin_

-.) z-

<riogL_i+L-ilog6'

<^- D '

^ \\dZ-\/ |^-l=5U-l 1 — J

D'autre part, d'après le lemme 3.1, on a

^(^r^0^^0 ̂  ̂ < ̂  ̂ ^oi ̂  ^o)
< £3^0(1 + log (2 + ^-) + log (2 + ̂ ,)) + riogT

^)/ \ -L-Q^

<
 uo

^^-D-

Par ailleurs, d'après le lemme 3.6, pour tout i, 0 ^ i < T et tout j,
^ ^ J <: k tel que suj ^ A, on a

( ĵ)^". (P(^-)> ̂ -))|.,=(,, = Q*,n, (P(^-), P'^)),

où {Qi,n, (X, î^), î ^ T, |nj 1 = Lj} est une famille de polynômes de K[X, Y}
de degrés majorés par 2Lj + T et vérifiant

h(Qi,n,,i ̂  T, |n,| = £j) < h(Qn,, |n,| = L,) + c^TIogÇLj + T).
Comme suj ^ A, on a par définition 9j = uii/2 ou 0:2/2 donc p'(0j) = 0 et
par suite on a

h(Qi,n,^(0j),p\0j)),i ^ T, \n,\ = Lj)
^ h(Qi,n,,i ̂  T, |n,| = £,) + (2L, + T)/î(p(0,)) + log(2£, + T).

D'autre part, d'après l'inégalité (6.5) on a

h(Qn,,\nj\ = L,) < L,(cw + 2h(p(sUj + ̂ -), p'ÇsUj + 0,))),
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du lemme (3.5) sur les lois d'addition sur S, on déduit que

h(p(suj + 0j), ̂ (suj + 0j)) ̂  035 + 2h{p(suj), p\suj}),

et du lemme 3.7 que

h{p(suj),<p\suj)} <, c^eS2 + c^h(p(uj),p\Uj)) ^ csT^logV^

d'où
/i(Çn,Jn,| = L,) < C38^% logY,.

Par conséquent on a

^,n,(p(^pW)). i < ̂  |n,| = L,)
^ cssLjS2 log Vj + c^T log(Lj + F)
. Uo
<C39^.

Pour j,l ^ j < k tel que s^ e A, on a, par définition Oj = suj et on est
amené à estimer /i((^)2M^ (^, ̂ )) |^.^.^ < ̂  n,| = L,)

D'après le lemme 3.6 on a

(^(î N^^)'̂
où [M.i^(X,Y),î < T,\UJ\ = Lj} est une famille de polynômes de
K[X, Y] de degrés majorés par Lj + T et vérifiant

h{Mi^,i <, F, \nj\ = Lj) ^ c^T\og(Lj +r).

Comme (9^ e A, par périodicité on a A^,,n, (^7, ̂ ) (^) = A^^n, (0,0). D'où

^(^^(p^)'^^)!,^^7''11^^)
^ h(Mi,n,,-i ^ T, |nj| = Lj) ^ 040^.

Par conséquent on obtient

<7o
/l(o'n,to,...,tfc i11;^ < <0 , . . . , îA ; < Ïfc) ^ ^l"^-

Or on a

/i(Z5^(0) < /i(P) + /i(an,i,,,...,i, ; n, io ̂  to,..., ik < tk)
+ log3kL_lLo.... .Lk + logÇto + 1)..... log(4 + 1)

et h(P) ̂  C^31^, d'où h(D^(0) < c^'3^.

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



FORMES LINÉAIRES DE LOGARITHMES 29

D'autre part, on a

^ II (p?•)-p(^•+^))-3LJ)<c43^^•52logy,
v i^j^fe ^ .-1

s^-^A "/-1

<C43^.

En définitive ces inégalités jointes à l'égalité (6.6) entraînent la
majoration

h fû: f_____________p0^2)_____________^ ^ < .çl/3 Uov 'n^^'-'^^n^^Q'-'^^l—J'--44 ° ^
et par suite on déduit de l'inégalité de Liouville que

log D:f_________p0^2)_________)
"n ̂ .^^"•iiy.'tm, /...,. ̂ 3 /^".i^.'i/lz^fi-i^n—^-3^'-1-7 '— ^-C44C70 '/0'

^1/37

^^ (^ ^)) n^^ (^p7)111'^)71—su^A v / su,eA

Enfin l'égalité (6.4) jointe à l'inégalité (3.2) permet de conclure

LEMME 6.7. — La fonction F = P o ̂  vérifie D^F(su) = 0, pour
tout (t,s) e Z^1 x 0, |t| < T et s e 0(S).

Preuve.— Supposons qu'il existe (t, s) e Z^1 x 0\ |t| < F,
s ç 0(S) tel que ^F(su) 7^ 0. Alors, d'après l'inégalité (6.3) on a
log \D^F(su)\ ̂  -c^C^Uo et d'après la proposition 6.6 on a log \D^F(su)\ ^
—C45<7o UQ. Comme CQ est assez grand, on a une contradiction. D'où le
lemme.

6.7. Utilisation du lemme de zéro et conclusion.

D'après le lemme 6.7, le polynôme P de degrés (L- i , . . . ,L fc )
(Li > 1, i = -1, . . . ,A;), construit précédemment, s'annule sur F(S) à
un ordre > T le long de W. Comme P est non identiquement nul, il est par
construction non nul sur G. Alors le lemme de zéro de P. Philippon (cf. [P],
théorème 2-1) montre qu'il existe G' un sous-groupe algébrique connexe de
G, G1 + G, vérifiant

(6.7) T00^ ̂ G/(C) ̂  (r(-5-) + GQ/G')

< (2(k 4- o^2^2) ̂ (^ ̂ -^ ' • ̂  ^fc)
— v v / / T - J ( r ^ i T T \ '^(G,L_i, . . . ,L^)
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Si TG'(C) C W^ on a, dans ce cas, codimy^ TG'{C) = r ' — 1 avec
r' = codiniG G'. L'inégalité (6.7) jointe à l'inégalité

ff(G,L-i,...,Lfc) ^ ^(G,L^,...,Lf)
^(G^L-i,...,^) - ̂ (G'.L^,...,^)

entraîne

r-'-^ardar^+GQ/^) < (2(fc+2))2^2)jg'^•••'^.

Cela contredit l'inégalité (5.1) du lemme 5.1 car Go est assez grand. Donc
TG'(C) (f_ IV. Par suite, on a codimyv W H TG'(C) = r' et l'inégalité (6.7)
s'écrit

(6.8) r' card^n^-^+G'VG'^G', L_i , . . . , L,)

<(2(Â;+2))2^+2)^(G,L_l,...,L,).

G' est de la forme G' = GQ x G' avec GQ un sous-groupe algébrique de G2

et G[ un sous-groupe algébrique de 8k.

Rappelons que

_ f (0,1, î A i , . . . , Uk) dans le cas non homogène
^ (1,1, n i , . . . , Uk) dans le cas homogène.

Par conséquent <Ï>(su) appartient à G1 alors (0, s) appartient à TG> (C)
dans le cas non homogène (resp. (s, s) appartient à TG' (C) dans le cas
homogène).

On en déduit que si (0,1) n'appartient pas à TG' (C) dans le cas non
homogène (resp. (1,1) n'appartient pas à TG' (C) dans le cas homogène),
on a

card((^(^2)+^/G')=:cardo(^2)•

On distingue alors deux cas :

1er cas.— (0,1) ^ TG^(C) dans le cas non homogène (resp.
(1,1) ^ TG' (C) dans le cas homogène). Dans ce cas, on a

-(M^) ̂ ')/°') >-^r
et

ff(G,L_i,... ,Lfc) ^ / ^'-i
--——,:—————,— ^3/c(Â;+2)!Lo(max(L_l,Ll,...,Lfc))
^(G',L_i,...,Lfc
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Par suite, l'inégalité (6.8) entraîne

r'S2 ̂  C462.o(max(L-i, Li,..., Lk)Y'~\

où C46 = ^(^^O)3^ Gommer' ^ 1 et T > max(L-i,Li,. . . ,2^), on en
déduit que

TS2 < C^LQ.

Or, TS2 ^ GO-LO et C'o est suffisamment grand, donc ce cas ne peut se
produire.

2ème cas.— (0,1) G ÏG^(C) dans le cas non homogène (resp.
(1,1) e r^(C) dans le cas homogène). Dans ce cas, on a

^^11——^ ^ 3^ + 2)!(nwc(£_^, .,£,))'-',
^(G,L_i,...,Lfc)

et en minorant trivialement card (r(^>) -hC^/G') par 1, l'inégalité (6.8)
entraîne, puisque r' ^ 1, la majoration

T^ C47max(L-.i ,Li, . . . ,LA;), où 047 = 3fe(2(Â; + 2))3fc+6.

Or, T > CQ max(L_i, Z i , . . . , Ljip), donc ce cas ne peut se produire.

En conclusion, l'hypothèse (H) est fausse. Alors,

- ou bien u ^ T~(C) et on a log |^(u)| > —Co^7o; o11 ̂ n déduit que
logl^C^u')] > —C48Co[/o; d'où l'inégalité (2.4) du théorème;

- ou bien u ç T~(C). G étant un groupe produit G = Go x Gi, avec
Go un sous-groupe algébrique de G^, Gi un sous-groupe algébrique de S^'.

Rappelons que par définition de G, on a T^(C) C W. Dans le
cas non homogène, cela entraîne que (0,1) e î~ (C) et par conséquent
(0,1,0, . . . ,0) G W. Cela ne peut se produire car /?o 7^ 0, donc c'est
le cas homogène, rappelons (cf. §4) que dans ce cas C et u sont définis
par £(z) = —z-\ + ZQ 4-/?i^i + . . . + fSk^k et u = (1, I ,HI , . . . ,Uk). Comme
u e T^(C) et r^(C) C W, on a T^(C) = C(l, 1), donc T^(C) C ker/:'
et on a évidemment (n i , . . . , n/c) € T~ (C).

D'où le théorème 2.1.

Preuve du corollaire 2.2. — Comme ^- ^ Q(r), ^- est transcendant
(cf. [Ml], théorème 5). Cherchons d'abord une minoration de \u\ — au^\
quand a est un nombre algébrique de degré <, D et de mesure de Mahler
M(a) < M (M > e). On utilise le théorème 2.1 avec G = S2, k = 2, £(z) =
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^i - az-2 ,\ogB = max(e, loê^-), Vi = ^ = 6e49, E2 = c^D avec £49 =
max(/l(exp^(^l)),/l(exp^(n2))J^l|2Jn2|^l), Cso = ̂ ^^^py.

HI - 0^2 étant non nul, le théorème 2.1 montre qu'il existe £51 =
c(^i^2^i,^2) > 0 tel que ^ - a\ > f(D,M)), où f(D,M) =

D3(\ogM-^D\ogeD)
51 logeD

À partir de cette estimation le lemme 2.3 de [PW2] permet de passer
à une mesure de transcendance de ^- ; de manière précise on obtient pour
tout polynôme P non nul de Z[X] de hauteur h(P) < \ogH (H > e) et de
degré < D,

P(^)|>exp(-/(D,log^+logD)-2D(log^+D))

>exp(-^D3(log^+Dlogep))\ log eD )
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