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FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES
DE POINTS ALGEBRIQUES
SUR UNE COURBE ELLIPTIQUE DE TYPE CM

par Mohammed ABLY

1. Introduction.

La méthode de A. Baker (cf. [B] et [BWii]) sur I'indépendance linéaire
de logarithmes algébriques sur un corps de nombres est & la base de
nombreux travaux voire d’une théorie dite théorie des formes linéaires de
logarithmes.

Cette méthode a été développée par D. Masser [M1] pour I'indépen-
dance linéaire de logarithmes de points algébriques sur des courbes ellip-
tiques de type CM, par J. Coates et S. Lang [CL] pour les variétés abéliennes
de type CM et ensuite par G. Wiistholz [Wii] qui a obtenu dans le cadre
général des groupes algébriques commutatifs le résultat qualitatif suivant :
soient GG un groupe algébrique commutatif connexe défini sur le corps des
nombres algébriques Q, T(C) I'espace tangent a origine de G(C), W
un hyperplan défini sur Q de T(C) et u un point de Tg(C) tel que son
image, par I’application exponentielle de G, exp(u) appartienne & G(Q).
Alors, si W ne contient aucun sous-espace de la forme T/ (C) avec G’ un
sous-groupe algébrique de G, u n’appartient pas a W.

En utilisant le lemme de zéro général de [P] et une combinaison origi-
nale des méthodes de Baker et de Gel’fond, P. Philippon et M. Waldschmidt

Mots-clés : Forme linéaire de logarithmes — Courbe elliptique — Approximation diophan-
tienne.
Classification math. : 11J — 11G.



2 MOHAMMED ABLY

[PW1] ont amélioré et rendu effectif le résultat de G. Wiistholz; sous les
hypotheéses de celui-ci, ils obtiennent I'inégalité

dist(u, W) > exp(—c(log B)4im &+1y.
ol log B > 1 est un majorant de la hauteur logarithmique de Weil d’une
forme définissant W et ¢ une constante effective indépendante de B.

Par la méthode de P. Philippon et M. Waldschmidt mais en modifiant
I’hyperplan W et le point u ce qui revient & étudier le probléme dans le
cadre du groupe G2 x G, N. Hirata [Hi] a amélioré nettement le résultat
précédent en démontrant I’estimation

dist(u, W) > exp(—c(log B)(log log B)4m¢+1),

Signalons que G. Diaz [Di] a traité le cas particulier d’'un produit
d’une courbe elliptique par un facteur G, et que S. David [Da] a obtenu
récemment, en utilisant la méthode de N. Hirata, un résultat totalement
explicite dans le cas ou G est un produit de courbes elliptiques.

Dans ce texte nous démontrons dans le cas ou GG est une puissance
d’une courbe elliptique de type CM que

dist(u, W) > exp(—clog B).
Une telle minoration est optimale, & la constante ¢ pres, en B.

La méthode adoptée pour la démonstration de ce résultat est la
méthode de N. Hirata, cependant nous modifions le point u, de fagon a
ce que dans la construction de la fonction auxiliaire habituelle dans ce
type de probléme, les parametres L_; et Ly correspondant aux facteurs
G, introduits n’aient pas le méme statut. Ainsi 'un des parametres disons
L_, étant amené & “porter” le poids des dérivations peut étre choisi bien
inférieur a Lg. Le second argument qui permet cette amélioration est
Vutilisation dans cette construction des polynémes d’interpolation [cf. AM]
sur 'anneau des endomorphismes de la courbe elliptique considérée.

Le plan de ce texte est le suivant : apres 'introduction au §1, nous
énongons dans le §2 les résultats principaux, au §3 sont rassemblés les
lemmes auxiliaires, au §4 on modifie 'hyperplan W et le point u, au §5
on choisit le sous-groupe privilégié et les parameétres tandis que le §6 est
consacré a la partie essentielle de la démonstration de transcendance.

Je remercie vivement M. Waldschmidt pour 'intérét qu’il a porté a ce
travail ainsi que E. Caudron pour sa lecture minutieuse et ses nombreuses
remarques sur une premiere version de ce texte.
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FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 3
2. Notations et résultats.

Soit £ une courbe elliptique, & multiplication complexe d’invariants
g2, 93 algébriques. On note p la fonction de Weierstrass associée,

A =Zwi + Zwy

le réseau des périodes de p, 7 = 22 (Im7 > 0). £ étant & multiplication
complexe, 7 est quadratique imaginaire et Q(7) est le corps des multiplica-
tions de €. Notons k = Q(7), Ok 'anneau des entiers et d le discriminant
de k. On identifie ’anneau des endomorphismes de £ & un sous-anneau
O de Ok. Soit Tg(C) l’espace tangent de £(C) a Dorigine, en identifiant
T¢(C) a C, lapplication exponentielle de £ est donnée par

expg : C — Py(C)

(1 :p(2) :9'(2)) sizgA
Z_%{(O:O:l) si z € A.

On note A la hauteur logarithmique absolue de Weil, h est définie sur
PV (Q) de la facon suivante : pour P = (zg :... : zx) € PV(K), ot K
est un corps de nombres de degré n sur Q,

1
h(P) = -~ va log max(|Zoly, - - -, |ZN]|v)

ou v décrit I’ensemble des places de K, normalisées de telle sorte qu’on ait
la formule du produit : pour tout z € K, z # 0, [, |z =1; n, étant le
degré local en v.

Pour une famille de nombres algébriques a;(1 < ¢ < m) (resp. une
famille de polynémes Q;(1 <4 < m) & coefficients algébriques ) on désigne
par h(a;,1 < i < m) (resp. B(Q;,1 < i < m)) la hauteur du point projectif
lrag:... :am) (resp. la hauteur du point projectif dont les coordonnées
sont constituées par tous les coefficients des polynémes @; auxquels on
adjoint 1).

Soit K un corps de nombres contenant gs, g3 et 7, que I’on considére
plongé dans C, soient uq,...,u, des nombres complexes non nuls tels que
ou bien u; € A ou bien p(u;) € K (i=1,...,k), £L'(2) = Byzo + ... + Brzk
une forme linéaire non nulle de C¥*+1, & coefficients dans K. Notons D le
degré de K sur Q, u’ = (1,uy,...,ux) et v; = expg(u;).

THEOREME 2.1. — Soient B, Vi, ..., Vi, E des nombres réels > e,
vérifiant
> /
(2.1) log B > max (h(6;), )

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



4 MOHAMMED ABLY

|Uil2 1 .
. > : V=1,...
(2.2) log V; > max (h(%), - ,D) (i=1,....k)
. (e(DlogV;)'/?
. < < _—_ ).
(2.3) e<E<L 1Iélil£lk( ] )

Alors, en notant V = maxj<;<x Vi :

— ou bien il existe un sous-groupe algébrique connexe de Gg2 x EF
dont ’espace tangent & l'origine est contenu dans ker £’ et contient u’;

— ou bien, on a
k
(2.4) log |£'(w)| > —CD**2log(BD log V) log(DE) (H log Vi) (log E)~*
i=1
ot C' est un nombre réel > 0 ne dépendant que de k,w1,ws.

Remarque 1. — Si fi,...,[3, sont tous nuls, alors G; # 0 et la
minoration (2.4) du théoreme est immédiate d’apres I’inégalité de Liouville.

Remarque 2. — Rappelons que si £'(u’) # 0, la meilleure estimation
antérieure en privilégiant la dépendance en B est
log |£'(u')| > —clog Bloglog B,
ouc= c(k,wl,wg,D, Vi,E).

Ce résultat est di a P. Philippon et M. Waldschmidt (cf. [PW2],
théoréme 1.2). Lestimation (2.4) améliore donc essentiellement la dépen-
dance en B; elle est optimale, & constante pres, en B.

Remarque 3. — Le théoréme 2.1 permet d’obtenir de nouvelles me-
sures de transcendance liées & des valeurs de fonction elliptique de type
CM. Comme exemple, on en déduit le résultat suivant sur une mesure de
transcendance d’un quotient de points algébriques de £ (u est appelé point
algébrique de € si u est un pole de p ou si p(u) est algébrique).

Avec les notations précédentes, on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.2. — Soient £ une courbe elliptique de type CM
définie sur Q, ui,uy # 0 des points algébriques de & tels que = ¢ Q(7).
Alors, il existe ¢ = c(uy,us,w,ws) > 0 tel que, pour tout polynéme non
nul P de Z[X] de degré < D et de hauteur h(P) < log H, on ait

P(52)] 2 o (-ep CEETETEED).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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3. Lemmes auxiliaires.

Polynémes d’interpolation.

Nous utiliserons pour la construction de la fonction auxiliaire les
polyndmes d’interpolation sur un ordre d’un corps quadratique imaginaire
(cf. [AM]) en Poccurrence Ok. Ces polynomes sont définis de la maniére
suivante : pour un nombre réel R > 1 et £ un entier> 0,

A% (X) = H (X;—x)‘.

z€eOL\{0}
lz|<R

Le lemme suivant porte sur certaines estimations analytiques et arithméti-
ques vérifiées par ces polynomes.

LEMME 3.1.

i) Soient R un nombre réel > 1, t,L deux entiers positifs, z un
nombre complexe, on a

Ld l2l |
t'd —A z)} <chR2(1+log( )),
ol ¢y est un nombre réel > 0 ne dépendant que de d.
ii)

1 d
M5 778,0<7<t, 0<O<L p<RyecOcilyl<s
rldzm °

log

1+t S
< CgLR2(1 + log(—+— + 1) + log(— + 1))
L R
ol ¢cg est un nombre réel > 0 ne dépendant que de d.

iii) Soient P un polynéme non nul & coefficients complexes de degré
n, Xo,---,An (n + 1) nombres complexes deux & deux distincts alors les
polynémes P(z+Xg), ..., P(z+ A,) sont linéairement indépendants sur C.

iv) Soient R un nombre réel > 1 et L un entier > 0, les polynémes 1,
A%(2+2) (A€ Ok; |N| <R, £=1,...,L) sont linéairement indépendants
sur C.

Preuve. — Les estimations 1) et ii) se déduisent immédiatement du
théoréme 1.1 de [AM] et de la majoration

deg A% < c1/R?,

TOME 50 (2000), FASCICULE 1
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olt ¢ = 2r£2) (cf. remarque 2.1 de [AM]).

V|

Montrons iii). Supposons qu’il existe des nombres complexes a,, tels
que: > i o ax,P(z4+X;) =0. A'lors, ona:y. . ax (E?:o %P(J)()\i)zﬂ) =0
et par conséquent > i ax, PP (X\;) =0 (j =0,...,n). P étant non nul, on
vérifie que la matrice (PU)()\;)) o<i<n est inversible, par suite les coefficients

0<j<n
ay, sont tous nuls. ’

Enfin la propriété iv) résulte d’une récurrence sur L et de la pro-
priété iii).

Désignons par G le groupe algébrique (défini sur K) Ga?xEF quel'on
considere K-plongé dans A2 x P5. En identifiant 1’espace tangent & I'origine
Te(C) de G 4 C**+2, on obtient un plongement analytique ® représentant
expg 'exponentielle de G,

® :Ck2 - A2(C) x PE(C)
(221,20, -, 2k) = (221, 20,€xpg(21), - - . , expg(21))
ou expg(2) = (03(2) : 03(2)p(2) : 03(2)p'(2)), o étant la fonction sigma
de Weierstrass.

Les fonctions coordonnées de expg sont des fonctions entiéres d’ordre
< 2, plus précisément, il existe ¢4 = c4(w1,w2) > 0 tel que
(3.1) max(|o®(2)], [0%(2)p(2)], [o° (2)¢'(2)]) < eI,

D’autre part, il existe ¢5 = c5(w1,ws2) > 0 tel que
(3.2) pour tout z € A, |0°(2)| > ees(l2HD)” o
' pour tout z & A, |0%(2)g (2)] > e~ (=1+1*

Ces inégalités classiques se déduisent par exemple de la proposition 3.1
de [Da].

Pour un uplet n = (ny,...,nx) € Z¥, 0 < n;, on note |n| = Zle n;.
Soient L_y, Ly, L1,..., Ly des entiers > 1 et Lj, un nombre réel > 1. Nous
allons considérer des polynomes P de C [A2 x P%] de la forme
(3.3) P(X)=> paX"7' AT (Xo +ng) X7 ... XR¥,

n
ou la somme porte sur tous les uplets n = (n_;, ng,ng,ny,...,n) tels

que :n_; € Z; 0 < n_y; < L_1, ny € O\ {0}; |ng| < Ly, ny € Z;
0 < ng’ < Lg, n; = ((nj,i), 1 = 1,2,3) € Z3, 0< nji; |nj| = Lj,
(j=1,...,k). On pose Lo = Lgdeg Ay, ; et on dira qu'un tel polynome
est de degrés < (L_y, Lo, L1,...,Lg).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Le lemme suivant donne une majoration des valeurs en un point des

dérivées de la fonction f = P o ®. Notons | - |; la norme euclidienne sur
k
CF*2 et pour x = (z_1,...,2%) € CF*2 Dy f =30 | xia%ii'

LEMME 3.2. — Soient H un nombre réel > e, P un polynéme
de C[A? x P%] de la forme (3.3), de degrés < (L_y,Lo,...,Ly) tel
que maxy |pn| < H, m un entier > 1, x; = (z;—1,...,Zik) (1 <3< m)
et v.= (v_1,...,v) des points de CF¥*2. Notons e = max(1,|z;;[,1 <
i <m,—1 < j < k), pourt = (t1,...,tm) € Z™, t1,...,tm > 0,

DY =Di o...oDir et f=Po®. Alors, pour [t| <T, on a
log | DL f(v)| < Tlog(k + 2)eT + L_; log(lv_1]| + 1)

k
|vol ) 2
+c6Lo(1+log(L6 +2) +c7;Lz(lvzl+1) +log H.
Preuve. — On reprend la preuve du lemme 3.1 (cf. [PW1]; on a
O \Jj-1 O \Jk
¢ < TeT {( ) ——)
DLW < (k427 max {(5,) o0 (5,-) F0)
et en posant F(z) = f(z + v), les inégalités de Cauchy entrainent la

majoration

(=) oo (3m) s < 70 s PGl

Ensuite, on utilise Pestimation i) du lemme 3.1 et I'inégalité (3.1) pour
conclure.

L’objet du lemme suivant est une formule d’interpolation pour une
fonction entiere sur C prenant des “petites” valeurs en des points d’un
réseau de C de type CM, en 'occurrence O. Si f est une fonction entiere
sur C et R > 0, on note |f|r = sup),;<g |f(2)]-

LEMME 3.3. — Soient f une fonction entiére sur C, T} un entier
> 0, R,r, S, des nombres réels > 0 vérifiant R > 3r et r > S;. Alors
. 2 s 2
e <1n(p) "+ ()
f(”)(s)
o!
ol cg et cg sont des nombres réels > 0 ne dépendant que de O.

xmax{ , 0<o<Ty, 560(51)}

Preuve. — D’apres le lemme d’interpolation polynomiale de D. Mas-
ser (cf. [M1], corollaire B), il existe un polynéme P de C[X] vérifiant

TOME 50 (2000), FASCICULE 1
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P©)(s) = f@)(s) pour tout s € O(S;), 0 < o < T} et pour tout r > S

@)
P, < (CQSL)CQTlsl { (s), 0 <o <Ti, 360(51)}.
1

Pour achever la preuve, on applique le lemme de Schwarz 7.13 de [W1] &
la fonction f — P qui s’annule ainsi que ses dérivées a 'ordre T sur O(S7)
qui est de cardinal supérieur & cgS?%.

Nous utiliserons pour la construction de la fonction auxiliaire le lemme

de Thue-Siegel (cf. Lemme 6.1 de [PW1]) suivant :

LEMME 3.4. —  Soit (ui7j)1§isl,,1§j§” une matrice de nombres
complexes, de rang < p. Soient 8, m,p des nombres réels positifs tels que

) b+m+p 1 2p < vé <
(2pe +1)* <e lrgf}“Zlulﬂ e™

Alors, il existe (a1,...,a,) € Z” tel que

0< max la;| <€’ et max |Zaz“m| <e7P.
1<i< 1<5<p

Dans les lemmes qui suivent £ désigne une courbe elliptique d’inva-
riants algébriques g¢2,93, g la fonction de Weierstrass et Zw; + Zws
(Im (%2) > 0) le réseau associés, 7 = Im(%2).

Formules de translations sur une courbe elliptique.

LEMME 3.5. — Soient L un corps de nombres contenant gs, gs,
Pi(X,Y) (1 <i < N) des polynémes de L[ X,Y] de degrés majorés par L
et u un nombre complexe tel que p(u) € L. Alors, il existe une famille de
polynémes R; (1 <i < N) de L[X,Y] telle que

Ri(p(2), ¢'(2))

Pi(p(z +u), ¢’ (2 +u)) = o(2) = pw)°L’

degR; <2L, (i=1,...,N)
et
h(Ri,1 <i< N) <h(P;,1 <i< N) + L(cio + 2h(p(u), o' (v)).
De plus, on a
(9(2) - o)™ = Q(p(2), ¢ (2)),

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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o Q(X,Y) est un polynéme de L[X,Y] de degré < 2L, de hauteur
hQ) < L(cio+2h(p(u), p'(u)), c1o étant un nombre réel > 0 ne dépendant
que de wy,ws.

Preuve. — 11 suffit de reprendre la proposition 8.2 de [Da] en
considérant une famille de polyndmes P;, (1 < ¢ < N) au lieu d’un seul.

Formule de dérivations sur une courbe elliptique.

LEMME 3.6. — Soient L un corps de nombres contenant g, gs,
P(X,Y)(1 < i < N) des polynémes de L[X,Y] de degrés majorés
par L et T un nombre entier > 1. Alors, pour tout couple d’entiers
(4,t), 1 <i< N, 0<t<T, il existe un polynéme A; +(X,Y) de L[ X,Y]
tel que

dt

T hi(p(2),¢'(2) = Aie(0(2), 0 (2)), deg Aiy < L+ 1.

De plus, la famille de polynémes A; ; vérifie

h(Ai,1<i<N,0<t<T)<h(P,1<i<N)+enTlog(L+T).

Sous les mémes hypothéses, il existe une famille de polynémes
Gi+(X,Y)de L[X,Y] telle que

dt P-( 1 ga(z)> :G“( 1 p(2)

dzt ¢ (2)

t\ "7\ y d G’z SL t
0@ ) ), degGui< L+

et
h(Git,1 <i< N, 0<t<T)<h(P,1<i<N)+c2Tlog(L+T),

ol ¢11 et c12 sont des nombres réels > 0 ne dépendant que de wy,ws.

Preuve. — On reprend la preuve de la proposition 8.1 de [Da] en
considérant une famille de polynémes au lieu d’un seul.

Formule de multiplication sur une courbe elliptique de type CM.

LEMME 3.7. — On suppose que & est a multiplications complexes.
Soient O I’anneau des endomorphismes de € et L = Q(gs, g3, 7). Alors,
pour tout s € O\ {0} tel que : |s| < S, il existe A1(X), A2(X,Y) et Q(X)

TOME 50 (2000), FASCICULE 1
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des polynémes & coefficients entiers dans L de degré < c135? et de hauteur
< 1452 tels que

p(s-z) = _—Al(p(z)) et p'(s z) = —__AQ(p(z), AG)

Q(p(2)) Q(p(2))

ol 13 et c14 sont des nombres réels > 0 ne dépendant que de wy,ws.

Preuve. — Cf. lemme 6.3 de [M1] pour ’expression de p(sz) en tant
que fraction rationnelle en p(z). On dérive cette expression pour obtenir
©'(sz) et ensuite on réduit au méme dénominateur.

4. Modification de la forme linéaire et du point.

Rappelons la forme linéaire £'(z) = Byzo + ... + B2k et le point
u’ = (1,uy,...,ux) considérés dans le théoreme. On suppose que 1, ..., 5
sont non tous nuls car sinon le théoréme est immédiat (cf. Remarque 1).
Nous allons modifier cette forme et ce point de la facon suivante :

ler cas : ) # 0; c’est le cas dit non homogene. On choisit m,
(0 <m < k) tel que |B],] = maxo<i<k |3;|, on pose 3; = %—, (1=0,...,k)
et on considere la nouvelle forme linéaire £(z) = —z_1 + Bozo + ... + Bk 2k

et le nouveau point u = (0,1, uy, ..., us) de CF+2,

2éme cas : ) = 0; c’est le cas dit homogene. On choisit m, (1 <m <
k) tel que |8,,| = maxi<;<k |Bi], on pose 3; = %, (i=1,...,k),Bo=1et
on considere la nouvelle forme linéaire £(z) = —z_1+Bpz0+ 0121+ . .+ 0k2k
et le nouveau point u = (1,1,u,...,ug). Le choix de ce nouveau point
est crucial pour la démonstration du théoréeme. Notons que N. Hirata
(cf. [Hi]) avait considéré le point u = (0,0, us, ..., ux)). Remarquons que
les coefficients de la forme £ sont de modules < 1, B1,..., 0Bk ne sont
pas tous nuls et h(8;) < 2logB (i = 0,...,k). Dans les deux cas, on
a L(u) = ﬁ;}(:'). Alors, L(u) # 0 est équivalent & £'(u’) # 0. D’apres
Pinégalité de Liouville, on a log|8.,| > —Dh(8,,), donc si L(u) # 0 on a
log | £/(w)| > log |£(u)| — Dh(8,,) > log |£(w)| — Dlog B.

Alors pour minorer |£'(u’)], il suffit de minorer |£(u)|; dans la suite
I’étude portera sur cette nouvelle forme £ et ce nouveau point u.

On choisit dans les deux cas comme base de W := ker L, la base
(e, .. .,ex) définie par e; = (6;,0,...,0,1,0,...,0), ot 1 est la (i + 1)ime
coordonnée.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 11

On considere la projection de u sur W définie par
w = (L(u),1,u1,...,ux)

dans le cas non homogene (resp. w = (1 + £(u),1,us,...,ux) dans le cas
homogene). On a |w — u|; = |L(u)].

5. Choix des parameétres et d’un sous-groupe privilégié.

On plonge le groupe algébrique G2 x £F dans I’espace multi-projectif
P = P? x P% Si V est une sous-variété de P, on désigne par
H(V, L_1,Lo,Ly,...,Lg) la valeur de la partie homogene de plus grand
degré (= dim V) du polynéme de Hilbert-Samuel multi-homogene de V
multiplié par dim V! (cf. [P]). Dans tout le texte c1,cg, .. .,c;,. .. désignent
des nombres réels ne dépendant que de k, w;,ws et Cy un nombre réel assez
grand par rapport & tous les ¢;. Ces nombres réels c;, Cy sont évidemment
indépendants des parametres D, B, Vy,..., Vi et E du théoréme. Posons

k
Uy = Oz FTDF0 pht2 log(BDlog V) log(DE) | [(log V;)(log E)~*
0

i=1

S = (Cg D 10g(BD1(l)c;g;/) +log E ) 2
0= (3]

Soit U un nombre réel > 0, définissons les parametres
L# = v
~' Cf(Dlog(BDlogV) +logE)’
¢ (Dlog ogV) +log E)

L¥ = v
® " Co(Dlog(1+ D) +1logE)’

) log B\ 1/2
= <min(_L#,1og(BD10gV)+ Olg) )) ot ¢; = 2(m +2)/+/d],
C1

L#

" 0 L :L/I A ’

0 [degALg)]’ 0= Lo degAuy,

#  max(Uo,U) . (T (— _
rp =2 ) Gtk L=l = L),

Uo, U) T
m# = oo o) gy o 2 [ L],
O S2logE [Cg]
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ou [-] désigne la partie entiére.

Notons O(S) = {s € O, |s| < S}, T'(S) = {®(su), s € O(S)}.

LEMME 5.1. — 1l existe un nombre réel U; 0 < U < Uy tel que
pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de codimension r’ dans G et
vérifiant T/ (C) C W, on ait
(5.1) (T*)" " card((I(S) + G)/G)H(G', L, L, ..., L¥)

> CoH(G, L* | L¥,... LT)

et il existe un sous-groupe algébrique connexe G de codimension 7 dans G
vérifiant T5(C) C W tel que

(5.2) (T#*) lcard((D(S) + G)/G)H(G,L¥, L¥,....L¥)
=CoH(G,L*,, L¥,....LT).
Preuve. — Soit G’ un sous-groupe algébrique connexe de G2 x &F
tel que T (C) C W. G’ est de la forme Gy x G} avec G{, un sous-groupe
algébrique connexe de G2 et G} un sous-groupe algébrique connexe de

E*. Posons 1, = 2 — dimGj, r} = k — dim G}, = r) + r}. Comme
Te(C) C W, Gl # G2 et rfy #0.

Notons U’ = max(U, Up),
A(G") = Cy 1 (T# JU")" “tcard (T(S) + G')/G)
H(G L* U, L¥/u,L¥/u ... L¥/U)
X
H(G,L* ju, LU, L¥ /v ... L¥ /o)

et

rh—1

B(G') = A" max{A(G), Uo} " .

A(G") et B(G') ne dépendent pas du parameétre U ; parmi les sous-groupes
algébriques connexes G’ de G vérifiant T (C) C W on en choisit un G tel
que B(G) soit minimal et on note encore U le nombre réel B(G). Montrons
d’abord que U < Uy. Si U > Uy, alors U’ = U. D’autre part d’apres le
lemme 3.4 de [P], on a
H(G,L* U, L¥/u,L? /v’ ... L¥ U
0 k
= (dim G)\(deg G) [ ¥ /0) [[ ¥ /07)
i=—1 i=1
0 k
=3"k+ 2 [T @f/oy [t /v

i=—1 i=1

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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et H({0}, L*,/U,L¥ /U,...,L¥ /U) = 1, ot {0} est le groupe nul.

Par conséquent, on obtient
C1 2(k+1)+7 -
A({0}) < mcg‘ (S2log E)~*+1 52(D1log(1 +D)+log )
X <D log(BDlogV) + log E) H DS%logV;
S U07 =1

d'ott B({0}) < A({0})3UZ < Up. Or on a U < B({0}), donc U < Up et
cela contredit ’hypothese.

Preuve des propriétés (5.1) et (5.2). — Soit G’ un sous-groupe de G

rl—1

1
tel que : T (C)CW. Par définition B(G') = max{A(G’), AG)T8U, 0 }
H(G,L* .. L¥)

H(G' L¥ .. .L¥)

—10

puisque est multi-homogene de degré ) en (L¥,, L¥) et de

degré r4 en (L¥,.. ., Lk#)) , en remplacant A(G’) par sa valeur, on obtient

B(G') =

S)+G’) H(G, L%, LY, ..., Lf) (U")I_TGU,

- e r
max{C'Ol(T#) 1card( (G’ HG.LF, I %) —
Yy H=1H0 0 HE

U

r'(S)+ G’) H(G, L*, LY, ... ,Lf))l/ré }
Ul
G’ H(G,L*, L¥,....LT)

(Cﬂ_l(T#)T’_1 card (

Comme U < B(G'),U < Uy et vy, > 1, on en déduit la propriété (5.1).
Pour démontrer (5.2), on remarque que A(G) < B(G) < B({0}) <
U(), d’ou

7o—1

B(G) = A(G)% U,

I(S) + é) HG,L* LY, ... ,Lk#))l/FOU

= ( CTYT#)™ ! card —
(0( ) ( G H(G,L*,L¥,..., L)

comme B(G) = U, on en déduit (5.2).

Dans toute la suite, U désignera le nombre réel défini par le lemme
précédent et les parametres L?, T# les parametres définis en fonction de
ce nombre U au début de ce paragraphe.

LEMME 5.2. — Les paramétres définis ci-dessus vérifient les inégali-
tés suivantes :

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



14 MOHAMMED ABLY

1) logE < Cl5D minlsisk IOngL
ii) U > CoS2log E
iii) DL¥ log(2 + = 7)<

1/2

iv) DL log(2 + £7) < 55 ik

v) Pour tout ¢ = —1,...,k, L; > 1.
Vérification de i). — Par hypothése dans le théoréme, pour tout
i=1,...,k,ona

1
logE < = log e2Dlog V; — log |u).

u; est par hypothése non nul, donc si |u1| < I‘i’(l)l min(1,Im(7)), alors u;

n’est pas pole de p et on a |p(u;)| > 5Iui|2 (cf. [Da], lemme 3.3).

Or |p(u;)| < ePhle(w)) < eDlosVi don log |u;| > —3log5—3Dlog V;
et logE < DlogV; + 3log5+1 < 4DlogV;.

Si Ju;| > %min(l,lm(T)), ona
1
log B < ElogeleogV log(llo| min(1,Im(7))), (i=1,...,k).

En conclusion, on obtient log £ < c15D minj<;i<klogV;, ol ¢15 =
max(4, 1 — log (13! min(1, Im()))).

Preuve de I'inégalité ii). — Par définition on a U > A(G); nous
allons minorer A(G ) G étant un sous-groupe algébrique de G2 x &k, il est
de la forme GO X Gl avec GO un sous-groupe algébrique de G2 et G1 un
sous-groupe algébrique de £¥. Comme T5(C) c W, (0,1,0,...,0) ¢ W et
(1,0,...,0) € W, on a {0} x Ga ¢ Go et G4 x {0} ¢ Go. Par conséquent,
Gy est ou bien le groupe nul {(0,0)}, ou bien un sous-groupe algébrique de
G2 de dimension 1 tel que Tao(C) = C(v1,v2) avec v; # 0 et vy # 0.

Si Go = {(0,0)}, on a card((I'(S) + G)/G) > card O(S) > ¢gS?, dott
en remplacant T# par sa valeur dans la définition de A(G), on obtient
A(G) > csCy 1 (Cy P?S? 10g E) 7!

LSH(G L, U, LE jU, L¥ JU, ..., L |U,)
H(G,L*,Ju, Lt /U, L¥ U, ..., LE |Uy)

or, dans ce cas on a
H(G,L* U, LY JU, L¥ U, ..., L¥ JUy) = H(Gy, LY U, ..., L¥ JU),

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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et le lemme 3.1 de [P] fournit I'inégalité

- —k+dim Gy
(53) H(Gy, L¥/Us,...,LE [Uo) > (;gg;ck(Lf/Uo)) E(L?/Uo)-
D’autre part, on a (cf. [P], lemme 3.4) 1’égalité
H(G,L? U, L¥ /U, LUy ..., LU k
4 ’ ) ) ) — # # .
D’ou,

C8

AG) 2 g gy (G5 0B B) 71557 log )

72
x (Dlog(1+ D) +log E) (D.S’2 1r<n_igk log Vi)

> % sl I)SzlogE(D min logV-/logE)F_Q
= 3k(k+2)! 0 1<i<k ¢ ’
comme log E < 015D~m1n1515k logV;, 7 > 1 et Cj est suffisamment grand,
on en déduit que A(G) > CpS?log E.

Si T50(C) est de la forme C(v1,v2) avec v1 # 0 et v3 # 0, on a
(5.5) H(Go, L*, /U, L¥ /U) > L* U + L¥U.
D’autre part, on déduit du lemme 3.1 de [P] que
H(G,L*, /U, LY JU, L¥ U, ..., L¥ |Uy)
> H(Go, L*, /U, L¥ JUYH(G,, L¥ U, . .., L¥ Uy).

En minorant card((I'(S) + G)/G) par 1 et en utilisant les inégalités
(5.3), (5.4) et (5.5), on obtient dans ce cas

Coy —5/2 _F . -1
AG) > m(co /25210g E) H(U/Lfl)(lglilgk(Uo/L?))
c;t 1 log V;\7-1
> 0 (F=1)/2 g2 )
— 3k(k+2)! Co 5 logE(D lglll<k logE)
Oronar >1,carsinon 7 =1 et Gl = &k comme fi,..., B sont

supposés non tous nuls alors T W, ce qui contredit le choix de G.
G(C)

Cy étant assez grand et 7 > 1, il résulte de 'inégalité précédente que
A(G) > CyS?log E.

Preuve de iii). — Si Ly = (log(BDlogV) + 12#)1/2 alors on a
S/L}, < C2'*(D/log E)*/? et par définition
U/L¥ = Co(Dlog(1+ D) +log E),

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



16 MOHAMMED ABLY

d’ou

S DU
DL log(2 <
g +L’) = Co(Dlog(1+D) + log E)

log (2+Cy/*(D/ log E)"/?)

< —i730 car Cy est suffisamment grand.
C

0
Si Ly = ( 61)1/2, on a

s 2
DLY log(2+ =) < DLY log 2+ DL log (1+ clL—#)

0 0
< DL¥ log2 + ¢, DS?
Uo
#
Preuve de iv). — On a par définition Lg = [ deng%] et par ailleurs

deg A, < clL’g, on en déduit que L(’fE < 2clL’(2)L6’. D’ou

DL log (2+ 1,,) < DL} log2 + 20 DL{L'glog (1 + T,,)
Ll 2L
< DL¥log2 + ¢, DL'2T
< DL¥ log2 + c;(Dlog(BDlog V) + log E)T
Uo_
cy®

Vérification de v). — D’apreés vii), on a U > CpS%log E, d’out
L?fl ZC()etL_lzco—1>1.

Par ailleurs, on a S?log E > Co(Dlog(1 + D) + log E), d’ou

U
#
Ly > 321 > Cy.
Comme Ly = [@———] deg ALI et deg AL/ < , on en déduit que
L¥ _ G
Lo>-22>_—"2>1.
025 25 2

D’autre part, puisque log E < ¢15(D min;<;<x log V;), on obtient

Uy > DS? foax, logV; et par suite L; > 1(i =1,...,k).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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6. Démonstration du théoréme.

6.1. Schéma de la preuve du théoréme.

On suppose que u & T5(C) et L(u) est “petit”. On construit une hy-
persurface de P? x P§ ne contenant pas G de multidegrés
< (L_y,Lg, L1,...,Lx) sannulant sur I'(S) le long de W & lordre T
il s’agit de résoudre un systéme (S) d’équations linéaires homogénes, on es-
time en utilisant le lemme 6.7 de [PW1] exactement le rang p de ce systeme
par projection sur le groupe privilégié G défini au 85 au lieu de le majorer
brutalement par le nombre d’équations; on montre que p est inférieur au
nombre d’inconnues de (S) & 'aide de I’égalité (5.2) du lemme 5.1 et grace
a un lemme de zéros de P. Philippon, on montre qu’il existe un sous-groupe
algébrique G’ de G tel que T (C) C W et ne vérifiant pas P'inégalité (5.2)
du lemme 5.1, cela contredit le choix des parameétres.

Pour Pestimation du rang p, par projection sur é, on est amené a
distinguer deux cas selon que exps(u) est un point de torsion de G/G
(c’est le cas dit périodique) ou non (c’est le cas dit non périodique).
L’extrapolation portera sur les dérivations dans le cas périodique selon
la méthode de Gel’fond et sur les points dans le cas non périodique selon
la méthode de Baker.

La preuve du théoréme consiste & contredire I’hypothése (H) sui-
vante :
(H) :ugTx(C) et |L(u)| < exp(—Col).

On procede par 1’absurde; on suppose que ’hypothése (H) est vérifiée.

6.2. Les deux cas périodique et non périodique.

Rappelons que A désigne le réseau des périodes de £ et que 'anneau
des endomorphismes de £ a été identifié & O un sous-anneau du corps Q(7)
des multiplications de €. Notons © = {0} x {0} x A*.

Ou bien il existe s € O(S) \ {0}, tel que su € Q+T%(C); c’est le cas
dit périodique. On pose dans ce cas

Y ={(t,s) € Z*"' x O, t=(lo,...,tx), 0<t; <2T(j=0,....,k—1)
0 <ty <To,s € OS)},
Sle, T1:T0.

TOME 50 (2000), FASCICULE 1
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Ou bien pour tout s € O(S) \ {0}, su ¢ 2+ T5(C); c’est le cas non
périodique. On pose dans ce cas
Y ={(t,s) € Z*' x O, t=(to,...,tx)
0<t;<2T(j=0,...,k),s€0(So)},
S1=8, Th=T.

6.3. Choix de bases de ’hyperplan W.

Rappelons que C**2 est munie de la base canonique, ||, désigne
la norme euclidienne sur C*¥*2 T5(C) a été identifié & C**+2 et nous
avons noté encore | o |, la norme induite sur T (C) par cette identification.
D’autre part I'isomorphisme de W dans C**+! associant la base (ey, .. ., ex)
3 la base canonique de C**! permet d’identifier W & C*+! et de munir
W d’une seconde norme | e |, . T5(C) étant contenue dans W, on choisit

(€, ---,€;_) une base de T5(C) orthonormée pour | e |, et on la complete
en une base (e, ...,e;) de W orthonormée pour | e |,.

Les coefficients des matrices de passage entre (ep,...,ex) et
(€p, - - -,€}) sont de modules < 1.

D’autre part, les deux normes | e |; et | e |, sont équivalentes sur W.
Comme |3;| < 1 pour tout i = 0,...,k, on vérifie que les constantes de
comparaison de ces deux normes sont des constantes indépendantes des
parametres notamment D et B.

Dans le cas périodique, on montre (cf. [Da], lemme 6.6) que la distance
deua Ta(C) est suffisamment grande pour que la projection w de u sur W
définie au §4 ne soit pas contenue dans Ta(C) vu que w est trés proche de
u grace a hypothése (H). Dans le cas périodique, extrapolation portera
sur les dérivations selon la direction w.

/

uitte & renuméroter les vecteurs e ., €., on peut supposer que
y ko

e
(€p,---,€,_1, W) est une base de W.

Pour harmoniser les notations, on notera f = (eg,...,e}_;,w) dans
le cas périodique et f = (ey,...,e}_;,€}) dans le cas non périodique. On

montre (cf. [Da], proposition 6.9) le lemme suivant sur le changement de
base.

LEMME 6.1. — Soient z € C**! et f une fonction analytique au
voisinage de z et T un entier < 2(k + 1)T'. Alors, on a
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1 Dt <1 ¢
og‘{rllgs,l tf(z)] < Oglﬁlé‘%‘/lpe £(2)| + c16Uo
et

1 Dt <1 ¢ .
og ‘{rllgs,l of(2)| < log lglg,lfo(Z)lJrclon

6.4. Construction de la fonction auxiliaire.

On peut supposer sans restriction que

K = Q(g27g317-uﬂ07~-'7/8167{@(’“]') ) uj ¢A,] = 177k})

Choisissons une base {a1,...,ap} de K sur Q telle que o; (i = 1,...,D)
soit un monéme en g, g3, 7, Bo, - - -, Bk, p(u;)(u; € A), de degré total < D.
En tenant compte des inégalités (2.1) et (2.2) du théoréme, on a

(6.1) h(ay,...,ap) < D?(logB + max log V; + h(gz) + h(gs) + h(T)).

Notons I(£) l'idéal de définition dans C[P3] de la courbe elliptique
€ et (C[Py]/I(£)), le C-espace vectoriel des polynomes de C[P3] mod
(I(€)) de degré L. On a (cf. [H], proposition 7.6. (d) p. 52)

dime (C[P,)/I(€)), = 3L.
Soit B; (i = 1,...,k) un relevé dans C[P;] d’une base de
(CIPy)/ I(£)), formé de mondmes X[ (card B; = 3L;).

La fonction auxiliaire que nous allons construire sera de la forme Po®
avec P un polynome de K[A? x P%] de type (3.3),

P(X) = pa X" AT (Xo + nf) X5 ... X34
n

ou la somme porte sur tous les uplets n = (n_y,ny, ng,n1,...,ng) tels que
n_1€Z;0<n_; <L_1,n5€ O\{0}; |ng| < Ly,ng € Z;0<ng <Ly,
n;; X € B;, (i = 1,...,k). On pose Ly = LydegAr;. P est de degrés
S (L-17L07 R Lk)

Les polynoémes AZ‘(,’) (Xo +ng) ;ng € Ok \ {0}, |ng| < Ly, 0 < ny < Ly
étant C-linéairement indépendants (cf. lemme 3.1 iv)) et les multi-monémes
XM (XD € B;) étant C-linéairement indépendants modulo (I(€)), pour
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tout ¢; (i =1,...,k), on en déduit que P est non nul sur G deés que P est
non identiquement nul.

LEMME 6.2. — Soit P un polynéme de K[A? x P§] & coefficients
inconnus, de degrés (L_1, Ly, ..., L), avec L; > 1 pour touti = —1,..., k.
Notons : F' = P o ®, p le rang du systéme {(DfF(su) =0, (t,s) € £)} et
v le nombre d’inconnues de ce systéme dans Z. Alors, on a

C18

p< S H(G, Ly, Lo Li,..., L)
Co
et
1
14 2 mDH(G, L_l,LO,Ll,---7Lk)-

Preuve. — Comme dim(W/T5(C)) = 7 — 1, on obtient grice au
lemme 6.7 de [PW1], dans le cas non périodique I'inégalité

p < 84mC (7)1 card ((I(So) + G)/G) H(G, L*,,..., L)
et dans le cas périodique, puisque w & Ta(C), I’inégalité
p < 83mG (9T 2T, card ((D(S) + G)/G)H(G, L*,,. .., L}).

Notons que dans le cas non périodique on a card((I'(S’) + é)/é) =
card O(5"), pour tout S’ < 5, ol

card((T'(So) + G)/G) < %g card((T(S) + G)/G).

Ces inégalités jointes & I’égalité (5.2) entrainent
23(k+1)cl7

<

H(G,L*,,....L¥).

Comme Lf’E < 2L;, on a
H(G,L*,,... L¥) < 2"*2H(G,L_y,. .., Ly).
D’ou P < CC—I!SH(G,L_I,. . .,Lk).

Enfin le nombre d’inconnues v dans Z du systéme est

k
1
— gk -
v=3"D ” L, = C 2)!DH(G,L_l,..., Ly).

i=—1

D’ou le lemme.
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PROPOSITION 6.3. — 11 existe un polynéme P de K[A?% x P§] ne
s’annulant pas sur G de degrés (L_1, Lo, ..., L) vérifiant h(P) < Cé/?’%l

et tel que la fonction F' = P o ® vérifie

|DfF(su)| < exp(—Cg/SUo), pour tout (t,s) € X.

Preuve. — On écrit les coefficients de P, que I’on va déterminer, dans
la base (a1,...,ap) de K, choisie précédemment. On obtient un systeme
d’inéquations linéaires dont les inconnues sont dans Z. Commengons par
majorer les coefficients de ce systeme; pour cela, appliquons le lemme 3.2,
avec x; = ¢€; (i = 0,...,k), m = k+1, v = su, f = Qo ®, o
QX) = Xf;lAzg (Xo + ng)XT* ... X2*; on obtient, pour tout (t,s) € &

log | Dg f(su)| < L log max (1, 8:() + 2(k + 1)T'log 2(k + 2)°T

+L_;log(S+1)+ 05L0<1 + log (—5-, + 2))
0

k
+ C7ZLi(S|ui| +1)* +log H(Q),

=1

ou H(Q) désigne le maximum des modules des coefficients de Q.

On a
log H(Q) < log max H(A'LLZ (Xo+ ng)).
n! |<L!
oggé’gLog
Comme

H(Azg (Xo+ng)) < max

1 ao' "
— 0<o<Lo i’

n !
EE%(ALZ (20 +mg)lz0=0

on déduit du lemme 3.1 que log H(AZ%(XO +ng)) < cr9Lo.

D’autre part maxo<i<k |3;| < 1 et par hypothése on a |u;|? < DlogV;.
D’ou

log |Dt f(su)| < 2(k + 1)Tlog 2(k + 2)*T + L_; log(S + 1)

k
S
+ esoLo (1 +1log (2 ¥ F)) +eny DS?Lilog Vs
0 i=1
< ¢c22Up.
Ensuite on utilise le lemme 6.1 pour déduire 'inégalité

log | Df f(su)| < c23lUp, pour tout (t,s) € X.

TOME 50 (2000), FASCICULE 1



22 MOHAMMED ABLY

En notant p le rang du systéme {D{F(su) = 0 (t,s) € } et v le

nombre d’inconnues dans Z, d’apres le lemme 6.1, on a : ﬁ > Tm%JrT)!D.
Les hypothéses du lemme 3.4 sont vérifies avec u < 28+le,Th+182 <
5 1/4
C()z(k+2)Uk+1 m < logv + co3Up < 24Uy, 6 = EOT% e CQ/BU(); en
oS4y
effet, 256 > i?;om—z_)' > log(2p)+6+m+p+1, puisque Cy est suffisamment
grand

Alors, le lemme 3.4 joint & I'inégalité (6.1) permet de conclure.
LEMME 6.4. — On a, pour tout (t,s) € Z*¥*1 x O, t = (to,...,tk),
0<t;<2T (j=0,...,k), s€O(S),
|D§F(su) — DEF(sw)| < exp(—C3/*Up).

Preuve. — Pour t, s vérifiant les hypothéses du lemme on considere
la fonction & une variable réelle f(z) = DfF(su + sz(w —u)). On a

£(1) = FO)] < max |f'(z)]

<|s(w—u)l; m D}F(su+ sz(w — u)|.

0<a§1|8

Le lemme 3.2 joint au lemme 6.1 fournit l’estlmation

—u)| <
0123,2(1 5 lDfF(su~}-sac(w u)| < exp(cas5Up)

et d’aprés ’hypothése (H) on a |(w — u)|; < exp(—CoUp), comme Cy est
assez grand, on en déduit le lemme.

Le lemme 6.4 joint & la proposition 6.3 entraine

(6.2) log |DfF(sw)| < _CQGCS/BU(), pour tout (t,s) € X.

6.5. Extrapolation.

PROPOSITION 6.5. —  Pour tout (t,s) € Z**! x 0,0 < t; < T
(j=0,...,k),s€O(S),on a

log | DEF (sw)| < —c31Cy’ *Us.

Preuve. — Dans le cas non périodique, on fixe t = (to,...,tx)
0<ti<T( =0,...,k) et on pose f(z) = DfF(zw). Dans le cas
périodique, on fixe (tg,...,tk—1) 0 <t; <T (i =0,...,k — 1) et on pose
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f(z) = Df_g 0...0 D;’::ll F(zw). Dans les deux cas, on déduit de I'inégalité
(6.2) que
If) ()]

log — < —02703/3U0, pour tout o, 0<o<Th, s€O(S).

o!
Nous allons appliquer la formule d’interpolation du lemme 3.4 avec r = S,
R =6rE. Le lemme 6.1 montre que

log|flr <log max |DiF(2w)|+ c16Uo,

[t1<(k+1)T
lzI<R

et en appliquant le lemme 3.2 avec x; = e;, on obtient
log |f|r < (k+1)Tlog(k + 2)°T + L_; log(2R + 1)

R k
Lo(1+log (2+— Li(Rlu;| +1)* + h(P U
+ e Lo +°g(+L6))+C7; (Rlui] +1)% + h(P) + 16U

< CQBCS/BUO.
Par conséquent, la formule d’interpolation du lemme 3.3 montre que
[flar < exp(cng’éng — cgT1 5% log E)
+ exp(CQTle IOg 6CQCOE - 627C§/3U0)
2
< exp(—c2aCy” o).
Dans le cas non périodique, cette inégalité entraine immédiatement
que pour tout (t,s) € Z¥*1 x 0,0<t; <T (j =0,...,k), s € O(9),
|DEF(sw)| < exp(—cngé/2Ug).
Dans le cas périodique, puisque fy = w, on a
f®)(s) = D o...0 DEF(zw).
Or, d’apres les inégalités de Cauchy, on a

£ ) < Tl
D’oll, pour tout (t,s) € ZF1 x 0,0 < ¢t; <T (j =0,...,k), s € O(S),
on a
|[DfF(sw)| < exp(—C3oCé/2Uo).
La proposition 6.5 est ainsi établie avec c3; = min(cag, c30)-

La proposition 6.5 jointe au lemme 6.4 montre que pour tout (t,s) €
ZH1 x 0,0<t; <T (j=0,...,k), s € O(S),
log |DEF(su)| < —C32C’3/2UO.
Ensuite le lemme 6.1 permet de passer aux dérivations le long de la base &
coordonnées algébriques e et d’obtenir
(6.3) log |DEF(su)| < —0330’&/2U0,
pour tout (t,8) € Z** x 0; 0<t; < T, s € O(9).
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6.6. Inégalité de Liouville.

ProPOSITION 6.6. —  Soient T, S deux entiers positifs, tg,...,tx
des entiers tels que [t| =to + -+t < T et s € O(S).

On suppose que F' = P o ® a un zéro en su d’ordre [t| le long de W
et que DEF (su) # 0. Alors, on a

log |DEF (su)| > —0456’01/3U0.

Preuve. — Rappelons que
P(X) = 3" pa X" ATH (Xo +np) X" .. XP*
n

et rappelons les notations
2

nj:(nj,o,njvl,njg), |nj|:an’, (j = 1, ey k)
1=0

Considérons les fonctions entieres :
On, (2) = (0770 (a%p)" (079)"™2) ().
Comme t est un multi-indice de longueur |t| minimal tel que :

DEP o ®(su) # 0,

d’apres la formule de Leibniz, on a, en notant z = (2_1, 20, 21, - - -, 2k),
Pod
(64) Dg( 3|n;| : (Z) 3 [nj| )
ngjgk (O'j (Z]'))ngigk (Jjgo) (ZJ) |z:su
s-u.je sujGA
_ DtP o ®(z)
- ( §|nj| )|z=su

[Tisi< (057 (%)) [Tisisk (Uip’)lnjl(zj)
Su]eA quGA

t Po®(z)
De ( 3, | Inj|
[Mi<i<k (') TTacizs (0360') (25)
suj ¢EA suj €A
que non nul dont nous voulons estimer la hauteur; pour cela nous allons
I’exprimer autrement.

)l est un nombre algébri-
Z=sUu

i .
Considérons (E%) (On, (zj)agln]’(zj))|zj:wj pour j tel que su; ¢ A
et notons

©2 si su; = at
2 J 2

0; =
w1 .
— sinon.
2
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On a
d \? enj (ZJ) _ d : g, 12
(Ez?) (oglnjl(zj))|zj=suj - (d—z]) e (Zj)|zj:suj

d\" .
N (EZ) P " (25 + su; +9j)lz,-:o
J

comme p(su;+6;) € K, on déduit du lemme 3.5 sur les formules d’addition
sur £ que

Qn, (p(2), ' ()
(9(z) = plsu; +6;))*"
ot {Qn,(X,Y),In;| = L;} est une famille de polynoémes de K[X,Y]
vérifiant
(6.5)  RA(Qn,,In;| = L;) < Lj(c10 + 2h(p(su; + 0;), p' (su; + 6;)),
max deg Qn; < 2L;.

Pt (25 + suy + 0;) =

Sisu; €A, ona

4\ () (LY L (Bymag,
dz; ) (o°Q)N(z5) | mpn,  \d2i) 07009 P es=suy’

Afin d’harmoniser les notations posons dans ce cas 8; = su;.

Notons My, (X,Y) = X™0Y ™1 et considérons la fonction :

U(z) = anz 1‘AL: (z0+mp) [T Qn,(0(2),6'(2)

1<j<k
su]vgl\
1
X Mn.( ,—(z-))
191_£k \p(z) 9
s'u.jEA

ol les nombres p,, désignent les coefficients de P.

On a évidemment pour tout t’

¥ Pod(z)
Dy
(H1<]<k ( ;’In"l(zj)) H:E;é’: (J?pl)lnjl(zj)) ‘z:s“

t \I’(Z)
:De 3L )
<H;s;§: (p(z) — plsu; + ;)™ ) =0
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ol 8§ = (su_1,sug,61,...,0x). Comme t est un multi-indice de longueur [t|
minimal tel que : DE(P o ®(su) # 0, on en déduit, en utilisant la formule
de Leibniz, que t est un multi-indice de longueur |t| minimal tel que :

(De¥)(0) # 0 et

¥(2)
Dt -
(Hﬁ;f?: (p(25) — p(su; +6;))*" ) |==0
_ DL¥(0)
[Tzszs (p(65) — ol +6;))"™

d’ou

00 2i( i )i

1z (03 @) gy (036 ()
T¢ J
- DU (6)
s (9(05) — p(su; +6;))%

Estimation de la hauteur de DS¥(0). — Par définition on a
0 0 \to o O \tk
6 _ 9 =
De = ('Boﬂz_l + 8z0) 0 © (ﬁkaz_l + sz) ’
Comme
2

bara) = () @) @)

1;=0
on a

to 123
DZlII(G) = Z Z e Z pnan,io,...,’ikv

n i0=0 ik =0

ou
tj ti—i; d to—io+...+tk—ik o
ennn= IL () JLO ()"0
. ] , .
0<5<k 0<j<k
d \* \ng d \u
—) A% (__) » 3V o2
* (dzo) LO(ZO)|20=suo+n6 1<11k dz; Q“a(@(zj) @(%))'zg:oj
suy A
< T (5) Moy (G 5G|, g,
191_'£k dz; J(pl(zj) o J),Z]__ej
sujeA

Pour 'estimation de la hauteur de D{¥(6), nous allons d’abord estimer
h(0nio,....in 3 By 0 < to, ..., 0k < tg).
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On a les inégalités suivantes :

h( II (:f) Oging)Slog I1 2tf§Tlog2§gD9,

0<j<k Y 0<j<k

k
a( T 65705 <t) < Soth(6) < Tog B < 0.
0<j<k j=0
( d )to—i0+...+tk—’ik n_i

T 23 étant un entier de k, on a
Z—-1 - lz_lzsu-l

d to—to+...+tk—ik n_y .

< 1 L R
< max{ Og‘(dz_l) 27 |Z_1=su_1
<TlogL_ 1+ L_;logS

<%
- D

yno1 < L_y,i < T}

D’autre part, d’apres le lemme 3.1, on a
d i0 "g ) " Y , )
B((G57) AT 0|y g0 < form§ < L ] < L)

< 03L0(1 + log (2 + [‘,—S'—) + log (2 + %)) +TlogT
0 0

U,
< 03450-

Par ailleurs, d’apres le lemme 3.6, pour tout i, 0 < i < T et tout 7,
1<j<ktelquesu; €A, ona
d \i
(E) an (p(zj)’ pl(zj)) lz;=0; innj (p(9j), Sol(oj))7

ol {Qin,(X,Y),i <T,|n;| = L;} est une famille de polynomes de K[X,Y]
de degrés majorés par 2L; + T et vérifiant
h(Qin,,i < T,In;| = L;) < h(Qn,,n;| = L;) + c12Tlog(L; + T).

Comme su; € A, on a par définition 6; = w1/2 ou wy/2 donc ©'(0;) =0 et
par suite on a

h(Qin, (9(6;), 9'(65)),4 < T, nj| = L;)
S (Qipnyt < T [ng| = Ly) + (2L + T)h(p(65)) + log(2L; + T).

D’autre part, d’apres I’inégalité (6.5) on a
h(Qn,,nj| = L;) < Lj(cio + 2h(p(su;j + 6;), o' (su; +6;))),
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du lemme (3.5) sur les lois d’addition sur £, on déduit que

h(p(su; +6;), 9 (suj + 6;)) < cs5 + 2h(p(su;), ' (su;)),

et du lemme 3.7 que

h(go(suj), P/(Suj)) < (33652 + Cl4h(P(Uj)7 @'(Uj)) < C37S2 log Vj,
d’ou
h(Qn,, In;| = L;) < c355*L;log V;.
Par conséquent on a
h(Qi,nj (@(0])7 pl(aj)))v 1< T7 lnjl = LJ)
< c3gL;S*log V; + c12T log(L; + T')

U
< 6393-

Pour j,1 < j < k tel que su; € A, on a, par définition 0; = su; et on est
s . d \¢ 1 ; =
amené & estimer A ((52-) M, (555 f,(zj))‘zjzej,z < T,|n;| = L;)

D’apres le lemme 3.6 on a

(ai_j)i/\/(nj (é, g)(zj) = M;n; (%7 g)(%%

olt {M;n,(X,Y),i < T,Inj| = L;} est une famille de polynémes de
K[X,Y] de degrés majorés par L; + T et vérifiant
h(Min,,i < T,|nj| = L;) < c12Tlog(L; + T).

Comme 0; € A, par périodicité on a M;n, (2, £)(6;) = M;n,(0,0). Dot

AR
() sy )< Tl

J

U,
< h(Mip,,i <T,|nj| = L;) < C40—D—0-

Par conséquent on obtient

) . Uo
h(an,io,...,ik iyt S to, ...,k < tk) < gy

Or on a
h(DE¥(0) < h(P) + h(anio,....ix ;1% < to,... 1k < tk)
+1log3FL_1Lg.....Li +log(to + 1)..... log(t + 1)

et h(P) < Cé/?’%l’ d’ott h(DEW(9) < c420’(}/3%,
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D’autre part, on a

k
h( H (0(85) — p(su; + gj))_3Lj> < Ca3 ZL]-52 log V;

1<j<k j=1
sujg€An

U,
< 043k50~

En définitive ces inégalités jointes & l'égalité (6.6) entrainent la
majoration

h(Dg( - P o ®(2) — )i )ch
[Tasise (077 (z0) [Tagigr (o79') ™ (z) o=

et par suite on déduit de I'inégalité de Liouville que

log > —04403/3U0~

D P o ®(z) )
Mz (7™6) Magegg (020) ™) b=

Enfin P’égalité (6.4) jointe & I'inégalité (3.2) permet de conclure.

LEMME 6.7. — La fonction F = P o ® vérifie DF(su) = 0, pour
tout (t,s) € Z**1 x O, [t| < T et s € O(S).

Preuve. — Supposons qu’il existe (t,s) € Z**! x O; |t| < T,
s € O(S) tel que DEF(su) # 0. Alors, d’aprés 'inégalité (6.3) on a
log | DEF (su)| < —03305/2U0 et d’apres la proposition 6.6 on a log | DEF(su)| >
——C45C3/ 3Uo. Comme Cj est assez grand, on a une contradiction. D’ol le
lemme.

6.7. Utilisation du lemme de zéro et conclusion.

D’aprés le lemme 6.7, le polynéme P de degrés (L_1,...,Lg)
(L; > 1, i = —1,...,k), construit précédemment, s’annule sur I'(S) &
un ordre > T le long de W. Comme P est non identiquement nul, il est par
construction non nul sur G. Alors le lemme de zéro de P. Philippon (cf. [P],
théoréme 2-1) montre qu’il existe G’ un sous-groupe algébrique connexe de

G, G' # G, vérifiant
: S
codimw WNT, /(C) ] )
(6.7) T '™ card (F(——k+2)+G)/G)

)H(G,L_l,...,Lk)

< (2(k + 2))2(k+2 .
—( (k+ )) H(leL—la"'aLk)
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Si Te/(C) € W, on a, dans ce cas, codimy T/ (C) = r’ — 1 avec
r’ = codimg G'. L’inégalité (6.7) jointe & I’inégalité
H(G,Loy,...,Li) _ H(G,L*,,...,L¥)
H(G',L_y,...,Lx) = H(G',L*,,...,L¥)

entralne
H(G,L*,,...,L¥)
H(G,L*,,....L})

T card(T(25) +G') /) < (2(k +2))24+

Cela contredit 'inégalité (5.1) du lemme 5.1 car Cy est assez grand. Donc
T (C) ¢ W. Par suite, on a codimwy W NTg (C) = 7’ et 'inégalité (6.7)
s’écrit
/ S
(68) T card((I‘(m)+G')/G')H(G', L_l, ooy Lk)
< (2(’6 + 2))2(k+2)H(G7 L_y,..., Lk)

G’ est de la forme G’ = G, x G’ avec G}, un sous-groupe algébrique de G2
et G un sous-groupe algébrique de £*.

Rappelons que

_ J(0,1,uy,...,ux) dans le cas non homogene
“ 1 (1,1,u1,...,ux) dans le cas homogene.

Par conséquent ®(su) appartient & G’ alors (0,s) appartient & T, (C)
dans le cas non homogene (resp. (s,s) appartient & TG;)(C) dans le cas
homogene).

On en déduit que si (0,1) n’appartient pas a en (C) dans le cas non
homogene (resp. (1,1) n’appartient pas & Tg; (C) dans le cas homogene),
on a

card((r(kilQ) + G')/G') = cardO(kS_:2>.

On distingue alors deux cas :

ler cas. — (0,1) ¢ Tg;(C) dans le cas non homogene (resp.
(1,1) ¢ Tg; (C) dans le cas homogene). Dans ce cas, on a

Card((r(k—:qﬁ'z') +6)/c) > Cs(k i 2)2

H(G,L_y,...,Ly)
H(G,L_y,....Lx

et

< 3%k +2)Lg (max(L_q, L1, ..., Lk))rl_l'
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Par suite, 'inégalité (6.8) entraine

b

1'% < casLo(max(Los, Lny oo L))~

k 3k+8
oll C4g = ﬂg&-— Comme r' > 1 et T > max(L_1,L1,...,L;), on en
déduit que
TSQ S C46L().

Or, TS? > CyLg et Cy est suffisamment grand, donc ce cas ne peut se
produire.

2eme cas. — (0,1) € Tg(C) dans le cas non homogene (resp.
(1,1) € Tg; (C) dans le cas homogene). Dans ce cas, on a

H(G,L_l,...,Lk) k T/
< ! —_ ...
HG I Ly =5 Bt 2 max(oy, Ly, La))

et en minorant trivialement card (T (ch%) +G")/@G') par 1, I'inégalité (6.8)
entraine, puisque ' > 1, la majoration

T < cgrmax(L_q,Ly,...,Ly), ot cgr = 3F(2(k 4 2))3F+6.
Or, T > Comax(L_1,Lyq,...,Lg), donc ce cas ne peut se produire.
En conclusion, 'hypothése (H) est fausse. Alors,

— ou bien u ¢ T5(C) et on a log|L(u)| > —CyUo; on en déduit que
log | £/ (W) > —c48CoUp; d’ot1 I'inégalité (2.4) du théoréme;

- ou bien u € T3(C). G étant un groupe produit G = Gy x G1, avec
5’0 un sous-groupe algébrique de G2, C~¥1 un sous-groupe algébrique de £*.

Rappelons que par définition de G, on a T5(C) C W. Dans le
cas non homogene, cela entraine que (0,1) € T, (C) et par conséquent
(0,1,0,...,0) € W. Cela ne peut se produire car fy # 0, donc c’est
le cas homogene, rappelons (cf. §4) que dans ce cas £ et u sont définis
par L(z) = —z_1+20+F121+ ...+ Orzr et u=(1,1,uy,...,ux). Comme
u€T5(C)et T5(C) C W, ona Tao(C) = C(1,1), donc Tal(C) C ker L'
et on a évidemment (uq,...,ux) € T, (C).

D’ou le théoreme 2.1.

Preuve du corollaire 2.2. — Comme 3> ¢ Q(7), 2 est transcendant
(cf. [M1], théoréme 5). Cherchons d’abord une minoration de |u; — cus|
quand « est un nombre algébrique de degré < D et de mesure de Mahler
M(a) £ M (M > e). On utilise le théoréme 2.1 avec G = €% k = 2, L(z) =
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z1 — azz ,log B = max(e, lﬂDﬁ)7 Vi = Vo = €9, E? = c50D avec cgg9 =
max (h(expg(u1)), h(expe (uz2)), [ua|?, [uzl®, 1), es0 = & et

U1 — aug étant non nul, le théoréme 2.1 montre qu’il existe c5; =
c(wi,wz,u1,u2) > 0 tel que |32 —a > f(D,M)), ou f(D,M) =

D3(log M+D logeD)
logeD :

Cs51

A partir de cette estimation le lemme 2.3 de [PW2] permet de passer
a une mesure de transcendance de %;—; de maniere précise on obtient pour
tout polynome P non nul de Z[X] de hauteur h(P) <log H (H > e) et de
degré < D,

|p(%)| > exp(—f(D,log H + log D) — 2D(log H + D))
2

(log H + Dlog eD)>

> —c5 D3
- exp( €52 logeD
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