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COMPLETION DES CATEGORIES ORDONNEES
par Charless EHRESMANN

Introduction.

Etant donnée une catégorie ordonnée réguliére (€, <),
on appelle complétion de (C'; <) une catégorie quasi-inductive
réguliere admettant € pour sous-catégorie réguliére et dont
tout élément est un sous-agrégat d’éléments de C. Le probléme
universel de la complétion est le suivant : associer canonique-
ment a une catégorie ordonnée réguliére une complétion
« minimale ». Nous montrerons que ce probléme a en particulier
une solution si (€', <) est une catégorie sous-prélocale régu-
liére vérifiant la condition (P), la complétion étant alors une
catégorie sous-locale (et locale si (C', <) est prélocale). Plus
généralement, nous construirons des plongements d’une caté-
gorie ordonnée réguliére dans des catégories quasi-inductives
réguliéres.

Le paragraphe 1 associe a une catégorie ordonnée réguliére
(€', <) une catégorie (*-structurée de fusées, qui admet
pour quotient la catégorie quasi-inductive des fusées maxi-
males. Le paragraphe 2 est consacré a I’étude d’une sous-
catégorie de la catégorie des fusées, a savoir la catégorie
des fusées strictes réguliéres; elle admet pour catégorie
quotient la catégorie des fusées strictes maximales. Si (€', <)
est préinductive, la catégorie des fusées strictes maximales
a une sous-catégorie inductive, qui est une complétion de
(€, <). En considérant certains couples (%, F), ou F; est
une fusée majorée par la fusée stricte ¥, on obtient la notion
de superfusée. Les superfusées, qui font 'objet du paragraphe 3,
forment une catégorie quasi-inductive réguliere. On montre
que, si (&, <) est sous-prélocale et vérifie la condition (P), elle
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admet pour complétion « universelle » une catégorie sous-locale
réguliére quotient d’une sous-catégorie de la catégorie des
superfusées.

Ces résultats ont été résumés dans 2 Notes [0]. Le cas
particulier des groupoides sous-locaux a été étudié dans [3].
Dans un prochain travail, nous étudierons le probléeme de la
complétion d’une catégorie sous-prélocale au-dessus d’une
catégorie sous-locale, généralisant les théorémes indiqués dans
[4] pour les groupoides sous-prélocaux, et nous montrerons
comment les catégories des fusées, des fusées strictes et des
superfusées interviennent dans divers problémes, en parti-
culier celui de la cohomologie.

Cet article est la suite de [1] et nous supposons connues les
notations et la terminologie des n% 1 et 2 [1]. En particulier,
s1 € est une catégorie, nous désignons par C; la classe de ses
unités, par Cy la classe des éléments inversibles, par a et §
les applications source et but. Si A et B sont deux sous-classes
de C, les classes B.A et BA sont respectivement formées de
tous les composés b.a et de tous les pseudoproduits ba tels
que beB et aeA; on pose Ay = AnC,.

1. Fusées dans les catégories ordonnées.

Deérinttion 1. — Soit (€', <) une catégorie Q-structurée.
On appelle fusée neutre de (C', <) une sous-catégorie $ de €
vérifiant les conditions suivantes:

1) (#, <) et (By, <) sont des catégories semi-réguliéres.

2) Soient feB et f'eB. St af) = a(f’) (resp. B(f) =B(f")),
evistefyeBet geBytelsquefy < fetg.fr <[ (resp.fr.8 <[

Si $ est un sous-groupoide de €', alors $ est une fusée neutre
de (C, <) si, et seulement si, (B', <) est une catégorie semi-
réguliére. .

Si C est une fusée neutre de la catégorie Q-structurée (€', <),
alors (€', <) est semi-réguliére et toute sous-catégorie pleine
de €, saturée par induction dans (€, <), est une fusée neutre

de (€, <).
Soit (€, <) une catégorie Q-structurée semi-régulicre telle que
(€, <) soit un groupoide Q-structuré semi-régulier.
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DErintTION 2. — Soit B une fusée neutre de (€', <<). On
appelle fusée a droite de (C'; <) compatible avec % une sous-
classe F de C vérifiant les conditions suivantes :

(Fy) On a F.% =F. Pour tout e %y, il existe e’ ea(F)
tel que e <e.

(Fy) Sotent feF, eeBy et e < a(f); il existe fy e F tel que
fi<fet alfy) =e.

(F3) Sotent feF et f'eF. Si B(f) =B(f"), il existe f, eF,
fieF et gefytels que f, <f, [r<<[ et fi.g=[1

On appelle fusée a gauche de (€', <<) compatible avec %
une fusée a droite de (C*, <<) compatible avec #, ou C* désigne
la catégorie duale de C'.

Dans la définition 2, on peut remplacer la condition (Fj)
par: Soient feF, f'eF et B(f) =B(f). Il existe fieF
et gedhy tels que f<f et fig<<f.

DerinitioN 3. — On dira que (%', F, B) est une fusée de
(C,<) st B et B sont des fusées neutres de (€', <) et st F est
une fusée a droite de (C', <<) compatible avec $ et une fusée a
gauche de (C', <) compatible avec H'.

En particulier, tout atlas (#', F, $#) de € tel que % et #’
solent des fusées neutres de (€', <C) est une fusée de (C', <).

(Voir [1].)

Prorosition 1. — Sott (%', F, B) une fusée de (€', <).
Alors a(F) et B(F) sont des sous-classes saturées par induction
de By et de $Hy respectivement. Soient feF et f'eF tels que
B(f) et B(f') admettent un minorant e dans (B, <); il existe
fieF et geds tels que f, <fet fi.g <f. (On a de méme la
propriété duale.)

En effet, la premiére partie résulte des conditions (F;) et
(Fy). Comme e << B(f), il existe f « F tel que [ << f et B(f) = e;
il existe aussi f'<<f’ tel que f'eF et B(f')=e et la propo-
sition résulte de la condition (F;) appliquée aux éléments
fetf.

Soit I une classe d’indices. Soit ((C¢', I), <) la catégorie

(-structurée semi-réguliére définie de la fagon suivante:
(€, I) est la catégorie produit € X (I x I)t, ou (I X I)t



92 CH. EHRESMANN

est le groupmde des couples (7, 1)e 1 X I muni de la loi de
composition :

(G, V)L, 1) = (', 1) si, et seulement s1, 1" = J.
(€', 1) est munie de la relation d’ordre définie par:

(F 1 0) <5, 1)

si, et seulement s1, V' =1, j = et f' <[

Si C est une sous-classe de €, pour tout (j, 1) e I X I, nous
noterons (C, j, ¢) la sous-classe de (¢, I) ayant pour elements
les (¢, j, i) tels que ceC.

Soient (7, 1)e I X I et ¢ =~J. Sotent %, #’ et F des sous-
classes de C. Soit (7, j, i) la classe réunion de (B, i, 1), (%', 7, J)
et (F, 7, 1). Pour que (.B F, ) soit une fusée de (€', <), 1l
faut et il suffit que (%, j, t) soit une sous-catégorie de (€', I)

et que
F= (7,1, F, 1,0, (B, 1)
soit une fusée de ((F, j, i), <). Dans ce cas, ((F, j, 1), <)

est une sous-catégorie semi-réguliere de ((C', 1), <).

Tutorime 1. — La classe F(C', <) des fusées (J?)' F, %)
de (C', <) est une catégorie pour la lov de composition deﬁme

par:
(", F', %) .(%', F, #) = (8", F'.F, %)

st, et seulement si, H; = B'.
Démonstration. — Soit (%', F, $) e F(C', <); on a

(%, R, %) e 9/'((3', <), (53’, R, EB') e 5!7(6', <)
et

(&, F, #).(8, #, 8) = (%, F, 8) = (&, &, &).(%, F, 8),
&) e

puisque F.$ = F = &'.F. Soit (8", F’, (b , <). Mon-
trons que (B”, F'.F, $) est une fusée de ((/ <). En effet,on a:
F.F.8=F.F=%.F.F.

Supposons feF, f'eF" et a(f’)= B(f). Si ee By et e << a(f),
il existe f; € F tel que fy <f et a(f;) = e; comme

Blh)=BF) By et B(f) <of)
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il existe f; <[’ tel que fie F' et «(f1) = B(f1), d’ou
fi.-fieF'.F, fih <f'.f et a(fi.fi) =e.

Démonstration analogue sie” <<f(f'.f). —SoitfeFetf eF’,
tels que af’)=B(f) et alf)=oa(f). 1l existe f, <f, [r <F
et g'eBy tels que fy=g'.f;. Comme F’' est une fusée de
(€, <), 1l existe f; e F' tel que f; < f' et «(f;) = B(g'). D’apres
la proposition 1, les relations fi;.g' e F'.®' =F', f'eF et
a(g) < a(f_”) entrainent qu’il existe f"e F’, fieF' et g’ e By
tels que f; <f, f"<fi.gd et f'=¢g" i Puisque a(fy) € By
et a(f}) <B?l il existe fzeF tel que f, <f et B(fy) = a(f1)

et 1l existe g e®y vérifiant les conditions :

a<g et alg)=af).
On en déduit:
7’1-72_< f,°7a_ g’1-72eF7
a-f:<g.fLr=H<f,
f g teF et gt <<(fi-g).gd*<f.
Donc B
(f".g™).(;.fo) e F.F,  fifa <.
et g (Fr.fo) = (" &™) (&1.F2) <['-f.

On montre de méme que la condition duale est vérifiée.
De plus sie e By, 1l existe f e F tel que a(f) <e; comme B(f) e &,
il existe f' € F' tel que a(f’) <B(f) etil existe f; € F tel que f; <f
et B(fy) = a(f’); il enrésulte f'.fie F'.F et a(f’.fi) <e. Donc
(", F'.F, #) est une fusée de (€', <<). Comme la loi de composi-
tion entre classes:

(F’, F) - F'.F

est associative, on en déduit que F(C'; <)° est une catégorie.
Nous identifions la classe des unités a la classe des fusées
neutres de (€', <<) en identifiant (B, B, $) avec B.

Pour tout feC, nous désignons par f~ la classe des mino-
rants de f.

DerFiniTioN 4. — Nous dirons que (€', <) vérifie la condition
(C) st, pour tout feC, le triplet (B(f)”, ~, a(f)”) est une
fusée de (C', <).
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Prorosition 2. — Supposons que (€', <) vérifie la condition
(C) et soit C3 la sous-classe de C obtenue en saturant par induc-
tion Cy dans (L, <). Alors (Cy, €3, Cy) est une fusée de (C', <).

Démonstration. — Cy est une fusée neutre de (€', <) et
C3 est saturé par induction dans (C, <C). Solent geC3y et
g €C3 tels que a(g) = a(g’) =e. 1l existe veC; et v eCy
tels que g << X et g' < v'. Puisque (€, <) est semi-régulier,
il existe y; € Cy et 3 ebY tels que:

n<v i<y et an)=e=aY))

Comme v~ définit une fusée, 1l existe g << g et yeCy tels

que ¥.g < Y1- Soit ¥, e Gy vérifiant ¥, <vy;.vy7t et a(Yy) = B().
Les relations :
ny-a<nytn<y, <Y
et 2.7 &) = alg) < 2(g) = a(g’)
assurent, en vertu de la proposition 1 appliquée a la fusée
déterminée par ¥'~, existence de g; << g’ et de ¥ € Cy tels que:
Vo <(h7)-&
oit Yoy tel que ¥, < ¥;.¥ et B(Ya) = B(Y'). On obtient:
Soit Yy Cy tel que ¥, <7¥;.7 et /). On obtient
Ve et aY)a<may) Tt hy).a<e
insi est une fusée compatible a4 gauche avec ¢y. Par
A C7 est f patibl gauch ’x. P
ualité, on voit que est une fusée compatible a droite avec
dualité, t que C37 est f patible a droit
€y. Done (Cy, €3, €y) est une fusée de (C', <).
Soit (€', <) une catégorie ordonnée réguliére telle que (Cy, <)

soit un groupoide ordonné semi-régulier. Alors ((C, 1), <)
est une catégorie ordonnée réguliére.

DériniTioN 5. — On dira qu’une fusée (B', F, B) de (€', <)
est réguliére si la sous-catégorie (¥, j, 1) de (C', 1) correspondante'
est une sous-catégorie réguliére de ((C', 1), <).

Pour que la fusée (%', F, %) de (€', <) soit réguliére, il faut
et 1l suffit que les condltlons suivantes soient vérifiées :

1) %y et By sont des sous-classes de Gy, saturées par intersec-
tion finie (c’est-a-dire contenant avec deux éléments leur
intersection dans (C;, <C) s1 celle-ci existe).

2) On a: MR ch, R'R" ch’, FRcF et B'FcF.
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TrEorEME 2. — Soit F(C', <) la classe des fusées réguliéres
de (C', <). F(C, <) est une sous-catégorie de F(C', <)'. Munie
de la relation d’ordre

(B1, Fy, ) < (B, F, B) s1, et seulement si, H, et B, sont des
sous-catégories pleines saturées par induction de B et H'
respectivement et st F, cF,

F(C', <) devient une catégorie (Y-structurée assez réguliére.
Ly 8 8
Démonstration. — Soient
(B, F, B)eF(C, <) et (K", F, ®)eF(C, <).

Il en résulte BeJF(C, <) et B eF(C, <). Soient feF
['eF et ged tels que (f'.f)ge (F'.F)%. Puisque (€', <) est
supposée réguliere, le pseudoproduit est associatif (proposition

5-2 [1]) et on a:
(f"-)g = (F'B(f2))-(fe)-

fgeFRcF

Les relations :

et
f'B(fg) « F'B(F) « '’ = F’

entrainent (f'.f)geF’.F. Par suite (F'.F)$cF .F. Par
dualité, on a #'(F'.F) c F'.F. Donc (#", F'.F, #) e 7(C", <),
de sorte que # (€, <) est une sous-catégorie de F(C', <)".

— Montrons que la relation (8;, F;, %,) <<(%', F, %) dans
(37(€", <), <) entraine que F; est une sous-classe saturée
par induction de F. En effet, soient f; e I, et feF tels que
f< fi; on a a(f) e B, et B(f) e By, car #, est saturé par induc-
tion dans (%, <<). Comme (€', <) est une catégorie ordonnée,

on obtient :
f = B (fralf)) & Bi(F1By) < Fy.

S1 (B, Fy, B) < (#', F, %), on trouve H; < B et H; < H.
Supposons de plus (B;, Fi, #;) < (®”, F', %’) dans

@, <), <)
Alors :
(B, F1.Fy, B) < (&%, F'.F, ®).

Ainsi (77(€", <), <) est une catégorie Q-structurée.
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— Soient (.B‘, F;, #,)<<(#', F, ®), ou i e L. Soit By = U ;
i€l
<resp Py = U B > la sous-catégorie pleine de $# (resp. de #')

i€l
ayant pour classe de ses unités la classe réunion des o(%;)
(resp. des a(B;)), ¢ e I; alors $; est saturé par induction dans $
et c’est un sous-agrégat des B, Soit Fy la classe des feF
qui sont majorés par un élément de B;.F;. By, ot tel. On a:
Fi#: = F1 = BF1. Pour tout eea(®;) (resp. e ea(H)), il
existe 1el et fieF, tels que a(f) <e (resp. B(f) <é).
Comme F; est saturée par induction dans F, b = (®;, Fy, %)
vérifie aussi 'axiome (F3), de sorte que A est une fusée régu-
liere de (€', <), majorée par (%', F, $). Pu1sque B; est une

sous-catégorie pleine saturée par induction del ’55,, on en
i€l

déduit (B;, F;, B;) < b, pour tout 1 e I, et b est un sous-agrégat
des (Bi, Fi, $,). Ains1 (F(€', <), <) est une classe sous-inductive.

— Supposons B, € F(C', <)y et (B, F, B) e F(C', <); soit
B, <B. On a:

F.#%cF.8=F et F.% cF.a(%),
d’ou F.% =F.a(%).

Soit #' la sous-catégorie pleine de #’' ayant pour unités
les ¢ e®By tels quil existe feF.B, pour lequel B(f) < ¢
On a:
B F.Bch . F.$ =F.%
et
= B(F).F.%, c$.F.%,,

c’est-a-dire $;.F.B;, =F.%,. La classe $;, étant saturée par
induction dans %, la classe F.a(%$,) est saturée par induction
dans F et Fa(®,) = F.a($,). Puisque %, et $B; sont des sous-
catégories pleines de % et #’ respectivement, (%;, F.%,, B;)
est une fusée réguliére, qui est le pseudoproduit de (%', F, %)
et de %, dans (F(C', <), <). De méme si By << H’, 1l existe
un pseudoproduit By(R’, F, B) admettant B; pour unité a
gauche. Ceci montre que (¥(C, <), <) est une catégorie
Q-structurée assez réguliére, et par suite, en utilisant ce qui

précéde et la proposition 12-2 [1], une catégorie (-structurée.
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Remarques. — 1) Munie de la relation d’ordre définie par:
(B3, Fi, By) < (B, F, B) si, et seulement si, B, et R, sont

des sous-catégories pleines saturées par induction de %
et &' respectivement et si F; est une sous-classe saturée
par induction de F,

la catégorie F(C', <)’ peut ne pas étre Q-structurée.
2) Avec les hypothéses du théoréme 2, (F(C', <), <)

peut ne pas étre une catégorie ordonnée.

3) S1 (€, <) est seulement une catégorie ordonnée assez
réguliére, alors (€', <<) peut ne pas étre une sous-catégorie

de 5(€, <)

Soit (€', <) une catégorie Q-structurée semi-réguliére telle
que (Cy, <) soit un groupoide ordonné semi-régulier.

TatorimMe 3. — F(C', <) admet une catégorie quotient
strict [2] par la relation d’équivalence ¢ :

(B, Fy, B) ~ (B, F,, B) st, et seulement si, pour tout f; e F;
il existe f;e F; tel que f; <fi, ou i, j =12 et v 5~].
Démonstration. — La relation p est évidemment symétrique

et réflexive. Montrons qu’elle est transitive. En effet, suppo-
sons

(B, Fy, B) ~ (%', F, B) et (B, F, B) ~ (B, Fy, B).
Soit fieF;, ou 1 =1,2; 1l existe feF tel que f<<f; et 1l
existe fjeF;, j = 1,2, j 51, tel que f; <f, dou f; <f: et:

(B, Fy, B) ~ (%', Fy, B).
Par suite p est une relation d’équivalence.
— Montrons que si (%', Fy, $) ~ (%', F, B), on a
(B, FuF,, 8)<3(C, <),
ou F uF, désigne la classe réunion de F et de F;. Pour cela,

prouvons que les conditions fe F, f; € F; et a(f) = «(f;) assurent
Pexistence de he FuF,, de A" e FuF, et de g’ e By tels que:

h<f, M <fi et h' = g'.h;
la propriété analogue si B(f) = B(fy) s’en déduira par dualité,
et les autres conditions d’une fusée sont évidemment vérifiées.
6



98 CH. EHRESMANN

Puisque (%', F,, B) ~ (B', F, B), 1l existe f' e F tel que f' < f;.
Des relations a(f') e B et a(f’) < «(f), on déduit qu’il existe
f"eF tel que f" <f et a(f’) = a(f’). Par conséquent il existe
aussi heF, h'eF et geBy tels que ' =g .h, K <[f" <[
et ¥ <[f' <fi, ce qui démontre I'affirmation précédente.

— Soit p(F) la classe réunion des classes F; telles que

(#', F;, ) ~ (B, F, B).

Sife p( etf e o(F), 1l existe F; et I, tels que fe F; et f'eF,.
D’ aprés ce qui précede, il existe h B F uF;cp(F)et g’ e By tels
que, si a(f) = alf")

h<f et g -h<f.

Il en résulte que (B, p(F), B) est une fusée. Cette fusée
est équivalente a (B', F, B) et c’est le plus grand élément de
la classe (%', F, #) mod p relativement a la relation d’ordre :

(B', Fy, B) < (B', F, B) si, et seulement s, F,cF.
L’application §:
(®', F, B) mod p - (B, po(F), B)

est une bijection de la classe quotient F(C', <<)/p sur une sous-
classe de F(C', <).

— Montrons que la relation d’équivalence p est compatible
sur la classe multiplicative F(C', <), c’est-a-dire [2] que les
relations :

( :Il, Fla %1) -~ (g‘))’z, F2, %2)
et
(B1, F1, By) ~ (Bs, Fa, B)

entrainent (%, F;.Fy, #,) ~ (B3, F:.F;, ;). En effet, soit
1 =12, fieF, fieFi et fi.fieFi.F; il existe f;eF; tel
que f; < f, ou j =12 et j 5=1. Comme

B =P et B <ealfi),

il existe fi <fi, fi € Fi tel que a(fi) = B(f). 1l existe aussi

fJeF' pour lequel f; << fi. Puisque a(f)) e R’ et uf, ) < B(f),
il existe f; e F; tel que [, <<f; et B(f,) = «(f}),

fi-f;F}.F, et fj-?j<fi-fi-
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— La relation p n’identifiant pas deux unités différentes de
F(C, <), 1l existe [2] une catégorie quotient strict de F(C', <)
par p. Cette catégorie admet pour classe de ses unités la classe

des triplets (B, p(B), B) ou B est une fusée neutre de (€', <).

Nous désignerons par ¢ (€', <) la catégorie quotient strict
de #(C', <)" ayant pour support la classe 3(F(C", <<)/p).

Prorosition 3. — Soit (B, Fy, B)eFC, ). St
(B, F, B)e €, <)
et st F est une sous-classe saturée par induction de F,, on a
F = F,.
Démonstration. — Montrons que l'on a
(#', Fy, B) ~ (%', F, B)

modulo p, d’ou résultera la proposition. Soit f; € F;; comme
a(fy) € B, 1l existe fe F tel que a(f) < a(fy); puisque a«(f) e R,
il existe fie F; tel que fi <fi et a(fi) = a(f). Dans la fusée
(', Fy, B), il existe f; e Fy, fieF, et g’ « B} vérifiant :

Li<f, i <Afi et f;.’:g"?-l'
La classe F étant saturée par induction dans Fy, on a f, e F,

dou fie® .F=F et (%, Fy, B) ~(®, F, B), car [, <fu.

CoroLraire. — Sotent (C', <) une catégorie ordonnée assez
réguliére et (B', F, B) une fusée réguliére de (€', <). On a
(', F, #) e 0(C', <)
st, et seulement si, les conditions (B, Fy, $) e F(C', <) et Fc F,

entrainent F = F,.
En effet, supposons ces conditions vérifiées. Si

(‘6'8,7 Fl) g‘)’) ~ (%,> F7 %)’

on a (%', FuF,, #)ed(C, <), d’aprés la démonstration du
théoréme 3. Mais par hypothése il en résulte FuF, = F.
Donc F = p(F). Inversement, soit (%', F, %) e (€, <); soit
(®', Fy, B)eF(C€, <) et FcF,. Si feF et fyeF,; sont tels
que fy < f, on a:

h = Bh)(fefr) = ¥'(FB) = F.
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Par suite F est saturée par induction dans F; et le corollaire
résulte de la proposition 3.

Nous supposons désormais que (€', <) est une catégorie
ordonnée réguliére telle que (Cy, <<) soit un groupoide ordonné
semi-régulier.

TrtoriME 4 — F(C', <) admet une catégorie quotient
strict relativement & la relation d’équivalence p" induite par ¢.
De plus la classe F(C', <)[¢" est isomorphe & une sous-classe

de F(€, <).

Démonstration. — Comme p est compatible et n’identifie
pas deux unités distinctes de F(C', <), il en est de méme pour
" et (€', <)° admet une catégorie quotient strict par p".
Si(%',F,B) ~ (B, Fy, B)mod p"ona (', FuFy, B)eFC, <)
d’aprés la démonstration du théoréme 3. Puisque
on trouve (B', FuF,, 8)eJF(C, ). Il en résulte que, si
e"(F) désigne la classe réunion des F; tels que

(®, F;y B) ~ (%', F, B) modulo ¢,
ona (B, p"(F), B) e F(C', <) et (B, p"(F), B) est le plus grand

élément de la classe (B, F, #) mod p" relativement a la rela-
tion d’ordre :

(B, Fy, B) < (B, Fy, B) 51, et seulement si, F, cF,.
L’application ¢":
(#', F, ) modulo " — (%', o"(F), %)
est une bijection de F(C’, <)/¢" sur une sous-classe de
Fec, <.
Remarquons que si (8', F, $) est une fusée réguliére de
(€, <), on peut avoir p(F) == ¢"(F).

Nous désignerons par ¢7(C’, <)* la catégorie quotient strict
de J(C’, <) ayant pour support la classe

(@ (C, <)fe.
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Prorosition 4. — Supposons (', F, $)e F(C, <). On a
(®', F, B) e O"(C, <) si, et seulement st, la condition

(B, F, B) < (%', Fy, B)

dans (F(C', <), <) entraine F = F,.
En effet, si la condition est vérifiée, on a F = ¢"(F). Inver-
sement, supposons (', F, B)e O"(C", <) et

(B, F, B) < (%', Fy, B).

D’aprés la démonstration du théoréme 2, F est une sous-
classe saturée par induction de F;. Une démonstration analogue
a celle de la proposition 3 prouve que l'on a

(#, F, ) ~ (#, F,, ) modulo ¢,
d’ou F = F,.

DeriniTioN 6. — On appelle fusée maximale de (€', <)
une fusée réguliére de (C', <) appartenant a ¢7(C’, <).

TrtorEME 5. — La catégorie (€', <)* des fusées maximales
de (C', <), munte de la relation d’ordre induite par

F(€, <), <),

est une catégorie quasi-inductive réguliére, qui est une catégorie
quotient Q’-structurée de (F(C', <), <).

Démonstration. — Supposons (%;, F,, ®#,) < (%', F, %)
dans (9(C, <), <), c’est-a-dire (théoréme 2) B; et B, sont
des sous-catégories pleines saturées par induction de %' et %
resp. et F; est une sous-classe de F; on sait qu’alors F; est
saturée par induction dans F.

— S1 (B, F,B)eF(C, <), soit feF;sif,eBy.f>.B0on a:

fr = BlA)(f=(fy) « ®'(FB) = F.

r

— Montrons que la relation ¢" est équivalente a la relation:

(B', Fy, B)~ (', Fy, B) si, et seulement si, (R, F, u F,, B)
est une fusée de (€', <).
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En vertu de la démonstration du théoréme 4, il suffit de
montrer que les conditions :

(ﬁl, Fl’ %) € f}r(e" <), (53,, F2a g‘)’) € ﬂ’(@’, <)
et
(%', FyuF,, ) e 4(€, <)

entrainent (%', F;, $) ~ (%', F,, #) modulo ¢". En effet, soit
1=1,2 et fieF;; 1l existe feF;,j =12 et j~1, tel que
a(f;) < a(f:) et il existe fi e F; tel que a(fi) = a(f)) et fi < f-
Comme (#', FiuF,, #) est une fusée, i1l existe heF, uF,,
heF,uF, et g e®y tels que:

h<fj K <fi et h =g .h
La fusée (%', F;, ®) étant réguliére, on a:
he%anf;-%oc Fj’

d’ou A% .F;=F,; Par suite (', F;, B) ~ (B, F,, B)
modulo p".

— Supposons (B, F, B) e (€', <), B, < B et B; <B' dans
(F(C, <), <). Posons F; = %;.F.%,. Supposons que, pour
tout e e a($,), 1l existe f; e F; tel que a(fy) < e et que, pour

tout ¢’ € a(%y), il existe f; e Fy tel que B(fy) << e’ et montrons
qu’alors (#;, F;, $;) est une fusée maximale. La classe

F, = a(®/).F.a(®,)

étant saturée par induction dans I, (8; Fy, %,) est une fusée
réguliére de (C', <). Pour montrer que cette fusée est maximale,
nous allons prouver que si on a ($;, K, &,) ~ (%1, Fy, %),
alors (%', 3" . K.BuF, %) est une fusée. En effet, posons
K=%.K.% e¢ H=K' uF. Sotent ke K et ge®B; si kg
est défini, on a: kg = (ke).(eg), ou e = a(k) n B(g) et ege R;
#, étant saturé par induction dans %, on a e ®;, d’onr

kee KB, c K et kge K. %.

Il en résulte KB = K.%; de méme 'K = #B'.K, de sorte
que l'on obtient:
K'=(#K)®, K®= (P .K.B%Bc(BK)HBB) =K’
et
HK' <K, d’ou H% = H = $'H.
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Pour tout ee %, il existe fe F tel que a(f) << e et pour tout
e € By, 1l existe f' e F tel que B(f’) <e'. Soit feF, g'.k.ge K’
et a(g) = a(f), ou geB, g'eB’ et ke K. Il existe fy e F,
tel que f; <k, d’ou:

g'f1g = B'(F1%) c $'(FH) = F;

comme e = a(g'f;g) < a(f), d’aprés la proposition 1 il existe
heF, h'eF et Y eBy tels que h'=y".h, h<< g'fig<<g .k.g
et b’ < f. Par dualité on en déduit que, si feF, g’ . k.ge K’
et B(f) = B(g), il existe hyeF, hye F et ye By tels que:
h;<g,.k.g, kl <f et hIZhI.Y.

Supposons encore g'.k.ge K’ et soit g’. k.geK', ou ge B,
ge®, keK et a(g) = a(g). D’aprés ce qui précéde, on a

ghie=F, (@-k-ge<K ou algfg) =¢;
donc il existe heF, B’ eF et ¥ € B tels que
h<gheg R<g.kg e R=Y.FL

Dualement les conditions ke K', ke K' et B(k;) = B(k1)
assurent 'existence de h;eF, de hijeF et de v, e %y tels
que: hy<<kj, hy <<k, et hy=h.y7,. Cect prouve que
(%', H, #) est une fusée. La fusée (B, F, B) étant maximale,
on en déduit H=F, c’est-a-dire K<cF. Par suite on a:
F, co"(F,) e F, d’ou ¢"(F;) =F,, car p"(F,)cB.F. %, = F,.
Ceci prouve que (B3, F;, $;) est une fusée maximale, majorée
par (%', F, ®).

—- Soit (5?)’1, F’, &,) <(®', F, %) dans (97(€C, <), <). Comme
pour tout ee a(B,) (resp. tout e’ e a(R))), il existe

f' eF <%, .F.%

tel que a(f’) << e (resp. B(f') < e'), on a aussi, d’aprés ce qui
précede, (%1, $:.F.B,, $B,) e P7(C’, <). Puisque

F'ce®.F.%,

il résulte de la proposition 4 que F' = B;.F.%,. Par suite s1
(®', F, B)e®(C, <) et (B, Fy, B,) eF(C, <), on a

(By, Fy, &) < (¥, F, B)



104 CH. EHRESMANN
dans (®7(C, <), <) si, et seulement si, B, < B, B; < B’
et F;, =3%,.F.%. En particulier, on a p"(%#;,) <p"(®B) si,
et seulement si, B; < B dans (F(C, <), <), ou B et B, sont
des fusées neutres réguliéres de (C', <) et p" (B) = (B, p" (B), B).
Si1(B,F, %) <(®,F,®), on a F;,=%".F.% = F.
— Nous désignerons par e la loi de composition de la caté-
gorie P7(C’, <)° quotient de F(C’, <)'. Supposons
(%ll’ F1> %l) < (‘%17 F) %)
et
(B1, Fi, B1) < (B, F', &)
dans ("€, <), <); on a:
(8", o"(F'.F), B) = (B", F', B')«(R', F, B)
et
(%;’9 Pr(F;Fl)) g‘))l) = (SBL Flla ‘%1,).(%1,’ F1,7 %1)

Comme Fi.F; c®i.0"(F'.F).%, et que
(R1, F1.Fy, B)) e F(C, <),
on trouve, en utilisant ce qui préceéde, K e ®"(C'; <), ou
K= (B, B o"(F.F). By, By),
R~ (B4, F1.Fy, $,), d’ou _
R = (B, o"(F1.Fy), B1) < (B, o"(F'.F), B).

On en déduit que (P7(€C', <)°, <) est une catégorie ordonnée.
— Supposons (B, F;, B) < (', F, B) pour tout i e L. Soit

la sous- categorle pleine de B ayant pour classe de ses unités
la classe réunion des a(%;), ou ieI; comme $B; est saturé

par induction dans 5?» la classe % est saturée par induction
dans B et ona B; < B < B; done ¢ p " (B) est le o" (B)-agrégat de la

classe des p"(®;). Posons %' = U% Pour tout ee$, (resp.

iel

tout e’ e By), il existe i tel que_ eca(B;) (resp. ¢ e a(R;)) de
sorte qu’il existe fie F;c & .F.® pour lequel off;) < e (resp.
B(f) < ¢'). Il résulte du début de la démonstration que I'on a:

Jop = (&', &' .F.%, &) e V(€, <)
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et oy < (#', F, B). La relation:
F,=%..F.%, = %.% N Fﬂ?)ﬂ?)

entraine (%, F;, $;) << Jor, pour tout tel. On en déduit que
Joy est le (B, F, B)-agrégat de la classe des (Bi, F;, B;). Donc
(@(C, <), <) est une classe sous-inductive.

— Supposons (B, F, B) e (€, <) et B, < B; soit a(B;) la
sous-classe de B, formée des e’ e B, tels qu’il existe he F. %,
vérifiant B(h) < e'. Soit #; la sous-catégorie pleine de %’
ayant a(%;) pour classe de ses unités; on a $; << #’. Pour tout
eeca(B,), 1l existe feF tel que a(f) <e; on en déduit:

(%’b g ’l-F-%I’ g‘)’l) € (I)r(e‘, <)

t (B, B1.F. By, By) est le pseudoproduit (%', F, $)B, dans
(@€, <)°, <). De méme si $; < %', il existe un pseudoprodult
Ro(%', F, EB) ayant $; pour unité A gauche. Ceci prouve que
(@r(c, <) <) est une catégorie ordonnée assez réguliére
et par suite, en utilisant ce qui précéde et le corollaire 2 de la
proposition 12-2[1], une catégorie quasi-inductive.

— Soient (%", F/, &) e®(C, <), (®,F,B) (€, <) et
(B, K, By) < (%", ¢"(F'.F), $)

dans (P7(C’, <), <). Soit E’ la classe des e’ e B tels qu’il
existe feF et f'eF’ vérifiant les conditions:

af)eBy,  B(f)e® et «f)=B(f) <e
Sie"eBpete” <e'yona:h = (fe).("f)eF'.F et h <f'.f,

d’ou ¢” € E'. Par suite E’ est une sous-classe saturée par induc-
tion de %, et la sous-catégorie pleine B; de %’ ayant E’ pour
classe de ses unités est telle que 'on ait p"(%;) < ¢"(®’) dans
(D€, <), <). Pour tout ee B, il existe ke Kcp'(F'. F)
tel que a(k) << e; comme

(%", F'.F, B) ~ (#", ¢"(F'.F), B),

il existe feF et f'eF' tels que f'.f<k, dou «(f')eE’
et a(f) <e. Donc

b, = (B, B1.F. By, By) e O(C, <)
et
b, < (B, F, B).
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De méme:
Ny = (8, B F B, B e U(CE, <)
° by < (8", F', ).
De ce qui précede, il résulte: Jojedo, < (B”, p"(F'.F), B) et:
Jojefo, = (B, K, &),

car ces deux fusées maximales ont méme source $,, méme but
$; et sont majorées par (B", p"(F'.F), #). Ceci montre que
(@€, <)%, <) est une catégorie quasi-inductive réguliére.

— Montrons que (P7(€C’, <), <) est une classe sous-inductive
quotient de (¥(C’, <), <). En effet, soit p" 'application :

(B, F, B) — (&', ¢"(F), &)
de
F (e, <) sur r(C, ).

Supposons (B3, F;, %) < (%', F, ) dans (F(C, <), <).

Comme F, c p"(F) on a, en vertu de ce qui précede:

b = (B, BL. ¢"(F). By, B,) e O(C, <)
et
b < (235', e"(F), R).

La condition F, c®;.p"(F).®; entrainant (%;, Fy, %,) ~ A,
on a:
By p"(F). By = o"(Fy)
et
?'(By, Fy, By) <" (#', F, B).

Soient (%;, F;, #;) < (#', F, $) dans (F(C, <), <), ou 1el;
soit (373', Fi, %) le (%', F, ®)-agrégat des (®i, F;, ®;) (voir
théoréme 2). Puisque Fyc %'.F.%, on obtient:

(B, Fy, B) ~ (&, &.F.3%, B),

r

ce qui signifie que p" est une application quasi-inductive.
La restriction de g" 4 ¢7(C’, <) étant I'identité, la condition (¢)
(proposition 30, [2]) est vérifiée et (P7(C", <), <) est une classe
sous-inductive quotient de (F(C’, <), <) en vertu de la méme
proposition. " définissant aussi la catégorie ¢7(C’, <{)* comme
catégorie quotient strict de F(C’, <), on en déduit que
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(@7(€, <)°, <) est une catégorie quotient (-structurée de
@, <), <)

Cororraire. — St (€', <) vérifie la condition (C) (défini-
tion 4), alors (P7(C’, <)°*, <) admet une sous-catégorie ordonnée,
1somorphe & une catégorie quotient de (C, <).

Démonstration. — Pour tout fe C, désignons par f la fusée

maximale :
BN 75 alf)”).
Si f"eC et si f'.f est défini, on a: (f'.f)” = (f"*).(f),

dou: (f.f)=F-f Si f <f dans (€ <), pour tout f, <f
tel que: alf}) < alfy) et Bift) <B(f), on a fi<fi, dou
fr <f dans (P7(C, <), <). Par suite la classe C des f, ou

feC, est une sous-catégorie ordonnée de
(@7e, <), <)

équivalente a la catégorie quotient de (€, <) par la relation
d’équivalence :

fo ~ fu si, et seulement si, a(f) = a(f,), B(A) = B(f) et si
pour tout fi <<fi 1l existe f;<<f; tel que f;<<fi, ou
, =12 et j £

Cas particuliers :

A) Supposons que (€, <) admette une plus petite unité
notée 0. Une sous-catégorie B de C contenant 0 est une fusée
neutre de (€', <) si, et seulement si, (B', <) et (By, <) sont
des catégories semi-réguliéres. Soient # et B’ des fusées neutres
de (€, <) et F une sous-classe de C contenant 0. Pour que
(%', F, B) soit une fusée de (€', <), il faut et il suffit que I'on
ait . F=F =F.B et que, si feF, eeBy et e << a(f) (resp.
e’ e By et ¢ < B(f)), 1l existe fyeF tel que f; <f et afy) =e
(vesp. B(fi) = ¢€'). Si (B, F, B) est une telle fusée, p(F) est la
classe des fe B'.C. B tels que, si e By et e < a(f) (resp. e’ € By
et e’ < B(f)), il existe f; << f pour lequel a(f}) = e et B(fy) e B’
(resp. B(fi) = ¢’ et a(f;) e B).

Si B et B sont des fusées neutres régulieres de (€', <) et
si F est une sous-classe de $’.C.% contenant 0, (%', F, $) est une
fusée réguliére de (€', <) si, et seulement s1, 3'F = F = F®;
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dans ce cas, p"(F) est la classe des fe ®'.C. % tels que B(fR) < B’
et a(B'f) < B.

La classe des fusées réguliéres (#', F, #) telles que 0 n’appar-
tienne ni 4 F, ni 4 B, ni 4 #’, est une sous-catégorie de F(C', <),
qui est pleine, saturée par induction et saturée pour la relation
d’équivalence p".

B) Soit € une catégorie; soit (€', <) la catégorie ordonnée
réguliére obtenue en munissant € de la relation d’ordre
(triviale) :

f"<<f si,etseulementsi, f'=fF.

Soit &(C’) la catégorie des atlas de € (voir [1], 1, dont nous
reprenons les notations).

Prorosition 5.  Les catégories b(C), F(C', <), F(C, <)
et (€', <)* sont identiques et (M(C’), <) (théoréme 2-2[1])
est une catégorie quasi-inductive identique a (P(C, <)°, <.

Démonstration. — Soit (#', F, B)<FC, <). Si eeB,
il existe feF tel que a(f) <e, d’ou a(f) = e et B, = a(F);
de méme By = B(F). Soient fe F et f' e F tels que «(f) = a(f’).
Il existe fy e F et g By tels que f; << fetfi.g <[, c’est-a-dire
fi=fetf.g=1[" Donc F est un atlas de €. De plus les condi-
tions geP et a(g) e B, entrainent ge Ry, puisque B est un
atlas. Donc & = By et (#', F, #) est un atlas de C’. — Inverse-
ment, soit (%', F, ) € J(C’). Comme B, B’ et F sont des sous-
classes saturées par induction de C, (#', F, &) est une fusée
réguliere de (€', <C). Les conditions (%', F;, B)eF(C, <)
et F c F, entrainent (%', F;, %) e &(C") d’apreés ce qui précede,
d’ou F = F,, car (M(C’), <) est une catégorie ordonnée. Par
suite (B', I, #) est une fusée maximale en vertu de la proposi-
tion 4. Il en résulte:

K(C) =93¢, <) =, <) =0 (€, ).
2. Fusées strictes

Soit (€', <) une catégorie Q-structurée semi-réguliére telle que
(Cy, <) soit un groupoide ordonné semi-régulier.
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DeriNiTION 1. — On appelle fusée stricte neutre de (€, <)
une sous-catégorie B de C' vérifiant les conditions sutvantes :

1) (B, <) et (By, <) sont des catégories semi-réguliéres.
_2) Sotent fe® et f B, St a(f) = a(f’) (resp. B(f) = B(f")),
il existe fyeB et ge By tels que f; < f, a(fy) = a(f) et g.f <[’
(resp. fr <f, B(h) = B(f) et fr-8 <)

DeériniTioN 2. — Soit B une fusée neutre de (€, <). On
appelle fusée stricte a droite de (C', <) compatible avec $
une sous-classe F de C vérifiant les conditions (Fy) et (F,) (défi-
nition 2-1) et la condition:

(F3) Soient feF et f'eF. Si B(f) = B(f'), il existe fyeF
et g e By tels que f, <, B(h) = B(f) et fr. 8 <T".

On appelle fusée stricte a gauche de (€', <) compatible
avec B une fusée stricte & droite de (C*, <), compatible avec %.
On appelle fusée stricte de (C', <) un triplet (%', F, B) tel que
B et B’ sovent des fusées strictes neutres de (C', <) et F une fusée
stricte & droite compatible avec B et une fusée stricte & gauche
compatible avec %'.

Une fusée stricte (resp. stricte neutre) de (€', <) est aussi
une fusée (resp. fusée neutre) de (C', <).

TutoriEME 1. — La classe F(C', <) des fusées strictes de
(€, <) est une sous-catégorie de F(C, <), qui admet une
catégorie quotient strict par la relation d’équivalence ¢°:

(B, Fy, B) ~ (B, Fa, B) s1, et seulement si, pour tout f;eF;
il existe f;e T, tel que f; < f; et a(f;) = a(f;), ov 1, ] = 1,2,
v, et fi=F; tel que f; < fi et B(f;) = B(f)-

La classe quotient F(C', <<)[¢* est isomorphe & une sous-
classe de F(C', <).

Démonstration. — S1 (#', F, $) e F*(C', <), on a par défi-
nition BeF(C', <) et B eF(C, <). Supposons de plus
(®", F', $)eF(C, <) et montrons que (B", F'.F, B) est
une fusée stricte. Comme (B”, F'. F, #) est une fusée d’apres
le théoréme 1-1, il suffit de montrer que (F3) est vérifié. Soient
f.feF .F, . feF.F, feF f'eF feFetf eF tels que
a(f) = a(f). lexiste f, « F et g’ € B} tels que f; <f, a(fi) = a(f)
et fi=g.fi <f. Comme a(g’) e ®, il existe, en vertu de (F,),
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fieF tel que fi<<f' et a(fi)=a(g’) et il existe fye F’ tel
que f1 <f' et a(fi) = B(g’). Puisque fi1.g'«F'.&" =F', il
existe fse F' et g" e By tels que:

fa<fi, «f)=u0alfr) e fo=g.f2<f1.g"
Des relations:

fé-flEF,-F_a flzfl <f,-f’
g (fs-f) =Fofo= (f2-8™)-F1

(fe-g™).Hi<frg-gfi=fHL<f.f

on déduit que F’'.F est une fusée stricte & gauche, compatible
avec $”. Par dualité on en déduit que F'.F est une fusée
stricte & droite, compatible avec #”. Donc (%", F'.F, $)
e 7€, <) et F(C, <) est une sous-catégorie de F(C', <)".

— La relation p* est évidemment symétrique et réflexive.
Supposons :

(B, Fy, B) ~ (%', F, B) et (B, F, B) ~ (%', Fy, B).

et

Soient i, ] = 1,2, i1 5~] et f;e F;; 1l existe fe F tel que f < f;
et a(f;)) = «(f); il existe aussi f;eF; tel que a(f;) = a(f) et
fi<f, dou f; <f: et af) = a(f;). De méme on construit
fieF; tel que f;<<f: et B(f;) = B(f;). Par suite

(B, Fy, B) ~ (B, Fyy B)

et p* est une relation d’équivalence. Remarquons que la classe
d’équivalence de (%', F, #) modulo p° est contenue dans la
classe d’équivalence de (®', F, B) modulo p (théoréme 3-1).

— Montrons que p° est compatible sur la classe multiplicative
(€, <)'. Supposons (H', F,, B) ~ (#', F,, B) et

(B, Fy, B') ~ (8", Fy, &').

Soit fi.f;eFi.F;, oun 1 =12, fieF; et fieF.. Soit j = 1,2,
] = 1; 1l existe f; e F; tel que a(f;) = a(f) et f; <f. Les rela-
tions B(f;) e ®' et B(f;) < a(fi) entrainent qu’il existe fi e F;
pour lequel fi << fi et a(fi) = B(f;); de plus il existef;eF;
tel que a(f)) = a(fi) et f; <fi. On en déduit:

fi-fie¥;.Fy fi-fi <fi-f:
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et .
a(fj-f) = alfi-f)-

On construit de méme f}.f;e Fi.F; tel que fi.f; <fi.f: et

B(f;.T,) = B(fi). Par conséquent (B", F;.F,, B) ~ (B, Fy.Fy, )
et o° est compatible sur #(C’, <)".
— Comme ¢° n’identifie pas deux unités différentes de

gs(‘g.’ <)"

il existe une catégorie quotient strict F(C, <<)'[p".
— Montrons que si (®', F;, $) ~ (%', F,, B), alors

(®', Fyu Fy, B)

est une fusée stricte, ou F, u F, désigne la classe réunion de
F, et F,. D’aprés la démonstration du théoréme 3-1, on a
(®', FyuF,, $)ed(C, <). Soient heF; uF, et A’ eF, uF,
tels que a(h) = a(h’) (le cas B(h) = ((h’) s’en déduit par
dualité). Il existe h; e Fy et hy e F, tels que:

hy<h, h <k et  alh)=alk) = afh).

Comme (®’, F;, B) est une fusée stricte, il existe h € F; et
g e By vérifiant les conditions:

h<h<h k=g h<h<h e al) =alh).

Il en résulte que (B, F, u Fy, B) est une fusée stricte.
— Soit p°(F) la classe réunion des F; tels que:

(B, F, B) ~ (%', F;y $) modulo p°.
La démonstration précédente montre aussi que I'on a

(&', p*(F), #) = F(C, <)
et
(#', p°(F), B) ~ (&', F, #),

de sorte que l'application §°:
(®', F, B) modulo p* — (B, ¢°(F), B)

est une bijection de F(C’, <<)/p* sur une sous-classe de #(C', <).
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Cororraire. — F(C', <)° admet pour sous-catégorie la
classe F°(C", <) des fusées strictes (B, F, B) telles que a(F) = B,
et B(F)=%R".F*(C, <) est une sous-classe saturée relative-
ment a p°.

Démonstration. — Supposons (B”, F', #')eF*(C, <) et
(®', F, B)eF*(C, <). Soit e a(B); 1l existe feF tel que
a(f) =e; comme B(f) e By, il existe f' e F’ tel que a(f’) = B(f)
et on a f'.feF . F et a(f'.f)=e. Donc a(F'.F)=R,; de
méme B(F'.F) = %, de sorte que (#”, F'.F, %) appartient
a F5(C, <) et (€, <) est une sous-catégorie de F(C', <)".

— Supposons (%', F;, $) ~ (%', F,;, $) modulo ¢°. On a

évidemment :
a(F,) = a(Fy) et B(F;) = B(F,).
Par suite si (#', F;, $) e F4C’, <), on a aussi
(B, Fy, B) e F4(C', <).

Soit (€', <) une catégorie ordonnée réguliére telle que (Cy, <)
soit un groupoide ordonné semi-régulier.

Nous désignerons par F(C’, <) la classe des fusées strictes
régulieres de (€, <), c’est-a-dire la classe intersection de
F(C, <) et de F(C', <). Soit F7(C’, <) la classe intersection
de (€', <) et de F°(C", <) (corollaire du théoréme 1).

ProrosiTion 1. — 5’((‘3', <) est une sous-catégorie saturée
par induction de (€', <), <) (théoréme 2-1), dont F7(C', <)

est une sous-catégorie.

Démonstration. — F (€', <) et F7(C’, <) sont évidemment
des sous-catégories de F(C, <)'. Supposons

(%', F, B) e F(C, <)
et soit:

(B, Fy, B,) < (#, F, #)  dans  (F(C, <), <).

Comme %,, $; et F, sont des sous-classes saturées par induction
de B, " et F respectivement, ce sont des fusées strictes de la
sous-catégorie de (€', I) correspondant a (%', F, #) (déf. 5-1)

et par suite (B, Fy, %) est une fusée stricte. Ainsi F(C’, <)
est saturée par induction dans la classe (F(C', <), <).
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TatoriME 2. — (F(C, <), <) et (F7(C, <), <) sont des
catégories (F-structurées assez régulicres, la structure dordre
étant celle induite par (7 (C, <), <).

Démonstration. — Comme F (€', <) est une sous-catégorie
saturée par induction de F(C, <), (F(C, <), <) est une
catégorie (¥-structurée assez réguliere. — (F7(C’, <), <) est
une catégorie (-structurée. Soient i< et

(%:7 Fi’ SB:) < (ﬂ?)', F7 5?)) dans (g'r(e" <)9 <)

B
Il existe un (B, F, B)-agrégat Jo = <U5?) Fy, U%,) dans

iel i€l

(5’((3', <), <). Pour tout eea<UEB,-> il existe 1el et
= iel R
f.eF; tel que e = (f,), d’ou fieFy et o(Fy) = <U55,.>-

i€l

De méme B(Fy) = B ), de sorte que fyeF(C, <
q

i€l

t (F7(C, <), <) est une catégorie (-structurée. — Soit
(B, F, B)eF"(C, <) et B, < B
Soit #; la sous-catégorie pleine de #’ ayant pour unités les

éléments de B(F.%,). Comme pour tout e € a($H,) il existe fe F
tel que a(f) =e on a a(F.%B,) = «(%,). Par suite:

b, = (By, F. %8y, B,) e F"(C, <)

et Jb, estle pseudoproduit (#’, F, $)%, dans (F7(C', <), <).
De méme s1 B, < B, on a BB, F, B) = (B, B:.F, By),
ce qui prouve que (F7(€, <)’, <) est une catégorie (-struc-
turée assez réguliére.

TrtorEME 3. — La relation d’équivalence p* (Théoréme 1)
induit sur F(C, <) la relation d’équivalence o définie par:

(®', Fy, B) ~ (B', Fy, B)
si, et seulement s,

a(Fy) = a(F,), B(Fy) = B(F.)
(55’9 Fl u F29 t;‘)’) € :’3"(\(‘3" <)

et
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g (e, <)’ admet une catégorie quotient strict par c et la classe

quotient F(C, <)[o SLdentLﬁe a la sous-classe de F(C', <)
formée des fusees strictes (%', F, $B) telles que les relations:

(%', Fy, B) e F(C, <),
a(Fl) = a(F), p Fl - B et F c Fl
entrainent F = F,.
Démonstration. — D’aprés la démonstration du théoréme 1,

si (%', Fy, B) et (&', F,, ) sont équivalentes modulo ¢*, on a
(B, F;uF,, $)eF (€, <). Inversement supposons
(', Fy, B) ~ (%', Fy, B) modulo o.

Soit f;eF; ou i = 1,2. Comme «(f;)ea(F;), ot j=1,2 et
] £, 1l existe f;eF; tel que af) = a(f;); comme

(%’, F,uF,, &)

est une fusée stricte, il existe he F; uF, et g’ e &y tels que
g-heF,uF, h<f), a(h) =af) et g .h <f. La fusée
(#', F;, B) étant réguliére, on a:

g .h=g . (g)f))a(h) e PR .F;=F,

De méme on construit fje F; tel que B(f)) = B(f)) et F; < f
Donc (#', F;, B) ~ (%', Fy, $) modulo p°.

— Comme p° est compatible sur #(C’, <)’, la relation d’équi-
valence o est compatible sur F(C’; <<)* et il existe une catégorie
quotient strict. Soit (%', F, B) e F(C', <) et o(F) la classe
réunion des F; tels que

(%', F;, ) ~ (%', F, B) modulo o.
On a (%', o(F), ®) e F(C, <) et 'application &:
(#', F, #) modulo ¢ - (%', o(F), B)
est une bijection de @’( , <)/o sur une sous-classe de -52’(6', <).
—Si(®', F, %) e 5(F(C, <)o) et sion a (B, Fy, B) « F(C, <),
a(Fy) = o(F), B(F,) = B(F) et F c F,,
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alors F;FuF=F,etona (%, F;uF, 8)e f—f’(@', <), de sorte
que, d’aprés ce qui précéde, on trouve

(%', F, B) ~ (%', Fy, B),
d’ou

o(F,) =o(F)=F = F,.

Inversement soit (%', F, #)eJ (€, <); supposons que les
relations :
(&, Fy, B) < F(C, <),
oF) = a(F,), B(F)=p(F,) e FcF,

entrainent F = F;. On a:
Feoff), ofF)=a(s(F) ot B(F)=B(a(F)),

par suite F=o(F) et (#', F, $)e5F(C, <)[s), ce qui
démontre le théoréme.

Cororraire. — F7(C', <)° admet une catégorie quotient
strict par la relation d’équivalence o’ induite par ¢ el qui est
ausst définie par:

(&', Fy, B) ~ (8, Fy, )
si, et seulement si,
(®', FLuF,, ) e d"(C, <).

La classe 3"(C', <)[s" est isomorphe & la classe X(C', <) des
fusées strictes (B', F, B)eF"(C, <) telles que les relations
(B, Fy, B)eF(C, <) et FcF; entrainent F = F;.

En effet, s1 (', F;, $) e F7(C', <), ou t = 1,2, et si de plus
(B, FiuF,, B)ed"(C, <), on a aF,) =%, = a(F,uF,)
et B(F;) = %Bo; par suite le corollaire résulte du théoréme 3.

Nous désignerons par ¢(C’, <)* la catégorie quotient strict
de (€', <) ayant pour support la classe &(F(C:, <<)[s) et
par (€', <)' la catégorie quotient strict de F'(C’, <)
ayant pour support la classe 6(F"(C’, <<)/¢’); nous munirons

Y(€', <) de la relation d’ordre induite par (F(C', <), <).

DerintTioN 3. — Un élément de X(C°, <) sera appelé fusée
maximale stricte de (€, <).
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TutoriMe 4. — (X(C, <)L, <) est une catégorie quasi-
inductive réguliére qui est une catégorie quotient (Y’-structurée

de (37(C, <), <)

Démonstration. — (X(€’, <), <) est une classe ordonnée
quotient de la classe ordonnée (F7(C, <), <) et on a

(%) < o(B)

si, et seulement si, B, < B, ou B, et B sont des fusées neutres
strictes et o(B) = (B, o(B), B).
— Supposons (B, F, B) e X(C', <), B; < B et By < B'. Soit :
Fl — 55; o F .551 == a(%i) . F. a(%l)‘

Supposons que, pour tout ee a(®,) (resp. tout e’ e a(B;)), il
existe fy e F; tel que a(f;) = e (resp. B(fi) = ¢’). Montrons
qu’alors on a: (B, Fy, %,) € X(C, <). En effet, on a

a(F;) = a(B,) et B(F1) = B(%y)-

Comme F; est une sous-classe saturée par induction de F,
on a aussi (B, Fy, $,)edF"(C, <). Soit

(B3, K, B;) ~ (B, Fy, $,) modulo ¢'.

Une démonstration analogue a celle du théoréme 5-1 prouvé
que B . K.% = (#'K)%. Nous allons montrer que (%', H, %),
ot H=% .K.BuF, appartient a F7(C, <). On a:

By = a(F) c a(H) c By et Bo = B(F) < B(H) c Bo;
par conséquent :
a(H) = a(F) = %, et B(H) = %.

Soient feF, k' = g'.k.g, keK, geB, g B et a(g) = «(f).
Il existe fyeF; tel que a(fy) = a(k) et f; <k, d’ou

(g'f1).g= (B'F,).BcF.
Comme (%', F, $) est une fusée stricte, il existe f'eF et
Y e®; tels que f'<f, alf) = a(f) et Y.f' < (gf).g <.

Soit de plus k' = g'.k.geB'. K. B, ou ke K et a(g) = a(g);
on construit d’une maniére analogue (g'f;).geF tel que
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(g'fl).g<§' et, d’aprés ce qui précede, il existe f'eF et
Y e By tels que:

P<gfig<k, af)=alg e F.['<Y.f <K
Par conséquent (#', H, %) e F(C, <) et H =F, en vertu
du corollaire du théoréme 3. On en déduit KcF et
F, co(F,) c F. Par ailleurs, on a: o(F,) c®;.F.#, = F,, c’est-
a-dire F, = o(F,) et (%, F;, B,) e X(C, <).

— Supposons (B;, Fy, B;) < (%', F, $). Comme on a:

Foe® F.8, af)=o) et [B(F)=75(%),

le résultat précédent entraine (%;, %;.F.%,, %,)e2(C, <)
et, en vertu du corollaire du théoréme 3, F; = $;.F.%®,. De
plus F; est saturé par induction dans F. En particulier, si ,=%
et $; = %', on en déduit F; = F. Une démonstration analogue
a celle du théoréme 5-1 montre que (X(€', <), <) est une
catégorie quasi-inductive assez réguliére, le pseudoproduit
(%', F, B)B,, ou B, < B, étant égal a

(B, F.%By, B,),
en désignant par %; la sous-catégorie pleine de %' ayant

B(F.%,) pour classe de ses unités.
— Enfin, supposons

(&', F, B) e X(C, <), (B", F', ®) e X(C, <)
et
(B, K, &) < (®", o(F".F), #) dans (X(C, <), <).

Soit E’ la sous-classe de %’ formée des e’ e By tels qu’il existe
feF et f'eF’ vérifiant les conditions :

of) =B(f) =¢, of)ex(K) et B(f)=B(K).

Cette sous-classe est saturée par induction dans %p, puisque K
est saturé par induction dans o(F’.F). Soit %, la sous-catégorie
pleine de ®’ ayant E’ pour classe de ses unités. On a B; << &',
Soit e e a($,); 1l existe ke K tel que a(k) =e. Comme

Kecqo(F'.F),
1l existe f'.fe F'.F tel que f'.f <<k et a(f) =e. Par suite on
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obtient :

Jo = (B, E'".F.%By, B,) < (&', F, R) dans (X(C, <), <),
et

b = (B3, B.F.E', B) < (B", F', %) dans (X(C, <), <).

Comme (X(C, <)% <) est une catégorie ordonnée, il en
résulte :

(@, K, By) =&’ L.

Ainsi (X(€', <)%, <) est une catégorie quasi-inductive régu-
liére.

— Une démonstration analogue a la fin de la démonstration
du théoréme 5-1 prouve que (X(C, <)%, <) est une catégorie
quotient (-structurée de (F7(C', <), <).

DériniTiON 4. — On dira que (€', <) vérifie la condition (C*)
st, pour tout feC, le triplet (B(f)”, f~, a(f)”) est une fusée
stricte de (C', <).

Prorosition 2. — Si (€, <) est un groupoide ordonné
régulier, (€', <) vérifie la condition (C°).

En effet, soit f<C; si fy <f, fo <f et a(f,) = a(fy), on a
fit.fa<<alf) et f~ est un atlas de (€', <), donc définit

une fusée stricte, puisque (€', <) est régulier.

Prorosition 3. — Si (€', <) est une catégorie sous-pré-
inductive réguliére, (C', <) vérifie la condition (C°).

En effet, sotent feC, fi <f, fo <[ et a(fy) = a(fy). 1l
existe fynf, et on a a(fynf,) = a(fy) na(f;); donc

B, 7, «(f)7)

est une fusée stricte de (€', <).

TutoriME 5. — Supposons que (C, <) vérifie la condition
(C%); alors (X(C', <)Y, <) admet pour sous-catégorie réguliére
une catégorie c(C)* quotient strict de C. La classe X'(C, <)
des fusées maximales strictes (B, F, B) telles que B, B et F
sotent des sous-classes saturées par induction de C est une sous-
catégorie pleine saturée par induction de (X(C, <)t <).
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Démonstration. — L’application :

f— @), 7)), ou  feC,

identifie C & une sous-catégorie de F7(C’, <). Comme la rela-
tion d’équivalence ¢’ n’identifie pas deux unités distinctes,

Papplication ¢:
f—= B, o(f*), «(f)”)

définit une sous-catégorie ¢(C)* de X(C’, <<)! comme catégorie
quotient strict de C".
— Soient feC, fyeC et fy < f. Les relations :

h<a(f), —alh)<alfy) et B(h) <alfy)

entrainent h = B(h)ha(h) < a(f;), donc a(f;)” est une sous-
catégorie pleine saturée par induction de a(f)”; de méme
B(fi)” est une sous-catégorie pleine saturée par induction de
B(f)>. Par suite c(f;) < c(f) dans (X(€, <), <). Soit eeC,
tel que e < a(f); on a:

feef>e>,  don  dfe) = elf)ele).

— Montrons que st f;eC, 1 =1,2, on a ¢(fy) = ¢(fz) s1, et
seulement si, a(fy) = a(fz), B(fi) = B(fs) et si, pour tout f; < f;,
il existe h et A’ tels que R<fi, R<f), MW <fi, <[,
a(h) = a(fi) et B(A') = B(fi), ou j=1,2 et j5~1i. En effet,
ces condltlons sont verlﬁees, st ¢(fy) = cfy). Inverse-
ment, supposons-les remplies; soit fi < fi. Il existe f; <<f;
tel que a(fj) = a(fi) et f; <f;; comme f7 est une fusée
stricte, 1l existe A <<f; et yef(fi)7 tels que:

h<fi, ah)=qfi) et y.h<fj,
d’ou A <<YYfj<f;- On construit de méme A’ <<f; tel que
K< fi<<fi et Bh) = B(fi). Ainsi c(fy) = c(fz). De plus
soit k << f: un majorant de h et de A’; on a:
a(fi) = a(h) < “(k) et B(fi) = B(r') < B(k)

d’ou «(fi) = a(k), B(fi) = B(k) et, puisque (C', <) est une
catégorie ordonnée, fi = k. Ceci démontre que f; est le fi-agré-

gat de h et de h En particulier, il existe f<<f; et f <h
tels que f; = fo dans ce cas, on a aussi f; = fo
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— Soit (%', F, B) e X(C’, <); supposons $ et B’ saturés par
induction dans (€, <). Soit feF et f' < f dans (€, <). On a
Bf)e®, af)eB et "= B(f)(fa(f) = B'(FH) < F, donc F
est une sous-classe saturée par induction de (€, <<). On en
déduit que X'(C’, <) est la sous-catégorie pleine de X(C’, <)+
ayant pour unités les fusées (B, a(B), B) telles que B soit une
sous-catégorie de €', saturée par induction dans (€, <).

— Soit (B, F, %) e X'(C", <);s1 (B, Fy, By) < (B, F, B) dans
(Z(€, <), <), B, et B; sont des sous-classes saturées par induc-
tion de B et B’ respectivement et on a (B, Fy, B,) e X'(C", <),
donc X'(€', <) est une sous-classe saturée par induction de
(X(€¢, <), <). Enfin (#, F, B) est un sous-agrégat de la
classe des ¢(f), ou feF, si & et %' sont majorés dans C,.

Remarque. — ¢ ne définit pas un foncteur quasi-inductif de

(€, <) vers (X(€, <)L, <), car, si AcC, on a seulement
I ()

C(UA>>UC(A).

Application aux catégories préinductives et aux groupoides
ordonnés :

A) Soit (C', <) une catégorie préinductive réguliére telle que
(€y, <) soit un groupoide ordonné semi-régulier. Si F est une
sous-classe de C, soit F< la classe de ses majorants. Soit C
la classe des sous-classes F de C qui sont majorées et saturées
par induction dans (€, <) et qui contiennent tout élément

f'eB(F).C.a(F) tel que f' < F~.

TratortmME 6. — ¢(C)! (th. b) est équivalente a C et la sous-
classe €' de Y'(C', <) formée des fusées majorées par un élé-
ment de c¢(C) est une sous-catégorie saturée par induction de
(X(€, <)L, <). Lapplication ©: (%', F, ) — F définit une
équivalence de C'* sur une catégorie Ct et (Ct, <) est une catégorie
inductive.

Démonstration. — Soient feC, f' e C et ¢(f) = ¢(f'). D’apres
la démonstration du théoréme 5, il existe f; <f et f, <f

tels que:
! I

f=tUr o =k
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I
Soit f =fnfsomnafi<fethh<<f,douf=A|_Jh=r"
Par suite ¢ est une bijection de C sur ¢(C).
— Supposons (B', F, B) <c(f) et (B", F', B') <c(f)
dans (X(C, <), <). Soit e = B(f) na(f'); on a:

(®", o(F".F), ) < clf’e)s olef),

de sorte que €’ est une sous-catégorie de %(C, <)L. Comme
C’ est une sous-classe saturée par induction de (X(C, <), <),

le couple (€'Y, <) est une catégorie quasi-inductive.
— Soit F une sous-classe de C majorée par feC et saturée
par induction dans (€, <). Posons:

e = a(F).a(f)>. oF) et %= B(F).8()>.B(F).

Br et By sont des sous-catégories de C’, saturées par induction
dans (C, <). Puisque (€', <) vérifie la condition (C°) d’apres
la proposition 3, (Br, F, Br) est une fusée stricte de (€', <).
Remarquons que, si f est un autre majorant de F, on a:

B = a(F).a(f n 1) .a(F) = oF).af)>.a(F),

car o(f n f)> est une sous-catégorie pleine de «(f)> et de «(f)>.
Soit F’ la classe des f' e B(F).C.a(F) tels que f" < F<; cette
classe est majorée par f et saturée par induction dans (C, <);
d’aprés ce qui précéde, (Br, F’, Br) est aussi une fusée stricte

de (€, <). Soit f" e F’; 1l existe fyeF et f, e F tels que
afy) = off') et B(fy) = B(f);

en posant:
hh=fnfieF et h=fnf,eF,

on trouve:
hl < f’a h‘l < fl,
a(hy) = a(f' n fi) = a(f’) n a(fy) = «(f’)

B(he) = B(F")-

(B, F', Rg) ~ (Br, F, Br) mod o'.
Supposons de plus (B, F”, B) ~ (Br, F, Br) mod ¢". Soit

et

Il s’ensuit :
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f"eF”. 1l existe fi e F et fye F tels que:
1 <f s < f”, a(f1) = a(f"), B(fa) = B(f").

Etant donné que (€', <) est ordonnée, ces relations entrainent :

Nid
fll J— ; l |flé’ d’ol‘l fll e FI.

Par suite (B5, F', Br) est une fusée stricte maximale de (€, <).

—S1 (B, F, B)eX(C, <) etsi (B, F, B)<<c(f), alors B est
la sous-catégorie pleine de a(f)> ayant a(F) pour classe de
ses unités et la classe F est majorée par f et saturée par induc-
tion. Il en résulte:

B = By et de méme B = Ry,

de sorte que w est une bijection de C’ sur une classe de parties
de C. Soit F’ la classe des ' e B(F). C. a(F) tels que f' < F<;
nous avons vu que 'on a (B, F', Bg) ~ (B, F, Br). Puisque
(#r, F, Br) est maximale, on en déduit F = F' c’est-a-dire
F eC. Inversement, si F €€ on a:

F = ‘N(%F, F, %F).

Donc = est une bijection de €' sur €.

— Soit € la catégorie image de €'* par «, dont la loi de
composition est définie par:

FJ_F—classedesf B(Fy).

si, et seulement si, a(F;)

C.a(F) tels que ' <(F;.F)<,
B(F).

L’unité a droite a'(F) de F est a(F).a(f)”.a(F), son unité
a gauche est B4(F) = B(F).B(f)” . B(F), ot f est un majorant
quelconque de F. Soient F, €€ et FeC. Si n(F,) < =(F),
onaF, cF;siF, cF, la catégorie By, (resp. Br,) est une sous-
catégorie pleine saturée par induction de Br (resp. Br), de
sorte que ©Y(F,) << =!(F). Par suite w est un isomorphisme de

(€', <) sur (€, <). En utilisant le fait que (C't, <) est une
catégorie quasi-inductive, on voit que (€%, <) est une catégorie
quasi-inductive réguliére. Pour montrer que (€, <) est induc-
tive, il suffit de prouver qu’elle est préinductive.
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— Soient F, e C et F, e C; désignons par K la classe intersec-
tion de F; et F,. Soit ke B(K).C.a(K) tel que £ << K<. Pour
tout majorant f; de F;, ou L-—12 onak<f, dou keF,

Donc ke K, K e C et K est 'intersection de F; et F, dans ((‘3 c).
Si de plus F; et F, sont majorés par un élément de C, il existe

aussi feC tel que F; <f et F, <f. Soit eea(F,), eca(F,);
il existe fyeF, et fyeF, tels que e = a(f;) = a(fy); puisque
fo<fetfy<f,ona:

a(finfe) = a(fy) na(fy) = e,

ce qui entraine e e a(K). Ceci montre que l'on a:
at(F; n Fy) = al(F;) n ai(F,).
De méme BL(F, n F,) = BL(F,) n BL(F,). Ainsi (%, <) est une

catégorie inductive réguliére.

CoroLLAaIRE. — St (€', <) est une catégorie inductive, elle
est isomorphe & (G}, <), ot C, est la sous-catégorie pleine de C*-
ayant pour unités les classes BeC telles que u (BnC;)eB.

En effet, on a wc(C) c €. Soit F e €;; comme F est majorée
dans (C, <) elle admet un agrégat f et on a a(f) = v «(F);
la relation a(F) = a!(F) nC, entraine «(f) e a(F); de méme
B(f) « B(F). Donc

feB(F).C.a(F) et f<<F-<.

Il en résulte fe F, d’aprés la démonstration du théoréme 6,
dou F = f~.

B) Sout (€', <) un groupoide ordonné régulier. Soit J"(C’, <)
la classe des atlas réguliers de €', qui définit (théoréme 3-2 [1])
un sous-groupoide saturé par induction de (A(C)", <).

Tutorime 7. — L’application: F — (b(F), F, a(F)) est
un isomorphisme de (Mb"(C', <), <) sur le groupoide quasi-
inductif régulier (2(C', <)L, <); par suite (H"(C, <), <)
est un groupoide quasit-inductif régulier; C s’identifie & un
sous-groupoide régulier de (Mb7(C', <),

<)-
Démonstration. — On a évidemment A"(C’, <) cF"(C, <).
Supposons que I'on ait (%', F, $) e F7(C:, <) et montrons que
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dans ce cas Fe A" (C) <). En effet, supposons feF et fyeF.
Slf1<fetdf)—af1 on a f.fr* < B(f), «(f-f%)=B(f)
et B(f.f1Y) = B(f), d’ou:
f-f1t=B(NB(fh) = #,

car $’ est une sous-catégorie réguliére du groupoide ordonné
(€', <). De méme on trouve f;.f e %', et par suite f.f7* e By
Supposons de plus f'eF et a(f) = a(f’). Il existe f;eF,
fieF et g e By tels que:

of) =of), H<fi H<{ et fi=g.fi;

on en déduit :

fi = B(f)falfy) = BIHS,
g = (B(fB(f1) .8 - BRIB()) By et f=g"f

car:

g f= BB BB < B eh =B )1 <[,
w(g".f) = «f') et P(g".f) = B(f).

Ceci montre que F est un atlas régulier de C'. En particulier,
si ge B 1l existe g’ « By tel que g'.a(g) = g, c’est-a-dire ge By
et B est un sous-groupoide de €. Il en résulte (B', F, B) e J(C)
et, en vertu du théoréme 1-1 [1], $ = a(F) et &' = b(F).
L’application (%', F, %) — F est donc une équivalence de
F(C, <) sur H(C, ).

— (W"(€, <), <) étant une catégorie ordonnée, puisque
(M(€)", <) est une catégorie ordonnée (corollaire 2 théoréme
2-2 [1]) les conditions :

FcF, aF)=aF) e bF,)=>5F)

entrainent F = F;; en tenant compte du corollaire du théoréme
3, on en déduit que (b(F), F, a(F)) est une fusée stricte maximale.
Ceci montre qu’il existe une bijection de A"(C’, <) sur £(C', <)
(et aussi sur F7(C, <)). Il en résulte que les catégories

(€, <), Fre, <) et X(e, <)t
sont équivalentes et que la catégorie quasi-inductive

(H7(C, <), <)
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est isomorphe a la catégorie quasi-inductive (X(C, <)t, <).
Enfin Papplication: f — f~ est une équivalence de € sur un
sous-groupoide de M7(C, <)".

Cororrare. — Si (€', <) est un groupoide préinductif,
(M€, <), <) admet (Ct, <) pour sous-groupoide inductif.
En effet, (C, <) est une catégorie préinductive; d’aprés le

théoréeme 6, (C', <) est inductif et forme un sous-groupoide
de (A7(C, <), <).

3. Superfusées.

Soit (C', <) une catégorie ordonnée réguliére telle que (Cy, <)
soit un groupoide ordonné semi-régulier. Nous désignerons par
= Papplication qui associe & une fusée (B', F, B) de (C, <)
la classe F.

DeriniTionN 1. — On appelle superfusée de (€', <) un triplet
(By, By, F) vérifiant les conditions suivantes:

1) F=(®, F, B)eF"(C, <); B, et By sont des fusées
neutres de C;on a B, < B et By < B’ dans (F(C', <), <).
2) Pour tout e e a(B,) (resp. tout ¢’ € a(Ry)), il existe

fe®.F.%
tel que a(f) << e (resp. que B(f) <eé).
Soit J(€', <) la classe des superfusées de (C', <).
Prorosition 1. — L’application ¢:
(B1, By, F) > ((By, By F. By, By), F)
est une bijection de J(C', <) sur la sous-classe de
Fe, <)X F(C, )

formée des couples (Fy, F) tels que F; < F et Fy = By.7(F).%,,
ou Fy = (B;, Fi, By).

Démonstration. — Soit (B, B,, F) e J(C, <); posons:
g == (gt))’, F, %) et Fl - gt))ll.F.fB]_.
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Puisque %, et %; sont saturées par induction dans (B, <)
et (%', <) respectivement, F, est une sous-classe saturée
par induction dans (F, <) et on a F; = ®3(F%,). Il en résulte,
en posant J, = (B, Fy, %,):

FeFC, <) et  FIF dans (F(C, <), ).

- — Inversement, s1 (%, #) est un couple vérifiant les conditions
de la proposition, alors (%;, %,, F) est évidemment une super-
fusée de (€', <). La proposition 1 s’en déduit.

Soit I une classe d’indices contenant en particulier 1 et 2;
soit t € I, j e I. Nous désignerons par (7, j, i) la sous-catégorie
réguliére de la catégorie ordonnée réguliére ((C', I), <<) réunion
de («(%), 1, 1), (B(F), ], ]) et (=(F), ], i), par F' la fusée réguliére

; ]
((BE), 1, 1)y (=(F), 1, 1), («(F), %, 1))
de ((%, 1, 1), <)

ProrosiTion 2. — Soient F = (%', F, B)eF"(C, <)
et F = (B, Fy, B,) e F(C', <). Pour que Uon ait

(%1, F) = 9(HC, <)),

il faut et il suffit que Uon ait B, c B, By c B’ et que F3* soit une
fusée mazimale de ((F, 2, 1)', <).

En effet, les conditions sont évidemment suffisantes.
Sion a (%, F) € ¢(}(C', <)), d’apreés la démonstration du théo-
réme 5-1, F2 est une fusée maximale de ((F, 2, 1)°, <).

Tatorime 1. — (J(C, <), <) est une catégorie quasi-
inductive réguliére, la loi de composition étant définie par:
(B, By, F').(By, By, F) = (Ra, By, F.F) s1, et seulement st,
By = By et o(F) = B(J),
et la relation d’ordre par:
(B, By, F') << (By, By, F) s1, et seulement si, F =3F et st
Ry < By et By < By dans (F(C, <)o <)-
Démonstration. — La loi de composition est celle induite

sur }(€', <) par la catégorie 4 produit du groupoide de couples
(F(C, <)o X F(C, <)o)* assoc1é a4 F(C', <)y avec la catégorie
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F7(€¢, <)'. La superfusée ($B;, B,, F) admet (B;, B;, «(F))
et (B;, By, B(F)) pour uniques unités & droite et & gauche res-
pectivement. Soit aussi (%), #;, F) une superfusée. Posons :
F==3), F==F), F=%.F%
et
Fi = %.F.%;.

On a: Fi.F,c®.F'.F.%,. Pour tout eea(®,), il existe
feF; tel que a(f) <e; comme [B(f) e B, 1l existe f' e Fy tel
que a(f’) < B(f). Puisque F est une fusée et que F; est saturée
par induction dans (F, <), on a:

a(f')f « Fy,
f'(a(f')f) e F1.Fy € B1.w(F . F). B,.
Par suite la condition 2 de la définition 1 est vérifiée et

(B, B, F.F)

d’ou

est une superfusée. Ceci montre que }(C', <)* est une sous-caté-
gorie de 9.

— (J(€, <), <) est évidemment une catégorie ordonnée,
puisque (F7(C’, <)°, <) est une catégorie ordonnée, d’apres le
théoréme 3-2. Soit I une classe d’indices et soit

(%:’ g‘))i’ @) < (5}3'1’ g‘))h f})
pour tout te I dans (J(C', <), <). Il est évident que le triplet
R’ B
<U B, UEB,-, ‘J'> est une superfusée, qui est I'agrégat de la

i€l i€l
classe (%, #;, F);ex dans la classe ordonnée (}(C', <), <).
Il en résulte que (J(€', <)’, <) est une catégorie quasi-inductive.
Soient :

(By, By, F) € J(@‘, <) et By < By

désignons par B; la sous-catégorie pleine saturée par induction
de (81, <) ayant pour unités les ¢’ e B; tels qu’il existe

fen(F). B,
tel que B(f) <eé'. On a:
(B2, By, F) = J(C', <)
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et (By, By, F) est le pseudoproduit (B, B,, F)(B,, By, a(F))
dans (}(C', <)’, <). De méme, si B3 << By, il existe un pseudo-
produit

(%1‘;’ g‘)):lb ﬁ(g»(%,l’ 5317 g))

a savoir la superfusée (B3, Bs, F), ou B est la sous-catégorie
pleine de #; ayant pour unités les ee B, tels qu’il existe
f e Bs.7(F) avec a(f) < e. Ainsi (J(C', <)’, <) est une catégorie

quasi-inductive assez réguliére. Enfin, si on a:

(55’;’ %2, J{) < (%’;a 55;’ g,) ( ;.) %1’ g)’
on trouve:

(B, By, R) = (B3, Ba, F'). (B, By, F),

ou B, est la sous-catégorie pleine de $; ayant pour unités
les ¢’ tels qu’il existe few(F).B, et [ e Ry.nw(F') vérifiant :

Bif) <e et aff') <.
Donc (J(€, <), <) est réguliére.

CoRrOLLAIRE. — ¢ définit un isomorphisme de (J(C', <),
sur la catégorie quasi-inductive réguliére (g(}J(C,
dont la lov de composition est définie par:
(#2, F). (91, F) = ((B(%), B(%2).w(F") . =(F) . (), &(F)), F".9F)
st, et seulement si, a(F) = B(F) et «a(F) = B(F)

et la relation d’ordre par:
(%, F) < (T, F') s1, et seulement si, F =3 et F < J
dans (7 (€', <), <).
En effet, ce corollaire se déduit du théoréme 1 et de la
proposition 1.

Remarque. — On peut démontrer directement que

(e(3(C, <)), <)

est une catégorie quasi-inductive réguliére en utilisant la
remarque suivante: Si (#, F) et (%, F) sont deux éléments
composables, la sous-catégorie pleine saturée par induction
engendrée par la classe {(%, &), (%, %)} dans ¢(J(C, <))
est isomorphe & la catégorie quasi-inductive (P7([', <)°, <) ou
' est la sous-catégorie de (C', I) engendrée par la classe

(4, 2,1) u (%, 3, 2).



COMPLETION DES CATEGORIES ORDONNEES 129

DeriniTiON 2. — On dira qu'une catégorie ordonnée assez
réguliére (C', <) vérifie la condition (P) st les axiomes sutvants
sont remplis: alf)

1) Si feC, EcC et a(f) l ’E on a f= ‘ ’fE

B
2) Si feC, E' <€ et B(f) = | |E',onaf ' |Ef
Ezxemple. — Soit (€', <) une catégorie ordonnée assez

réguliére telle que les conditions f<< g et a(f) = a(g) (resp.

et B(f) = B(g)) entrainent f = g; alors (€, <) vérifie la condi-
af)

tion (P). En effet, si a(f) = U E et si, pour tout ecE, g
est un majorant de fe tel que g <<f, on a:

e a(g) <af), dou  afg)=«f),

s
et par suite g =f= UfE De méme la condition 2 est

vérifiée dualement. En particulier cette propriété est vérifiée
si (€, <) est un groupoide fonctoriellement ordonné [1].

Soit (€', <) une catégorie sous- prélocale [1] réguliére telle que
(€4, <) soit un groupoide ordonné semi-régulier et que (C', <)
vérifie la condition (P). Si H est une sous-classe de € et K une

partie de H, nous désignerons par (K)x la classe des h-agrégats
des sous-classes de K, ou ke H. On dira que K est saturé par
agrégation dans (H, <) si on a:

(K)x = K.

Prorosition 3. — Soit H< C; st K ¢ H est saturé par induc-
tion dans (H, <) et st H est saturé par intersection finie, alors

(K)a est saturé par induction dans (H, <). Si K< KcH et si
K est saturé par agrégation dans (H, <), on a (K')x = (K')u.

h
Démonstration. — Soit he H, h = U A,ouAcK,eth'eH
tel que A" < h. On a
h h
h'=h’nh=h'n<UA>=U(h’na),
aEA

en utilisant P'axiome de distributivité [1], d’ou A’ e (K)gu.
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Si KcKcH, on a (K')gc(K')a Si de plus (K)g = K et si

on a:
N
h=|_JA ou AcK et KeH,
h
on obtient he (K=K et h=|_JA, donc he(K')x et
(K)x = (K)a.

DeriniTioNn 3. — On appelle (P)-superfusée de (€', <) une
superfusée (By, By, F) telle que Uon ait:

A(By) = (2(Fr))ay et a(®1) = (B(F1))pam,
F = =(9) et F,=2%.F.%,.
Soit }'(€', <) la classe des (P)-superfusées de (C', <).

\
ou

ProrosiTioN 4. — L’application 7:
(B, By, F) - (B,.F. By, F)

est une bijection de }J'(C', <) sur la classe des couples (F,, %)
vérifiant les conditions suivantes:

1) = (%, F, ) edF"(C, ).

2) F, est une partie de F, saturée par induction et agrégation
dans (F, <).

3) On a.’ B(Fl)'%"Fl == Fl - Fl‘%’a(Fl)‘

Démonstration. — Soit (B;, $,, F) une (P)-superfusée, ou:
F=@R, F,BeFC, <) et F, =%,.F.%,.
D’aprés la proposition 1, (%3, F;, $,) est une fusée majorée
par #, de sorte que la condition 3 est vérifiée et F; est saturé

I
par induction dans (F, <). Soit f = U G, ou CcF,. D’apres
la proposition 12-2 [1], on a:
af)
a(f) = J #(C) & (a(Fa))uery = ().

De méme B(f) € a(B;), d’ou feB;.F.B;, = F;; ainsi la condi-
tion 2 est satisfaite. — Inversement, soit (F;, #) un couple
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vérifiant les conditions 1, 2 et 3; posons:

E = (a(Fy))ary et E' = (B(F1))gem
Sieea(F,), e ea(F) et e’ <e,il existe f; € Fy tel que a(f}) = e

on a

fie’ e Fa(F) =F et a(fre’) =

comme F; est saturé par induction dans (F, <), il en résulte
e’ e a(Fy). Ainsi a(F;) est saturé par induction dans (a(F), <);
par dualité, B(F,) est saturé par induction dans (B(F), <).
D’apres la proposition 3, E et E’ sont aussi saturés par induc-
tion dans («(F), <) et (B(F), <) respectivement, car %, et
%o sont saturés par intersection finie. Par suite, la sous-caté-
gorie pleine $;, de $° ayant E pour classe de ses unités est
saturée par induction dans (%, <); de méme $; = E'.%'.E’
est une sous-catégorie pleine saturée par induction de (%", <)
et ($B1, B;, F) est une superfusée de (€', <). Soit

feB(Fy).F.aF,).
Il existe f; € F; tel que a(fy) = a(f) et, puisque F est une fusée
stricte, 1l existe f;e F et g’ e By tels que:
wf) =olf), fi<fi e fi=g.fi<f

Comme B(F,) est saturé par induction dans ((F), <), on a:

fieFy, B(g") = B(Fy) et g.fief(F,).®".F, =F,.

De méme il existe f, € F; tel que f;, <f et B(fz) = B(f). On en
conclut :

f= ﬂUfz (Fy)e = Fy,

car (€', <) est une catégorie ordonnée. Montrons que l'on a
E''F.EcF,. Soit feE'.F.E. Il existe une sous-classe A
saturée par induction dans (a(F;), <<) et une sous-classe A’
saturée par induction dans (B(F;), <) telles que:

a(f) )
a(f) = U A et U A,

Pour tout a€ A, on a
ﬁ(f)

facF ot B(fa) = B(fa) n (B(fa) n a)

aEA’



132 CH. EHRESMANN

puisque (€', <) est sous-prélocale. Par suite:
s
fa=_J (B(fa) 0 ')fa
a’EA’
La relation: ((fa) n a’)fa e B(F,).F.a(F;) ¢ F, entraine:
fae (Fy)e = Fy,

d’ou

r
f=|_Jfa<F, e F,=E.F.E

a€A

Donc (83, $,, F) € }'(C', <) et 7 est une bijection.

Tatorime 2. — }'(C', <) est une sous-catégorie de
Je, <) et (F(6, <), <)
est une catégorie quasi-inductive réguliére.

Démonstration. — Soit S = (B;, B,, F) e} (C, <); on a
évidemment :

«(S) e J (¢, <) et B ¥ (€, ).
Soit 8" = (B;, By, F) e J' (€, <) tel que &', S soit défini. Soit :
F=(®,F,R) et J = R", F,R);

posons :
F,=%,.F.8%, F,=%,.F.%
et
o F,eF, = %" .F'.F.%,.
n a:

(2(F 1o F1))aqey © (&(F1))agry = (%,).

Soit e e a(F;); il existe f; € F, tel que e = «(f;); comme

B(F1) € (1) = (2(F1))gm, ,
o
il existe une sous-classe A’ de F; telle que B(f,) = b a(A');

on peut supposer A’ saturée par induction dans (F’, <{); si
a’'eA’, on a:

a(a)fy e Fy et a'.(a(a")fy) e F1.F,.
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s
D’aprés la condition (P), fi = U a(A")fy par suite:
a(fy)
e =|_J (@ («(a)fy)) < (a(Fy-F))ucer
a'eA’

Donc (a(FjeF;))orm = a(%,). De méme

(B(F1eFy1))party = (B(F1)) e,

de sorte que 'on a §'.5%'(C", <). Donc J'(€', <) est une
sous-catégorie de J(C', <) et (J(C', <), <) est une catégorie
ordonnée. Si de plus on a § = (%,, By, B) € J'(C", <)y et & << a(S),
soit B, = E5. %1 . E;, ou E; = (B(F.%,))pw). Alors (B3, By, F),
est le pseudoproduit S§ dans (J'(C’, <)’, <); dualement, il
existe un pseudoproduit &S tel que B(E'S) =&, si &' << f(S).
Si 8" < S.S et 8" = (B, By, F') e J(C, <), on a:

S = (%g’ ‘%2,37 g,) (%:’” g"’:ia ﬁ)’

ou

By = E3. 8" . By, Eg= (Eq)gery>,
E, étant la classe intersection de B(F.%;) avec «(®3.F’). Donc
(J (€, <), <) est réguliére.

— Supposons (B, B;, F) < S dans (J'(C', <), <), pour tout
te ], ou I est une classe donnée. Soit E la sous-classe saturée
par induction de %, réunion des «(F;), ou F;=%,.F.%, et
Er = (E)o); soit de méme E’ = u §(F;) et Er = (E')ga). Pour
tout 1e I, on a: a(B,) c Er. Posons:

%1=E1.%.E1 et g&iin.%,.Ei.

Alors (%1, B1, F) est une (P)-superfusée, qui est un agrégat
de la famille (%, %;, %), dans (}'(C', <), <). Ceci prouve
que (J'(C, <), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére.

Cororramre. — La classe }'(C, <) des (P)-superfusées

(B, B, w(f), o feC et w(f) = (B(f)>, [”, «(f)”), est une

sous-catégorie saturée par induction de (J'(C, <), <) et par
suite (}"(C', <)’, <) est une catégorie quasi-inductive réguliére.

Prorosition 5. — L’application " :

(B1, By, 1(f) = (B . By, f)



134 CH. EHRESMANN

est une bijection de }"(C', <) (corollaire th. 2) sur la classe

‘y((/ <) des couples (F, f), oi F est une sous-classe de € majorée
par f, saturée par induction et agrégation dans (f~, <).

Démonstration. — ' (%1, By, i»(f)) vérifie les conditions indi-
quées d’aprés la proposition 4. Inversement, soit (F, f) un
couple vérifiant ces conditions et montrons que (F, w(f))
vérifie la condition 3 de la proposition 4, d’ou résultera la
proposition 5, les conditions 1 et 2 de la proposition 4 étant
évidemment satisfaites. Pour cela, montrons que les relations

fP<f, ef)e«(F) et B(f')=B(F)

entrainent f'eF. Il existe fyeF tel que af;) = a(f’) et il
existe fy e F tel que B(f;) = B(f’). Comme (C, <) est sous-
préinductive, 1l existe fy =finf et fo=fanf et on a:

fieF, f2eF, alfs) = a(fy) nalf’) =a(f)
B(f2) = B(")
I
douf =fi Uf’z, et par suite f’ € F, ce qui achéve la démons-

tration.

et

Trtorkme 3. — <’ (prop. D) définit un isomorphisme de
(J"(€, <), <) sur la catégorie sous-inductive (}(C', <), <)

dont la loi de composition est définie par:

(F', [).(F, f)=(F -Flg.p>, ['-f) si, et seulement si,
f=8f=e e («F)>=(EF).>,
et la relation d’ordre par:

(F', fY<<(E,f) st et seulement si, f'=f e F cF.

Démonstration. — D’aprés le corollaire du théoréme 2, la
catégorie (€', <{)" image de }"(C’, <{)" par v’ a pour loi de
composition :

(F, ).F, )= @ .f~.f>.%B, f'.f) s1, et seulement si,
of)=Bf)=e et (&(F)e> = (B(F).,

ou $ (resp. ou %’) désigne la sous-catégorie pleine de a(f)”
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(resp. de B(f')”) ayant (x(F))acp> (resp. (B(F’))gsn>) pour
classe de ses unités. Posons " =f".f. Puisque (®', %, »(f")) est
une (P)-superfusée en vertu du théoréme 2, F" =&'.f'>.f>.%
est une sous-classe saturée par induction dans (€, <) et on a

(F'.F);> cF”. Inversement, soit heF”; il existe une sous-
a(f)

classe E de a(F) telle que a(h) = U E et, d’aprés la démons-

tration du théoréme 2, pour tout e E 1l existe une sous-
classe K, de F'.F telle que e = I | . De méme 1l existe

une sous-classe E’ de B(F’) telle que B(h) = U E’ et, pour
tout ¢’ € E’) il existe une sous-classe K de F'.F telle que

e = U B(.K). Si k est un élément de K, (resp. de .K), on a:
a(k) —a(hnk)  (resp. B(k) = B(h o k),

knheF'.F. Par suite on peut supposer K, <h et ,K <h.
Il en résulte que h est le (f'.f)-agrégat de la classe réunion

des classes K, et K, ot eeE et ¢'eE’. Donc he(F'.F)u>
et F" = (F'.F)p>. Ceci prouve que l'on a:

(F', ).(F, ) = (F".F)p>, [").

Nous désignerons par « et {3 les applications source et but dans

j((?', <) ona: «F, f) = (B, «(f)), ou B est la sous-catégorie

pleine de «(f)” ayant (a(F))am> pour classe de ses unités.
— Soient (F, f)e}(C€, <) et (F, f)e}(€, <). Si

“HF, 1) << X(F, f).

on a F'cF et f' = f. Inversement, supposons F' cF et f' = f.
Comme F et F’ sont saturées par induction dans (f~, <)
et que (€', <) est réguliere, a(F’), et par suite (2(F’))up>,
est saturé par induction dans («(f)”, <{); de méme (B(F"))g¢)>
est saturé par induction dans (B(f) <). Par conséquent

Y, f) <<F, f) dans (}7(C, <) <). Ceci montre que
la relation d’ordre indiquée est 'ilmage de la relation d’ordre
de (J"(C, <), <). Comme (}"(C’, <)’, <) est une catégorie
quasi-inductive réguliére (corollaire th. 2), il en résulte que
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(j(@', <), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére
1somorphe. Pour montrer qu’elle est sous-inductive, 1l suffit
de prouver qu’elle est aussi sous-préinductive.

— Soient (Fy, f) e J(C', <) et (F,, ) € J(C', <). Désignons par
F, n F, la classe intersection de F; et F,. Soit C une sous-classe
de F; n F; ayant un f-agrégat f’. Comme CcF,,ona f'eF,;
de méme f'eF,; dou (FynkK,)> =F,nF, et (F;nF,, f)
est 'intersection de (Fy, f) et de (F;, f). Montrons que I'on a:

«(F; n Fy, f) = a(Fy, f) n a(Fy, ).

Soit e e a(F;) et eca(F,). Il existe fy e F; et f, e F; tels que
a(fy) = elfs) = ¢; puisque f; <f et f <[ et que (C, <)
est une catégorie sous-prélocale, on a a(fynf;) =e et

fl n fa € Fl n Fz.
Soit

e’ € (2(F1))an> n (2(F2))acn>-

Il existe des sous-classes C; et C; de F; et F, resp. telles que:

e =_JuC) et & =|_J«(C).

D’aprés 'axiome de distributivité, ¢’ est aussi un sous-agrégat
de la classe formée des ¢; n ¢, ol ¢; € a(C,) et ¢, € 2(C,y). Comme
¢, ncy € a(Fy) na(F,) on trouve e’ e (a(F, n Fy))yp>; par suite
a définit une application sous-préinductive [1]. Pour une raison
analogue, [ définit une application sous-préinductive, de
sorte que (J(C, <), <) est une catégorie sous-inductive
réguliére.

TagoriME 4. — (J(C', <)’, <) admet une catégorie sous-
inductive réguliére (J(C', <)°, <) pour quotient [2] relativement
a la relation d’équivalence v: (F, )~ (F, f') si, et seulement s,
il existe feC tel que:

f<fi Ff<f ea F<f

De plus (J(C', <)°, <) est une catégorie sous-locale admettant
une sous-catégorie réguliére isomorphe a (C, <).
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Démonstration. — v est une relation symétrique et réflexive.
Supposons :

(F, f)~(F,f) et (F,f)~(Ff)
Il existe feC et f C tels que:

f<fi f<f, F<fi F<f

fF<f e FIf,
de sorte que l'on a:
ff=Ffof<f, <F e FIf,

d’ou (F, f')~ (F, f’). Ainsi v est une relation d’équivalence.
De plus on a: (F)j> = (F);> = F, c’est-a-dire (F, f) c e, <),

d’apres la proposition 5.
— v est compatible avec « et 8. Si les composés :

' (F,f).(F, f) et (F,f).(Ff)
sont définis dans }(C, <), et si on a:
(F, /)~ (FF et (F,f)~(F,F),
soient feC et f eC tels que:
f<f, f<f, F<f e [<f, F<F, F<f
Posons ¢ — «(f)nB(f) et F'eF = (F".F), 5>. On trouve
C (FUeF, f1f)~ (F'+F, (f'e).(ef) ~ (F'<F, F". F).

Donc v est compatible sur } (€', <)".

~— D’apres la proposition 21 [2], il existe un graphe multipli-
catif quotient [2] de j(@', <)" par v, dont nous désignerons
la loi de composition par e, les applications source et but par
a® et B° respectivement. Soit v ’homomorphisme de j(@’, <)
sur J(C', <)°* défim par: (F, f) — (F, f) mod v. Supposons
(F, ) e }E, <), (F, /) e JC, <) et a"(Y(F', f') = B((F, [)),

c’est-a-dire ¥(«(F’, f’)) = Y(B(F, f)). Cette condition entraine

E = (a(F))ary> = B(F))gn>
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et 1l existe e e G, tel que:

e<alf), e<B(f) e« E<e
Il en résulte:
(F',f'e) ~(F',f") et (F, ef) ~(F,f)
Le composé S = (F', f'e).(F, ef) est défini dans J(G', <),
de sorte que le composé ¥(F', f*) +v(F, f) est défini dans J(C', <)°
et égal & v(S). Si de plus on a (F”, f")eJ(C, <) et
a(F”’ fl/) —~ ﬁ(F,’ f’),
on obtient :
V(E, [*)¥(S) = ((F, f*)¥(F', ) *¥(F, f).
Done J(€', <<)° est une catégorie, qui est la catégorie quotient
strict de J(C', <)" par ».
— Considérons sur J(C', <) la relation:
N << N’ s1, et seulement si, 1l existe (F, f)e N et (F’, f)eN
tels que FcF'.
Cette relation est équivalente a la relation:
N < N’ si, et seulement si, 1l existe (F, f)e N, (F/, f')e N’
et feC tels que FcF', f<f, f<f et F' <,
puisque ces derniéres conditions entrainent (F, f) e N, (F’, f) e N’
et (F, f’) e N. 1l s’ensuit que N << N’ est une relation d’ordre

sur J(C', <). Supposons N << N" = (F, f"). Il existe (F, f)e N
t (F', f)eN" et on a FcF’; il existe aussi [ eC tel que:

f” < fl, fll < f et F’ < f”.
On en déduit (F, f") e N et (F’, f”) e N’, ce qu1 a pour consé-
quence (F, f')eN. Ceci prouve:

(I, <), <), (e, <), <)eld
(voir [1]). Donc v vérifie 'axiome (¢*) (prop. 30 [2]) et, en

vertu de la proposition 30 [2], (J(C', <), <) est une classe

sous-inductive quotient de (} (€', <), <). On en conclut,
en utilisant le théoréme 23 [2], que (J(C', <)% <) est une
catégorie sous-inductive.
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— Soit N=5(F, f); si (Fy, ) < (F, /) et (Fy, ) < (F, f) dans
(]((‘3 , <)y <), et st V(Fy, f) = ¥(F,, ), ona F; = F,, ce qui signi-
fie que la restriction de v a la classe des minorants de (F, f) est
une bijection sur la classe des minorants de N dans

(J(e, <), <.
Il en résulte que, s1i A e J(C, <)o et A < a’(N), 1l existe

(B, «(f)) = A

tel que (B, a(f)) < «(F, f); alors V((F, f)(®B, «(f))) est le pseudo-
produit de N et de A dans (J(C', <)°, <) et a’(NA) = A.
De méme si A’ <<B*(N), il existe A’'N et on a B*(A'N)=A".
Enfin, si N’ eNest défini et st N” << N’eN, il existe (F',f') e N" et
(F, /)eN tels que (I, f').(F, f) soit défin1 et 1l existe
(F", f") e N” tel que:

(F ") < (F, ) (F, 1),
d’aprés ce qui précéde. Puisque (j(@', <), <) est réguliére,

on a:
‘ (F" ") = (F, ). (Fy, f),
ou
FicF’ et F, cF;
d’ou:

N” = NjeN;, N;i=3F,f)<N et N =3%F,f)<N.

<)%, <) est une catégorie sous-inductive
réguliére quotient e, <), <).
— L’application 0: f — 3 (f~, f) identifie C & une sous-
catégorie réguliere de (J(C, <)°, <).
— Supposons K; = ¥(F;, f) e J(C, <), ou te]. Puisque la

classe des K;, oit 7 e I, est majorée par 0(f) dans (J(C', <), <),
([16p]

il existe K =U K; = 3(F, f), ot F = (H);>, en désignant
i€l

par H la classe réunion des F;. Soit K' = y(F’, f') e J(C', <)

tel que K n K’ = (G, f) soit défini. On a:

G, i~ (G, H~(G,f) e GecFaF.

H

Ceci montre que (J(C
de

Si C est une sous-classe de F n F’ admettant un sous-agrégat g,
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les relations ge(F');> =F et ge(F);> =F entrainent
geFnF', dou:

(FaF)> =FnF et G=FnF.

De plus, pour tout tel, K;n K’ =75 (F;nF’, f) est défini et
il existe :
6(/)
K =38, ) =|_JKin K.

i€l
S1 G’ désigne la classe réunion des F;nF’, ou iel, on a:
F'"=(G');>c<FnF.
Par ailleurs, soit g"e FnF'. Il existe une sous-classe C’ de
H telle que g'——-Ly_JC'; pour tout ¢’ e (', il existe 1l tel
que ¢’ e F;nF' cG’; donc g« F” et FnF' = F”. Par consé-

quent: K"=KnK" et (J(C, <)% <) est une catégorie
sous-locale. ’

Cororraire. — Si (€, <) est une catégorie prélocale,
J(E, < <)

est une catégorie locale, isomorphe a la catégorie locale (J°, <),
ou J est la classe des sous-classes de C qui sont majorées, saturées
par induction et par agrégation dans (C, <), munie de la lot
de composition : '

(F', F) = (F'.F)e s, et seulement si, (a(F'))e = (B(F))e,
et de la relation d’ordre:
F, <F s, et seulement si, F,cF.

Démonstration. — Soit v(F, f) e J(C', <). S1 f’ est un autre
majorant de F, on a F << fnf’, car (C', <) est prélocale, et

(Fl> = Flgan> = (F)p>,

(F7 f,)N(F7 f)

d’out
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En tenant compte de la proposition 5, on voit que I'appl-
cation

M:VF, f)=F ou 3F, feJC,<)

est une bijection de J(C', <) sur la classe J. Comme toute
sous-classe C de J(C', <) majorée par A}(F) e J(C', <) est aussi
majorée par O(f), ou f est un majorant de F dans (€', <),
A(C) admet pour agrégat ’élément (C')e, ou C’ est la classe
réunion des F € A(C). Le corollaire s’en déduit.

Soit J} la catégorie des foncteurs inductifs entre caté-
gories sous-prélocales, c’est-a-dire des foncteurs ordonnés véri-
fiant la condition U([1], p. 214), (X', <), ¢, (€', <)), tels que
(€, <) et (¥, <) soient des catégories sous-prélocales et que
les conditions feC, f' < f et f” <{f entrainent:

o(f' n ") = ¢(f") n o(f").
Soit J; la sous-catégorie pleine de Ji ayant pour objets les

catégories sous-locales. Soit J;, la sous-catégorie pleine de J;
ayant pour objets les catégories locales.

TutoriME b (Théoréme de complétion). — (J(C, <)°, <)
est une Ji-projection de (€', <) dans J} (voir [2]).

Démonstration. — Montrons que

b= ((J(, <), <), 0, (€, <)
est un Ji-projecteur dans Ji. Pour cela, prouvons d’abord
que 6 € Ji. En effet, s1 C est une sous-classe de C ayant un sous-
agrégat f, la classe 6(C) admet 0(f) pour sous-agrégat. Si
ff<fe f"<f, on a:
OF 0 ) = 5(F 0 )7, £ 0 f7) = 8(F") 0 (F")

donc 6 e,

— Supposons ¢ = (X', <), ¢, (€, <)) eJet (T, <) e
Soit 9 I'application:

PN

WF, )= |_JeF), ou IF felE, <)
Si (F, f') ~ (F, f) modulo v, il existe feC tel que:

-~

f<f, f<f e (FH~F/.
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Par suite:

et 'application 9 est bien définie. Montrons que 9 définit
un foncteur. En effet, comme ® est un foncteur inductif,
pour toute sous-classe F' de C, majorée par feC, on a:

7 T
Usm=Ua®r), on F=so.

Posons :

D’aprés ce qui précéde, on a:

o = o) < | Jo®) <3
De la relation:
o(8) = 9(B(8).8-«(g)) = ?(3( 8))-9(g)-p(x(g)) < e'ee’ = ¢,
ou geBR, il résulte ¢(B) <<e’'. Donc:

0

4

Comme :

§{0p] €
«(F(N)) = a(U qo(F)) = ate®) = J o(a(F)) = 2,
on obtient: a(g(N)) = g(«*(N)). De méme
Be(N) = 5(?'(1\1))-

Soit N'e J(€', <) tel que a*(N’) = *(N); on peut supposer
qu’il existe (F', f') e N’ tel que(F f').(F, f)soit défini; posons :
7—‘ 6, =) [f=
=79 k' = g(N’) et B = qa(N’ N).

2 |
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—Jewm < (). (Jom) = w.n

D’aprés le début de la démonstration, on trouve:
(k. h) = a(h) = Fa'(N)) = Fa(N'+N)) = a(h")
et de méme B(h'. k) = B(R"). Il S’ensuit A'.h = A", car (¥, <)
est ordonnée. Par suite §(N'eN) = g(N’).g(N) et @ définit
un foncteur.
— Supposons K; = v(F;, f) <(F, f), pour tout iel. Le
v(F, f)- agrégat K des K; est égal a ((F) f), ou F’ est la

classe réunion des F, de sorte que:

{6)) LONE 0 9 (X)
= @) = ( )=U¢<K

i€l
Enfin, on a:
?()

3Ky 0 Ko) = 3(3(Fy n Fy, f)) = |_Jo(Fin Fy),

d’aprés la démonstration du théoréme 4, et

$(K1)n§(Kz)=<c(_jj?(F1)> (CTJ? ) t(j (f1) 0 9(f2));

en vertu de I'axiome de distributivité dans (X', <). Puisque
F; et F, sont majorés par f et que ® est un foncteur inductif,

' o) 0 o(fa) = 9(f n ),

quels que soient f, e F; et f, e F,. Par conséquent:

9(Ky) n9(Ke) < (K, n Ky)
et
9(K;) n3(Ks) = 3(Ky n Ky),

car 9(K; n K;) < 9(K;) np(K;). Ceci démontre que ¢ définit
un foncteur inductif ® = (X', <), 3, (J(€, <), <)) tel que
$.6 = 2.

— Soit @, un autre foncteur inductif de (J(€, <)*, <) vers
(T, <) tel que @,.6=®. Soit K=9(F, f); comme K est le
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v(F, f)-agrégat des éléments 6(f;), ou f;eF, on doit avoir:

_ O o) _
2,(K) = |_J &,(0(F) = _J ¢(F) = #(K),
ce qui entraine ® = ®;. Donc § est un J-projecteur [2] et

par suite (J(C', <)° <) est une Ji-projection de (C', <)
dans Jj.

Cororratre 1. — Si (€', <) est une catégorie sous-locale
réguliére, 0 est un isomorphisme de (C', <) sur (J(C, <)°, <).

Ceci résulte de l'unicité, & un isomorphisme prés, d’une
Ji-projection (voir [2]).

CororLrare 2. — St (€, <) est une catégorie prélocale
réguliére, (J(C', <)%, <) est une J-projection de (C', <).

Ce corollaire résulte du théoréme 5 et du corollaire du théo-
réme 4.

Remarque. — Le théoréme 5 et le corollaire 2 de ce théoréme
admettent pour cas particuliers des théorémes de complétion
démontrés dans [2] et [3], dans lesquels (€', <) est supposé
étre un groupoide sous-local.
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