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COMPLÉTION DES CATÉGORIES ORDONNÉES
par Charles EHRESMANN

Introduction.

Etant donnée une catégorie ordonnée régulière (6*, <;),
on appelle complétion de ((3*, <) une catégorie quasi-inductive
régulière admettant 6 pour sous-catégorie régulière et dont
tout élément est un sous-agrégat d'éléments de (3. Le problème
universel de la complétion est le suivant : associer canonique-
ment à une catégorie ordonnée régulière une complétion
« minimale ». Nous montrerons que ce problème a en particulier
une solution si (6*, <<) est une catégorie sous-prélocale régu-
lière vérifiant la condition (P), la complétion étant alors une
catégorie sous-locale (et locale si ((3 , <) est prélocale). Plus
généralement, nous construirons des plongements d'une caté-
gorie ordonnée régulière dans des catégories quasi-inductives
régulières.

Le paragraphe 1 associe à une catégorie ordonnée régulière
((°', <) une catégorie Q^-structurée de fusées, qui admet
pour quotient la catégorie quasi-inductive des fusées maxi-
males. Le paragraphe 2 est consacré à l'étude d'une sous-
catégorie de la catégorie des fusées, à savoir la catégorie
des fusées strictes régulières; elle admet pour catégorie
quotient la catégorie des fusées strictes maximales. Si ((?*, "<)
est préinductive, la catégorie des fusées strictes maximales
a une sous-catégorie inductive, qui est une complétion de
((3*, <;). En considérant certains couples (3^, <î), où 3^ est
une fusée majorée par la fusée stricte S, on obtient la notion
de superfusée. Les superfusées, qui font l'objet du paragraphe 3,
forment une catégorie quasi-inductive régulière. On montre
que, si ((°*, <;) est sous-prélocale et vérifie la condition (P), elle
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90 CH. EHRESMANN

admet pour complétion « universelle » une catégorie sous-locale
régulière quotient d'une sous-catégorie de la catégorie des
superfusées.

Ces résultats ont été résumés dans 2 Notes [0] Le cas
particulier des groupoïdes sous-locaux a été étudié dans [3].
Dans un prochain travail, nous étudierons le problème de la
complétion d'une catégorie sous-prélocale au-dessus d'une
catégorie sous-locale, généralisant les théorèmes indiqués dans
[4] pour les groupoïdes sous-prélocaux, et nous montrerons
comment les catégories des fusées, des fusées strictes et des
superfusées interviennent dans divers problèmes, en parti-
culier celui de la cohomologie.

Cet article est la suite de [1] et nous supposons connues les
notations et la terminologie des n0® 1 et 2 [1]. En particulier,
si 6 est une catégorie, nous désignons par (°o la classe de ses
unités, par Êy la classe des éléments inversibles, par a et ^
les applications source et but. Si A et B sont deux sous-classes
de 6, les classes B.A et BA sont respectivement formées de
tous les composés 6. a et de tous les pseudoproduits ba tels
que b e B et a es A ; on pose Aç == A n (°o.

1. Fusées dans les catégories ordonnées.

DÉFINITION 1. — Soit ((?*, <) une catégorie Q- structurée.
On appelle fusée neutre de (fi , <^) une sous-catégorie 18 de G
vérifiant les conditions suivantes :

1) (rfr, <<) et (â5y, <) sont des catégories semi-régulières.
2) Soient / • < = % et f e ^B. Si a(/') == a(f) (resp. ?(/*)== (3(f)),

il existe /i e ^B et g e ̂  tels que /i < fet g . /i < /*' (resp. /i. g < f)
Si 3^ est un sous-groupoïde de (3*, alors & est une fusée neutre

de (6 , <) si, et seulement si, (& ', <<) est une catégorie semi-
régulière.

Si (° est une fusée neutre de la catégorie Q-structurée ((3 , <<),
alors (6*, <<) est semi-régulière et toute sous-catégorie pleine
de (3 , saturée par induction dans (6, -<), est une fusée neutre
de (C-, <).

Soit (6 , <;) une catégorie û-structurée semi-régulière telle que
(Êy, <<) 5oi< un groupoïde Q-structuré semi-régulier.
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DÉFINITION 2. — Soit S) une fusée neutre de ((3*, <;). On
appelle fusée à droite de (6 ', <) compatible avec ^ une sous-
classe F de G vérifiant les conditions suivantes :

(Fi) On a F . % = = F . Pour tout e e â@o? l^ ^̂ e e'e a(F)
(̂  çu<? e < e.

(Fg) Soient fe. F, e e ̂  et e <; a(/'); if e^te /i e F teî çue
fi<f et a(/i) == e.

(F3) 5oieMt /'eF et f eF . 5i i3(/*) = i3(f), i7 e^te /i e F,
/•ieF ^ ge^ (^ que ^ < f, f[<f et fi.g==fi

On appelle fusée à gauche de (6', <;) compatible avec ^6
une fusée à droite de ((3*, <) compatible a^ec ^y où É* désigne
la catégorie duale de (3 .

Dans la définition 2, on peut remplacer la condition (F3)
par: Soient / 'eF, f e F et W= ?(/"). Il existe /i e F
et ge^ tels que ^ < f et fl.g<ff.

DÉFINITION 3. — On rfira que (îS', F, ^8) est une fusée de
((?*,<<) 51 .fi e^ .6' 5on( rf^s fusées neutres de (G\<^} et si F est
une fusée à droite de ((° , <;) compatible avec ^ et une fusée à
gauche de (6*, <<) compatible avec <8'.

En particulier, tout atlas (^/, F, .6) de € tel que ^ et ^
soient des fusées neutres de ((3', <) est une fusée de ((3 , <;).
(Voir [1].)

PROPOSITION 1. — Soit (tfi', F, S>) une fusée de (6*, <;).
Alors a(F) et ^(F) so/î( des sous-classes saturées par induction
de ^o et de d^o respectivement. Soient /*«= F e( /*'e F (efc çae
(S(/') et P(f') admettent un minorant e dans (Sf'o, <); i7 existe
/i e F et g e ̂  te/5 que fi <^ f et f^. g <^ /*'. fOn a de même la
propriété duale.)

En efîet, la première partie résulte des conditions (Fi) et
(F^). Comme e < ̂ (/>), il existe f e F tel que J < f et ^(f) = e,
il existe aussi f <.f tel que f e F et ?(/*') ==e et la propo-
sition résulte de la condition (Fa) appliquée aux éléments
f et F.

Soit 1 une classe d'indices. Soit (((3*, I), <) la catégorie
û-structurée semi-régulière définie de la façon suivante :
((3*, I) est la catégorie produit (3' X (I X I)1, où (I X I)1
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est le groupoïde des couples (/, i) e I x 1 muni de la loi de
composition :

(/', ^)-L(/, i) = (/', i) si, et seulement si, i' == /.

(&\ I) est munie de la relation d'ordre définie par :

(f,/ '^)<(A/^)
si, et seulement si, i' = i, /' = j et /*' <; /*.

Si C est une sous-classe de (3, pour tout (/, i) e I x I, nous
noterons (C, /, i) la sous-classe de ((?', I) ayant pour éléments
les (c, /, i) tels que c e C.

Soient (/, i) e I x I et i -=^ /'. Soient 33, %' et F des sous-
classes de (3. Soit (9^, /, Ï ) la classe réunion de (%, i, i), (^8', /, /)
et (F, /, i). Pour que (S>\ F, %) soit une fusée de (&\ <), il
faut et il suffit que (3», /, i) soit une sous-catégorie de (6*, I)
et que

^l = ((^ /, /), (F, /, i), (^ i, i))

soit une fusée de ((9?, /, i)-, <). Dans ce cas, ((^, /, i)-, <)
est une sous-catégorie semi-régulière de ((6*, I), <;).

THÉORÈME 1. — La classe 9(&\ <) des fusées (âB', F, ^B)
de (Ê', <) e^t une catégorie pour la loi de composition définie
par :

(%", F', â^).(a5', F, %) = (^", F'. F, ^)

î, et seulement si, 3^ == 35'.

Démonstration. — Soit (ââ', F', ^6) e ̂ (6', <) ; on a

(%, %, %) e 3?(e-, <), (%', %', %') e s?(e-, <)
et

(^', F, %).(%, %, %) = (%', F, %) = (^', %', %').(%', F, %),

puisque F.% = F = %'.F. Soit (%", F', %') e 3î(6*, <). Mon-
trons que (%", F'.F, %) est une fusée de (6*, <). En effet, on a :

F'.F.%= F'.F=%'.F'.F.

Supposons /*eF, feF ' et a(f )=?(/•). Si e e %, et e<a(/%
il existe /i e F tel que /i < f et a(^) == e; comme

P(A)^?(F)c^ et P(A)«'),
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il existe fi < f tel que fi <= F' et a(/"i) = (î(^), d'où

/•x./^F'.F, f[.fz<f'.f et a(/-^)=e.

Démonstration analogue si e" < ?(/"'.f). — Soit /" e F et J ' e F',
tels que a(D = P(D et <)_== a(f). Il existe ^ </, ^<^
et g'e â^' tels que fî.=g'.fr Comme F' est une fusée de
(&', <), il existe fi e F' tel que f[ < f et a^i) = p(g'). D'après
la proposition 1, les relations /'i.g' s F'.iB' = F', / t /e F' et
a(g') < a(7') entraînent qu'il existe f" e F', ^i e F' et g" e ̂ '
tels que fKF, r</'i:g' et f" == g" J'r Puisque_a(^) e^'
et a(fi) < p(/"i) il existe /•a es F tel que fa < /\ et ^/"a) == a(/"i)
et il existe gi e ̂  vérifiant les conditions :

g[ < g et a(g,) = a(7Q.

On en déduit :
fz.f.<r.T^ gi.A8^

^•A < g'-fi =fi<f,
f " . g^ . F' et f " . g'^ < {fi. g } . g'-1 < f.

Donc (r.gi- î.̂ F'.F, 7i.T2<r.T
et g".{T^2)==[f".g'^}.{g'..'f.)<f'.f.

On montre de même que la condition duale est vérifiée.
De plus si e <= ^o?1! existe fe F tel que a(/*) << e\ comme ?(/*) e %',
il existe f e F' tel que a(f) < (i(/1) et il existe /i e F tel que /i < f
et P(/i) = a(f); il en résulte f./i e F'.F et a(f./i) < e. Donc
(âT, F'. F, %) est une fusée de ((°', <;). Comme la loi de composi-
tion entre classes :

(F', F) ->F' .F

est associative, on en déduit que 9(&\ <)' est une catégorie.
Nous identifions la classe des unités à la classe des fusées
neutres de (6*, <) en identifiant (S>, S>, S)) avec S>.

Pour tout f^G, nous désignons par f> la classe des mino-
rants de f.

DÉFINITION 4. — Nous dirons que (6 , <) vérifie la condition
(C) si, pour tout feC, le triplet {^{f^, />>, o^/V) est une
fusée de (6\ <).
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PROPOSITION 2. — Supposons que (6\ <) vérifie la condition
(Ç) ^ soit €^ la sous-classe de G obtenue en saturant par induc-
tion (?Y dans ((°, <). Alors ((5^ (5^ <^) ^ uMe /We A? (6*, <).

Démonstration.— &\ est une fusée neutre de (6', <) et
Ê^ est saturé par induction dans (6, <). Soient g e (3^ et
g'€E(^ tels que a(g) == a(g') == e. Il existe y e (°Ç et y' e (°Ç
tels que g < y et g < y'. Puisque ((^, <) est semi-régulier,
il existe yi e (°Ç et y^ e (°Ç tels que :

Yi < Ï. ïi < ï' et a(Yi) == ^ = a(yi).

Comme ^^ définit une fusée, il existe gi < g et ye(^ tels
que y.gi < ̂  Soit yi e Cy vérifiant Yi <Yi.yT1 et a(Yi) == p(y),
Les relations :

Ïi •Ï; gi_< ïi. TT1 . ïi < y', g' < y'
et ^ïrï-gi) - a(gi) < a(g) == a(g')

assurent, en vertu de la proposition 1 appliquée à la fusée
déterminée par />, l'existence de g[ < g' et de y' e (3Ç tels que :

f-gi < (ïry).^.
Soit Yae^ tel que Y 2 < Y i . y et (î^) = ^f). On obtient:

Y-I.T'^T et (T-^Ï').gi < (ïi.ï)-1.^).^ < g.

Ainsi 6^ est une fusée compatible à gauche avec (3Ç. Par
dualité, on voit que €^ est une fusée compatible à droite avec
(3Ç. Donc (Êy, 6^, eç) est une fusée de ((3', <).

5(H( (6*, <) une catégorie ordonnée régulière telle que (c^, <)
soit un groupoïde ordonné semi-régulier. Alors (((°* I) <;)
est une catégorie ordonnée régulière.

DÉFINITION 5. — On dira quune fusée (^\ F, ^) de ((3', <)
est régulière si la sous-catégorie (<?, /, i) de (€', I) correspondante
est une sous-catégorie régulière de ((6', I), <).

Pour que la fusée (d3', F, ^6) de (È\ <) soit régulière, il faut
et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

1) ^o et ^o sont des sous-classes de 60, saturées par intersec-
tion finie (c'est-à-dire contenant avec deux éléments leur
intersection dans ((?o, <) si celle-ci existe).

2) On a : ̂  c .6, ̂ / c ̂ ', Fd3 c F et <8'F c F.



CQMPLÉTION DES CATÉGORIES ORDONNÉES 95

THÉORÈME 2. — Soit 3^(6', <) la classe des fusées régulières
de (&\ <). 9\&\ <) est une sous-catégorie de 9(&\ <)*. Munie
de la relation d'ordre

(^i, Fi, â6i) < (ây, F, %) 51, ^ seulement si, ̂  et %i so nt des
sous-catégories pleines saturées par induction de % et â8'
respectivement et si F^ c F,

.«^((5, <)' devient une catégorie ^-structurée assez régulière.

Démonstration. — Soient

(^', F, 3^) e ̂ (È\ <) et (.r, F', ^6') e ^(C-, <).

Il en résulte ^ e ^(c?*, <) et 33'e ^((5*, <). Soient /'e F,
f eF ' et g 6 % tels que (f.^g e (F'.F)^. Puisque (Ê-, <) est
supposée régulière, le pseudoproduit est associatif (proposition
5-2 [1]) et on a :

{r'f)g={mg))^fg^
Les relations :

fg e FâB c F
et

/Wg)e F'P(F) c F'ay = F'
entraînent (f.^g e F'.F. Par suite (F'.F)^ c F'.F. Par
dualité, on a .fi'(F'.F) c F'.F. Donc (.6", F'. F, ^6) e ^((3', <),
de sorte que ^(6*, <) est une sous-catégorie de 3(&\ <)*.

— Montrons que la relation (^, P\, ^) < (S>\ F, ^) dans
(^((5', <), <) entraîne que Fi est une sous-classe saturée
par induction de F. En effet, soient /i e Fi et fe F tels que
/< A; on a a(/*) e ̂  et ^(/') e ̂ , car Û8i est saturé par induc-
tion dans (^6, <). Comme (6*, <) est une catégorie ordonnée,
on obtient :

/'-^(A^e^F^cF,.

Si (%i, Fi, ï&i) < (.6', F, .Ê), on trouve ^ < ï&' et ^ < .̂
Supposons de plus ( '̂, Fi, i8i) < (&", F', .8') dans

W, <), <).
Alors :

(^',Fi.Fi,^)<(.r,F'.F,.8).

Ainsi (^((S', <)', <) est une catégorie Û-structurée.
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*%
— Soient (%.', F;, %..) < (aV, F, iB), où i <= I. Soit ,'81 =1 \S>.

/ S,' \ v^ '
[ ̂ sp. ^i = [_j S^'i ) la sous-catégorie pleine de S» (resp. de S>")
\ i6I /

ayant pour classe de ses unités la classe réunion des a(^-)
(resp. des a(%,')), i e I; alors %i est saturé par induction dans k
et c'est un sous-agrégat des %,. Soit Fi la classe des f <s F
qui sont majorés par un élément de %i. F,. ;Bi, où i s I. On a :
Fi%i == Fi = %iFi. Pour tout e e a(^i) (resp. e' e a(%i)), n
existe i e 1 et f, e F. tels que a(/;) < e (resp. (î(/;) < e').
Comme Fi est saturée par induction dans F, Jfc = (i6i, Fi, S>i)
vérifie aussi l'axiome (Fy), de sorte que A) est une fusée régu-
lière de (G', <), majorée par (%', F, îB). Puisque ^ est une

. % .
sous-catégorie pleine saturée par induction d e [ j % ; , on en

déduit (S>'i, F,, %;) < A, pour tout i e I, et «A» est un sous-agrégat
des (%;, F,, %.). Ainsi (^(6', <), <) est une classe sous-inductive.

— Supposons %i e ̂ ((°', <)„ et (^', F, ï@) e ̂ (e-, <) ; soit
ïBi <; %. On a :

F.%icF. ï8=F et F.%icF.a(^),
d'où p^^Fa(^).

Soit %' la sous-catégorie pleine de tB' ayant pour unités
les e ' e ^ ' y tels qu'il existe fef.^ pour lequel Q(f) < e'.
On a :

^i.F.^cay.F.^ = F.iBi
et

F.%i= p(F).F.^c^.F.^,

c'est-à-dire %i.F.^ ==F.%i. La classe ^ étant saturée par
induction dans %, la classe F.a(^i) est saturée par induction
dans F et Fa(^) = F.a(^). Puisque %i et '̂ sont des sous-
catégories pleines de S» et i6' respectivement, (%i, F.33i, a6i)
est une fusée régulière, qui est le pseudoproduit de (%', F, %)
et de ̂  dans (^(tô-, <)•, <). De même si ^< t6', il existe
un pseudoproduit ^(^', F, %) admettant ^ pour unité à
gauche. Ceci montre que (^(ë-, <)•, <) est une catégorie
û-structurée assez régulière, et par suite, en utilisant ce qui
précède et la proposition 12-2 [l], une catégorie Û'-structurée.
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Remarques. — 1) Munie de la relation d'ordre définie par :
(%i, Fi, %i) < (%', F, %) si, et seulement si, ̂  et S>[ sont

des sous-catégories pleines saturées par induction de &
et %' respectivement et si Fi est une sous-classe saturée
par induction de F,

la catégorie 9(&\ <)' peut ne pas être Ô-structurée.
2) Avec les hypothèses du théorème 2, (^(6*, <)', <)

peut ne pas être une catégorie ordonnée.
3) Si ((?', <;) est seulement une catégorie ordonnée assez

régulière, alors ^(6*, <) peut ne pas être une sous-catégorie
de 9[C\ <)•. °

Soit (6\ <) une catégorie Q-structurée semi-régulière telle
que (Ê ,̂ <<) soit un groupoïde ordonné semi-régulier.

THÉORÈME 3. — 3?((°*, <)' admet une catégorie quotient
strict [2] par la relation d'équivalence p :

(%', Fi, %) — (%', Fg, %) si, et seulement si, pour tout f^e F,
il existe /} e F̂ . (eZ que fj < /•„ où i, j == 1,2 e( i ̂  /.

Démonstration. — La relation p est évidemment symétrique
et réflexive. Montrons qu'elle est transitive. En effet, suppo-
sons

(%', Fi, %) - (%', F, %) et (%', F, %) - (%', F,, %).

Soit /ieF,, où i = = l , 2 ; il existe fe F tel que /'<^ et il
existe f, e F,, / = 1,2, / ̂  i, tel que /} < /*, d'où f, < f, et :

(%', F,, %) - (%', F^, %).
Par suite p est une relation d'équivalence.

— Montrons que si (%', Fi, S>) — (%', F, %), on a
(%',FuFi, %)e3?(e-,<),

où F u Fi désigne la classe réunion de F et de Fi. Pour celây
prouvons que les conditions /*€= F, /i e Fi et a(/') == a(/i) assurent
l'existence de h e F u Fi, de h' e F u Fi et de g' <= ̂ ' tels que :

h<f, h'<f^ et A '^g ' .A ;

la propriété analogue si ?(/*) = p(/i) s'en déduira par dualité,
et les autres conditions d'une fusée sont évidemment vérifiées.

6
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Puisque (%', F^, S>) ~ (%', F, %), il existe f e F tel que f < /i.
Des relations a(/") e % et a(/") < a.(f), on déduit qu'il existe
f s F tel que f" < f et a(/"') = a(f). Par conséquent il existe
aussi A e F , A ' e F et g ' <s ̂ ' tels que h'= g ' . h , h' <f" <_f
et A' < />/ < /i, ce qui démontre l'affirmation précédente.

— Soit p(F) la classe réunion des classes F; telles que

(%', F,., %) ~ (%', F, %).

Si /• s p(F) et f e p(F), il existe F, et F, tels que fe F. et f e F .̂.
D'après ce qui précède, il existe h e F; u ¥j c p(F) et g ' s ̂ ' tels
que, si a(/") == a(f) :

h<f et g'.h<f.

Il en résulte que (%', p(F), %) est une fusée. Cette fusée
est équivalente à (%', F, %) et c'est le plus grand élément de
la classe (%', F, S>) mod p relativement à la relation d'ordre :

(%', Fi, %) < (%', F, %) si, et seulement si, Fi c F.

L'application p :

(%', F, %) mod p -> (%', p(F), %)

est une bijection de la classe quotient 9'((°', <)/p sur une sous-
classe de 9(&\ <).

— Montrons que la relation d'équivalence p est compatible
sur la classe multiplicative ^((3', <)', c'est-à-dire [2] que les
relations :

(%i, Fi, %i) ~ (%„ F,, %,)
et

(%I, Fi, %1) ~ (%'„ F^, %,)

entraînent (%i, F^Fi, ^) — (%'a, F^.F^ ^). En effet, soit
i=l ,2, /-.eF., /•;6F,' et /•:./-.€ F'.. F.; il existe ^.eP, tel
que fj < /^, où /' = 1,2 et / =/= i. Comme

P(/))e%' et lî(̂ «.'),

il existe /•? < /•;, /•: e F; tel que a(/';') = ?(/;.). Il existe aussi
/•;.e F; pour lequel /•;. <_/•;. Puisque _a(/-;.) e ̂ ' et a(/-;) < ?(/)),
il existe Tj^Fj tel que ^ < /} et j3(^.) == a(/";.), d'où :

f',.7^F'j.¥j et f,.Tj<fi.i\.
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— La relation p n'identifiant pas deux unités différentes de
^((0 '? <T? 1! existe [2] une catégorie quotient strict de 9(&\ <)•
par p. Cette catégorie admet pour classe de ses unités la classe
des triplets (%, p(%), %) où % est une fusée neutre de (C*, <).

Nous désignerons par <S> (0*, <) la catégorie quotient strict
de ^(Ê', <)* ayant pour support la classe ç(9(Q\ <)/p).

PROPOSITION 3. — Soit (%', Fi, %)e3?(e-, <). Si
(s>\ F, %) e 0((0-, <)

et si F e^ wne sous-classe saturée par induction de Fi, on a
F == Fi.

Démonstration. — Montrons que l'on a
(%', Fi, %) ~ (%', F, %)

modulo p, d'où résultera la proposition. Soit A 6 FI; comme
a(/i) e %, il existe /•e F tel que a(/") < a(/i) ; puisque af/") e %,
il existe f[ e Fi tel que f[ < f^ et a(/ï) == a(/"). Dans la fusée
(%', Fi, %), il existe f^ e Fi, ^ <= Fi et g' e ̂  vérifiant :

Ti<f, T.<f[ et A=g' .A.
La classe F étant saturée par induction dans Fi, on a 7i e F
d'où ^ e % ' . F = F et (^/, Fi, %)-(%', F, %), car ^</1/.

COROLLAIRE. — 5o^n( (6*, <) une catégorie ordonnée assez
régulière et (%', F, S>) une fusée régulière de {Q\ <). On a

(%', F, %) <= ^(e-, <)
si, et seulement si, les conditions (^/, P^, %) e ^((3', <) et F c F,
entraînent F == Fi.

En effet, supposons ces conditions vérifiées. Si
(%', Fi, %) ~ (%', F, %),

on a (%', F u Fi, %) e 3?(e-, <), d'après la démonstration du
théorème 3. Mais par hypothèse il en résulte F u Fi == F.
Donc F == p(F). Inversement, soit (%', F, %) e 0(6*, <) • soit
(%', Fi, ^)e3?(Ê-, <) et FcFi. Si /•eF et ^ e Fi sont tels
que /i < /*, on a :

A-P^KWi^-^F^^F.



100 CH. EHBESMANN

Par suite F est saturée par induction dans Fi et le corollaire
résulte de la proposition 3.

Nous supposons désormais que (6', <) est une catégorie
ordonnée régulière telle que (fiy, <) soit un groupoïde ordonné
semi-régulier.

THÉORÈME 4. — ^(6*, <)' admet une catégorie quotient
strict relativement à la relation d'équivalence p7' induite par p.
De plus la classe ^(Ê*, ^/p7' est isomorphe à une sous-classe
de ^(6-, <).

Démonstration. — Comme p est compatible et n'identifie
pas deux unités distinctes de ^((3*, <)*, il en est de même pour
p7' et ^(6*, <)* admet une catégorie quotient strict par p1'
Si (%', F, %) - (%', Fi, %) mod p- on a (%', F u F^, %) e 9{C\ <)
d'après la démonstration du théorème 3. Puisque

(F u Fi)% c (F^ u Fi%) c F u Fi et 33'(F u Fi) c F u Fi,

on trouve (%', F u Fi, %) e ̂ (C-, <). Il en résulte que, si
p^F) désigne la classe réunion des F( tels que

(%', F,, %) ~ (%', F, %) modulo p^

on a (%', p^F), %) e ̂ (6-, <) et (%', p^F), %) est le plus grand
élément de la classe (%', F, %) mod p" relativement à la rela-
tion d'ordre :

(%', Fi, %) < (%', F^, %) si, et seulement si, F^ c F^.

L'application p7' :

(%', F, %) modulo ^ -> (%', p^P), %)

est une bijection de ^(fi', <)/pr sur une sous-classe de

^(e-, <).
Remarquons que si (%', F, %) est une fusée régulière de

(6', <), on peut avoir p(F) =/= p^F).

Nous désignerons par ^(C*, <)• la catégorie quotient strict
de ^(Ê*, <)* ayant pour support la classe

PW, O/pQ.
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PROPOSITION 4. — Supposons (%', F, S>) e ^((3*, <). Oyi a
(%', F, %) <= ^(O', <) 51, ^ seulement si, la condition

(%', F, %) < (%', Fi, %)

rfaw? (^(Ê*, <), <) entraîne F = Fi.
En effet, si la condition est vérifiée, on a F = p^F). Inver-

sement, supposons (%', F, %) e ^(O1, <) et

(%', F, %) < (%', Fi, %).

D'après la démonstration du théorème 2, F est une sous-
classe saturée par induction de Fi. Une démonstration analogue
à celle de la proposition 3 prouve que l'on a

(%', F, %) ~ (%', Fi, S>) module p^

d'où F == Fi.

DÉFINITION 6. — On appelle fusée maximale de (Q\ <)
une fusée régulière de (6*, <) appartenant à 0^6', <).

THÉORÈME 5. — La catégorie ^{Q', <)• des fusées maximales
de ((3*, <), munie de la relation d^ordre induite par

W, <), <),
est une catégorie quasi-inductwe régulière, qui est une catégorie
quotient Û'-structurée de (^((3*, <)', <).

Démonstration. — Supposons (^i, Fi, %i) < (%', F, %)
dans (^((3*, <), <), c'est-à-dire (théorème 2) %i et %i sont
des sous-catégories pleines saturées par induction de %' et %
resp. et Fi est une sous-classe de F $ on sait qu'alors Fi est
saturée par induction dans F.

— Si (%', F, %) e ^((3-, <), soit /•<= F; si ^ e ̂ .F -^o on a :

A=P(A)(/><l))-^(F%)=F.

— Montrons que la relation pr est équivalente à la relation :
(%', Fi, %) ~ (%', Fa, 3S) si, et seulement si, (%', F^ u F^, %)

est une fusée de ((3*, <).



102 CH. EHBESMANN

En vertu de la démonstration du théorème 4, il suffit de
montrer que les conditions :

et
(%', Fi, %) e ̂ (C-, <), (%', F^, %) e 3.'-((3-, <)

(%', Fi U F^, %) e 3?((°-, <)

entraînent (%', Fi, %) ~ (%', Fa, %) module p^ En effet, soit
i=l ,2 et /;«=F;; il existe /•, e F^, / == 1,2 et / ̂  i, tel que
a^/) < «(y.) et il existe /",' e F; tel que a(/'0 == a(^) et /•; < /•..
Comme (%', Fi u Fg, %) est une fusée, il existe h e Fi u F,
A7 e Fi u Fg et ^ e ̂ - tels que :

h<fj, h'<f\ et h ' = g ' . h .

La fusée (%', F^, %) étant régulière, on a :

Ae^.^.^cF,,

d'où /i 'e%'.F^-= F .̂. Par suite (%', Fi, âS) ~ (%', Fa, %)
modulo p''.

— Supposons (%', F, %) e ̂ {C-, <), ̂  < % et %i < %' dans
W, <), <). Posons Fi=%i.F.^. Supposons que, pour
tout e e a(%i), il existe ^ e Fi tel que a(^) < e et que, pour
tout e' e a(^i), il existe /"i e F^ tel que p(/"i) < e' et montrons
qu'alors (9>[, F^, %i) est une fusée maximale. La classe

Fi=°W.F.a(^)

étant saturée par induction dans F, (&[ Fi, ^) est une fusée
régulière de ((°', <). Pour montrer que cette fusée est maximale,
nous allons prouver que si on a (%i, K, %i) — (%i, Fi, £61),
alors ($>', %'. K. % u F, %) est une fusée. En effet, posons
K'=%' .K.£8 et H = K ' u F . Soient keK et ge£8; si kg
est défini, on a : kg = {ke).(eg), où e = a(/c) n (3(g) et ege %;
%i étant saturé par induction dans %, on a e e %i, d'où

À - e e K ^ c K et A-geK.%.

Il en résulte K% == K.%; de même %'K=%' .K, de sorte
que l'on obtient :

K' = (%'K)%, K'% = (%'.K.%)^ c (%'K)(%%) == K'
et

^B'K' c K', d'où H% == H = %'H.
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Pour tout e e 3^, il existe fe F tel que a(/*) <; e et pour tout
e' e %o, il existe f e F tel que p(f)<e'. Soit /•e F, g'./c.ge K'
et a(g) = a(/1), où g e = % , g' e âS' et /c e K. Il existe A e Fi
tel que f^ <; /c, d'où :

gYige^Fi^c^F^F;

comme e = a(g7ig) < a(/*), d'après la proposition 1 il existe
A e F , A ' e F et y'e^ tels que A'==7' .A, h < g'/ig < g'./c.g
et A' <; /*. Par dualité on en déduit que, si fe F, g' . /c.ge K'
et ^{f) = P(g'), il existe Ai e F, Ai e F et y e ̂  tels que :

AKg'./c.g, Ai</' et h'=h^^

Supposons encore g ' . /c .geK' et soit g ' . /c.geK', où ge%,
g'e %', /c s K et a(g) === a(g). D'après ce qui précède, on a

g'fig^F, {g'.k.g)e^K' où a(g'/ig)=e;

donc il existe h e F, A' e F et y' e S>'^ tels que

~h<g7ig, A'<g'.^.g et T^y'.Ti.

Dualement les conditions /Ci e K', /fi e K' et ^(/Ci) = ^(/Ci)
assurent l'existence de Ai e F, de Ai e F et de yi e âîy tels
que : Ai < /Ci, Ai <; /Ci et Ai == Ai.Yi. Ceci prouve que
(^B', H, %) est une fusée. La fusée {S>\ F, %) étant maximale,
on en déduit H = F, c'est-à-dire K c F. Par suite on a :
FicpTOcF, d'ou p^Fi^Fi, car p^Fi) c %i.F.%i = Fi.
Ceci prouve que (%i, Fi, %i) est une fusée maximale, majorée
par (%', F, %).

— Soit (%i, F', %i) < (%', F, %) dans (^(6', <), <). Comme
pour tout e e a(%i) (resp. tout e' e a(^i)), il existe

f eF ' c%i .F .%i

tel que a(/*') <; e (resp. ?(/*') < 6'), on a aussi, d'après ce qui
précède, (%i, %i.F.^i, %i) e (^((3-, <). Puisque

F'c^i.F.^i,

il résulte de la proposition 4 que F' = £8i.F.%i. Par suite si
(%', F, ^e^e-, <) et (^Bi, Fi, %i)e^(Ê-, <), on a

W, Fi, %i) < (%', F, %)
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dans (<î)''((^, <), <) si, et seulement si, %i < %, %; < <&'
et Fi=%i.F.%i. En particulier, on a p''(^i) <?''(%) si
et seulement si, ^ < % dans (^(tô-, <),_<), où % et ̂  sont
des fusées neutres régulières de (<3', <) et 0'' (%) == (% p'- W S,\
Si (%',?„%) ̂ .F,^, on a F, == ir.F.SsL F.

— Nous désignerons par • la loi de composition de la caté-
gorie W, <)• quotient de ^(C-, <)•. Supposons

W, Fi, %i) < {^', F, %)
et

(%i', Fi, ^,) < (^, F', %')
dans (^(C-, <), <); on a:

(ir, p'-(F'.F), %) = (^, F', ^.(a', F, %)
et

W, p'-(Fi.F,), %,) = (̂ , Fi, %o.(^, Fi, %,).
Comme Fi.Fi c ̂ .p^F'.F).^ et que

(%î, Fi. Fi, ^)e^(e-, <),
on trouve, en utilisant ce qui précède, 3te0'-(e-, <)^ où

at^W.^.p^F'.F).^,^),
3Î~(^', Fi. Fi, ^), d'où

3t - (.̂ ', ^(Fi.Fi), 3^) < (^/, p^F'.F), %).

On en déduit que W, <)•, <) est une catégorie ordonnée.
— Supposons (^'., F,, %,) < (%', F, %) pour tout i e I. Soit %

la sous-catégorie pleine de % ayant pour classe de ses unités
la classe réunion des a(%.), où i<sï; comme %; est saturé
par induction dansjB, la classe ^ est saturée par induction
dans % et on a %.<%<%; donc p'- (^) est le p'- (^-agrégat de la

_ SS
classe des ?'•(%;). Posons ^' == [_)^. Pour tout e e ̂  (resp.

tout e'eâo), il existe i tel que e e a(%;) (resp. e'e a(%;)) de
sorte qu^il existe /:-e F; c %'.F.^ pour lequel a(/-.) <e (resp.
P(/i) < e ' ) - II résulte du début de la démonstration que l'on a :

^ = or, %'.F.ÏB, à) e ̂ •, <)
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et Jloi < (%', F, %). La relation :

F, = ^.FA- = ̂ .^'.F.%.%,
entraîne (â^, Fi, %i) < Jbi, pour tout i e I. On en déduit que
Jbi est le (%', F, ÉB)-agrégat de la classe des (^, F^, B;). Donc
(^(6*, <^), <) est une classe sous-inductive.

— Supposons (%', F, %) e ̂ (6*, <) et %i < %; soit a(%i) la
sous-classe de %o formée des e' e %o tels qu'il existe h e F. %i
vérifiant JS(A) <; e'. Soit %i la sous-catégorie pleine de %'
ayant a(%i) pour classe de ses unités; on a S)[ <^ %'. Pour tout
6ea(%i), il existe / '€=F tel que a(/*) << e\ on en déduit:

(%L^i.F.%i,%i)e^(e-,<)
et (%i, %i.F.%i, %i) est le pseudoproduit (%', F, %)%i dans
(^(e', <)*, <). De même si ^2 <^ ^'? il existe un pseudoproduit
%2(^'? F, %) ayant %a pour unité à gauche. Ceci prouve que
(^(Ê*, <)', <) est une catégorie ordonnée assez régulière
et par suite, en utilisant ce qui précède et le corollaire 2 de la
proposition 12-2 [l], une catégorie quasi-inductive.

— Soient (%", F', %') <= ^(6', <),(%', F, %) e ^(Ê*, <) et :

(^K^iX^p^F'.F),^)

dans (^(6', <), <). Soit E' la classe des e'e %o tels qu'il
existe /*e F et />/ e F' vérifiant les conditions :

a(/-)e^, (î(f)e^ et a(f )=?(/•)< e'.

Si e" e %„ et e" < e , on a : A = (fe"). (e7) e F'. F et h < f .f,
d'où e" e E'. Par suite E' est une sous-classe saturée par induc-
tion de 3ï'o et la sous-catégorie pleine 3^[ de %' ayant E' pour
classe de ses unités est telle que l'on ait ^''(%i) < ^(^') dans
{^{Ô', <), <). Pour tout e«s%i, il existe À-eKcp' - (F ' . F)
tel que a(A') < e; comme

(%", F'. F, %) — (%", p''(F'.F), %),
il existe /•e F et f e F' tels que f'.f< k, d'où a(f) e E'
et a(/") << e. Donc

^ = (^, %i. F. %i, %i) e '̂•((3', <)
et

A>i < (%', F, %).
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De même :
A), = (̂ i, %I.F'.^, %i) <= ^-(e', <)

et
î < (%", F', %').

De ce qui précède, il résulte: ^•^ < (%", p^F'.F), %) et:

A,.^ = ( ,̂ K, %i),

car ces deux fusées maximales ont même source %i, même but
^i et sont majorées par (%", p^F'.F), %). Ceci montre que
(^((S*, <)', <;) est une catégorie quasi-inductive régulière.

— Montrons que (^(Ê*, <), <) est une classe sous-inductive
quotient de (^(Ê', <), <). En effet, soit p' l'application :

(%', F, %) -> (%', p^F), %)
de

^(6-, <) sur ^(6-, <).

Supposons (%i, Fi, ^i) < (%', F, %) dans (^(6*, <), <).
Comme Fi c p^F) on a, en vertu de ce qui précède :

A == (%i, %i. p^F).^, ^) e ̂ (e-, <)
et

^ < (%', p^F), ^).

La condition Fi c %i .p^F) .%i entraînant (^i, Fi, %i) ~ Jfc,
on a :

^•pW.^^pTO
et

pWFi,^)<pWF,%).

Soient (%;•, F,, ^) < (%', F, %) dans (^((5', <), <), où ie I;
soit (^', Fi, a) le (%', F, %)-agrégat des (^, F,, %,) (voir
théorème 2). Puisque Fic^'.F.^, on obtient:

(^', Fi, ^) ~(^', ^'.F.%, ^),

ce qui signifie que ^r est une application quasi-inductive.
La restriction de ̂ r à ^(C*, <<) étant l'identité, la condition (c5)
(proposition 30, [2]) est vérifiée et^D^e', <;), <;) est une classe
sous-inductive quotient de (^(fi*, <<), <) en vertu de la même
proposition. ^r définissant aussi la catégorie ^(fî', <)' comme
catégorie quotient strict de ^(6', <;) ', on en déduit que
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(^(C*, <)•, <) est une catégorie quotient Q^-structurée de
W\ <)\ 0.

COROLLAIRE. — Si (È\ <) vérifie la condition (C) (défini-
tion 4), alors (^((S1, <)•, <) admet une sous-catégorie ordonnée,
isomorphe à une catégorie quotient de (G\ <<).

Démonstration. — Pour tout /"eC, désignons par f la fusée
maximale :

pw^r^/n.
Si f ' e C et si f'.f est défini, on a : (/"./V = (/>/>) .(/1>),
d'où : (f'.f) = f'.f. Si A < f dans ((3, <), pour tout f[ <f
tel que : a(^) < a(/i) et p(/-i) < R(/i), on a f[ < /i, d'où
^i < f dans (^(C', <), <). Par suite la classe ê des f, où
/"e (3, est une sous-catégorie ordonnée de

W, <)•, <),
équivalente à la catégorie quotient de (6*, <) par la relation
d'équivalence :

A ~^2 si, et seulement si, a(/i) == a^), (3(/i) = (î(^) et si,
pour tout f, < /•,, il existe /•; < /*, tel que /•; < f,, où
i, / = 1,2 et / =^ i.

Ca5 particuliers :
A) Supposons que ((3*, <) admette une plus petite unité

notée 0. Une sous-catégorie S> de (3* contenant 0 est une fusée
neutre de (6', <) si, et seulement si, (%*, <) et (^BÇ, <) sont
des catégories semi-régulières. Soient % et ^B'des fusées neutres
de (C*, <) et F une sous-classe de (5 contenant 0. Pour que
(%', F, %) soit une fusée de (6*, <), il faut et il suffit que l'on
ait %'.F = F = F.% et que, si fe F, e e %o et e < a(/*) (resp.
e' e ̂  et e' < (3(/1)), il existe /i e F tel que /i < /> et a(/i) = e
(resp. P(/i) = e'). Si (^', F, %) est une telle fusée, p(F) est la
classe des fe %'.(?.% tels que, si e e ̂  et e < a(/*) (resp. e' e %o
et e' < ?(/•)), il existe /i < /• pour lequel a(^) = e et ;î(/i) e %'
(resp. m=ef et a(A) e %).

Si %' et % sont des fusées neutres régulières de (6*, <) et
si F est une sous-classe de S > ' . (3. S> contenant 0, (%', F, %) est une
fusée régulière de (C*, <) si, et seulement si, %'F == F = F%,
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dans ce cas, p^F) est la classe des fe %'.(°.% tels que ?(/*%) c %'
et a(%7') c %.

La classe des fusées régulières (%', F, %) telles que 0 n'appar-
tienne ni à F, ni à %, ni à %', est une sous-catégorie de 9\&\ <),
qui est pleine, saturée par induction et saturée pour la relation
d'équivalence p7'.

B) Soit 6* une catégorie; soit (6*, <<) la catégorie ordonnée
régulière obtenue en munissant &' de la relation d'ordre
(triviale) :

/*' < f si, et seulement si, f = /*.

Soit Jlo(6') la catégorie des atlas de (°* (voir [l], 1, dont nous
reprenons les notations).

PROPOSITION 5. Les catégories Jb((°-), 9{6\ <)•, ^(6*, <)•
et ^(6', <)• sont identiques et (3b((°1), <) (théorème 2-2 [1])
est une catégorie quasi-inductwe identique à (^((S*, <;)*, <;).

Démonstration. — Soit (%', F, %) e ^(C1, <). Si <? e ̂
il existe /'e F tel que a(/*) < e, d'où a(/') == e et ^ === a(F);
de même %o == P(F). Soient fe F et f e= F tels que a(/") = a(f).
Il existe /i e F et g e= %^ tels que /i < /* et /i. g < /*', c'est-à-dire
fi = f et f-g = f ' 9 Donc F est un atlas de (°*. De plus les condi-
tions g e S) et a(g) e= ̂  entraînent g e %y, puisque â8 est un
atlas. Donc S> == %^ et (%'? F? %) ^t un atlas de 6\ — Inverse-
ment, soit (%', F, %) e^(e1). Comme %, %' et F sont des sous-
classes saturées par induction de Ê, (%', F, %) est une fusée
régulière de (61, <). Les conditions (%', Fi, ïB) e 9(e\ <)
et F c Fi entraînent (%', Fi, %) e ̂ (6') d'après ce qui précède,
d'où F == Fi, car (^)(6*), <) est une catégorie ordonnée. Par
suite (%', F, S)) est une fusée maximale en vertu de la proposi-
tion 4. Il en résulte :

jb(e-) = ̂ (e\ <) = ̂ (e-, <) =<F (e-, <).

2. Fusées strictes

Soit (6', <) une catégorie û-structurée semi-régulière telle que
(ÊY, <) soit un groupoïde ordonné semi-régulier.
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DÉFINITION i. — On appelle fusée stricte neutre de (6*, <;)
une sous-catégorie % de &' vérifiant les conditions suivantes :

1) (^B*, <;) et (îBÇ, <) sont des catégories semi-régulières.
2) Soient / *e% ^ f e %. 5i a(/1) == a(f) (resp. ?(/•) = P(f)),

il existe f^e3!> et ge^ tels que f^ <; /*, a(/i) = a(/*) et g./i <; />'
(r .̂ f,<f, P(A)=P(n etf^g<fY

DÉFINITION 2. — Soit % une /u^ee neutre de (6', <). On
appelle fusée stricte à droite de (6*, <;) compatible avec %
une sous-classe F de G vérifiant les conditions (Fi) et (Fg) (défi-
nition 2-1) et la condition:

(FI) Soient f^¥ et f e F. Si ?(/') = ?(/"), ^ existe /i e F
^ g e ̂  ̂  ç^ ^ < f, P(A) = P(f) etf^g< f.

OTZ appelle fusée stricte à gauche de (6', <) compatible
avec % une fusée stricte à droite de (6*, <), compatible avec %.
On appelle fusée stricte de (6*, <) im triplet (%', F, %) tel çue
% e( %' soient des fusées strictes neutres de ((3*, <i} et F une /ï^ee
stricte à droite compatible avec % et une fusée stricte à gauche
compatible avec %'.

Une fusée stricte (resp. stricte neutre) de (6*, <;) est aussi
une fusée (resp. fusée neutre) de (6*, <).

THÉORÈME 1. — La classe 3^(6', <) des fusées strictes de
(6'5 <) est une sous-catégorie de 9(&\ <^)\ qui admet une
catégorie quotient strict par la relation d^ équivalence p5 :

(%', Fi, %) — (%', Fg, %) si, et seulement si, pour tout f,e F,
il existe fj e Fj tel que fj <; /*, et a(/^) == a(/}), ou i, / == 1,2,
, ̂  /, ^ /•;. e F^ ̂  çue /•;. < f, et ?(/•;) = ^(/•,).

La classe quotient 3^(6*, <^)|ps est isomorphe à une Sous-
classe de 3^(6', <).

Démonstration. — Si (^', F, %) e ̂ (C-, <), on a par défi-
nition %e^(Ê', <) et %'<=^((3', <). Supposons de plus
(%", F', ^^e^e-, <) et montrons que (%", F'.F, %) est
une fusée stricte. Comme (%", F'. F, %) est une fusée d'après
le théorème 1-1, il suffit de montrer que (F^) est vérifié. Soient
f.yeF'.F, f ' .feF'.F, / •eF ' . feF ' . feFe t f ' ^F ' t e l s que
a(y) = a(7). Il existe /i e F et g' e ̂  tels que /i < f, a(/i) == a(/*)
et 7i == ^'-A ^7- Comme a(g') s %', il existe, en vertu de (F^),
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fi e F' tel_que fi < f et a(/'i) = a(g') et il existe J[ e F' tel
que7i<7' et af^) = [î(g'). Puisque J ' i . g ' e F'.%' = F', il
existe /"a s F' et g " <s % '̂ tels que :

/"2<A, <2)=a(/-,) et J",=g".f',<:J,.gf.

Des relations :

A./I-F'.F, f.-fi<r-f,
g"•(/•2.A)=7Wl-(7c2.g'-l)./îl

et
(^.g'-1).^ <rl•g/•g'-17l -TVi </"7,

on déduit que F'. F est une fusée stricte à gauche, compatible
avec %". Par dualité on en déduit que F'. F est une fusée
stricte à droite, compatible avec %". Donc (%", F'. F, %)
e^((3', <) et ^((?1, <) est une sous-catégorie de 3?((°*, <)'.

— La relation p5 est évidemment symétrique et réflexive.
Supposons :

(%', Fi, %) ~ (%', F, %) et (%', F, %) ~ (%', F^, %).

Soient i, / == 1,2, i =/= / et fi e F,; il existe /'<= F tel que f < /;
et QL(fi) = a(/*) ; il existe aussi /*; e Fy tel que a(/y) == a(/*) et
/', < /*, d'où fj < /*, et a(/^) == a(/)). De même on construit
/•;.eF, tel que /•; </>, et p(/1;.) = (î(/:.). Par suite

(%', Fi, %) - (%', F^, %)

et p^ est une relation d'équivalence. Remarquons que la classe
d'équivalence de (%', F, %) module p5 est contenue dans la
classe d'équivalence de (%', F, %) modulo p (théorème 3-1).

— Montrons que p^ est compatible sur la classe multiplicative
^(C-, <)•. Supposons (%', Fi, %) — (^', Fg, %) et

(îB", Fi, %') — (%", F^, %').

Soit^./:.eFS.F, où i=l ,2, /;.eF, et ^ e F;. Soit / = 1,2,
] ~=f=-i\ il existe fj e F^ tel que a(/)) = a(/',) et /*; < ^. Les rela-
tions (?(/}) e %' et ?(/,-) < a^;) entraînent qu'il existe f'[ e F^
pour lequel f'[ < ̂  et a(f;) == p(^.) ; de plus il existe /'; e F;
tel que a(/1;.) = a(/'0 et />;. < f^. On en déduit :

^./^F;.F,, f^f,<fi.fi
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et
<J./y) == <.'•/.)•

On construit de même f^fj e F^.F; tel que J ^ J j ^ f i ' f i et
P(M == P(^)- Par conséquent (%", Fi.Fi, %) - (^", F ,̂ %)
et p5 est compatible sur ^((î*, <)*.

— Comme p5 n'identifie pas deux unités différentes de

^(C-, <)•,

il existe une catégorie quotient strict ^(6*, <0*/P^
— Montrons que si (%', Fi, %) ~ (%', Fg, ^B), alors

(%', F, u F,, %)

est une fusée stricte, où Fi u Fg désigne la classe réunion de
Fi et Fg. Diaprés la démonstration du théorème 3-1, on a
(%', F l u F g , %)e9?((0 ' , <). Soient h e Fi u F^ et A'e Fi u Fg
tels que a(À) == a(A') (le cas ?(A) == p(A') s'en déduit par
dualité). Il existe Ai e Fi et h[ e Fi tels que :

Ai < A, Ai < A' et a(Ai) = a(Ai) == a(A).

Comme (%', Fi, %) est une fusée stricte, il existe Ai <= F^ et
g' e %Y* vérifiant les conditions :

^i < Ai < A, Ai = g' .Ai < Ai < A' et a(Ai) = a(Ai).

Il en résulte que (%', Fi u F^, %) est une fusée stricte.
— Soit p^(F) la classe réunion des F, tels que :

(%', F, S>) ~ (%', F,, %) module p\

La démonstration précédente montre aussi que l'on a

(%', P-(F), %) ̂ (e-, <)
et

(%', p^F), %) ~ (%', F, %),

de sorte que l'application p5 :

(^', F, %) modulo p' -> (^', p'(F), %)

est une bijection de ^(6*, <)/p5 sur une sous-classe de 3^(6', 0.
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COROLLAIRE. — 3\e\ <<)' admet pour sous-catégorie la
classe 3^(6*, <) des fusées strictes (%', F, %) telles que a(F) == %o
et (î(F) = %'. 3^(6', <) e5( une sous-classe saturée relative-
ment à p\

Démonstration. — Supposons (%", F', %') e= 3^(6', <) et
(%', F, %)e^(6-, <). Soit 6ea (%) ; il existe /•eF tel que
a(y) = e; comme ^(f) e %o, il existe f e F' tel que a(f) = ?(/•)
et on a f./^F'.F et a(/"./')=e. Donc a(F ' .F)=%o; de
même P(F'.F)=^, de sorte que (%", F'.F, %) appartient
à 3^(6', <) et 9^((0', <) est une sous-catégorie de ^((ot, <)'.

— Supposons (%', Fi, %) — (%', Fg, %) modulo p^. On a
évidemment :

a(Fi) == a(F,) et ?(Fi) = p(F,).

Par suite si (%', Fi, %) e ̂ (fi-, <), on a aussi

(%',F2,%)^^(e-, <).
5oi( (6*, <<) une catégorie ordonnée régulière telle que ((°v, <<)

50i( UM groupoïde ordonné semi-régulier.
Nous désignerons par 9^(6', <<) la classe des fusées strictes

régulières de (fî*, <), c'est-à-dire la classe intersection de
^{e\ <) et de ^(Ê*, <). Soit ^^(Ê-, <) la classe intersection
de ^(6*, <) et de ^(6*, <) (corollaire du théorème 1).

PROPOSITION 1. — ^(Ê*, <;) est une sous-catégorie saturée
par induction de (9^(6*, <)*, <) (théorème 2-1), dont ^((S*, <)
est une sous-catégorie.

Démonstration. — ^((3*, <) et 3^(6', <) sont évidemment
des sous-catégories de 9^(6*, <)*. Supposons

(^.F.^e^e-, <)
et soit :

W, Fi, ̂ ) < (%', F, %) dans (^(6-, <), <).

Comme %i, 3^[ et Fi sont des sous-classes saturées par induction
de %, %' et F respectivement, ce sont des fusées strictes de la
sous-catégorie de (6*, I) correspondant à (îB', F, S>) (déf. 5-1)
et par suite (%i, F^, %i) est une fusée stricte. Ainsi ^((3*, <)
est saturée par induction dans la classe (^((3*, <;), <;).
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THÉORÈME 2. — (^(e-, <)•, <) et (^((3-, <)•, <) sont des
catégories Q5-structurées assez régulières, la structure d'ordre
étant celle induite par (5^(6*, <), <;).

Démonstration. — Comme ^(6*, <) est une sous-catégorie
saturée pa^r induction de ^((5*, <)', (^((S', <)', <) est une
catégorie [^-structurée assez régulière. — (^(Ê*, <)', <) est
une catégorie Û-structurée. Soient i e I et

(%S, F, %,) < (%', F, %) dans (^(6, <), <).

/ ^ ^ \
II existe un (%', F, â6)-agrégat Jbi = ( (J^, Fi, U^. dans

\ iei iei /
- / %. \
(^(fi-, <), <). Pour tout eeaU^, il existe i e I et

\ i€El / / ^ \

/',eF, tel que e = a(/',), d'où /; e Fi et a(Fi) = a ( I J % , ) -
/ ^ \ \ .ei /

De même ?(Fi) = a(^J%;.L de sorte que Jbi e ̂ (e-, <)
\ iel ^

et (^(Ê', <)*, <) est une catégorie ^-structurée. — Soit
(%', F, %) e ̂ (6-, <) et ^ < %.

Soit %i la sous-catégorie pleine de %' ayant pour unités les
éléments de p(F.%i). Comme pour tout e e a(%i) il existe fe F
tel que a(/*) = e on a a(F.%i) == a(^). Par suite:

^^(^^F.^^^e^e^o
et Jbi est le pseudoproduit (%', F, %)%i dans (^"(Ê*, <)•, <).
De même si ^ < %', on a ^(%', F, %) = (^, ^.F, ^),
ce qui prouve que (9^(6*, <)•, <) est une catégorie Û'-struc-
turée assez régulière.

THÉORÈME 3. — La relation d'équivalence p^ (Théorème 1)
induit sur ^(6*, <) la relation d'équivalence (T définie par:

(%', Fi, S>) ~ (%', F^ %)
51, e( seulement si,

a(Fi) == a(F^), P(Fi) == (Î(F,)
eî

(i%', Fi U F ,̂ %) e ̂ (6-, <).

7
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3^(6*, <;)' admet une catégorie quotient strict par a- et la classe
quotient 9^(6', <)/Œ s'identifie à la sous-classe de 3^(6', <)
formée des fusées strictes (%', F, %) telles que les relations:

(^F,,%)e^(e-,<),
a(F,)=a(F), p(F^) = (3(F) .( F c F^

entraînent F = Fi.

Démonstration. — D'après la démonstration du théorème 1,
si (%', Fi, %) et (%', Fa, %) sont équivalentes module p^, on a
(%', Fi u Fg, %) e S^e', <;). Inversement supposons

(%', Fi, %) ~ (%', Fg, %) modulo cr.

Soit ^eF,, où i= 1,2. Comme a(^) e a(F^), où / === 1,2 et
/ =/= i, il existe fj e Fy tel que a(/;-) = a(^.) ; comme

(%', Fi u F^, %)

est une fusée stricte, il existe h e Fi u Fg et g' e ̂ " tels que
g ' .AeF.uFa , A<^ , a(A)=a(/;.) et g'.A </•, La fusée
(%', F^, %) étant régulière, on a :

g'.A=g'.(a(g')/})a(A)e^.^=F^

De même on construit J'j e Fy tel que (î(^) = ?(/;) et ^ < f,.
Donc (%', Fi, %) ~ (%', Fa, %) modulo p .̂

— Comme p^ est compatible sur ^((3', <;)', la relation d'équi-
valence <r est compatible sur '̂'(6', <)' et il existe une catégorie
quotient strict. Soit (%', F, %) e ̂ '•(e", <) et <r(F) la classe
réunion des F, tels que

(%', F;, %) ~ (%', F, %) modulo (T.

On a (%', cr(F), %)e3"-(e-, <) et l'application 5:

(%', F, %) module cr ̂  (%', cr(F), %)

est une bijection de ^''(6', <)/(T sur une sous-classe de ^''(Ê', <;).
—Si (%', F,%) 6 ̂ (e-, <)/(T) et si on a (%', Fi, %) e '̂•((3-, <),

a(Fi)=a(F), P(F^) = ^(F) et F c Fi,
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alors Fi u F = Fi et on a (%', Fi u F, %) e ̂ {e-, <), de sorte
que, d'après ce qui précède, on trouve

(%', F, %) ~ (%', Fi, %),
d'où

cr(Fi) = <r(F) = F = F^.

Inversement soit (%', F, %) e ̂ '•(6', <); supposons que les
relations :

(^F,,%)e^(e-,<),
a(F) = a(Fi), ?(F) = (î(Fi) et F c F,

entraînent F = Fi. On a :

F c a(F), a(F) = a(a(F)) et ?(F) = p((r(F)),

par suite F = Œ(F) et (%', F, %) e 0(^(6-, <)/o-), ce qui
démontre le théorème.

COROLLAIRE. — ^(C', <)* aJm^ une catégorie quotient
strict par la relation d'équivalence o-' induite par o- et qui est
aussi définie par:

(%', F,, ^) ~ (^/, F,, ^B)

51, et seulement si,

(%' ,FiuF^%)e^(e- ,<) .

La classe ^"(Ê*, <)/ar' e5( isomorphe à la classe S((°', <) des
fusées strictes (%', F, %) e ̂ ((S-, <) ^K^ çue îe5 relations
(%', Fi, %) e ̂ '-(e-, <) ^ F c Fi entraînent F = F^.

En effet, si (%', F,, %) e ^'-(Ê-, <), où i = 1,2, et si de plus
(%', Fi u F^, %) e ̂ (6-, <), on a a(F,) =^= a(Fi u F^
et P(Fi) == ^o$ par suite le corollaire résulte du théorème 3.

Nous désignerons par 0(6*, <)1 la catégorie quotient strict
de ^(Ê', <)' ayant pour support la classe GT^Ê-, <)/Œ) et
par S((°', <)1 la catégorie quotient strict de ^((3', <)•
ayant pour support la classe ^"(Ê-, <)/Œ'); nous munirons
S(e', <) de la relation d'ordre induite par (^(6*, <), <).

DÉFINITION 3. — Un élément de 2(6', <) sera appelé fusée
maximale stricte de (C', <;).
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THÉORÈME 4. — (S(^'î <^)1? <^) ^ une catégorie quasi-
inductwe régulière qui est une catégorie quotient ^-structurée
de (^(Ê-, <)•, <).

Démonstration. — (S(6*, <), <;) est une classe ordonnée
quotient de la classe ordonnée (^"'(6*, <<), <<) et on a

Œ(%i) < Œ(%)

si, et seulement si, %i <; %, où ̂  et ^ sont des fusées neutres
strictes et ï(S>) = (%, (r(%), %).

— Supposons (%', F, %) e S(6-, <), %i < % et %i < %'. Soit :

Fi = %i.F.%i = a(%i).F.a(%i).

Supposons que, pour tout e e a(%i) (resp. tout 6' e a(%i)), il
existe /i e Fi tel que a(^) == e (resp. p(/i) == e'). Montrons
qu'alors on a : (%i, Fi, %i) e S((3-, <). En effet, on a

a(F,) = a(^) et (3(F,) == (î(^).

Comme Fi est une sous-classe saturée par induction de F,
on a aussi (%i, Fi, ^^e^C-, <). Soit

(%i, K, %i) ~ (%i, Fi, %i) modulo Œ'.

Une démonstration analogue à celle du théorème 5-1 prouve
que %' .K.% = (%'K)%. Nous allons montrer que (%', H, 3?),
où H = % ' . K . % u F , appartient à ^((3', <). On a:

%o = a(F) c a(H) c Sï, et ^ = (3(F) c (Î(H) c %o;

par conséquent :

a(H) = a(F) = ̂  et ?(H) = %o.

Soient fe F, /c' = g'./c.g, / ceK, ge%, g'e %' et a(g) == a(/1).
Il existe f^ e Fi tel que a(/i) == a(/c) et ^i < /c, d'où

(gÏ^.g^^'F^.^cF.

Comme (%', F, ï8) est une fusée stricte, il existe /*' e F et
y'e^- tels que /•'</•, a(f) =«(/•) et Y .f < (g'f,) .g < k ' .
Soit de plus A-' = g'./c.ge^'.K.âS, où A-e K et a(g) = a(g);
on construit d'une manière analogue {g'fi). g e F tel que
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( iYi)-^^^ et? d'après ce qui précède, il existe f e F et
y' e ̂ * tels que :

r < g7ig < v. a(D == a(g) et r.r<T'-r< ̂ .
Par conséquent (^6', H, %) e ̂ (6', <) et H == F, en vertu
du corollaire du théorème 3. On en déduit K c F et
Fi c a(Fi) c F. Par ailleurs, on a : (r(Fi) c â^.F.^i == F^, c'est-
à-dire Fi==cr(Fi) et (%i, Fi, %i)e2(e-, <).

— Supposons (%i, Fi, %i) < (%', F, %). Comme on a:

F, c^.F.^, a(F,) - a(^) et i3(Fi) == P(^),

le résultat précédent entraîne (%i, %i.F.%i, ^) e 2(6', <)
et, en vertu du corollaire du théorème 3, Fi == ïB^.F.^. De
plus Fi est saturé par induction dans F. En particulier, si %i==%
et â^ === %', on en déduit Fi === F. Une démonstration analogue
à celle du théorème 5-1 montre que (S(6*, <)1, <) est une
catégorie quasi-inductive assez régulière, le pseudoproduit
(%', F, %)%i, où $)i < %, étant égal à

(^,F.^,^),

en désignant par â8i la sous-catégorie pleine de %' ayant
pl(F.%i) pour classe de ses unités.

— Enfin, supposons

et
(%', F, %) e S(e-, <), (r, F', ^) e S(e-, <)

3L K, %,) < (^', a(F\F), %) dans (2(6-, <), <).

Soit E' la sous-classe de SY formée des e' e ^Q tels qu'il existe
fe F et /'' e F' vérifiant les conditions :

O-m-^ "(/)^^(K) et p ( f )ep(K) .

Cette sous-classe est saturée par induction dans â^o) puisque K
est saturé par induction dans o-(F'.F). Soit {&[ la sous-catégorie
pleine de %' ayant E' pour classe de ses unités. On a ̂  <^ %'.
Soit e e a(%i) ; il existe k e K tel que a(Â:) == e. Comme

Kc^F'.F),

il existe f . fe F'.F tel que f .f<k et a(f) == e. Par suite on



118 CH. EHRESMANN

obtient :

Jb = (%i, E'.F.^, ^) < (%', F, %) dans (S(fi-, <), <),

et

Jfc' = (^ g^.F.E', %i) < (%", F', %') dans (S(fi-, <), <).

Comme (2(6*, <<)l, <) est une catégorie ordonnée, il en
résulte :

(%'i, K, %i) =Jb'±X

Ainsi (S(fi*, ^^"S <) es^ une catégorie quasi-inductive régu-
lière.

— Une démonstration analogue à la fin de la démonstration
du théorème 5-1 prouve que (2(6*, <0"S <^) es^ une catégorie
quotient Q^-structurée de (^(Ê*, <;)', <).

DÉFINITION 4. — On dira que (6*, <<) vérifie la condition (C^)
si, pour tout f^&, le triplet (i^/*)^ />>, ^{f)>) est une fusée
stricte de (6*, <;).

PROPOSITION 2. — Si (6*, <) e5( u7t groupoïde ordonné
régulier, (C*, <) vérifie la condition (C^).

En effet, soit /*<= Ê; si /i < /*, /2 < /> et a(/i) = a^), on a
f^l'f2<^ ^{f) e^ f> es^ un atlas de ((3*, <), donc définit
une fusée stricte, puisque (6*, <) est régulier.

PROPOSITION 3. — Si (fi', <;) est une catégorie sous-pré-
inductive régulière, (fi*, <) vérifie la condition (C5).

En effet, soient /^fi, /!</', f^<f et a(/i) === a^). Il
existe ^i n j^ et on a a(/i n /g) == a(/i) n a(^); donc

(m^r^o")
est une fusée stricte de (fi*, <;).

THÉORÈME 5. — Supposons que (fi*, <) vérifie la condition
(C^); alors (2(fi*, <^)'S <^) admet pour sous-catégorie régulière
une catégorie c(fi)1 quotient strict de fi*. La classe S'(fi*, <<)
<îe5 fusées maximales strictes (â@', F, %) ^îfos que S>, %' et F
soient des sous-classes saturées par induction de fi est une sous-
catégorie pleine saturée par induction de (S(fi*, <0'S <).
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Démonstration. — L'application :

f-^W^r.^f)^ où fée,
identifie G à une sous-catégorie de ^((S1, .<;). Comme la rela-
tion d'équivalence or' n'identifie pas deux unités distinctes»
l'application c :

^^(/r^Fwn
définit une sous-catégorie c{Q)1 de S(6', <;)1 comme catégorie
quotient strict de (°*.

— Soient /*€E (°, /i e Ê et f^ <; /'. Les relations :

A < 0, a(A) < a(A) et (î(A) < a(^)

entraînent A == ^(h)h(x.(h) <; a(^i), donc o^/i^ est une sous-
catégorie pleine saturée par induction de o^/*)^ de même
^{fl)> es^ une sous-catégorie pleine saturée par induction de
^(/V. Par suite c(/i) < c{f) dans (S(e-, <), <). Soit e e 6^
tel que e <; a(/') $ on a :

fe e /•>e>, d'où c(fe) = c(f)c(e).

— Montrons que si fi e 6, i = 1,2, on a c(^i) == c(^) si, et
seulement si, a(^i) == a(^), (î(/i) === p^) et si, pour tout fi < /^
il existe h et A' tels que: A</*i , A < /}, A ' < / > f , h'< fj,
a(A) = a^) et P(A') == P^), où / == 1,2 et / ̂  i. En effet,
ces conditions sont vérifiées, si c(f^) = c(f^). Inverse-
ment, supposons-les remplies ; soit f[ < f^ II existe f'j <; ̂
tel que a(/*J) == a^) et f'j <.fi^ comme /'̂  est une fusée
stricte, il existe h <^ fi et y e p^)-^ tels que :

h<f[, a(/î)=a(/*0 et T./^/-;,

d'où A <; Y~YJ ̂  ̂ - On construit de même A' <; /*y tel que
<< ^ < fi et p(A') = P(/*0. Ainsi c(/i) == c(A). De plus
soit k < ̂  un majorant de h et de A'; on a :

<fi) = <K) < ̂ w et m = w < p(/c),
d'où QL{fi) = a(/c), P(/*0 = ?(/(•) et, puisque (Ê*, <) est une
catégorie ordonnée, fi = A". Ceci démontre que f[ est le /^-agré-
gat de /i et de A'. En particulier, il existe f <; /i et /*' < /i

A /<
tels que f^ = f^J/*'; dans ce cas, on a aussi f^ == /*[J/*' .
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— Soit (£6', F, %) <= S(Ê*, <) ; supposons ^ et %' saturés par
induction dans (Ê, <). Soit /'€= F et f < /"dans (Ê, <). On a
(S(f) e %', a(f) e % et f = P(/")(W)) e %'(F3S) c F, donc F
est une sous-classe saturée par induction de (6, <;). On en
déduit que S'((?', <) est la sous-catégorie pleine de S(6*, <)1

ayant pour unités les fusées (%, cr(%), %) telles que % soit une
sous-catégorie de (°*, saturée par induction dans (6, <).

— Soit (%', F, %) e S'(e1, <) ; si (%i, Fi, %i) < (%', F, ^B) dans
(S(e', <;), <<), %i et %i sont des sous-classes saturées par induc-
tion de % et %' respectivement et on a (%i, Fi, %i) e S^Ê1, <),
donc S'((?', <) est une sous-classe saturée par induction de
(S((3*, <), <). Enfin (%', F, S>) est un sous-agrégat de la
classe des c(/*), où /*€= F, si % et %' sont majorés dans Co-

Remarque. — c ne définit pas un foncteur quasi-inductif de
(6*, <<) vers (2(6*, ^"S <05 G811*? si A c 6, on a seulement
/ / \ c(/)

^U^-^U^)
Application aux catégories préinductives et aux groupoïdes

ordonnés :
A) Soit (6*, <) une catégorie préinducti^e régulière telle que

((°^, <<) soit un groupoïde ordonné semi-régulier. Si F est une
sous-classe de Ê, soit F'^ la classe de ses majorants. Soit G
la classe des sous-classes F de G qui sont majorées et saturées
par induction dans (6, <<) et qui contiennent tout élément
fep(F).e .a(F) tel que f <¥>.

THÉORÈME 6. — c(^)l (th. 5) est équivalente à 6* et la sous-
classe 6' de S'(6*, <) formée des fusées majorées par un élé-
ment de c((°) est une sous-catégorie saturée par induction de
(S((3-, <)1, <). L'application -n : (%', F, %) -> F ^/m^ une
équivalence de &11 sur une catégorie C1 et (C1, c ) est une catégorie
inductive.

Démonstration. — Soient /*e Ê, /*' e 6 et c{f) == c(/*'). D'après
la démonstration du théorème 5, il existe /i <; f et f^ <^ f
tels que :

f=AÙ^ et /"=AÛ^
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Soit J = fn f; on a A < 7 et f, < f, d'oùy = /i (J ̂  = ̂
Par suite c est une bijection de 6 sur c(C).

— Supposons (%', F, %) < c(/1) et (%", F', dî') < c(f)
dans (S(Ê-, <), <). Soit e = ?(/•) n a(f); on a :

(%",<T(F'.F),%)<c(f^ic(^),

de sorte que (?' est une sous-catégorie de S(6 , <)1. Comme
6' est une sous-classe saturée par induction de (S(6*, <;), <;)y
le couple (6'1, <) est une catégorie quasi-inductive.

— Soit F une sous-classe de 6 majorée par fe& et saturée
par induction dans (6, <). Posons :

%F = ̂ F).^. a(F) et ^ == (î(F). ?(/•)> .P(F).

%F et %F sont des sous-catégories de 6*, saturées par induction
dans (6, <;). Puisque (6', <) vérifie la condition (C^) d'après
la proposition 3, (%F? F, %?) est une fusée stricte de (6', <).
Remarquons que, si f est un autre majorant de F, on a :

^=a(F).a(/-f^)>.a(F) = a(F).a(f)> .a(F),

car a(/*n 7r)> est une sous-catégorie pleine de o^/*^ et de a^)^
Soit F' la classe des f e ?(F) .Ê.a(F) tels que f < F^ cette
classe est majorée par /* et saturée par induction dans (6, <<);
d'après ce qui précède, (%p? F', %r) est aussi une fusée stricte
de (6*, <). Soit f e F7; il existe /i e F et jfg e F tels que

a(/,)=a(f) et (3(^) = (S(f) ;

en posant :

^ = f n ̂  e F et Aa = f n ^ e F,

on trouve :
Al<f, À2<f,

a(^) = a(f n ̂ ) == a(f) n a(/i) = a(f)

P(^) == P(f).
Il s'ensuit :

(%F, F', %F) ~ (%F, F, iBy) mod Œ'.

Supposons de plus (^p, F", %r) ~ (^r, F, %?) mod </. Soit
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f <= F". Il existe f[ e F et /"a e F tels que :

f"i < f", A < f, a(f,) = a(f'), p(f,) = p(f).

Étant donné que {&', <) est ordonnée, ces relations entraînent :

f"=f'l[Jf'2, d'Où f'eF'.

Par suite (%p, F', %p) est une fusée stricte maximale de (6', <;).
— Si (%', F, %) e S'((0-, <) et si (%', F, %) <c(/*), alors % est

la sous-catégorie pleine de y-{f)> ayant a(F) pour classe de
ses unités et la classe F est majorée par jfet saturée par induc-
tion. Il en résulte :

% == %p et de même %' = %p,

de sorte que T; est une bijection de C' sur une classe de parties
de 6. Soit F' la classe des f e (3(F). 6. a(F) tels que f < F< ;
nous avons vu que l'on a (%F, F', %p) ~ (%F, F, %?). Puisque
(%F? F, ^Bp) est maximale, on en déduit F == F', c'est-à-dire
F e (°. Inversement, si F e Ê, on a :

F == TC(%F, F, %p).

Donc ir est une bijection de 6' sur (3.
— Soit 61 la catégorie image de 6'1 par TT, dont la loi de

composition est définie par :

Fi ±F= classe des f e (î(Fi).Ê.a(F) tels que /^(Fi.F)^
si, et seulement si, a(Fi) == (S(F).

L'unité à droite a^F) de F est a(F) .a(/')> .a(F), son unité
à gauche est (^(F) = (Î(F) .p(/>)> .^(F), _pù /• est un majorant
quelconque de F. Soient F i ^ Ê et F e C. Si ir-^Fi) < TC-^F),
on a Fi c F ; si Fi c F, la catégorie %p^ (resp. %pj est une sous-
catégorie pleine saturée par induction de %p (resp. âîp), de
sorte que <T^~l(Fl) <; ^^(F). Par suite n; est un isomorphisme de
(ê', <) sur ((3, c ). En utilisant le fait que (6'1, <) est une
catégorie quasi-inductive, on voit que (61, c ) est une catégorie
quasi-inductive régulière. Pour montrer que ((31, c ) est induc-
tive, il suffit de prouver qu'elle est préinductive.
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— Soient Fi e (3 et Fg e Ê; désignons par K la classe intersec-
tion de Fi et Fa. Soit k e ?(K) .(3.a(K) tel que Â^K^ Pour
tout majorant /; de F,, où i = 1,2, on a k < f^ d'où /c e F,.
Donc k e K, K e Ê et K est l'intersection de Fi et Fg dans (6, c ).
Si de plus Fi et Fg sont majorés par un élément de 6, il existe
aussi fe & tel que Fi < f et Fg < /'. Soit e e a(Fi), e e a(Fa) ;
il existe /i e Fi et /g e Fg tels que e = a(^) == a^); puisque
A < f et /g < /', on a :

a(/i n /g) = a(/i) n a^) == e,

ce qui entraîne eea(K). Ceci montre que l'on a :

^(Fi n F,) = a-L(Fi) n a^(F,).

De même (^(Fi n Fg) = ^(Fi) n ^(F^). Ainsi (61, c ) est une
catégorie inductive régulière.

COROLLAIRE. — 5i (6*, <;) est une catégorie inductive^ elle
est isomorphe à (C^-, c ), où Ê^ est la sous-catégorie pleine de 61-
ayant pour unités les classes B e 6 telles que u (B n 60) e B.

En effet, on a TO((?) cÊ^. Soit Fe^; comme F est majorée
dans (6, <), elle admet un agrégat f et on a a(/*) = u a(F);
la relation a(F) = a-^F) n (°o entraîne a(/1) e a(F) ; de même
P^e^F). Donc

/•ep(F).6.a(F) et /• < F<.

Il en résulte /*e F, d'après la démonstration du théorème 6,
d'où F = /•>.

B) Soit (6*, <;) un groupoïde ordonné régulier. Soit Jb^fi*, <;)
la classe des atlas réguliers de 6', qui définit (théorème 3-2 [1])
un sous-groupoïde saturé par induction de (J(o(Êy, <;).

THÉORÈME 7. — L'application: F -> (fc(F), F, a(F)) est
un isomorphisme de (Jb^e*, <;)', <;) sur le groupoïde quasi-
inductif régulier (S(C', <<)l, <); par 5uite (Jlo^fî', <)', <)
e5( UTÎ groupoïde quasi-inductif régulier ; Ê' s'identifie à un
sous-groupoïde régulier de (Jfc^Ê*, <)', <).

Démonstration. — On a évidemment ^(6*, <) c ̂ (Ê*, <),
Supposons que l'on ait (%', F, %) e ̂ (Ê-, <) et montrons que
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dans ce cas F e ̂ ''(6', <<). En effet, supposons f<= F et /i e F.
Si A</ - et <)=a(A), on a /•.A-1 <?(/•), a(W) = P(A)
etp^./r^imd'où:

/••/T1 = P(/Wi) ̂ ',
car %' est une sous-catégorie régulière du groupoïde ordonné
(Ê*, <;). De même on trouve f^ .f~1 <= ^B', et par suite f.f^1 e âSy'.
Supposons de plus /*'e F et a(/*) == a(/*'). Il existe /i e F,
fi e F et g' e â^' tels que :

a(/x) = a(y), f, <f, f,< f et f[ = g'./, ;

on en déduit :

A = P(/i)Wi) = P(A)A
g'= (^D^i)).^^?^)^/'))-^ et f =g".f,

car :

g".f= wmw{fmf)f<më'f. = w}n<r,
<g"-f) = "(f) et P(^./-) = p(f).

Ceci montre que F est un atlas régulier de (3*. En particulier,
si g <= S> il existe g' s %•}• tel que g'. a(g) == g, c'est-à-dire g e= %y
et ïB est un sous-groupoïde de (°*. Il en résulte (%', F, â6) e J|{)(6*)
et, en vertu du théorème 1-1 [l], % == a(F) et %' == b(F).
L'application (%', F, %) ̂  F est donc une équivalence de
^(C-, <)• sur ^((3-, <)•.

— (Jb^C*, <) , <) étant une catégorie ordonnée, puisque
(J(o((°')', <) est une catégorie ordonnée (corollaire 2 théorème
2-2 [1]), les conditions :

F c F,, a(F,) == a(F) et b{¥,) = &(F)

entraînent F = Fi ; en tenant compte du corollaire du théorème
3, on en déduit que (&(F), F, a(F)) est une fusée stricte maximale.
Ceci montre qu'il existe une bijection de ^((3*, <;) sur S((3', <;)
(et aussi sur S^'^fi', <;)). Il en résulte que les catégories

^(C-, <)\ ^(Ê-, <)• et S(C-, 0^

sont équivalentes et que la catégorie quasi-inductive

(M(°', <)', o
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est isomorphe à la catégorie quasi-inductive (2(6*, <)1, <).
Enfin l'application: f-^^ est une équivalence de 6* sur un
sous-groupoïde de A^e', <)*.

COROLLAIRE. — Si ((^, <) est un groupoïde préinductif,
(M6 ? <)'? <) admet (Ê1, <) pour sous-groupoïde inductif.

En effet, (6^ <) est une catégorie préinductive; d'après le
théorème 6, ((31, <) est inductif et forme un sous-groupoïde
de (^((S-, <)•, <).

3. Superfusées.

Soit (Ê*. <) une catégorie ordonnée régulière telle que ((°Ç, <)
soit un groupoïde ordonné semi-régulier. Nous désignerons par
TÎ l'application qui associe à une fusée (%', F, S>) de ((°*, <)
la classe F.

DÉFINITION 1. — On appelle superfusée de (6*, <;) un triplet
(S>^ %i, 31) vérifiant les conditions suivantes:

1) 3?=(%', F, ^e^e-, <); ^ et %i 50M( ^5 fusées
neutres de 6'; on a ̂  < % ^ %i < %' rfans (3?(Ê', <), <).

2) Pour tout eea(%i) (resp. tout e' e a(%i)), if ea;̂ (3

ye^.F.^

(eZ çue a^) < e (re5p. que (î(/*) < e').

5oit J(e*, <;) Za cZa55e rfe5 superfusées de (Ê*, <).

PROPOSITION 1. — Inapplication y :

(%i, ̂ , 9î) -> ((%1, %,. F.%i, ̂ ), 3?)

^st une bij'ection de ^(6*, <;) 5ur îa sous-classe de

^(e-, <) x ^(e-, <)
formée des couples (3^, 3<) teZ^ que ̂  < 3? ^ Fi = %i.TC(3?).^,
où ^ = (%i, Fi, %i).

Démonstration. — Soit (%i, ^i, 3?) e J(Ê-, <) ; posons :

9? ==(%', F, %) et Fi==^.F.^.
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Puisque ^ et %i sont saturées par induction dans (%, <)
et (%', <) respectivement, Fi est une sous-classe saturée
par induction dans (F, <) et on a Fi = %i(F%i). Il en résulte,
en posant 3^ = (%i, Fi, %i) :

^i e ̂ (6-, <) et 3?i < ^ dans (^(Ê-, <), <).

— Inversement, si (9?i, 3<) est un couple vérifiant les conditions
de la proposition, alors (%i, %i, 9) est évidemment une super-
fusée de (6*, <). La proposition 1 s'en déduit.

Soit 1 une classe d'indices contenant en particulier 1 et 2 ;
soit i e I, / e I. Nous désignerons par (^, /, i) la sous-catégorie
régulière de la catégorie ordonnée régulière ((6*, I), <) réunion
de (a(3?), i, i), ((î(3?), /, /) et (^), /, i), par ̂  la fusée régulière

(((S(^/,/), W\]^\ W),i,i)).

de ((^, /, O-, <).

PROPOSITION 2. — Soient 9 = (%', F, %) e ̂ '^e* <)
^ ̂  = (%„ Fi, %i) e^(e-, <). Pour que Von ait

(^^y(jKe-, 0),
il faut et il suffit que Von ait %i c %, ̂  c %' e^ çue ̂  50^ une
fusée maximale de ((3^, 2, 1)', <;).

En effet, les conditions sont évidemment suffisantes.
Si on a (3?i, 9) e y(}((°', <)), d'après la démonstration du théo-
rème 5-1, 9^1 est une fusée maximale de ((3?, 2, 1)*, <).

THÉORÈME 1. — (J(Ê', <)•, <) est une catégorie quasi-
inductive régulière^ la loi de composition étant définie par:

(%2, ̂ , ^).(%i, %i, ^) = (%2, î, 3?'.^) ,̂ ^ seulement si,
%2 == %i et a(3?') = p(3?),

et la relation d'ordre par:

(%2, ^82, '̂) < (%i, â8i, ^ 5i, ^ seulement si, y = 9 et si
%2<%i ^ %2<^i dans (^(Ê-, <)o, <).

Démonstration. — La loi de composition est celle induite
sur J^'? <) P^ ̂  catégorie ^f* produit du groupoïde de couples
W, <)o X ^(6-, <)o)1 associé à W, <)o avec la catégorie
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^{e', <)•. La superfusée (%i, %i, 3?) admet (%i, %i, a(3?))
et (%i, %i, (î^)) pour uniques unités à droite et à gauche res-
pectivement. Soit aussi (âî'i, %i, 9^') une superfusée. Posons :

F = ^(3<), F' = TT(3?'), Fi = %i.F.%i
et

Fi^^l.F'.^.

On a: Fi.Fic^i.F'.F.âîi. Pour tout eea(%i), il existe
^eFi tel que a(/1) <e$ comme p(/1) e %i, il existe f e Fi tel
que a(/'') <; ?(/*). Puisque ^ est une fusée et que Fi est saturée
par induction dans (F, <;), on a :

^(f)^Fi,
d'où

f.(a(f)/-)eFLFic%l.^'.9?).^.

Par suite la condition 2 de la définition 1 est vérifiée et

(%1, %i, y .3?)

est une superfusée. Ceci montre que j((5', <;)' est une sous-caté-
gorie de tf*.

— (5(^ » <^) ? <^) est évidemment une catégorie ordonnée,
puisque (^((3', <)*, <) est une catégorie ordonnée, d'après le
théorème 3-2. Soit 1 une classe d'indices et soit

(^/, %» ̂  < (%i, %i, 3?)

pour tout i e 1 dans Q(^', <), <). Il est évident que le triplet
(\^\ , \^\ \[ l J ̂ ? l J ^15 ^ ) est une superfusée, qui est l'agrégat de la
\ iei iei y
classe (%i, ^, ^^i dans la classe ordonnée (}(6*, <), <).
Il en résulte que (}(6*, <)', <) est une catégorie quasi-inductive.
Soient :

(^,%i,9?)eJ(e-,<) et %2<%i;

désignons par %a la sous-catégorie pleine saturée par induction
de (%i, <) ayant pour unités les e9 e S>[ tels qu'il existe

/•e^).%2

tel que (?(/') < e'. On a :

(^^^)^(e-,<)
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et (%2, %2, 3?) est le pseudoproduit (^3, %i, 3?)(^, ^, a(3?))
dans (}((?•, <)•, <). De même, si ^3 < £Bi, il existe un pseudo-
produit (^,%3,m)(^^^
à savoir la superfusée (^3, S>^ 3?), où ^3 est la sous-catégorie
pleine de %i ayant pour unités les e e %i tels qu'il existe
/•e %3.^(3?) avec a(/*) < e. Ainsi (}(6-, <)•, <) est une catégorie
quasi-inductive assez régulière. Enfin, si on a :

(%2, %2, 3t) < (^1, %i, ^f').(%l, %i, ^),

on trouve :
(%2, ^2, 3t) = (% %2, ^').(%2, %2> ,̂

où ^2 est la sous-catégorie pleine de %i ayant pour unités
les e' tels qu'il existe /'eîc(3?).^ et /" e ̂ . T^') vérifiant:

P(n<^ ' et a(f)<^
Donc (J((°*, <)*, <) est régulière.

COROLLAIRE, — y définit un isomorphisme de (}((?', <)*, <)
sur la catégorie quasi-inductive régulière (9(5(6*, <))* <;)
rfont la loi de composition est définie par:
( '̂).(^)= ((P(^), P(^i).^').^).a(^), a(^)), 3<'.3î)

si, et seulement si, a(3?') = p(9?) ^ a(3?i) == (3(^),

et Za relation £ ordre par:
(̂ i, ^) < (̂ i, 3?') si, et seulement si, 9 == 3?' et ^ < 3<i

rfans (^(6-, <), <).

En effet, ce corollaire se déduit du théorème 1 et de la
proposition 1.

Remarque. — On peut démontrer directement que

W, <))', 0
est une catégorie quasi-inductive régulière en utilisant la
remarque suivante : Si (3^, 3?') et (3?i, 9} sont deux éléments
composables, la sous-catégorie pleine saturée par induction
engendrée par la classe \(9'^ 3?'), (3?i, 3?)j dans y(J(e', <))'
est isomorphe à la catégorie quasi-inductive (^(F, <)•, <) où
F est la sous-catégorie de (6*, I) engendrée par la classe

(3?, 2, 1) u (3?', 3, 2).
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DÉFINITION 2. — On dira qu^une catégorie ordonnée assez
régulière ((°*, <) vérifie la condition (P) si les axiomes suivants
sont remplis: a</) /

1) Si f^e, Ec(°o et a(/1) = (J E, on a f=\^jfE.
?(/) f

2) Si f^ e, E' c Êo et ?(/•) = U E', on a f= (J E'/1.

Exemple. — Soit (6*, <) une catégorie ordonnée assez
régulière telle que les conditions /*<; g et a(/") == a(g) (resp.
et (?(/*) == (S(g)) entraînent /*== g$ alors (6*, <;) vérifie la condi-

<x(/)

tion (P). En effet, si a(/') == [ J E et si, pour tout e <= E, g
est un majorant de fe tel que g << /*, on a :

^ < a(g) < a(y), d'où a(g) = a(f),
/

et par suite g == /* == ^ J /'E. De même la condition 2 est
vérifiée dualement. En particulier cette propriété est vérifiée
si (6', <) est un groupoïde fonctoriellement ordonné [I],

Soit (6*, <) une catégorie sous-prélocale [1] régulière telle que
(&y, <) 50i( un groupoïde ordonné semi-régulier et que (Ê*. <)
vérifie la condition (P). Si H est une sous-classe de 6 et K une
partie de H, nous désignerons par (K)n la classe des A-agrégats
des sous-classes de K, où h e H. On dira que K est saturé par
agrégation dans (H, <) si on a :

(K)n == K.

PROPOSITION 3. — Soit H c 6; si K c H est saturé par induc-
tion dans (H, <) et si H est saturé par intersection finie, alors
(K)a ^st saturé par induction dans (H, <). Si K' c K c H et si
K est saturé par agrégation dans (H, <), on a (K')^ = (K')H.

h

Démonstration. — Soit A e H, h == 1 J A, où A c K, et A' e H
tel que h' <; h. On a

^ =hf ̂ h=hf n {[_) ^) =[_) (A' n a),
a€A

en utilisant l'axiome de distributivité [l], d'où / i 'e(K)n.
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Si K7 c K c H, on a (10% c (K')H. Si de plus (K)n == K et si
on a :

h'

A = U A , où A c K ' et A 'eH,
h

on obtient / i e ( K ) H = = K et h = [ j A, donc / I €=(K ' )K et
(K')K = (K')n.

DÉFINITION 3. — On appelle (P)-superfusée de (6', <) une
superfusée (%i, %i, 9^) telle que l'on ait:

a(%i) = (a(Fi))^ .( a(%,) - (P(FJ)'̂ ),
ou

F=-Il(^) ^ Fi=%i.F.%i.

Soit y(e', <) la classe des (P)-superfusées de (6', <).

PROPOSITION 4. — L'application T :

(%i, %i, 3î)->(^i.F.^, ^)

est une bijection de }'(6*, <) sur la classe des couples (Fi, 9\
vérifiant les conditions suivantes :

1) 9 = (%', F, %) e ̂ (C-, <).
2) Fi est une partie de F, saturée par induction et agrégation

dans (F, <).
3) On a: P(Fi).%'.Fi = Fi = Fi.%.a(Fi).

Démonstration. — Soit (%i, %i, 3?) une (P)-superfusée, où:

9 = (%', F, %) e ̂ (Ê-, <) et Fi = %1. F. %i.

D'après la proposition 1, (%i, Fi, ïBi) est une fusée majorée
par 9, de sorte que la condition 3 est vérifiée et Fi est saturé

/
par induction dans (F, <). Soit f= |̂ J C, où C c Fi. D'après
la proposition 12-2 [l], on a :

a(/) _____

0 = U "(C) ^ (a(Fi))o(F) = a(^).

De même ?(/•) s a(%i), d'où fe ̂ .F.^ = Fi; ainsi la condi-
tion 2 est satisfaite. — Inversement, soit (Fi, 9) un couple
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vérifiant les conditions 1, 2 et 3; posons:

E = Wi))^ et E' = (W))^
Si e e a(Fi), e' e a(F) et e < e, il existe ̂  e Fi tel que a(^) == ^
on a

A^Fa(F)=F et a(/^') = ^;

comme Fi est saturé par induction dans (F, <), il en résulte
e' e a(Fi). Ainsi a(Fi) est saturé par induction dans (a(F), <);
par dualité, (î(Fi) est saturé par induction dans ((3(F), <)!
D'après la proposition 3, E et E' sont aussi saturés par induc-
tion dans (a(F), <) et ((î(F), <) respectivement, car %o et
%o sont saturés par intersection finie. Par suite, la sous-caté-
gorie pleine %i de %' ayant E pour classe de ses unités est
saturée par induction dans (%, <); de même %i = E'.^'.E'
est une sous-catégorie pleine saturée par induction de (%'•, <)
et (%i, %i, 9) est une superfusée de (Ê', <). Soit

/•ep(F,).F.a(Fi).

Il existe ^ e Fi tel que a(^) = a(/1) et, puisque 9 est une fusée
stricte, il existe f[ e F et g' e %y* tels que :

<fi)=^ fi<f. et 7,=g'.^</1.
Comme ?(Fi) est saturé par induction dans (jî(F), <), on a :

fie FI. P(g') e P(Fi) et g\f, e (3(Fi) .%'.Fi = Fi.

De même il existe ^ e Fi tel que /a < /• et R^) === ?(/•). On en
conclut :

f-7l[jf2-(F^=^

car (6*, <;) est une catégorie ordonnée. Montrons que l'on a
E'.F.EcFi. Soit yeE' .F.E. II existe une sous-classe A
saturée par induction dans (a(Fi), <) et une sous-classe A'
saturée par induction dans (fî(Fi), <) telles que :

"œ pœ
0=^^ et P^-U^-

Pour tout a e A, on a
p(/)

fa ̂  F et W = p(/a) n ̂ (f) = [J ̂ fa) n a')
a'eA'
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puisque (6*, <;) est sous-prélocale. Par suite :

fa=[j{^fa)na)fa.
a'SA.'

La relation : (j3(/a) n a'}fa <= ?(Fi). F. a(Fi) c Fi entraîne :

/a6(Fi)p=Fi,
d'où

f=[_)fae¥^ et F i=E' .F .E.
aCA

Donc (%i, %i, 9) e J'((S', <) et T est une bij'ection.

THÉORÈME 2. — y(e ', •«<) esf une sous-catégorie de

}(e-, <)• et (5'(e', <)', <)
est une catégorie quasi-inductwe régulière.

Démonstration. — Soit S = (%i, %i, 9?)e=J'(e', <); on a
évideinment :

^-y^^O et p(S)e5'(e-,<).
Soit S' = (^, %i, 3;') e y(e-, <) tel que S'. S soit défini. Soit :

9 = (%', F, %) et 9' = (ar, F', %') ;
posons :

Fi=%i.F.%i, Fi=%Ï.F7 .^
et

Fi.Fi^a'.F'.F.^i.
On a : ______ _

(a(Fi-Fi))«(F) c^(F\y)^) = a(^).

Soit e e a(Fi) ; il existe /i e F^ tel que e == a(/i) ; comme

j3(Fi) c a(^) = (a(Fi))p(p),

0.
il existe une sous-classe A' de F[ telle que (3(/i) == ^A-');
on peut supposer A' saturée par induction dans (F', <;) ; si
a' s A', on a :

«Wi^Fi et a'.(a(a')A)eFi.Fi.
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f

D'après la condition (P), /i = Ĵ a(A')/i par suite :

, = 0 a(a'. (a(a')/,)) ^ (a(Fi.F,))^.
a'eA'

Donc (a(Fi.Fi))^)= a(%i). De même

(P(F,.F,))^=((3(F,))^,

de sorte que Fon a S'.SeJ'^-, <). Donc }'(e-, <) est une
sous-catégorie de }(e*, <)• et (}'(e', <)•, <) est une catégorie
ordonnée. Si de plus on a S == (^ ^2? ^) e }'(6', <)o et Ç < a(S),
soit ̂ = E^.^.E^ où Ea= (FI(F.^))P(F). Alors (^, ^, ^),
est le pseudoproduit S^ dans (}'((0', <)', <); dualement, il
existe un pseudoproduit Ç'S tel que P(^'S) == ^', si ^' < [Î(S)
Si S" < S'.S et S' = (^3, %3, ^/) ^ }'(£•, <), on a :

S''=(^3,^(%3^3,^
où

%3=E3.%' .E3 , Ë3= (E3)p(p)>,

Ë3 étant la classe intersection de (Î(F.%3) avec 0(^3. F'). Donc
W. <)•. 0 est régulière.

— Supposons (^î, ̂ , ^) <S dans ^'(C-, <), <), pour tout
i e I, où 1 est une classe donnée. Soit E la sous-classe saturée
par induction de %o réunion des a(F,), où Fi==^.F.^, et
Ei = (E)a(p); soit de même E' = u (3(F;) et Ei == (E^^). Pour
tout i e I, on a : a(â^) c Ei. Posons :

î6i= EI.ÎB.EI et %i= Ei.^'.Ei.

Alors (%i, %i, 9<) est une (P)-superfusée, qui est un agrégat
de la famille (%;, .̂, 3?)^i dans (}'(e-, <), <). Ceci prouve
que (}'(6*, <)', <) est une catégorie quasi-inductive régulière.

COROLLAIRE. — La classe }"(Ê', <) des (P)-super fusées
(%', %, ^)), où yee et ^(f) =(?(/•)>, /•>, a(y)>), ^ u^
sous-catégorie saturée par induction de (T(6*, <)*, <;) et par
suite (}"((3*, <)*, <;) e^t un<° catégorie quasi-inductive régulière.

PROPOSITION 5. — L'application T' :

(^^(/•))^i.FA,n
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est une bijection de J"(6', <) (corollaire th. 2) sur la classe
J((3*, <<) des couples (F, /*), ou F e5t une sous-classe de G majorée
par /*, saturée par induction et agrégation dans (f>, <<).

Démonstration. — T'(%i, %i, ?•(/*)) vérifie les conditions indi-
quées d'après la proposition 4. Inversement, soit (F, f) un
couple vérifiant ces conditions et montrons que (F, p'(jQ)
vérifie la condition 3 de la proposition 4, d'où résultera la
proposition 5, les conditions 1 et 2 de la proposition 4 étant
évidemment satisfaites. Pour cela, montrons que les relations

f<f, a(f)ea(F) et m-OT

entraînent f es F. Il existe /i e F tel que a(/i) = a(/'') et il
existe /*a e F tel que (î(^) == ?(/'')• Comme (Ê*, <) est sous-
préinductive, il existe /*i == f^ n /*' et /*2 == /2 n /v et on a :

A-F, A - F , a(^) = a(^) n a(f) = a(f)

iw- m,
d'où />/ == /'i 1 J / ' 2 , et par suite /*' e F, ce qui achève la démons-
tration.

THÉORÈME 3. — T' (p110?- 5) définit un isomorphisme de
(J"(6*, <)', <) 5ur la catégorie sous-inducti^e (J(Ê*, <)', <)
dont îa Zol de composition est définie par:

(F', f).(F, /^((F7:^.^, /•'./•) ,̂ ^ seulement si,

a(f) = (3(/') = e et W^o = (P(F)).>,

et la relation Sordre par:

(F', /") < (F, f) si, et seulement si, f == f et F' c F.

Démonstration. — D'après le corollaire du théorème 2, la
catégorie j((°', <;)' image de }"(6*, <;)' par T' a pour loi de
composition :

(F', f).(F, f) == {^.f>.f>.6^ /•'./•) si, et seulement si,

<n = W = e et W}\> = (P(Fy),>,

où S) (resp. où %') désigne la sous-catégorie pleine de o^/*^
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(resp. de ?(f)>) ayant (a(F)),^> (resp. (P(F'))^)>) pour
classe de ses unités. Posons /*" ==/*'./'. Puisque (%', %, pt-(/1")) est
une (P)-superfusée en vertu du théorème 2, F" ==%'./''> ./>> .%
est une sous-classe saturée par induction dans (6, <) et on a
(F'.F)^> c F". Inversement, soit AeF" ; il existe une sous-

a(/)

classe E de a(F) telle que a(/i) == ^ J E et, d'après la démons-
tration du théorème 2, pour tout e e E il existe une sous-

e

classe Ke de F'. F telle que e == i J a(K^). De même il existe
6(n

une sous-classe E' de P(F') telle que (3(/i) == ^ J E7 et, pour
tout ^'e E', il existe une sous-classe ^K de F'. F telle que

e'

e1 = [ J (3(e'K). Si k est un élément de Kg (resp. de g'K), on a :

a(/c) == a(A n k) (resp. P(/c) == ?(/i n /c)),

/c n h e F'. F. Par suite on peut supposer Kg < h et e'K <; /i.
Il en résulte que h est le (/"'./^-agrégat de la classe réunion
des classes Kg et e'K, où <° e E et e e E'. Donc Ae(F' .F)^>
et F" == (F'.F)^>. Ceci prouve que Pon a:

(F'.D^F.^^aF'.F^.r).
Nous désignerons par a et (3 les applications source et but dans
î(6*, <)*; on a : a(F, f) = (%, a(/*)), où % est la sous-catégorie
pleine de o^/*^ ayant (a(F))a(/)> pour classe de ses unités.
- Soient (F, /•)eJ(e-, <) et (F', f) ej((3-, <). Si

T'-^F^fXT'-Wy).

on a F' c F et f = /*. Inversement, supposons F' c F et /*' == /*.
Comme F et F' sont saturées par induction dans {f>, <;)
et que (6\ <<) est régulière, a(F'), et par suite (a(F'))o^)>,
est saturé par induction dans (o^/^, <;); de même (P(F'))p(y)>
est saturé par induction dans (pQQ^ <). Par conséquent
T'-^F', f) < T'-^F, /•) dans (}"((?•, <), <). Ceci montre que
la relation d'ordre indiquée est l'image de la relation d'ordre
de (J"(e', <), <). Comme (J"((3', <)', <) est une catégorie
quasi-inductive régulière (corollaire th. 2), il en résulte que
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(J(6', <)*, <) est une catégorie quasi-inductive régulière
isomorphe. Pour montrer qu'elle est sous-inductive, il suffit
de prouver qu'elle est aussi sous-préinductive.

— Soient (Fi, f) e }((?•, <) et (F^, f) e)((°-, <). Désignons par
Fi n F^ la classe intersection de Fi et Fg. Soit C une sous-classe
de Fi n Fg ayant un /*-agrégat /*'. Comme C c Fi, on a f e Fi;
de même f e Fg, d'où (Fi n F^> = Fi n Fg et (Fi n Fg, /*)
est l'intersection de (Fi, /*) et de (F2, /'). Montrons que l'on a :

a(Fi n F^ /•) = a(Fi, /•) n a(F^, f).

Soit e e a(Fi) et e e a(F2). Il existe /i e F^ et f^ e Fg tels que
^A) = a(/2) == ^; puisque fi<fetf^<fet que (6*, <)
est une catégorie sous-prélocale, on a a(/i n ^2) = e et

A n ̂  e Fi n F .̂
Soit

^^(^F^oc/^nÇ^F,))^^.

Il existe des sous-classes Ci et Cg de F^ et Fg resp. telles que :
e' e'

^'-U^) et ^U^)-
D'après l'axiome de distributivité, e' est aussi un sous-agrégat
de la classe formée des c^ n Cg, où Ci e a(Ci) et Cg e aÇCg). Comme
Ci n Cg e a(Fi) n a(Fa) on trouve e' e (a(Fi n Fa))a(/)> ; par suite
a définit une application sous-préinductive [1]. Pour une raison
analogue, (i définit une application sous-préinductive, de
sorte que (J(6*, <) *, <) est une catégorie sous-inductive
régulière.

THÉORÈME 4. — (J((° ', <;) ', <;) admet une catégorie sous-
inductive régulière (J(^*, <)*? <) pour quotient [2] relativement
à la relation d9 équivalence v : (F, /*) ~ (F, /*') si, et seulement si,
il existe feG tel que:

f<f. f<r et F<f.

De plus (J(6*, <;)*, <;) est une catégorie sous-locale admettant
une sous-catégorie régulière isomorphe à (6*, <;).
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Démonstration. — v est une relation symétrique et réHexive.
Supposons :

(F,f)~(F,/ ' ) et (^-(F^').

Il existe fe & et f e G tels que :

f<f. f<f\ F<^; f<f,
: r<f et F < f ,

de sorte que l'on a :

ff/=fnf<f^ r<r et F<r,
d'où (F, /'')~(F, ^'). Ainsi v est une relation d'équivalence.
De plus on a : (F)j> = (F)y> = F, c'est-à-dire (F, f) c }(Ê-, <),
d'après la proposition 5.

— v est compatible avec a et (î. Si les composés :

, (F',/").(?,/•) et (F',r).(F,r)

sont définis dans J(6', <;)', et si on a :

(F, f) - (F, 7) et (F', f) ~ (F', 7'),

soient fe 6 et f e 6 tels que :

f<f. f<7, P<f et f<f\ f<r, F'<f.

Posons e=OL(f)n^(f) et F'.F == (F'.F)^.y)>. On trouve

(F'-F, /".^-(F'.F, (/".).(./•)) -(F'.F, r. 7).

Donc v est compatible sur j (6*, <)'.
— D'après la proposition 21 [2], il existe un graphe multipli-

catif quotient [2] de J(Ê', <)• par v, dont nous désignerons
la loi de composition par •, les applications source et but par
a' et P* respectivement. Soit v l'homomorphisme de }(C*, <)'
sur J{e\_<)9 défini par:_(F, /*)-> (F, f) mod v. Supposons
(F', f) - ?(Ê-, <), (F, f) e J(C-, <) et a-(v(F', f)) == p-(v(F, /•)),
c'est-à-dire v(a(F', f ) )=v(p (F , /•)). Cette condition entraîne

E = (a(F'))^> - (?(F))^>



138 CH. EHRESMANN

et il existe e e ËQ tel que :

^«'), ^<m et E<..
Il en résulte :

(F', f'e) ~ (F', f) et (F, ef) ~ (F, /•).

Le composé S = (F', /"e).(F, ef) est défini dans }(C', <)•,
de sorte que le composé v(F', f')^(F, f) est défini dans J(Ê', <)•
et égal à v(S). Si de plus on a (F", f')e}(e-, <) et

a(F", H ~ f^F', f),
on obtient :

v(F", f") .v(S) = ̂ (F", D .v(F', f)).v(F, /?).

Donc J((°^ <;)' est une catégorie, qui est la catégorie quotient
strict de }(<3', <)• par v.

— Considérons sur J(Ê', <) la relation :
N < N' si, et seulement si, il existe (F, f) e N et (F', f) e N

tels que F c F'.

Cette relation est équivalente à la relation :
N < N' si, et seulement si, il existe (F, f) e N, (F', f ' } e N'

et f^G tels que F c F', f< f, f < f et F' < f,

puisque ces dernières conditions entraînent (F, f) e N, (F', f} e N'
et (F, f) e N. Il s'ensuit que N < N' est une relation d'ordre
sur J((°', <). Supposons N < N' = v(F', f). Il existe (F, f) e N
et (F', / ')eN' et on a FcF'; il existe aussi f" e 6 tel que:

f"<f, f"<f et F'<r.

On en déduit (F, f") e N et (F', f") e N', ce qui a pour consé-
quence (F, f) <= N. Ceci prouve :

(W, <), <), v, (J(e-, <), o^û"
(voir [1]). Donc v vérifie l'axiome {<f) (prop. 30 [2]) et, en
vertu de la proposition 30 [2], (J(Ê', <), <) est une classe
sous-inductive quotient de (} (<3', <), <). On en conclut,
en utilisant le théorème 23 [2], que (J((°', <)•, <) est une
catégorie sous-inductive.
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— Soit N = v(F, f) ; si (Fi, /•) < (F, f) et (F^, f) < (F, /•) dans
OK6', 0, 0, et si v(Fi, /•) = v(F2, /•), on a Fi = F^, ce qui signi-
fie que la restriction de v à la classe des minorants de (F, f) est
une bijection sur la classe des minorants de N dans

W, <), <).
Il en résulte que, si A e J(6', <); et A < a'(N), il existe

(^O)-A

tel que (%, a(/*)) < a(F, f) ; alors v((F, /•)(%, a(/"))) est le pseudo-
produit de N et de A dans (J(C*, <)•, <) et a'(NA) == A.
De même si A'<(^(N), il existe A'N et on a (S'(A'N) == A'.
Enfin, si N' • N est défini et si N" < N' • N, il existe (F', f) e N' et
(F , / ' )eN tels que (F', r).(F, f) soit défini et il existe
(F", f) e N" tel que :

(F",n<(F',f).(F,/1),

d'après ce qui précède. Puisque (}(Ê*, <;)', <) est régulière,
on a :

(F^D-^n^Fi,/1),
où

FicF' et F^cF;
d'où:

N" = Nl.Ni, Ni = v(Fi, f) < N' et Ni = v(Fi, /•) < N.

Ceci montre que (J(6*, <;)', <;) est une catégorie sous-inductive
régulière quotient de (J(6 *, <) *, <).

— L'application 9 : /* -> v (/>>, /*) identifie 6* à une sous-
catégorie régulière de (J(6', <;)*, <).

— Supposons K, == v(F,, /*) e J(6', <), où i e I. Puisque la
classe des K,, où i e I, est majorée par 6(/*) dans (J(Ê ', <;), <),

9(/) _
il existe K=|_J K, == v(F, /*), où F = (H)y>, en désignant

i€l

par H la classe réunion des F;. Soit K' == v(F', f) e J(Ê\ <)
tel que K n K' = v(G, f) soit défini. On a :

(G, /•) ~ (G, f) ~ (G, f) et G c F n F ' .

Si C est une sous-classe de F n F' admettant un sous-agrégat g,
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les relations ge(F')^> = F' et ge (F)y> = F entraînent
g e F n F', d'où :

(F n F')^> = F n F' et G = F n F'.

De plus, pour tout i e I, K; n K' = v (F^ n F', f) est défini et
il existe :

ecn
K"=v(F" , / l )=UK,nK' .

iei

Si G' désigne la classe réunion des F, n F', où i e I, on a :

F" = (G')^> c F n F'.

Par ailleurs, soit g' e F n F'. Il existe une sous-classe C/ de
ff'

H telle que g' == [ J C' ; pour tout c <= C', il existe i e I tel
que c' e F, n F' c G' ; donc g' e F" et F n F' = F". Par consé-
quent : K" = K n K' et (J(6*, <)', <) est une catégorie
sous-locale.

COROLLAIRE. — Si (6*, <) est une catégorie prélocale,

w, <)•, o .
est une catégorie locale, isomorphe à la catégorie locale (J*, <;),
où J est la classe des sous-classes de G qui sont majorées, saturées
par induction et par agrégation dans (6, <), munie de la loi
de composition :

(F', F) -> (F'.F)^ si, et seulement si, (a(F'))(o = (p(F))g,

et de la relation (Kordre:

Fi < F si, et seulement si, Fi c F.

Démonstration. — Soit v(F, /*) e J(Ê*, <;). Si /*' est un autre
majorant de F, on a F << f n f, car (Ê*, <;) est prélocale, et

(F)/> = (FW)> = (T%>,
d'où

(^^^-(F,/*).
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En tenant compte de la proposition 5, on voit que l'appli-
cation

X : v(F, f) -> F où v(F, f) e J(6-, <)

est une bijection de J(&\ <) sur la classe J. Comme toute
sous-classe C de J(Ê1, <) majorée par X-^F) e J((°\ <) est aussi
majorée par 0(/*), où /* est un majorant de F dans (6*, <),
X(C) admet pour agrégat l'élément (C')g, où C' est la classe
réunion des F e X(C). Le corollaire s'en déduit.

Soit 3? la catégorie des foncteurs inductifs entre caté-
gories sous-prélocales, c'est-à-dire des foncteurs ordonnés véri-
fiant la condition U([l], p. 214), ((S-, <), y, ((°-, <)), tels que
(6 , <) et (S*, <) soient des catégories sous-prélocales et que
les conditions fe (D, f < f et f < /• entraînent :

î(fnr)=î(f)n9(r).
Soit 3î la sous-catégorie pleine de 3? ayant pour objets les
catégories sous-locales. Soit ^ la sous-catégorie pleine de 3f
ayant pour objets les catégories locales.

THÉORÈME 5 (Théorème de complétion). — (J((°', <)•, <)
est une ^-projection de (Ê*, <) dans 3? (voir [2]).

Démonstration. — Montrons que

9==( ( J (e - ,< ) - ,< ) , e , ( e - ,< ) )
est un ^-projecteur dans 3". Pour cela, prouvons d'abord
que 6 e 3". En effet, si C est une sous-classe de Ê ayant un sous-
agrégat /', la classe 0(C) admet 6(/*) pour sous-agrégat. Si
f < f et f < /-, on a :

6(f n f') = v((f n fy, f n f) = 6(f) n e(D.

donc 6 e 3?.
—_Supposons <S> = ((S-, <), y, (6*, <)) e 3? et (S-, <) e 3f.

Soit <p l'application :
?(/)

^n-^U^ où ^n-j^, o.
Si (F, f) ~ (F, /) modulo v, il existe fe 6 tel que :

f<f\ f<f et (F, f) ~ (F, /•).
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Par suite :
?(/) ?(?) ?(/')

U^^U^-U^)'
et l'application 9 est bien définie. Montrons que y définit
un foncteur. En effet, comme $ est un foncteur inductif,
pour toute sous-classe F de 6, majorée par f<=G, on a:

|^j9(F)=^j9((F)^), où 7=T(f).

Soit N = v(F, /•) s J(6', <) et A = a'(N). On a :

A = v(%, e), où e = a.{f),
S>=E.e>.E et E == (o(F)),>.

Posons :

e = y(e) et e' = |j 9(E).

D'après ce qui précède, on a :

^=U9(a(F))<Uç(%)<e.

De la relation :

î(g) = î(P(g)-g.a(g)) = ?(P(g)).î(g).?(a(g)) < e'eé' = e',

où g e %, il résulte 9(%) <; e ' . Donc :

e^Uç^^^A).
Comme :

/ ?(/) \ e î

a(y(N)) = a(,[j 9(F); = (J a(9(F)) = [J y(a(F)) = e',

on obtient : a(y(N)) = y(a*(N)). De même

P(9(N)) = 9(?-(N)).

Soit N' e J((3', <) tel que a*(N') = ?'(N) ; on peut supposer
qu'il existe (F', f) e N' tel que (F', /"). (F, /•) soit défini; posons :

7-f{n, r=<p(n, r=î(f./-),
/i = 9(N), A' = ^(N') et h" = y(N'.N).
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On a:

h" =(J^.F) < (Ù^Z^Ù^)) -h'^-
D'après le début de la démonstration, on trouve :

a(^. h) = a(A) = y(a-(N)) == 9(a*(N'.N)) = a(À")

et de même ?(A'. h) = ̂ (h"^. Il s'ensuit h ' . h = A", car (S-, <)
est ordonnée. Par suite y(N'.N) = y(N').y(N) et 9 définit
un foncteur.
_ — Supposons K; == v(F,., /•) < v(F,_/^ pour tout ie I. Le
v(F, /•)-agrégat K des K, est égal à v((F')y>, /•), où F' est la
classe réunion des F;, de sorte que :

W) ?(/) / ?(/) \ ?<&)

?(K) = Uî(F/) = U (U^F.)) = U^^)-
17 {- iel ielrLnhn, on a :

T(/)
î(Ki n K^) = y(v(Fi n F,, /•)) = [J ç(Fi n F,),

d'après la démonstration du théorème 4, et
/Tœ, \ / ?(/) \ <P(/)

<p(K,) n y(K,) = (U^^)) n [U^) = LJ(î(A) " ̂ )),
/,eF.

en vertu de l'axiome de distributivité dans (S", <). Puisque
Fi et Fg sont majorés par f et que $ est un foncteur inductif,
on a :

î(A) " ï(^) = î(A n^),
quels que soient /i e Fi et ^ e Fg. Par conséquent:

y(Ki) n 9(Ka) < y(Ki n K^)
et

ç(Ki) n 9(K2) = y(Ki n K^),

car ç(Ki n Kg) < 9(Ki_) n ^(Kz). Ceci démontre que 9 définit
unjoncteur inductif $ == ((S-, <), y, (J((3-, <)•, <)) tel que
$.0 = <Ï>.

— Soit <I>i un autre foncteur inductif de (J(C', <)•, <) vers
(S-, <) tel que ̂  .6 = î>. Soit K = v(F, /•) ; comme K est le
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v(F, /')-agrégat des éléments O(^), où /^esF, on doit avoir:
?(/) _ ?(/)

^.(K) = U ̂ (W) == U ̂ F) = î^

ce qui entraîne $ == <1\. Donc 6 est un Sf-projecteur [2] et
par suite (J(6*, <)', <) est une ^-projection de (G', <)
dans 3?.

COROLLAIRE 1. — Si (Ê', <;) est une catégorie sous-locale
régulière, 6 est un isomorphisme de (6*, <;) sur (J(6*, <;)*, <;).

Ceci résulte de l'unicité, à un isomorphisme près, d'une
Jf-projection (voir [2]).

COROLLAIRE 2. — 5i (6*, <<) est une catégorie prélocale
régulière, (J(Ê*, <)', <) est une Si-projection de (6*, <).

Ce corollaire résulte du théorème 5 et du corollaire du théo-
rème 4.

Remarque. — Le théorème 5 et le corollaire 2 de ce théorème
admettent pour cas particuliers des théorèmes de complétion
démontrés dans [2] et [3], dans lesquels (6*, <;) est supposé
être un groupoïde sous-local.
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