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TYPES INDUITS DES PARABOLIQUES MAXIMAUX
DE Sp,(F) ET GSp.(F)

par L. BLASCO et C. BLONDEL

Soit F' un corps local non archimédien et G le groupe des points
rationnels sur F' d’un groupe algébrique réductif connexe défini sur F.

L’étude de la catégorie R(G) des représentations lisses complexes de
G se réduit, grace a la décomposition de Bernstein ([Be] ou I'introduction
de [BK2]), & celle des sous-catégories pleines R°(G) indexées par les classes
d’inertie 5 dans G (1.

Afin de préciser la structure de R*(G) pour chaque classe d’inertie
s, C. Bushnell et P. Kutzko ont développé la notion de s-type [BK2]. Il
s’agit de paires (J,7) constituées d’un sous-groupe ouvert compact J de G
et d’une représentation irréductible 7 de J telles que les objets de R*(G)
soient exactement les représentations lisses de G engendrées par leur com-
posante T-isotypique. Lorsque s est la classe d’inertie d’une représentation
supercuspidale de G, trouver un s-type est fortement lié a construire o
par induction & partir d’un sous-groupe ouvert compact de G ([BK2], §5).
Lorsque s est la classe d’inertie d’une représentation supercuspidale o d’un
sous-groupe de Levi propre M de G, on espére obtenir des s-types in-
duits, c’est-a-dire des s-types (J, 7) permettant d’interpréter la restriction
a R*M (M) (sp la classe d’inertie de o dans M) du foncteur d’induction
parabolique, & partir d’un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi

Mots-clés : Représentations — Groupes réductifs p-adiques — Types.
Classification math : 22E50 — 20G05.

Une classe d’inertie est une classe d’équivalence de paires (M, o) formées d’un sous-
groupe de Levi M de G et d’une représentation supercuspidale irréductible de M, pour
une relation d’équivalence combinant ’équivalence des représentations, la torsion par un
caractére non ramifié de M et la conjugaison dans G.
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M jusqu’a G, en termes d’homomorphisme injectif d’une algebre de Hecke
sur M associée & un sps-type, dans 'algebre de Hecke H(G, 1) ([BK2]).

Dans [BK2|, C. Bushnell et P. Kutzko formalisent ce probleme de
la facon suivante. Ils définissent les paires couvrantes d’un type (Jar, 7ar)
dans M (ou G-cover) relativement & un sous-groupe parabolique P de G
de facteur de Levi M, ce que nous répétons ici.

Notons N1 le radical unipotent de P et N~ celui du parabolique
opposé par rapport & M. Une paire décomposée (J,T) relativement &
P est une paire formée d’un sous-groupe ouvert compact J possédant
une décomposition d’Iwahori par rapport & M et P (c’est-a-dire que
J=J"(JOAM)J*t ou J* = JN N*) et d’une représentation irréductible
7 de J dont les restrictions & J* et J~ sont triviales. Une paire couvrante
de (Jp,Tv) dans G relativement & P est une paire décomposée (J,T)
relativement & P telle que Pintersection de J et de M soit J)y, la restriction
de 7 a cette intersection soit 7p; et que pour toute représentation lisse
irréductible (7, V) de G, la restriction & la composante 7-isotypique V7 de
I’application de Jacquet rn+ soit injective.

Ils montrent alors que les paires couvrantes de types possedent les
propriétés espérées :

TueoREME [BK2].— Soit o une représentation supercuspidale irré-
ductible d’un sous-groupe de Levi propre M de G. Notons s sa classe
d’inertie dans G et sy celle dans M. Si (Jpr,Tpr) est un sps-type dans
M et si (J,7) est une paire couvrante de (Jpr,Tr) relativement a tout
parabolique de facteur de Levi M, alors la paire (J,T) est un s-type induit
dans G.

A Theure actuelle, il est intéressant d’illustrer cette théorie par
des exemples explicites. Le but principal de cet article est de compléter
Pexemple de G = Spy(F'), ou F est de caractéristique résiduelle impaire, par
le calcul des types induits associés aux classes d’inertie des représentations
supercuspidales des sous-groupes de Levi maximaux. Le lecteur trouvera
les résultats analogues pour les paraboliques minimaux dans [Ro] et une
synthése de résultats concernant les types de Sps(F') dans [Actes Luminy].

La bibliographie cite quelques-uns des travaux récents contenant des
constructions de types : [Mo], [MP], [BK3|, [BI2], [Le], [Ad], [Ki], [Au],
[St]. Les types induits de niveau 0 que nous obtenons en I1.4 et IIL.5
(correspondant & n = [ = 1 dans la série non ramifiée) sont identiques &
ceux obtenus par L. Morris dans [Mo]. En outre, J. Kim [Ki] construit dans
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un groupe classique général G une famille de paires (J, 7) et annonce qu’il
s’agit de types dans G, ceci avec des hypotheses plus restrictives sur le corps
de base, qui doit étre de caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle
p au moins égale a 17, la valuation de p étant explicitement bornée. La
comparaison avec son travail s’avere plus délicate, en particulier parce que
les paires qu’elle obtient ne sont pas nécessairement décomposées. Parmi les
cas examinés, la construction de [Ki] fournit parfois des paires décomposées
qui sont alors des paires couvrantes déterminées ici (par exemple n et [
pairs dans II1.2 et II1.3), parfois des paires non décomposées comparables
a celles-ci en ce sens qu’'une d’entre elles apparait comme un sous-espace
totalement isotrope maximal dans la construction de Heisenberg de [Ki,
3.4.3] (par exemple n pair et | impair dans ITL.2 et II1.3), parfois aussi des
paires non décomposées contenant une telle paire couvrante en un sens plus
complexe.

Le premier paragraphe contient les rappels nécessaires : rappels sur les
types associés aux classes d’inertie supercuspidales des sous-groupes de Levi
maximaux de Sp4(F) d’une part (1.1, 2) ; sur la méthode de construction de
paires couvrantes qui est reprise de [B12] d’autre part (1.3). Cette derniére
repose sur la détermination de “bonnes” suites infinies de paires décompo-
sées, étape qui occupe ’essentiel des deux paragraphes suivants.

Le paragraphe II est consacré au cas du sous-groupe de Levi attaché
a la racine longue. On suit la méme démarche que dans [BI2] : les fonctions
concaves sur le systéme de racines de G utilisées ici sont des “restrictions”
de celles déterminées la.

Par contre, 1’étude du sous-groupe de Levi de Siegel (§III), isomorphe
a4 GLo(F), conduit & exhiber d’autres suites que celles attachées aux fonc-
tions concaves sur le systéme de racines. En effet, il s’avere parfois impos-
sible d’obtenir des paires couvrantes au-dessus des types supercuspidaux
de taille maximale dans GLo(F) (représentations de GLy(0) ou du sous-
groupe d’Iwahori standard). On doit alors choisir, pour une classe d’inertie
supercuspidale s donnée du sous-groupe de Levi, un s-type assez petit pour
servir de base & la construction d’une paire couvrante. Cette situation nous
conduit & faire une étude systématique des réseaux de 'algebre de Lie du
radical unipotent du parabolique de Siegel normalisés par des sous-groupes
remarquables de GLy(F') (§IIL1.1). Cette étude nous permet de construire
les types induits cherchés (II1.3,4 et 7) et de prouver en IIL.9 que des s-
types plus gros n’admettent pas de paires couvrantes. On utilise dans ces
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paragraphes des propriétés des paires couvrantes qui sont démontrées dans
un cadre général en 1.4.

Un récapitulatif des résultats obtenus figure en I1.4, IIL.5 et IIL.8 :
pour chaque classe d’inertie s associée & une représentation supercuspidale
d’un sous-groupe de Levi maximal de Spy(F'), est explicité un s-type induit.

Le dernier paragraphe contient les résultats analogues quand G est
le groupe GSp4(F) (IV.2). Cette fois-ci, la construction repose sur I'idée
naive que Sp4(F) et GSps(F) ayant les mémes radicaux unipotents et des
sous-groupes de Levi qui ne difféerent que d’un tore, les suites obtenues dans
le cas du premier doivent convenir dans le cas du second. Ceci est exposé
précisément en IV.1.

Les résultats que mous présentons ici ont été établis en vue du colloque de
Luminy, “Analyse harmonique sur le groupe Sp(4)”, en juin 1998 : nous en remercions
les organisateurs Paul J. Sally et Marie-France Vignéras. Nous avons apprécié les
conditions de travail offertes par ’hospitalité de Peter Schneider, a Minster lors du
groupe de travail “K-types pour les groupes p-adiques” en mai 1998.

Mille et un mercis a Guy Henniart : son soutien attentif tout au long de ce travail
a été une précieuse stimulation. Et les sympathiques encouragements de Colette Moeglin
nous ont bien efficacement accompagnées.

I. Préparatifs.

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle
impaire. On note o ’anneau des entiers de F' et p = wo son idéal maximal.
On fixe un caractere additif ¢» de F' de conducteur p; pour n € N on notera
¥, le caractére de conducteur p™ défini par 9, (t) = ¥(w!™t), t € F.

Soit G = Sp4(F) que l'on identifie au groupe des matrices g € My(F)

0 0 0 1
fixant la forme alternée sur F'* de matrice 8 _(1) (1) 8
-1 0 0 0

A conjugaison pres, G possede deux sous-groupes paraboliques maxi-
maux notés P, (parabolique de Siegel) et Ps dont les sous-groupes de Levi
M, et Mg sont isomorphes respectivement & GLo(F) et F* x SLy(F) - la
notation fait référence au choix d’une base o (racine courte) et 3 (racine
longue) du systéme de racines ® de G. Ce choix est fait ici, relativement au
sous-groupe T des matrices diagonales, de telle sorte que les sous-groupes
radiciels X, = z,.(F) — dans les notations de [BT], 6.1.3.b —, soient pour
redt:
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1 » 0 O 1 0 u O
010 O 01 0

Xa = za(u) = 00 1 —ul ¥ EF », Xa+,@ = za+ﬁ(u) =10 0 1 g ,UEF 3,
0 0 O 1 00 0 1
1 0 0O 1 0 0 u
01 » O 0100

Xg =< zg(u) = 00 1 0| ¥€EF s Xoarp= Ton4p(u) = 00 1 0] ¥EF,,
00 01 0001

et pour r € & : X, = 'X_,.. Pour r € ®, on note (, et h, les
homomorphismes de SLy(F) dans G et de F'* dans G respectivement tels

aue
(5 1)) =mweac((l ) =rmw wen
m =6 ((5 2)) @ern.

On note N} et N, ; les radicaux unipotents de P, et Pg, et N et
Ng leurs opposés par rapport a M, et Mg respectivement. Dans la suite
on abrégera les notations en M, P, Nt et N~ chaque fois que la racine «
ou [ sera fixée.

La construction de types attachés aux classes d’inertie dans Sp4(F’)
de représentations irréductibles supercuspidales de M, (ou Mp) s’appuie
sur la description qui suit des types attachés aux classes d’inertie dans M,
(ou Mpg) de représentations irréductibles supercuspidales de M, (ou Mpg).

I.1. Les représentations supercuspidales de M, et leurs types.

Les représentations supercuspidales irréductibles de GL2(F) sont
toutes induites a partir des sous-groupes compacts modulo le centre maxi-
maux de GLy(F), qui apparaissent comme les normalisateurs des or-
dres principaux de M3(F). Soit s = [M,w|p la classe d’inertie dans
M ~ GLy(F) d’une représentation 7 irréductible et supercuspidale de
M = M,. 1l résulte de [Ku| et [BK2] que s posséde un type de la forme
(A*,7) ou A est un ordre principal de M>(F') et 7 une représentation
irréductible de 21* de quasi-conducteur n > 1 et de défaut 0.

Pour 2l un ordre principal de M»(F'), on note ‘B son radical de Jacob-
son, ¢ sa période et Ky = {g € GL2(F), g2g~! = A} son normalisateur,
muni de sa filtration standard :

Ky DKQ=ADKy=I+PD..DKy=I+P"D ...
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Quitte & conjuguer par un élément de GLs(F'), on suppose A* =
GLy(0) quand e =1 et A* = (‘;JX gx ), le sous-groupe d’Iwahori, quand
e=2.

Considérons donc (2%, 7) un s-type de M comme ci-dessus. Le quasi-
conducteur de 7 est le plus petit entier n tel que 7 soit triviale sur

K& N SLy(F); la représentation 7 est de défaut O si et seulement si sa

restriction & {(é 1{) , U € p”‘l} ne contient pas la représentation triviale

[Ku].

On note x le caractére central de 7 et | = min{r € N*/x(1+p") = 1}.
On appelle [ le conducteur de x; on attire ’attention sur le fait que, par
définition, | est au moins égal a 1.

Excluant maintenant le cas ot e = 1 et n = 1, d’apreés [Ku], il existe

ne41
un caractere xo de F'* tel que la restriction de 7 ® xo o det & KQ[l 2]

contienne un caractere de la forme

ne+1]

Yniea1,6 + g Yo Tr(@*"6(g—1)), geKy?

ou I’élément 6§ possede les propriétés suivantes :
— 6 engendre une extension quadratique E de F telle que E* C Ky ;

— & est une uniformisante de E si E/F est ramifiée, § engendre o sur
or si E/F est non ramifiée.

Soit p une représentation irréductible de OEKVE?] contenue dans T
et telle que p ® xpodet contienne ¥,4._1,6; pour tout entier m vérifiant
0 <m < [%], la paire (Jpr,m, Tar,m) définie par :

Intim .

L) Imm =05 K et Tam = IndJZ"[%] p sim>1,

. -]M,O =YX et T™™,0 = Indjx’?m] 14 sim= 07
2

est encore un s-type.
I.2. Les représentations supercuspidales de Mg et leurs types.

Comme Mp est identifié & F* x SLy(F'), commengons par décrire
les représentations supercuspidales irréductibles de SLy(F'). Pour ce faire,
rappelons ([BK1], prop. 1.17, 1.20) que toute représentation supercuspi-
dale irréductible de SLo(F') est isomorphe & un SLs(F')-sous-espace d’une
représentation supercuspidale irréductible de GLo(F). On note L Dinter-
section de L et SLo(F') pour tout sous-groupe L de GLy(F). En utilisant la
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classification des représentations supercuspidales irréductibles de G Ly (F)
précédemment citée et le critere de Mackey, on obtient (voir [KS], en par-
ticulier les propositions 3.5 et 3.7) qu’une représentation supercuspidale

irréductible de SL2(F’) est une induite compacte Indf?Lm"’(F)? avec
(2.1)
A = Mz (o) ou <: Z) ou My (0)” = w™ My(o)w, w = ('g (1)> ,

7 composante irréductible de la restriction & Ky d'une

représentation de Ky de quasi — conducteur n et de défaut 0.

Notons que 7 est elle-méme de conducteur n et de défaut 0.

Soit (Ky,7) comme en (2.1) et x un caractére de F*. Il découle de
[BK2], (5.4), que la classe d’inertie [M, ]y de la représentation super-
cuspidale irréductible 7 induite compacte de x ® 7 & M ~ F* x SLy(F)
possede un type dans M = Mg, & savoir la paire :

(2.2) (0™ x Ka, Xlox ® 7).

On appelle encore ! := min{r € N*/x(1 + p") = 1} le conducteur de yx.

En II on construit des paires couvrantes au-dessus de chaque type
de (2.2) pour lequel 2 est égal & Mz(0) ou a (; g). Le cas ou 2
est égal & Ms(0)¥ se déduit du premier par conjugaison par 1’élément
1 0 0 O
g= 8 zg (1) 8 de GSp4(F), qui normalise P et M. La définition des
0 0 0 w
paires couvrantes entraine en effet :

(2.3) — Soit ¢ un automorphisme continu de G laissant P et M
invariants. Si (J,T) est une paire couvrante dans G relativement a P d’un
type (Jar, Tar) dans M, alors (¢(J), T o ¢~1) est une paire couvrante dans
G relativement & P du type (¢(Jar), 7m0 ¢~ 1) dans M.

Remarque. — Ce fait est bien sir valide dans le cadre général de la
définition des paires couvrantes.
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1.3. Méthode de construction de paires couvrantes [Bl1][BI2].

Le but de ce paragraphe est de décrire la méthode que nous employons
pour construire des paires couvrantes dans Sps(F) relativement & P, ou
Pg des types de M, ou Mg décrits en 1.1 et 1.2. On se place dans un cadre
général :

G est le groupe des points sur F' d’un groupe réductif connexe défini
sur F,

P est un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent N1,
M est un facteur de Levi de P,
N~ est le sous-groupe unipotent opposé de N+ par rapport & M,

(Jar, ™) est un type dans M dont on veut trouver une paire cou-
vrante dans G relativement a P.

Etape 1 — On construit une suite infinie (J;,7;);cny de paires
décomposées relativement & P; rappelons ([Bll] lemme 1) que pour tout
i, J; est le produit J; J MJi+ ou J; et J;L sont des sous-groupes ouverts
compacts de N~ et NT respectivement vérifiant

(3.1) Jy normalise Jf et J7; JYJT C JT ker g J;

La représentation 7; est alors le prolongement de 75, & J; trivial sur J;r et
J.

(2

Les sous-groupes J; sont reliés par :

3.2 J1);eN est une suite croissante et Jr=NT;
i /1€ %
ieN

(J7 )ieN est une suite décroissante.

Un aspect crucial de la construction de cette suite est la mise en ceuvre de

la notion de maximalité inhérente & la définition d’une paire couvrante —
voir (4.1) :

(3.3) on choisit pour chaque i, & J; fixé, le plus grand sous-groupe Ji+

réalisant les conditions (3.1) et (3.2).

Etape 2 — Ayant construit selon les principes ci-dessus une suite
(Ji, Ti)seN, on cherche & montrer & chaque pas, c’est-a-dire & chaque passage
de 7 a 2 + 1, que 'un des critéres formulés dans le théoreme ci-dessous
s’applique; si c’est le cas on conclut grace au théoréme.
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THEOREME 3.4. — Soit (J;,T;);eN une suite de paires décomposées
relativement & P vérifiant les conditions (3.1) et (3.2). Si pour chaque
i € N I'un des trois critéres énoncés ci-dessous est satisfait, alors (J;, ;) est
une paire couvrante de (Jpr,7pr) dans G relativement & P quel que soit
i€ N.

Critére 1. — Pour tout x € J;\;, x ¢ J;, il existe un sous-groupe
fermé H; ; de J; dont le conjugué x_le x soit un sous-groupe de J;
n’ayant aucun vecteur fixe non nul dans la représentation ;.

Critére 2. — Le sous-groupe K; de G engendré par J; et J;i1 est
compact et le support de l’algébre H(K;, J;,7;) est J; ou la réunion de
deux doubles classes modulo J;, soit J; U J; 0J;, o ¢ vérifie les conditions
suivantes :

-1 _ . 1y~ _ 7+ . -1 —
o JIduo=Ju; o Jio=J,,; 0o Jfa: irl -

Critére 3. — 1l existe une racine r € ®* non multipliable telle que
i) JF N X =w(p") et Ty =2 (p) I,
T N Xy =2 (p) et J7 = oo, (0I5, 5
(ii) hy(0*) C Ju et la restriction de Tar o hy & 0* est multiple d’un
caractére x, tel que min{n € N*/x,.(1+p") =1} =t + u.
Démonstration. — Soit (m, V') une représentation de G. D’aprés [Bl2,

I. prop.1], il suffit d’étudier pour chaque ¢ € N, 'injectivité de 'opérateur
MT défini sur la composante 7;-isotypique V¢ par

NT (w) :/ w(y)dy/ r(n)wdn, weVT.
7 T

Le théoréme 1 (resp. les théoréme et proposition 2) de [B12, I} montre que

le critére 1 (resp. critére 2) est une condition suffisante.

Plagons-nous maintenant dans la situation du critére 3. Les conditions
(i) permettent de faire le méme calcul que celui de la démonstration de la
proposition 5 de [B12, II]. On obtient ainsi que pour tout w € V7,

N (w) = c‘ﬁ?(w) (¢ constante non nulle)

ol N7 est associé & la représentation lisse ™ = wo(, de SLy(F') et aux paires
~ X t

~ 0% t+1\ 0 ~

(Ji = (p“‘l ]JOX ),Ti =T1i0() et (Jiq1 = (p“ (fx)ﬂ'iﬂ = Ti410
¢r). Grace a la condition (ii), on conclut comme dans la démonstration
sus-citée. O
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I.4. Paires couvrantes et maximalité.

Nous regroupons dans ce paragraphe quelques résultats utiles sur les
paires couvrantes; les notations sont celles de 1.3.

Le premier résultat précise la notion intuitive suivante : une paire
décomposée, pour étre couvrante, doit au moins étre maximale.

LEMME 4.1. — Soient (J1, 1) et (J2,7T2) deux paires décomposées au-
dessus de (Jpr,Tar) relativement & P, telles que Jy N N~ = Jo, N N~
et NNt ¢ JonN NT. Alors (J1,71) n'est pas une paire couvrante de
(Jnr, Tar).

Démonstration. — En vertu de [BK2], Théoreme 7.9, il suffit d’ex-
hiber une représentation lisse (7,V) de G pour laquelle la restriction de
Jacquet 7+ n’est pas injective sur V| la composante isotypique de type
71 de V sous l'action de J;. Prenons m = Ind?1 T, et notons V son espace,
W celui de 17, 71 et T2, enfin U 'espace de la représentation Indjf 71 de
Jo, considéré comme un sous-espace de V' via l'injection canonique. 11 suffit
de montrer que 'application

p: U™ — U
v o— ¢(v)=/+ m(n)vdn

JZ

n’est pas injective. D’apres [Bl1], lemme 2, ¢ est un opérateur d’entrelace-
ment pour Paction de J; sur U™ et U et image de ¢ est contenue dans
U™. Par réciprocité de Frobenius la multiplicité de 7o dans U est 1 : U™
est une représentation irréductible de J, équivalente a 7o, sa restriction a
J1 est donc une représentation irréductible de J; équivalente & 71, et on
aura gagné si on montre que la multiplicité de 7; dans U ™ est au moins 2.
Or cela découle de

Homy, (Indjf T, Indjf 71) ~ Hom, (71, (Indﬁ T1)|0,)

puisque Indjf 71 n’est pas irréductible, 7; se prolongeant & J,. O

Complétons ce lemme par une remarque :

4.2. — Soient (Jy = J~ Iy JiH, 1) et (Jo = J~JpJS, 72) deux paires
décomposées au-dessus de (Jy, Tar) relativement a P, et soit HT le sous-
groupe de NT engendré par J;" et J,\. Alors J-JyHT est un groupe
auquel la représentation Ty se prolonge en une représentation triviale sur
J et HT.



TYPES INDUITS DES PARABOLIQUES MAXIMAUX 1815

En effet Jps normalise H* et le produit H+J~ est, comme J;tJ~ et
JFJ~, contenu dans J~ ker Tps H.

Le deuxieme résultat a trait au choix du type (Jas, 7ar) au-dessus
duquel on cherche & construire des paires couvrantes : dans la situation de
(1.1) par exemple, on a mentionné [2¢] paires (Jas m, Tar,m) possibles et il
s’avere que toute construction de paire couvrante de (Jar,0,7ar,0) fournit

une paire couvrante de (Jas,m, Ta,m) pour m < [%].

ProprosITION 4.3. — Soit K s un sous-groupe ouvert compact de Jys
et Op; une représentation lisse irréductible de Ky telle que la représenta-
tion induite de 0y; a Jps soit isotypique de type Tps.

1. Soit (J=J~JyJ+,T) une paire décomposée au-dessus de (Jpr, Tpr)
relativement a P.

a) Le produit J~Kp;Jt = K est un groupe et 0, s’y prolonge en
une représentation 6 telle que (K, ) soit une paire décomposée
au-dessus de (K, 0pr) relativement a P.

b) Si (J,7) est une paire couvrante de (Jar,Trr) dans G relati-
vement & P, alors (K, ) est une paire couvrante de (K, 6nr)
dans G relativement a P.

2. Soit (K = J~ KpJt,0) une paire décomposée au-dessus de (K, 0nr)
relativement & P, telle que Jy; normalise J~ et J7T.

a) Le produit J~JyJT = J est un groupe et Tps s’y prolonge en
une représentation 7 telle que (J, T) soit une paire décomposée
au-dessus de (Jpr, Tar) relativement a P.

b) Si (K, ) est une paire couvrante de (K, 0p) dans G relative-
ment & P, alors (J, T) est une paire couvrante de (Jas, Tar) dans
G relativement a P.

Démonstration. — 1.a) et 2.a) Par hypothese K et Jps normalisent
Jt et J~ : il suffit de montrer que le produit J*+J~ est contenu dans
J~ ker@p;Jt pour 1, dans J~ ker 7py JT pour 2, sachant qu’il est contenu
dans le premier pour 2, dans le second pour 1. Or le noyau de 7p; est celui
de la représentation induite de 8y & Jpy, soit

ker mps = ﬂ (ker Opr)°.
s€m/Kum

En particulier kermps est contenu dans ker,; d’ot l.a). Pour 2.a), la
normalisation de J* et J~ par Jy entraine : JTJ~ C J ™ (kerfy)°J
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pour tout s dans Jys; Décriture d’un élément de J¥J~ dans le produit
N~ MNT étant unique, la composante en M d’un tel produit appartient
bien a ker 7.

1.b) 1l suffit de montrer que pour toute représentation lisse (m, V)
de G on a linclusion entre composantes isotypiques : V¢ C V7. Les
sous-espaces vectoriels V? et V7™ de V sont tous deux contenus dans le
sous-espace vectoriel W formé des éléments de V sur lesquels J* et J—
agissent trivialement; c’est un sous-espace stable par 'action de Jy; et
onaV? =W et V7 = W™, Or W est engendré par les images
des entrelacements f € Homg,,(6a,W) et de méme pour W™ ; un
tel entrelacement f se prolonge de maniére unique en un entrelacement
F € Homy,, (IndJK"fw Or, W), dont V'image est isotypique de type Tps sous
Jur, donc W est contenu dans W™

2.b) On garde les notations de 1.b), on veut cette fois montrer, d’apres
[BK2], Théoreme 7.9, que

q: Homy,, (tar ,W) — Homy,, (Tar, Va+)
fr—rNn+of

est injectif. Soit un homomorphisme non nul j € Homg,, (Orr, 7ar). Si
q(f) = 0 alors ry+ o foj = 0 et comme ¢ : Homg,, (O, W) —
Homg,, (0rr , Vy+) est injectif par hypothése on en déduit f o j = 0, d’ou
f = 0 puisque 'image de j engendre ’espace de 7, sous ’action de Jy,. O

Comme nous le verrons au paragraphe III, il arrive que I’on obtienne
une paire couvrante de (Jas,[z1,7ar,[z]) — dans les notations de (1.1) avec
¢ = 1 — alors qu’il n’existe pas de paire couvrante de (JM,[%]_I, TMw[%]_l).

II. Types induits de Mjg.

Dans ce paragraphe, on identifie M = Mg et F'* x SLy(F) grace a
lisomorphisme hogyg X {5 : F* x SLy(F) — M.

Fixons (Jpr, Tar) un type dans M de la forme (1.2.2). Pour la premiére
étape (I1.3), on construit une “bonne” famille de paires décomposées au-
dessus de (Jpr, Tar), ¢’est-a-dire vérifiant les conditions (1.3.1-1.3.3), & laide
des fonctions concaves sur le systeme de racines ®. Cette méthode est déja
décrite dans [B12]. Nous omettrons donc les détails.
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I1.1. Une famille de paires décomposées.

Considérons une fonction concave v sur ® & valeurs dans Z; notons,
pour r € ®, X,(v(r)) le sous-groupe =, (p*(") et JS (e = %) le sous-groupe
deNe:Js= [ X,(v(r)). Dapres [BT] (6.4) et le lemme 1 de [Bl1],

re®<—{es}
une condition suffisante pour que le produit J, = J, JyJ;" soit un groupe

est que la fonction v vérifie :
v(r) + v(—r) > 0 pour tout r € ® — {4},
v(B) = 0et v(—08) 2e—1,
v(@) = (e~ 1) < v(a+ B) < v(a),
v(—a) <v(—a—p) <v(—a)+ (e —1).

(1.1)

Si v est une telle fonction, on note indifféremment
v(a) v(ia+pB) v(2a+p) v(a)  v(2a+B) :
v(—a) v(—a—B) v(-2a-p) v(—a) v(=2a-p8)] ™
v(a) =v(a+ B) et v(—a) = v(—a — B), le sous-groupe J, associé a v et la
fonction v elle-méme.

}, ou méme [

Puisque la représentation 75, est de quasi-conducteur n et que son
caractére central est de conducteur I, son noyau contient Hps(n,l) =
h2a+p(1 + p!) x (g(KE"). Par le lemme 1 de [Bl1], 757 se prolonge en une
représentation 7, de J, triviale sur Jvi des que v satisfait les conditions
supplémentaires :

(1.2)
v(B) =netv(-B)=n+(e—1),
v(@) + v(—a) > max(n,l), v(a+ B)+v(—(a+ B)) > max(n,l),
v(2a+ B) + v(—(2a + B)) >,
v(ia)+v(—(a+B8) 2n+(e—1), v(—a)+v(a+f8) =n.

Lorsque la fonction concave v vérifie toutes les conditions (1.1) et
(1.2), (Jy, T») est une paire décomposée au-dessus de (Jar, Tar) relativement
apP.

11 reste & traduire la condition de maximalité (I1.3.3) sur la fonction
v. On impose :

(1.3) v(a) + v(—a) =max(n,l), v(2a+p8)+v(—2a+p8)) =1

Par la suite, on note k = max(n,[).
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Exemples de fonctions concaves satisfaisant (1.1) — (1.3).
(1.4) Cas non ramifié, c’est-a-dire A = M>(0) ou e = 1.

Si l > 2, considérons un entier i € N écrit sous la forme 1 = 3t + r

avec ,t € Net 0 < r < 3. On définit la fonction concave v; sur ® par :
v | -t —(k=D-2t—7
YTl k+t E+2t+r :
Sil =1, on écrit i € N sous la forme i = 2t + 7 avec 0 < r < 2. On
ARt vs o -t-1) —-(n-3)—-2t—1r
définit v; par : v; = [n+(t-1) nt2t—1)+r }
(1.5) Cas ramifié, c’est-a-dire 2 = (g g) oue=2.

Sil > n+ 1, pour un entier ¢ € N écrit sous la forme i = 4t + r avec

i ) 5 -t -t =2t 4) s
0 < 7 < 4, la fonction v; estdonneepar.[l_H I+t l+(2t+r)} sir=20
-t —t—1 —(2t+r)+17] . _
ou 1, [l+t I4t+1 l+(2t+r)—1} sir=2oud.

Sil <l < n, pour un entier 7 € N écrit sous la forme ¢ = 4t+r avec 0 <

i ) A N —t —2t+r)—(n+1-10)
r < 4, la fonction v; est donnée par : [ Tt ntttl 1+ (2t 4 1)
—t—(r—2) —t—1 —2t—1—(n+1-10)
ou[ ntt+l mater—1 ottt 2 selon que r < 2 ou non.

Sil =1, pour un entier 7 € N écrit sous la forme ¢ = 2t+r avec0 < r <

2, la fonction v; est donnée par : v; = [n+‘tt+r n:f;:l n_+(21t:(r2)t17;)] )

On obtient immédiatement

(1.6) Soient (Jar, Tar) un type de la forme (1.2.2) ot A est M3 (o) ou (g g)
et (vi);en la suite de fonctions définie en (1.4) ou (1.5) selon . On note

Ji = Jy,; le sous-groupe associé a v;.

Pour chaque i € N, 15 se prolonge trivialement & J; en une représen-
tation 7; et la suite de paires (J;, T;);cN est une suite de paires décomposées
au-dessus de (Jpr, Tp) relativement & P satisfaisant (1.3.2).

L’étape suivante (étape 2 de 1.3) consiste & vérifier pour chaque
passage de ¢ & i + 1 I'un des criteres énoncés en 1.3 afin d’obtenir, grace au
théoreme 1.3.4 le résultat :

ProposrTioN 1.7.— Soient (Ja, 7am) un type de la forme (1.2.2) et
(Ji, Ti)ieN la suite de paires décomposées décrite en (1.6). Alors, (J;, Ti)ieN
est une suite de paires couvrantes de (Ja, Tar) relativement a P.

On distingue alors les deux cas, non ramifié (II.2) et ramifié (IL.3).
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I1.2. Démonstration dans le cas non ramifié.

On considere un type (Jar, 7ar) de la forme (1.2.2) avec A = M3(o).

Cas ou | > 2. Nous utilisons le critére 1 a chaque pas, c’est-a-dire que
nous déterminons pour tout i € N et tout z € J;\; — J;*, un sous-groupe
fermé H, , de J; dont le conjugué z='H; .z soit un sous-groupe de J;
n’ayant aucun vecteur fixe non nul dans la représentation 7;.

Rappelons qu’un tel sous-groupe ne dépend que de la classe a droite de
x modulo J;’ et que son existence ne dépend que de la classe de conjugaison
sous Jys de z ([Bl2]).

Le premier rappel permet de se restreindre aux € X , (-t — 1)
Xotp(-t=1)sii=2 3],z € X oqyp(—(k—1) — 2t —r — 1) sinon.

Le deuxiéme rappel permet de se restreindre aux ¢ € X o4 (—t —1)
sii =2 (3] car X o X o+ s'identifie & F' x F' et I’action par conjugaison
de Jar, sur X o X a4 se traduit en action naturelle de 0™ x SLy(0) sur
FxF:(\g)-(ab)=(Aa,\b)g~ L.

Sii # 2[3], z = zaays(c) ou vallc) = —(k —1) =2t —r — 1L
Considérons le sous-groupe fermé H;, = X _(2a4p) (K + 2t + 1) de J; .
Siy=2z_(2a+8) (v) € H;z, alors

27y = hzat (1 — )2 (2at8) (v(1 — V)220 5(— V(1 — cv) ™)

appartient & JpsJ; J; puisque v est dans p*+2+". Donc 27 H, ;x C J; et
(27 yz) = Tar(h2a+s(l — ) = x(1 — cv). Comme v — cv définit une
bijection de p*¥+2t+7 sur p'~1, aucun vecteur ne peut étre fixe sous ' H; ,x
dans la représentation ;.

Sii = 2[3], £ = za4p(c) ot val(c) = —t — 1 et nous considérons le
sous-groupe fermé H; ; = X _(aqp) (k+1t)sil>nou H;p, = X 4 (k+1)
sil <n.Quand I >n, y € H; ; est de la forme z_(o44)(v), v € p'*, et

7Yt = harp(l — V)T _(app) (1 — ) Tars(—c*v(1 — cv)™h),
Ti(:c—lyx) = Tam (hatp(l — cv)) = x(1 — cv)T <(1 —OCU 0 )) .

Or, cv parcourt p'~! quand v parcourt p‘*t et hg(1 + p'~!) est contenu
dans Hp(n,!l) car I > n. On conclut alors comme précédemment.

Quand | < n, si y = 2_4(v) € H;, alors z7lyz = z5(2cv)y et
Ti(z ™ yx) =7, (2p(2¢0)).
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Or, 2cv parcourt p¥~! = pn~1. Puisque 7; est de défaut 0, sa
restriction a x_le T ne contient pas la représentation triviale. Ainsi,
m"lex est un sous-groupe de J; n’ayant aucun vecteur fixe non nul
dans la représentation ;.

Nous avons donc vérifié le criteére 1 pour chaque paire (J;,7;) de la
proposition quand [ > 2.

Cas ou | = 1. Si i est pair, on se trouve dans la situation du critere
3. En effet,

J; = $-(za+ﬁ)(9(i+k_2))l' 1

i+

et J'i. N w—(2a+ﬂ)(pi+k_2) = x—(?a—kﬁ)(p(“—k‘l))a

Ty = Tarps (PTTRD)IE

et Jn $(2a+ﬂ)(9(_i’k+2)) = $(2a+ﬁ)(¥’(_i‘k+2)+l)-

La restriction de Taps0hoq45 & 0 est x et on a bien (—i—k+1)+(i+k—1) =
1=1

Si ¢ est impair, on trouve les conditions du critere 2. Pour s’en
convaincre, on calcule le support de l’algébre de Hecke H(K;, J;, 7;) ou K;
est le sous-groupe engendré par J; et J;;1. Les techniques sont identiques
a celles développées (en détail) dans [BI2], lemmes 6 et 7. On distingue les
casn=1etn>1.

Quand n = 1, on se ramene au cas ou ¢ = 1 en conjuguant par
une puissance convenable de z = hoq4g(w) (puisque z71J;z2 = Jiy2). Le
groupe K est le groupe engendré par les h,.(0*) et z,.(0), r € ®, c’est-
a-dire G(0). Grace & la décomposition de Bruhat sur le corps résiduel,
ramenée aux trois doubles classes du groupe de Weyl modulo le sous-groupe

{1, sg =(p ((_01 é))}, on voit que K est la réunion des doubles classes

modulo J; de 1, 0 = (2q+3 ((_01 é)) et o = (o ((_01 (1))) Le critere de

Mackey affirme alors que

K K
Hompg, (IndJllTl,IndJI‘ﬁ) ~ EB Homy, ng-14,4 (11, 117).

z€{1,0,54}

Mais s, étant dans la méme double classe que z = z4(1), n’entrelace pas
71 car 7 est de défaut O (il suffit de considérer la restriction de 71 et 7 ®
& X_(atp))- Ainsi le support de H(K1,J1,71) est contenu dans J; U JyoJ;
et il est aisé de vérifier que o jouit des propriétés énoncées au critere 2.
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Quand n > 1, on se ramene a aide de la conjugaison par une

puissance de z, au cas ¢ = 3. La fonction concave vz = “nl n__fl]

définit un groupe Hs avec décomposition d’Iwahori : Hz = J; Jy Hy .
214 —(n+1 - .

De plus, P'élément 0 = (245 ( (_wgz+1 “ (g )) ) vérifie les conditions

du critéere 2. On en déduit que le groupe K3 est égal & H3 U Hz o H3 . Mais
H3oHs = JsoJs et H3 = J3 H; = J3U J3$a+g(w_1)J3. Donc K3 est
réunion des doubles classes modulo J3 de 1, o et z445(w1). On raisonne
alors comme ci-dessus.

Ceci achéve la démonstration du cas non ramifié.
I1.3. Démonstration dans le cas ramifié.

C’est la méme démarche avec les mémes arguments que le cas
précédent. On les adapte aux nouvelles données : le type (Jar, 7ar) est

de la forme 1.2.2 avec A = (g g) et les paires décomposées sont définies

n (1.5). On distingue troiscas: I >n+ 1,1 <i<netl=1.

Cas ou I > n + 1. On applique le premier critere. Si ¢ = 0
ou 2[4], il suffit de considérer les z de la forme z = z244(u) avec
u de valuation minimale. On choisit alors H;, = X_(2q48) N J; . On

montre que 7' Hy ;o C J; et que pour tout y = Z_(2044)(v) € Hz,
m(z7lyr) = x(1 — w). Or uv parcourt p'~! quand y parcourt H,; :
TM|z-1H; ,o D€ contient pas la représentation triviale.

Si¢ = 1[4], il suffit de considérer les = de la forme z = z443(u) avec u
de valuation —t —1, de prendre H; ; = X_(448)NJ; et de procéder comme
précédemment.

Si i = 3[4], c’est encore le méme argument en remplagant a+ (3 par a.

Cas out 1 < ! < n. On procede comme ci-dessus. Quand ¢ = 0[4],
la démonstration est celle du cas [ > n + 1. Elle s’applique aussi quand
i =3[4]. Sii=1[4] (resp. i = 2[4]), les z sont de la forme z,4g(u) (resp.
Zo(u)) ot u est de valuation minimale, le sous-groupe H; ; est X_, N J~
(resp. X_(a4p) N J; ). Alors la conjuguée par = de 7; agit sur H;, via :
T_o(v) = Tar 0 zg(uv) (resp. T_(q45)(v) = Tar o x_g(uv)). On conclut
grace a ’hypothese sur le défaut.

Cas ou | = 1. Supposons 7 pair et étudions le support de I’algebre de
Hecke H(K;, J;,7;) ou K; est le sous-groupe engendré par J; et J;11. On
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montre tout d’abord que K; = J; U J;zJ; U JioJ; avec ¢ = Zoip(w™t71)

0 —(2t+n+1)
et o= C2a+ﬂ((w2t+n+1 “ ))

Soit H; le sous-groupe de K; défini par la fonction concave v; =
[n::t n—+t t_+11 Qt—itn— J:ll] (qui vérifie bien (1.1)). Alors H; contient J; et

H;, = Ji—JMHi+ avec H;“ = foa+g(p‘t‘1), d’ou H; = J;UJ;xJ;. De plus,
puisque o possede les propriétés énoncées au critere 2, H; U H;o H; est un
groupe contenant J; et J;11 qui n’est autre que K; et H;oH; = J;oJ; (cf.
[BI2], lemme 6). Ensuite, on constate que la double classe J;z.J; ne peut
appartenir au support de H(K;, J;, 7;) puisque z n’entrelace pas 7; (il suffit
de considérer la restriction de 7; et celle de sa conjuguée par z au sous-
groupe X, N J; . L’hypothese sur le défaut assure que leur entrelacement
est trivial). Ainsi supp H(Kj;, J;, ;) C J; U J;oJ;. C’est le deuxieme critére.

Si 4 est impair, on raisonne de la méme maniere avec

g t-1 —t-1 —2t-n-1
T ln+t+1l n4+t+l 2t+n+2 |

L —(2t+n+2)
r=xo(w ") et o= <2a+ﬂ((w2t+qn+2 “ )) o
I1.4. Synthese.
THEOREME 4.1. — Soit s une classe d’inertie dans G de la forme

[Mg,TI'Mﬂ]G ou mpr, est une représentation irréductible supercuspidale
de Mp obtenue par induction & partir d’une représentation de quasi-
conducteur n et de défaut 0 de F* X ﬁx, dont la restriction a4 F* est
un caractére de conducteur . On note k = max(n,l).

Soit (Jmg,Tm,) un type pour la classe d’inertie [Mpg,mn,]n, dans
Mg décrit en (1.2.2). Le produit J~Jy, Jt ou

—Sjm=SL2(0),
10 0 0 1 o o pi~k
e T B (A A
pk pk pk o1 0o 0 o0 1
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—Sin:(opX oo>< )’

1 0 p—l p—l
0 1 0 p~l ]
sil>n
L 0 0 o0 0 0 1 0
N 1 0 0 + 0 0 0 1
= pktl o 1o &= 1 o o pl-n-l
k+1 pk+l pk g
p p b 0 1 0 0 sil<n
0 0 1 0
0 0 0 1

est un sous-groupe ouvert compact J de G auquel Ty, se prolonge en une
représentation T triviale sur J~ et J¥.

La paire (J,T) ainsi obtenue est un s-type dans G.

Démonstration. — Dans le cas ot % = SLy(0), on obtient J~ et J+
en choisissant vy si | > 2 et vy si | = 1 dans la liste (1.4); dans le cas ol

A = <°X 9 ), J* est JE delaliste (1.5) sil > n+1 et JE de cette

b o
méme liste si | < n. Le théoréme est alors I’énoncé de (1.7) dans ces cas
particuliers. O
Remarque. — Soient (Jar,,7am,) €t (J~Jy,Jt,7) comme dans le

N

théoréme précédent. Si Ty, est I'induite & partir d’un sous-groupe com-
pact ouvert Jj, d’une représentation irréductible 7, de Jj, , alors on

. N z 7 ! /
obtient les mémes énoncés en remplagant Jyy, et 7ar, par Jy, et 7
respectivement, ceci en vertu de 1.4.2.

III. Types induits du parabolique de Siegel.

Le but de ce paragraphe est de construire des paires couvrantes dans
G relativement & P, des types de M, ~ GLy(F) décrits en (I.1.1). Les
sous-groupes de N* construits comme en II & partir de fonctions concaves
sur ® n’y suffisent plus : les paires décomposées obtenues par cette méthode
sont souvent trop petites pour étre couvrantes. Il nous faudra déterminer
systématiquement les sous-groupes ouverts compacts de N* normalisés par
les sous-groupes Jy,m de I.1.

Il est commode d’utiliser les conventions suivantes. Pour X € My(F),

on note X1 la matrice par blocs ( (I) )I( ), élément de GL4(F); on note

de méme X~ = ()I( ?) Soit Az(F) le sous-groupe de Mz (F') formé des
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matrices dont les coefficients diagonaux sont égaux : X — X+ et X — X~
sont des isomorphismes de Az(F) sur NI et N, respectivement.

On note g — 94g Panti-automorphisme involutif de GLy(F) défini par
dg = ('z Z) sig= (Z Z) Pour g élément de GLy(F’) on note § la matrice
par blocs ((g) dgo_l), élément de G. Alors g — § est un isomorphisme
de GLy(F) sur M, par lequel on identifie les deux groupes. L’action par
conjugaison de M, sur N} et N est décrite par
(0.1)

GX*tgh = (gX9)t, §TIXTg=(9Xg)” (X € Ao(F), g € GLa(F)).

Si X et Y sont des éléments de Ay (F) tels que I + XY soit inversible dans
M (F), on a I'identité par blocs :

02 (o 7)( 1)

= (vashon ) (778 as o) (5 4P,

II1.1. Réseaux remarquables du F-espace vectoriel Ay(F).

Commencons par étudier les sous-groupes de N+ normalisés par 0g
ou E est une extension quadratique de F' obtenue comme en I.1 : elle est

engendrée par un élément § de GLy(F') défini & conjugaison pres par Ky,
0

que nous pouvons donc supposer de la forme § = (w

. _fe), avec e € 0
et

— si E est non ramifiée : € =0, f € op et § engendre o sur op;

— si E est ramifiée : e =1 et f € pp.

On décompose d’abord Ay(F') en sous-espaces stables sous ’action
de E*, c’est-a-dire en sous-espaces stables pour les deux actions :

{X»—>6X+Xd6 (X € DoY),

X — 6X496

On obtient que Ay(F') est somme directe de A de dimension 1 et II de
dimension 2 définis par

A={X€Dy(F)/gX +Xg=(Trg)X Vg€ E},
II={X € AyF)/gX+ X% =29X Vge€E}
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On a gXdg = Ng/p(g)X si X € Aet gXd9=¢?Xsi X €1l

On aaussi 1T = {X € Ay(F)/gX € Ay(F) Vg € E} = {(‘c‘ Z)/af+

bw+ce = 0} : le plan II est stable par l’action X — gX de EX, équivalente
a l’action standard de E* sur E par multiplication & gauche.

On utilisera la base (Xo, Vo, V1) de Az(F) obtenue lors de Pétude
ci-dessus :

f
- e
(1.1) Xo= 2 f base de A;
wt ==
2
Vo = (woe —;]e) et Vi=w %6Vy= (—fe —Oe) base de II.

Passons & l'action de 0. Trouver des sous-groupes ouverts compacts

de N* normalisés par 05, c’est trouver des sous-groupes ouverts compacts
I' de Ay(F) stables par X — gXdg, g € of. En particulier I' doit étre
stable par multiplication & gauche par (0;‘,)2, et comme tout élément du
corps résiduel est somme de deux carrés, I' est un op-réseau de Ay(F).
Alors T" est stable par o7, si et seulement si il est stable par X — 6X +X dg
et X — §X96, X € Ax(F). Il en est de méme de ses projections sur A et
I1, qui sont donc de la forme pk X, et pféVl (k,j € Z). En utilisant les deux
actions de 6 sur I', on montre que I" est somme de ses projections sur A et
II dans le cas non ramifié, et vérifie 6p%V1 + wp’},XO cI'c pJéVl + p’;«Xg
dans le cas ramifié. Finalement :

LEMME 1.2. — Les sous-groupes ouverts compacts de N* normalisés

par oy, sont les sous-groupes I't ou T' est un op-réseau de Ay(F) de la
forme suivante (avec j,k € Z) :

(i) cas non ramifié T =Ty(j,k) = pi;Vl +phXo = p%Vg + p%Vl +ph Xo;

; i i1
(ii) cas ramifié {F = F}(jvk) = ppVi+PiXo = PE: ]VO +pp” ]Vl +pEXo,
I =pl ' Vi + 05 X0 + 0p (Vi + A" Xo), A €of.

Pour déterminer les sous-groupes de cette forme qui sont normalisés
par 2%, faisons le lien avec les chaines de réseaux standard de My(F').

On note Ay Pordre principal M(0) correspondant au cas non ramifié, 2,
00

p o correspondant au cas ramifié, puis les chaines de

Pordre principal (
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réseaux associées de My (F) :
i_ (¥ i (pUET pldl :
P = <pi pi>’ P = (p[%]“ p[iy]) (i € Z).

Les sous-groupes I’{gﬁ de I.1 seront notés :

siA =2 : K—:K():Gi\QzO), Km:<1+p P )('ITL>O)7

sa=o: K =K)=(° ° ), ky = (1FP" P Ny
0 p ox )’ 2m pm+1 1+Pm zZ =)

1+pm+1N pm
Komy1 = ( pmtl 14 pml (m > 0).

LEMME 1.3.

(i) Les seuls sous-groupes ouverts compacts de N* normalisés par Ay
sont les

. .. i + .
Fo(l)i = Fo(Z,l)i = ("B; N AQ(F)) (Z € Z)
il) Les seuls sous-groupes ouverts compacts de N* normalisés par 2
g 1
sont les
1

r(6)* =T, (z H)i = (P N2 (F))* (i€2),

ainsi que les (B¢ N Ay(F * et leurs conjugués par 0 1)
(4}

w 0

Occupons-nous a présent de la normalisation par les sous-groupes K,
et K.
LEMME 1.4. — Soit m un entier au moins égal a 1.
(i) On a I'inclusion PP>x0R) N Ay(F) C To(j, k) C PmnGE N Ay (F).

Le sous-groupe K, normalise I'y(j, k)* si et seulement si |j — k| < m.
Son action sur le quotient T'o(4, k)/ T'o(max(j, k)) est alors triviale.

(ii) On a I’inclusion

P (1 Aa(F) € Ty(5,k) C P+ 0 Ag(F) si b < [3_‘—}

<
+ N
—_

|

P* N AL(F) CTi(j,k) C PP NA(F) sik > {—— .
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Le sous-groupe K, normalise I'1 (j, I~c)i si et seulement si

j—2%—1<m siks[JgI}

j+1
—|.

2k—j<m gkz[

Son action sur le quotient T'1(j,k)/T'1(max(j,2k)) est alors triviale.

(iii) Soit I' un réseau défini comme en 1.2(ii), ie. I'1(j+1,k+1) ¢ T C
I'1(j,k). Si K, normalise T'*, alors il normalise Ty (5, k).

II1.2. Série non ramifiée : le cas [ > n.

Réglons tout d’abord le cas le plus facile, celui d’'une représentation
lisse irréductible 75, de quasi-conducteur n et de défaut 0 de K ~ G L2 (o),
de caractere central x non trivial sur 14 p™~! sin > 1 : le conducteur [/ de
x vérifie 1 <n <.

Pour i € Z, les sous-groupes I'o(i)* = (P N AQ(F))i sont norma-
lisés par K (1.3) et Papplication de (0.1), (0.2) et de [Bl1], lemme 1, fournit

(2.1) pouri,j € Z et m > 1, le produit T'o(i)~ K,» To(j)* est un groupe si
i+j>2m;

pour i,j € Z tels que i + j > 1, le produit T'g(:)" K To(j)* est un
groupe.

PROPOSITION 2.2.— Posons J; = To(i)" K To(l —4)t aveci € Z. La
représentation Tp; se prolonge a J; en une représentation T; telle que la
paire (J;, ;) soit décomposée par rapport a (K, Tar) relativement & P. La
suite de paires (J;,T;); ¢z est une suite de paires couvrantes de la paire
(K, Tar) relativement a P.

Démonstration. — Montrons d’abord que 77 est triviale sur 1+ XY
avec X € Tg(l—1), Y € T'y(¢) : comme [ est au moins égal & n, les éléments
de K, agissent par un caractere du déterminant qui est, comme Y, trivial
sur 1 +p'; or XY est a coefficients dans p'.

Montrons & présent que le critére 1 de 1.3 est vérifié si I > n et
I > 1. Si X appartient & To(l —i — 1) et Y & [p(4), alors XTY~(=X)*
appartient & J; (noter que ! — 1 > 1). Le résultat est clair si ] > n : XY
est & coefficients dans p!~! C p" et 1 + XY agit donc par le caractere du
déterminant ci-dessus qui est, comme Y, non trivial sur 1 + p!~1.
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Sil=mnet!l > 1, trouver un vecteur non nul fixé par les éléments de
K,_1 de la forme 1 + XY avec X, Y comme ci-dessus revient & trouver
un caractere de K,,_,/K, figurant dans la restriction de 7a; et trivial sur
les 1 + XY. Ecrivons ce caractére sous la forme 14 XY s 9, (TrUXY)
avec U = (é, g). Posant X = (‘Z Z), Y = (2 z>, ce caractere s’écrit
encore

Yn[((A+ D)a+ Bc+ Cb)z + (Ca + Dc)y + (Ab + Ba)z].

S’il est trivial pour tout Y € Ty(4), les coefficients de z, y et z sont
nuls modulo p™~¢, donc (a, b, ¢) est solution du systéme de trois équations
linéaires associé, de déterminant (A+D)(AD—BC') non nul modulo p vu les
hypotheses sur 75 : U est une unité de I’extension quadratique non ramifiée
qu’il engendre, et le centre agit par (1 + A)I — x(1+ A) = ¥, ((A+ D)),
non trivial sur 1+ p"~1. C’est donc que X appartient & I'o(n — i), ce qu'il
fallait démontrer.

Reste le cas I = n = 1; c’est le critere 2 de 1.3 que 'on applique
alors. Comme D’action par conjugaison de { = hqyg(w) transforme J;
en ("1J;¢( = Jis2, il nous suffit de travailler sur les paires (Jo,J;) et
(J1, J2) ; par conjugaison par I’élément (E(’)I 9) de GSp4(F), on se ramene
au seul cas ¢ = 0. Le sous-groupe engendré par Jo = I'o(0)~ KTp(1)*
et J1 = [o(1)"KTo(0)" est Sps(o), compact, réunion de trois doubles
classes modulo Jy, celle de 1, celle de sg, qui ne peut pas entrelacer 75 vu
I’hypotheése de défaut 0 puisque sBX,,t(o)sE1 = Xo+p(0), enfin celle de wy,
I’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl, qui envoie chaque
racine sur son opposée et vérifie donc les conditions du critere 2. O

II1.3. Série non ramifiée : lecas 1 <[l < n.

On travaille dans ce paragraphe et le suivant sur une représentation
lisse irréductible 7); de quasi-conducteur n > 2 et de défaut 0 de K ~
GLs(0), triviale sur K,, et de caractére central y trivial sur 1+ p"~1 : le
conducteur [ de x vérifie 1 < I < n. La démonstration de la proposition
2.2 ne se généralise pas a ce cas : le fait que le caractere central soit non
trivial sur 1 + p”~! y joue un réle déterminant. Comme la normalisation
par K est une condition trés forte qui n’autorise que les To(k)* pour
SOus-groupes Jf ou J; , on cherche & fabriquer des paires couvrantes des
s-types (Jy,m,TM,m) associés & 7pr, décrits en (I.1.1), pour certains m,
[3]>m>1.
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Remarquons que la restriction de 7a; & K, est un caractére du
déterminant trivial sur (1 + p™)I comme x, de sorte que le caractére xo
utilisé en 1.1 est ici trivial. Les paires (Jas,m, Tar,m) sont définies en 1.1 en
fonction du choix d’un élément §, engendrant une extension quadratique
non ramifiée F, tel que la restriction de 737 & K [22] contienne le caractere

Yns: g PoTr(w!™6(g—1)), g¢€ K[nTH]

Comme en III.1, on choisit § de la forme § = ( (1) —fe ) avec e € 0%,

—e ¢ 0*2; on aval f > 1 car | < n. Le caractére 9, s ne dépend que de la

classe 6 + o n—[=] ; on peut donc supposer f = 0sival f > E]. Comme

la restriction de x & 1 + p[nTH] est A—> Y, (f(A—1)),ona:

Tré =0 (i.e. f =0 ouencore val f = +00) si < n—“] ,

L o
val(Tr§) =n—1 (ie valf=n—1) si Z>L%i].

Les conditions de normalisation des sous-groupes de N* par Jus,, =
0 5K, sont données par (1.2) et (1.4). Lorsque f = 0 I’élément X, de la base
des réseaux I'o(i, k) coincide avec I’élément £ = ((1) S) , qui vérifie £2 =
el et Tr6& = 0. Dans tous les cas

(3.0) ong—gl, et To(i,k) = poVo+phé <= i—k<valf.

Or

— on recherche des paires couvrantes de (Jas,m, Ta,m) pour m aussi
petit que possible, la proposition 1.4.3 permettant toujours d’augmenter m
jusqu’a [%] ;

— par (2.1) le produit To(:)~Jar,mLo(n — )" fournit toujours une
paire décomposée; prenant en compte le lemme 1.4.1 on cherche & grossir
les facteurs en Nt et N~ de ce produit jusqu’a obtenir une paire couvrante,
si c’est possible.

On se restreint donc dans ce qui suit a la recherche de paires
couvrantes (J,7) de (Jar,m,Tm,m) ot J a la forme (imposée dans toute
la suite) :

7 —

-/

0
0 —

NN

(8.1) J =To(i, k)" JmmTo(i', k'), avec {
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On s’appuie sur ’étude du noyau du bi-caractere (X,Y) — 9, (Tré6XY)
sur Ag(F). Commencons par des faits élémentaires :

T+p¥epke = A+ p") I Ckermypm <= k+k >1
(32) I+ PiE/Vo Vo C kerTarm < i+ =2n
précisément : X € piEIVO, X ¢ pjé“VO = Tr(6XpiVo) = piti

Pour le premier on rappelle que [ est le conducteur du caractére central de
Tm,m; si | = 1 il faut encore remarquer que (1 + 0) I contient des éléments
non inversibles.

Pour le troisieme on pose X = aVp+bVy,Y = cVy+dVy, aveca,b € pil,
c,d € p'. De Tré € p et VZ = —el on tire

Tr6?V§E = 262 [p], Tr(6Vo)? = TrVy2 = 2¢%, TréV2 =0 [p].

Cela implique Tré6XY = 2e%(ad + bc) [pi“'“] d’ou le résultat.
La seconde assertion en découle : le caractere i, s est non trivial sur
I+ piVopiVy si [241] < i+ < n; la réciproque provient de 233/ P =
mi—f-i'.
(0]
Tré€ To(i) = Tré To(i) € = prtvalf

(3.3) I+ To(i',k")To(ik) Ckertarm <= i+i 2netk+k >1,
et on a alors : I + To(¢/, k") To(i,k) C(1+p )K[nT-}—l] N ker Tas,m

Le premier fait découle du calcul suivant :

TréVoé = ef = —TroeVy, TroVi€ = ef?, Tr6EVy =0 et Tro €2 = ef.

Pour le second, les conditions i +13’ > n et k + k' > [ sont nécessaires
par (3.2). Pour montrer qu’elles sont suffisantes, reste & étudier les parties
“croisées” I+ To(i") p* € et I+ p¥ € To(i). Les hypotheses (3.1) et m < [2]

permettent de vérifier qu’elles appartiennent & I + ‘}30[ =] (en effet
i+k >i+4¢ —min(mn—1)>n—min(mn—1) > [2]). Le calcul
de traces précédent montre alors qu’elles sont dans le noyau de 9, s (en
effet i + k' + val f > n est toujours vérifié si f = 0; sinon cela équivaut
ai+k 2lori+k" >i—k+1>1). Finalement I + Io(i', k") To(3, k)
est contenu dans (1 + p') ker 1, 5; comme c’est une partie normalisée par
J m elle est aussi contenue dans tous les conjugués de (1+p') ker 1, s par
Jr,m, donc dans ker Tas -
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On recherche & présent la maximalité, & savoir : k + &' + 2(¢ + ¢')
minimal. On impose donc la contrainte supplémentaire : k+k' =1, i+1i' =

n. Cela implique i—k+i’'—k’ = n—[ et n’est compatible avec les conditions
(3.1) que si m > [2=LHL].

PROPOSITION 3.4. — Soit n un entier vérifiant [2=[*1] <m < [2],
avec 1 <! < n. Pour tout entier r tel que 0 <K r<met0<n—-1—-r<m,
et pour tout j € Z, la représentation Tas . Se prolonge a

Jiromm =Tom+3,1+5+7) " JumTo(—j, —j —r)*

en une représentation Tj,o.m telle que la paire (Jjromm,Tjro0;m) SOit
décomposée par rapport & (Jas,m, Tam,m) relativement a P.

Démonstration. — Le produit J = Jj . 0,m est de la forme (3.1) avec
i—k=mn—-1-r, i -k =r, et les conditions de (3.2) et (3.3) sont
vérifiées. La normalisation par Jys, de J N N* = J* est déja assurée
dans (3.1). Il reste & établir : J*J~ C J~ kerarmJ+, au moyen de
lidentité (0.2). La partie en M d’un élément XY~ de J*J~, soit I+ XY,
appartient & ker 7as,, par (3.3). Encore faut-il vérifier que les parties en
J= et Jt, soit (Y(I+XY)™!) et ((I+ XY)_IX)+ appartiennent bien
aJ et JT respectlvement Or, au centre pres, le produit XY appartient

a Py in(k+i+k) &Bmm(" THT), il suffit donc de vérifier les inégalités :
(n=r)+(I+j+7r) > n+j, (I+7)+({+j+7) > n+j, (n— )+(—j— )= —J
et {+7)+(—j—71)>—j. Ellesse raménent 4 >0, 7+ 1 > 5 r<g
qui découlent des hypotheses. O

ProrosiTioN 3.5.— Supposons 1 < | < n et fixons un entier

: n—I+1 n _ n—1 :
m compris entre [2=21] et [Z]. Posons r = [Z%7t]. La suite de
paires (J; r0.m, Tir0:m)ic Z €St une suite de paires couvrantes de la paire

(JM,m,> Tr,m) relativement & P.

Démonstration. — La proposition 3.4 fournit les paires décomposées
(Ji.7,0:m> Ti,r,0;m ). Posons pour simplifier les notations J; = J; ro;m, 7 =
Tir,0sm- Appliquant le critére 1 de 1.3, il suffit d’établir pour Xt € J{fH,
ie. X €lg(—i—1,—i—1-7), que XtJ (—X)* est un sous-groupe de
J; n’ayant pas de vecteur fixe non nul dans la représentation ;.

Remarquons que
To(n4i, l+i4+r)~(1 +pl_1)K[%] To(—i—1,—i—1—7)F

est un groupe; en effet I'o(n+4, [+i+7)"J), [251] To(—i—1, —i—1-r)*

est un groupe par application de 3.4 en remplagant (n,!) par (n—1,1—1),
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et les produits I + XY avec X € I'o(—i—1, —i—1—7r), Y € To(n+i, [+
min(n—r—1,l+r—1)

i + ), appartiennent & (1 4+ p'=1)(I + B, ), contenu dans
(1 -HJl_l)K[ ] pour = [25].

2 2
2
On en déduit pour Y~ € J; :
XTY~ =Yy (I+XY)X{
avec Yy € J;,Xg € Jh,, I+ XY € (1+ph) K[y
Alors (0.2) Xo—X = ((I + XY)~! — I) X appartient a ['o(—i, —i—7)
carl—1>1et [2] >r. Ainsi XTY~(—X)* appartient & J; et opere dans
7; comme [ + XY
L’application de J;” dans I'image de 7; donnée par

Y — (XY (X)) =1 (I 4+ XY)

est clairement un homomorphisme; son image a pour image inverse par

TM,m un sous-groupe Hx de Jym : Hx = {(I+ XY)h /Y~ € J ,h €

Ker 7ar,m}. Un vecteur fixe par Hx est fixe par Hy = Hx N (1 +

pH K [242] qui opeére par une somme de caractéres conjugués (sous Jas,m)
2

de x.1ns. Comme kHxk™! = Hyx)-1 pour tout k € Jpsm, on aura gagné

si on montre que x.% s est non trivial sur H% pour tout X+ € Jitl — Ji+.

-SiX e p,}iVO +p~#~1-7¢, on peut supposer, par invariance par Ji+,
que X € p~t 17T X ¢ p7i ¢ alors T+ Xpttitre = (14 p!~1)T est un
sous-groupe de HY sur lequel x est non trivial.

- Si X € ppm Vo +p e X ¢ pptVo + piTITTE, alors

Xp%“VO est contenu dans ‘133—1 +pitlore p%”Vo. On vérifie d’abord que
n+1

pTiTlTEPEV,  est  contenu dans ‘,B([)+] ; par (3.3), comme
(=i —1—=17)+ (n+1i) + val f est toujours au moins égal & n, ce mor-
ceau est toujours dans le noyau de v, 5. Autrement dit on peut supposer
X e pgi_lVo, X ¢ pEiVO, et par (3.2) I + Xp’lf;“VO n’est pas contenu dans
le noyau de ¥y, s. O

II1.4. Série non ramifiée : le cas [ = 1,l < n.

Sous les hypotheses de II1.3 et si [ = 1 les conditions de la proposition

3.4 deviennent :
n+1 n
¢ —1<r< [—] .

-3

Il devient utile de distinguer deux cas en fonction de la parité de n.
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ProrosiTiON 4.1. — Supposons! = 1 et notonsn’ = [%] Pouri € Z,
posons :

—sin est impair : (J;,7;) = (Ji.n’ 00y Ti,ns 0in’ ), SOIt

Ji = Fo(’n +1, n+1+ ’L.)‘JMWI Fo(—i, —1 — TLI)+,

- si n est pair : (J;, 1) = (J[ (0),0 n,,T[%]T(i)’O.n,) avec r(i) =
n' + [Z] - [£] -1, soit

7= To(n+t,n +t)" Iy Lo(—t, —t—n'+1)*  sii=2ttecZ,
T\ To(n+t,n +t+1)"Jpyr Do(—t, —t—n)t  sii=2t4+1,t€Z.

La suite de paires (J;,7;);cz est une suite de paires couvrantes de
(JMn', Trn) relativement & P.

Démonstration. — La proposition 3.4 assure que les paires (J;,7;)
sont décomposées par rapport & (JM,[%],TM’[%]) = (Jm, 7). L’action par
conjugaison de z = hqa45(w@), élément central de M, transforme un Jj , o;m
de la proposition 3.4 en 271 J; ;. 0.mz = Jjt2,r0;m- Ici, si n est pair on a
27V J;z = Jiy4, si n est impair z7'J;z = J;12 : on a des filtrations «a 4
pas» ou «a 2 pas». Cette action du centre nous permet ([Bl2] lemme 1) de
restreindre notre étude aux plages d’indices, i.e. aux passages ¢ & 1+ 1, que
voici :

n'—2

=To(n' +2,2)%,

n impair, n = 2n'+1 J 1 = TLo(n/ 0)‘ Jt ., =T +1,1)*,
J—n’ - F(](’I’l + 1 1) Jjn/ - Fo(nl y 0)+;
I g =TLo(n' = 2,—1> Tt om_g =To(n' +2,2)*
J—_2n -2 = Fo(nl ) )—7 Jj—2n/_2 = Fg(n' +1, 2)+
n pair, n=2n' { J o, =To(n' — 1 007, Jh,, =Te(n +1,1)F
I o = FO(n/ ) 0) Jj-gnl = Fo(nl s 1)+,
J:Zn’+1 =T (n, ) 1)- Ji—Zn’+1 = FO(TLI y 0)+

Dans chacun de ces six cas nous voulons montrer qu’un des trois critéres
de 1.3 s’applique. L’énoncé élémentaire suivant va faciliter application du
critére 2.
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LEMME 4.2. — Pour tout u € GL2(F') on définit les éléments suivants
de GL4(F) :

o) = (5 %) o= (10 7) wepy
0 tu

m®=(_ 3 ) wer,

qui vérifient :

tI 0
nu(t)nu(-1) = ( 0 t—l[) = ha+s(t),

)
)
)7 = (1) = hap(~1n(t) = nu(Dhaep(-1),
)

07 (5 §)m= (5 ) e,
nu(t)*l(g dg°_1>nu(t)=(“dg_ol“_l #_?gu) (g € GLy(F)).

Pour p = £ les éléments considérés appartiennent a Sps(F') et on a

ne(t) 'To(i, k) ne(t) = To(i + 2valt, k + 2valt)™
ne(t)'To(i, k)t ne(t) = To(i — 2valt  k — 2valt)~.

—

Enfin ng(t) normalise GL2(0) et les sous-groupes Jas,m pour m < [%].

Posons alors o9 = n¢(—1) et 01 = n¢(w). Le lemme 4.2 implique :

-1 y— _ g+ ~1 7+ —g-
n impair. 1 = 20’ +1 4 70 Jo_100=J",, og JI,_100=J_,,
pair, n = -1 7— _ 7t -1 7+ _ 7 .

oy Jo g0 =J", 1, oy JI 01 =J_ . _1;

-1 57— _ 1+ -1 7+ _ -
: / Jg J—2n/ 0o = J—Zn’+1’ J9 J—Zn’ 0o = J—Zn’+17
n pair, n =2n "1 o —Jt —1 7+ -
01 I o001 =J1, 1, 01 S 01 =JT5, .

Cette liste correspond aux quatre passages de J; a J;+1 auxquels on
va appliquer le critére 2. On pose j = 1sii = —n'—2o0u —2n'—2 et j = 0 si
it = —n'—1o0u —2n/, de fagon & travailler avec ’élément o; adapté a I'indice
i considéré. Il reste & montrer que le groupe K; engendré par J; et J;1+1
est compact et que les seuls éléments de K; entrelacant la représentation
7; appartiennent soit & J;, soit a la double classe de o; modulo J;. Comme
dans [BI2], Lemme 6, on va établir plus précisément :
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LEMME 4.3. — Supposons n impair et i = —n' —1ou —n' —2, oun
pair et i = —2n’ — 2 ou —2n’, et posons :

HY , ,=To(n' +1,2)%, H* ,  =To(n',1)" sin est impair,

HlLQn,_2 = Jon,_Q, Hf2n, = szn, si n est pair.

a) Le produit H; = J; Jar,p/ Hz-+ est un groupe tel que H; = J; Hf
et J} | = ze(p?) H;.

2

b) Le groupe engendré par J; et Ji.1 est K; = H; U H;0;H;. De
plus :

HinHi = JinJi = JiO'jJi_ = J;JM’n/ O‘jJ

iﬁ .
¢) La représentation Indii 7; est irréductible et :

Homg, (Ind%7;, Ind%r;)

~ Homy,, ,(Tan/s Tan) ® Homy,,  (Tagnss Taane 7).

Démonstration. — On se place dans le cas oll n est impair, i = —n’'—2
et j = 1; les autres cas se traitent de maniére identique, et méme plus
simple si n est pair puisque H; = J;.

a) Le produit H; = To(n — 1,-1)"JynTo(n’ + 1,2)% est bien
un groupe, par application de la proposition 3.4 en remplagant (n,l) par
(n—1,1) — noter que n > 3 —, car la différence (n’ + 1) — 2 = r satisfait les
inégalités voulues.

b) Les formules du lemme 4.2 permettent d’exprimer o7 = n¢(w)
comme produit z_¢(—w ™) z¢(w!)z_¢(—w™!) donc comme élément de la
double classe J; z¢(w!')J; C J; Jit,J;. 1 reste & montrer que H; U
H;o01H; est un groupe, soit o1H;01 C H; U H;o01H;. Comme o7 =

07 'hatp(—1) avec hois(—1) € Jarn, on a

o1H;01 = aleal_l alJMyn/al_l alJi_al_l = (01Hi+01_1) JM,n’Jitq
soit o1 H; 01 C J; Jarnr (HF U Hi+ z¢(w'o™)) C H; U H; xg(wlox).

Soit u € o, et soit a € oy tel que Ng/p(a) = u. On a & = Xp ie. &
appartient & A (en effet [ = 1 est au plus égal & [2$1], on a donc supposé
f=0), dot par IIL.1 : af%a = N(a)¢, c'est-a-dire aze(w!)a! = z¢(uw?).

On en déduit

ze(w'oX) C I ze(@) I C It I 01d; Ingmrs
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donc que K; est un groupe. En outre, comme o1 H, Z’L oy ! est contenu dans

J;,ona

HionH;, =J JMn/H o1H; =J JMnlolH JMn/J =J Iunord; .

c¢) Montrons qu’aucun élément non trivial de H;t — J; n’entrelace
la représentation Ti- Modulo J; + on choisit un tel élément sous la forme
Xt avec X € pp +1VO, X ¢ e "+2V,. On vérifie comme d’habitude que
X*TJ7(—X*)7! est un sous-groupe de J;; il opére non trivialement sous
T; car ¥, s n’est pas trivial sur {I + XY/Y € p%’”IVO} d’apres (3.2), d’ou
Pirréductibilité de I'induite & H;. La suite est claire. ]

Reste les cas ¢ = —2n’ — 3 ou ¢ = —2n’ — 1 (n pair); pour ceux-
ci le critére 1 est vérifié : on a J; = To(k,s)” et J; = To(k',s)"
avec k+k =n—-1,s+s =1, k+s = s+ k = n', et on vérifie
aisément que zJ; z~! est contenu dans J; pour tout z de Jjjrl. Comme
J]LH [p EVO-HJ 3 ] avec (ps’é) C J;, on peut choisir des représentants
Xt de J+1/J+ tels que X € pE Vo, X ¢ p’;JHVO On conclut alors grace a
(3.2), comme dans la preuve de la proposition 3.5, ce qui achéve la démons-
tration de la proposition 4.1. O

ITI1.5. Série non ramifiée : synthese.

Explicitons pour conclure certains types induits construits ci-dessus :

THEOREME 5.1.— Soit s une classe d’inertie dans G de la forme
(Mo, ] o ™y, est une représentation irréductible supercuspidale de
M, obtenue par induction a partir d’une représentation de défaut 0 et de
quasi-conducteur n de F*GL4(0), et soit | le conducteur de son caractere
central.

Soit (Jn,m, Tm m)0<m<[ ] la famille de types pour la classe d’inertie
(M, mp),, de may dans M décrite en 1.1 : pour m > 1, Jar,m est de la forme
op K3 ou E est une extension quadratique non ramifiée de F' telle que
E* C Ky ; on note £ un générateur de 'unique droite de Ay(F) stable par
conjugaison par E*, vérifiant val det & = 0.

Chacun des produits J~JpmJ+ caractérisés par

. . J_ZF(](Z)-,
sil>n: {J+:F0(0)+, 0

N
3
N

"5
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J= = (sl +To(m))
7t = (e 4 mo(0)

sil<n :
est un sous-groupe ouvert compact J™) de G auquel TM,m Se prolonge en
une représentation 7™ triviale sur J~ et Jt.

Les paires (J™, 7(™)) ainsi obtenues sont des s-types dans G.

Démonstration. — On obtient le premier cas en faisant 7 = [ dans
la proposition 2.2, le deuxiéme en faisant ¢ = 0 dans la proposition 3.5,
le troisieme en faisant ¢ = 0 dans la proposition 4.1. Bien que les calculs
des paragraphes III.1 a II1.4 utilisent une forme particuliere du générateur
6 de E, celle-ci n’est plus nécessaire dans 1’énoncé du théoréme car la
conjugaison par 2* transforme paire couvrante en paire couvrante, et
transforme 1’élément & particulier de II1.3, II1.4, en un élément & comme
ci-dessus. O

Nous verrons plus loin, en II1.9, que si [ < n il n’existe pas de paire
couvrante de (Jp1,m,Tm,m) pour m < ["——ZI—“—]

II1.6. Série ramifiée : le cas [ > n et [ # 1.

Dans un premier temps, on considére une représentation irréductible
Ty de quasi-conducteur n, de défaut 0 du sous-groupe K'; on note x son
caractere central, de conducteur I. A aide des lemmes 1.3 et 1.4, de (0.2)
et du lemme 1 de [Bl1], on montre :

(6.1) pour i,j € Z et m > 1, le produit I'; (i)~ K], T'1(j)" est un groupe si
1+j=m;

pour i,j € Z tels que i + j > 1, le produit T'1(i)"K'T'1(j)* est un
groupe.

PROPOSITION 6.2. — On suppose | > n+1. On définit les groupes J; ,
i € Z, par

Ji=T1(0)"K'Ty(2l — 1 — i)t
La représentation T); se prolonge a J; en une représentation 7; telle
que la paire (J;,7;) est décomposée par rapport a (K',Tpr). La suite de

paires (J;,7;);cz est une suite de paires couvrantes de (Jur,Tar) dans G
relativement a P.
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Démonstration. — Comme de coutume, on note J* = J; N N*. Les
produits J; sont des groupes par (6.1). Montrer que 757 s’y prolonge comme
indiqué se réduit, par [Bl1] lemme 1, & montrer que J; HsJ;" est un groupe
pour un sous-groupe convenable Hj; du noyau de 7 : la restriction de 7y
a K, est multiple d’un caractére du déterminant de conducteur I, son
noyau contient donc K5, _,, et J; K},_,J;" est un groupe par (6.1).

On montre qu’on obtient une suite de paires couvrantes en appliquant
le critere 1 de 1.3. De (6.1) et (0.2) on tire que J; K4,_,J; | est un groupe
et que les conjugués X+J; (X *+)~! sont des sous-groupes de J; K5, ,J;" :
ils opérent via 7; par le méme caractére du déterminant sur K3, , que
précédemment. Comme I';(i) est un op-réseau, Il suffit de vérifier que
pour X e (2l —1—-i-1), X ¢ I'1(2l — 1 —1), il existe Y € T'1(4)
tel que val TrXY =1 — 1, ce qui est élémentaire. O

ProprosiTION 6.3.— On suppose | = n > 1. Pour tout ¢ € Z, on
définit les groupes

J; =T1(2i+1)"K'T1(2n — 2i — 1)*.

Pour chaque entier i, la représentation 7, se prolonge en une représentation
7; de J; triviale sur J et J;'. La paire décomposée (J;, ;) ainsi obtenue
est une paire couvrante de (Jpr, Tar) dans G relativement a P.

Démonstration. — Les produits '1(2i + 1)~ K5, T'1(2n — 2i — 1)
sont des groupes par (6.1), d’oui les paires décomposées (J;,7;). Il reste
a appliquer le critere 1 de 1.3 a la suite des J;. On le fait comme dans
la démonstration de la proposition 2.2, dans le cas analogue [ = n > 1,
en remplacant K,,_; par K} _o, ¥, par ¥,+1. On obtient un systéme de
trois équations linéaires en les coefficients de X € I'1(2n — 2i — 3) dont

le déterminant est w= (A + D)w 1(AD — BC), non nul modulo p car

I’élément U = (é g) considéré a un déterminant de valuation 1, comme

uniformisante de I'extension quadratique ramifiée qu’il engendre, et une
trace de valuation 1, car le caractere central est non trivial sur 1+ p"~1. O

Remarque. — L’argument donné échoue si on considere la suite «des

termes pairs» I'1(2{)"K'T1(2n — 2i)" : soit § = (g _fe) comme en

IIL.1; Vélément X = (0 e) de T'1(0) vérifie Tr6XY € p"*! pour tout

w 0

Y e I'1(2n —2) (cf 7.3).
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II1.7. Série ramifiée : le cas 1 <! < n.

Considérons & présent une représentation irréductible 75, de quasi-
conducteur n et défaut 0 du sous-groupe K’, dont le conducteur ! du
caractere central x vérifie 1 < < n. On retrouve une situation analogue a
celle de la série non ramifiée : on ne peut, & ’aide des critéres précédents,
construire une paire couvrante de (K’,7pr). Ceci est essentiellement di &
I'incompatibilité de la condition tres forte de normalisation de Jii par K’
(cf. lemme 1.3) avec la condition de maximalité relative & la taille du noyau
de 7, le noyau du caractere central devenant “trop gros”. On reprend ici
les arguments de I11.3 mutatis mutandis.

Remplagons donc le s-type (K',7p) par un s-type (Jarm,Tm.m)
décrit en 1.1.1, en choisissant § de la forme (g _fe) ou fEpetec€o”,
comme en III.1. On peut supposer

Tr6 =0 (i.e. f =0 ou encore val f = +o0) si [ < [%HL

{val(Tré) =n+1-1 (levalf=n—-1+1) si I>]

La normalisation des sous-groupes de N* par Jpr,,, = 0K/, est étudiée
dans (1.2) et (1.4). L’élément & = (g g) vérifie £2 = wel et Tr6€ = 0;
on a

(7.0) ong—gf; Ty (i, k) = piyVo + phoé < i— 2k < 2val f.

On se restreint donc & la recherche de paires couvrantes (J,7) de
(JM,m, TM,m) avec m < n, ou J a la forme (imposée dans toute la suite)
(7.1)  J=T1(i, k)" Jm T1 (i, ),

avec -1<i—-2k—1<min(m,2(n—1)+1),

—-1<¢~2k'—1< min(m,2(n - 1)+ 1).

Les ingrédients nécessaires, basés sur I’étude du bi-caractére (X,Y) —
Yn+1(Tr6XY) de Ag(F'), sont les suivants :
T+pKepre =1+ p" )T Ckermym < k+k +1>1
(7.2) T+ pVipeVi CkerTaym < i+i >2n

i+i’+2:|

précisément : X € p}éVl, X ¢ pi,;+1V1 g Tr(5XPZEV1) = P[ 2

Te6¢ T4 () = Tes Ty (i) € = pl]+1+valf
(7.3) I+ I'1(¢ k") T1(i, k) Ckertyym < i+i 22netk+k +121,
et on a alors : T+ ['y(¢,k")T1(i, k) C (1+p")K], Nker Tasm.
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Pour avoir maximalité on exige k + k' = | — 1 et ¢« + i/ = 2n. Posons
i—2k—1=r,doui'—2k'—1=2(n—1)—r. Les conditions de (7.1) sont
réalisables avec ces contraintes si on peut choisir r tel que

—1<r <min(m, 2(n—-0)+1) et —1<2(n—1)—r <min(m, 2(n—1)+1),

ce qui n’est possible que si m > n — .

Noter que sous les conditions (7.1) & (7.3), le produit
J = T'1(i,k)" Ju,mT1(¢',k')" est bien un groupe : le seul point & véri-
fier est, par (0.2) et (7.3), la stabilité de I'y(i,k) et I'1(¢/, k') par produit
par certains éléments de (1 + p') K/, ; il suffit en fait d’avoir P p*¢ C B,
ce qui résulte de i — 2k — 1 < n, et de méme en 7/, k’. En résumé :

ProrosiTiON 7.4. — Supposons 1 < I < n et fixons un entier m tel
que n — 1 < m < n. Pour tout entier k, et tout entier r vérifiant

n—1— [min(m, 2(n—1)+1) — (n —1)]
<r<n—I+[min(m,2(n—-0+1) - (n-1)]

la représentation Tps ., se prolonge au groupe
Jewrm =T102k+1+7, k) JymTi(2n—2k—1—7r,1—-1—Fk)*

en une représentation T ,1.m telle que la paire (Jkr1.m,Tk,r1;m) SOit
décomposée par rapport & (Jar,m, Tm,m) relativement a P.

Remarquons que si m = n —1, la seule valeur possible est r =n—1{; la
parité de n — [ impose donc celle de i = 2k+1+r. Si m > n —1, les valeurs
n—Il—1,n—1et n—1+1 de r nous suffiront dans la suite : avec ces valeurs

on extrait de 7.4 les paires décomposées de la proposition ci-dessous, dans
laquelle on simplifie les notations.

ProposITION 7.5.— Supposons 1 < I < n et fixons un entier m tel
que n—1+1<m < n. La suite de paires décomposées (J;, ;) ; c 7 définie
par

Ti(n—1+2k, k)" JppmTi(n+1—2k,1-1-k)* sij=3k, (keZ)
Jj=Q Ti(n—1+2k+1,k) " JpyymTi(n+l-2k—1,1-1-k)* sij=3k+1,
Di(n—14+2k+2,k) Iy, Ti(n+1—-2k—2,1-1-k)" sij=3k+2,

est une suite de paires couvrantes de (Jpr,m ,Tam.m) dans G relativement
apP.

Démonstration. — On applique le théoreme 1.3.4 & la suite (J;, 75).
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Sij=3kouj=3k+1,k € Z, les groupes J; et J;4; sont de la

forme :
Jj = F1(i, k‘)_JM’m Fl(il, l—-1-— k)+,
Jir1=T16G+1, k) IymT1(d =1, 1 -1— k)",

avec i +1' = 2n.

Le critére 1 est alors vérifié pour tout x = X+, X € p’;m_lVl, X ¢
p%, V1, avec le sous-groupe 'y (i)~ de J; . En effet (voir 0.2) 2T'; (i)~ 2z~ ! est
bien un sous-groupe de J;, et z¥ 271, Y € Ty (i), opere par Tar,m(I+XY).
Or I + XT'1(i) est contenu dans K3, ; et le caractére 1,416 n'y est pas
trivial puisque Tr(6Xp%;V1) = p™ par (7.2). Ceci étant valide pour tout
conjugué de = par Jus,m, aucun conjugué de 1,11, ne peut étre trivial sur
I+ XT'1(4), c.q.f.d.

Sij=3k—-1,k € Z, les groupes J; et J;;1 sont de la forme :

Ji=T1(i, k= 1)~ JymT1(, 1 — k)¥,
Jiv1 =T1(6, k)" Iym D1, 1= 1 = k)*,

avec 1 4+ 1 = 2n.

— Si [ est strictement supérieur & 1, le critere 1 s’applique immédia-
tement : pour X € p!~17k¢ X ¢ pl=F¢ ona I+ XpF~1¢ = (14 p!~ 1)1 sur
lequel le caractére central est non trivial.

— Sil =1 en revanche, il nous faut appliquer le critére 2 aux groupes

J;=Ti(n—1+42k k—1)"JymTi(n+1— 2k, 1 k)",
Jj+1 = F]('Il — 142k, k‘)_JM,mFl(n—F 1— 2k, —k)+.

Posons o = ng(w*); d’apres le lemme 4.2 on a
0=z ¢(~w") z¢(w ) 2_¢ (") ol 2 (~w") = [~ leTE]T
appartient & J; et z¢(w™F) = [w“k§]+ appartient & Jf, . Ainsi o
appartient au groupe K; engendré par J; et J;;; et on vérifie aisément
que o normalise Jy,m, et conjugue J;~ en Jj+ 1 JJ?L en J; ;. Nous allons
établir que K; = J; U J;0J;; toutes les conditions du critére 2 seront alors
satisfaites.

11 suffit que J; U J;0J; contienne oJ;o0, donc, comme o = fla_l,
qu'il contienne J3,, = JF [p_k§]+ , donc qu'il contienne z¢(0*w*), donc
qu’il contienne n¢ (0w =*). Or n¢(aw=%) = ang(w=*) poura € F*. O
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COROLLAIRE 7.6.— Si 1 < | < n, la suite de paires décomposées
(J3k+1, T3k+1)k ¢ 7 définie par

J3k+1=F1(n—l+2k+1,k)_JMvn_ll“l(n+l—2k—1,l—l—k)+

est une suite de paires couvrantes de (Jarn—i, Tmn—1) dans G relativement
aP.
Ces paires correspondent en effet au choix de r = n — [ dans 7.4;

on applique alors la proposition 1.4.3. Si [ = n on retrouve ainsi les paires
couvrantes de la proposition 6.3.

II1.8. Série ramifiée : récapitulation.

THEOREME 8.1.— Soit s une classe d’inertie dans G de la forme
[My, 7] ot may, est une représentation irréductible supercuspidale de
M., obtenue par induction a partir d’une représentation de défaut 0 et de
quasi-conducteur n de ((27 (1))) (0; oox ), et soit | le conducteur de son
caractere central.

Soit (I, m» TMy,m)o<msn la famille de types pour la classe d’inertie
(Mo, T, |, de mar, dans M, décrite en L1 : pour m > 1, Jp ., est de la
forme o, Ki* ou E est une extension quadratique ramifiée de F' telle que
E* C Ky ; on note £ un générateur de I'unique droite de Ay(F) stable par
conjugaison par E*, vérifiant val det £ = 1.

Chacun des produits J~ Jpr, mJ * caractérisés par :

. Jo=r20-1)",
si l>n : {J+=F1(O)+, 0<m<n,
Lo . J_=F1(2n—1)_,
sil=n : {J+:F1(1)+, 0<m < n,

. (T =0T+ - 1)),
sil<n: {J+:(0§+I‘1(n—l+1))+,

est un sous-groupe ouvert compact J™ de G auquel TM, m Se prolonge en
une représentation (M) triviale sur J~ et Jt, égale a TMy,m SUr Jayr, m-
Les paires (J (m), T(m)) ainsi obtenues sont des s-types dans G.

Remarque.— Pour | > n on peut aussi montrer que le groupe
To(l)”Jm., mIo(0)" porte une paire couvrante de (Jps, m,Tar,.m) pour
tout m.
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I11.9. Compléments.

Soit (Jas,m,Tm,m) un s-type de la forme (I.1.1). Nous avons obtenu
dans les paragraphes précédents des paires couvrantes (J(™) (™)) de
(JM,m> Tm,m) dans G relativement & P dans les conditions suivantes :

0<m
) {0<m

(B) { =t

Les cas (A), soit [ > n, relevent tous de la proposition 1.4.3 : dans les paires
couvrantes obtenues le groupe J (m) 4 la forme J “JIpmmJT o JT et JT
sont indépendants de m et normalisés par Jys,0, le plus grand des Jas,m ;
on a dans ce cas une famille de paires couvrantes au-dessus de toutes les
paires (Jas,m,Tm,m) de (I.1.1).

[2] si I>n ete=1 (cas non ramifié),
n si I>n et e=2 (cas ramifié);

NN

V/AN/AN

m< [2] si I<n ete=1 (casnon ramifié),
m< n st l<n ete=2 (casramifié).

S ™

Dans les cas (B) en revanche, les parties J~ et J* des sous-groupes
obtenus sont normalisées par J, ren-n+17 mais pas par J, ren-p-17-
M, [ e M [ o=t
Peut-on construire d’autres paires décomposées qui fournissent des paires
—1)+1
couvrantes de (Jas m, Tar,m) dans G pour m < [5&"—2)—1] ? Nous montrons
ici que c’est impossible.

THEOREME 9.1. — Soit (Jag,m,Tam,m) un s-type de la forme I.1.1 : la
représentation induite de Tarm & Jaro = A* est Tar o, lisse irréductible de
défaut 0. Soit n son quasi-conducteur et [ le conducteur de son caractére
central, au moins égal & 1 par définition. On pose mgy = [e(r‘—‘;”—l} Sil est

strictement inférieur a n, les conditions suivantes sont équivalentes :

i) il existe une paire couvrante de JM my TM.m dans G relativement
) )

Démonstration. — L’existence de paires couvrantes pour m > my
a été démontrée (théoremes 5.1 et 8.1); il faut établir la réciproque. Par
la, proposition 1.4.3 (1.b), il suffit de montrer qu’il n’existe pas de paire
couvrante de (Jar,mo—1,TM,mo—1) dans G relativement & P. Supposons
donc qu'il en existe une, soit (J, 7) ot J est un produit J~Jarme—1J 7, €t
montrons que ’on aboutit & une contradiction.
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Cas non ramifié.

1. — Comme J~ et J* sont normalisés par Jas m,—1, ils sont de la forme
J= = To(i, k)=, J* = To(¢, k)" avec i —k| < [2==L] et |/ — K| <
["—‘,‘f‘—l] (1.2, 1.3, 1.4). Par (3.0) on peut remplacer Xy par &; par (3.2) on
doit avoir: i+ >netk+k > 1.

2. — La paire (J',7'), ot J' = J“JM’[%]JJ” et 7/ est le prolongement de
T[] 3 J' trivial sur J~ et J¥, est une paire couvrante de (JM,[%]’ TM’[%])
dans G relativement & P (proposition 1.4.3, assertion 1.b).

3. — Montrons qu’il existe une paire décomposée au-dessus de
(JM,[%],TM,[%]) de la forme (J”,7"), avec J" = Fo(i,k)‘JM’[%]

Fo(n—i,n—i— ["'Tl'l] —1)+ :
— la normalisation par J 2] des intersections avec N~ et NT est
2
assurée par le lemme 1.4, vu les inégalités de 1-;

—on apar (3.3) : I +To(n—i,n—i—[2==2] - 1)To(i, k) C (1 +p)
K[y_l#] ﬂkerTM,[%], cark+ (n—i— =] -1) > [

— reste & vérifier — toujours par (0.2) — que la multiplication & gauche
ou a droite par (1 + pH)K [ng1] conserve les réseaux I'o(i,k) et
2
Lo(n—i,m—i—[2==L] —1); c’est bien le cas puisque k+ [2+L] > i
etn—1-— [ﬂ%] -1+ ["T‘H] >n-—i.

4. — D’apres les inégalités de 1-, J* = To(¢/, k') T est strictement contenu
dans (J”)* =To(n—i,n—i— [2=1] - 1)+. Par le lemme 1.4.1, cela
contredit le fait que la paire (J',7') de 2- soit couvrante, c.q.f.d.

Cas ramifié.

1. — Comme J~ et J* sont normalisés par Jpm,—1, ils sont de la
forme J- = '™, J* = I''t avec I'1(i + 1,k + 1) ¢ T C I'y1(s,k) et
(&' +1L,K+1) g C Ty, k) (voir 1.2,ii), et T'1 (4, k) et T'1 (¢, k') sont
aussi normalisés par Jas,mq—1 (1.4,iii), donc : —(n—1) < i—-2k—1 < (n—1)—1
et —(n—1)<i -2k —1< (n-1)-1 (14,ii). Par (7.0) on peut remplacer
Xo par &; par (7.2) on doit avoir : i+1+¢+1>2netk+1+k +1+1> 1

2. — Montrons que i+ > 2n et k+ k' + 1 > . Dans le cas contraire
i+ i’ vaudrait 2n — 1 ou 2n — 2 et k+ k' 4+ 1 vaudrait [ — 1 ou [ — 2; alors
la somme i + ¢’ — 2(k + k' + 1) serait au moins égale & 2(n — I), or cette
somme, égale & (i — 2k — 1) + (¢ — 2k’ — 1), est au plus égale & 2(n — 1 — 1)
vu la condition de normalisation.
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3. — On a nécessairement I' = I'y(i,k) et I'' = T'1(¢', k'). On montre en
effet comme en (7.3), (7.4) que les produits I'1 (3, k)~ Jarme—1T1 (3, k)T,
L~ JIrme—101(, k), T1(i, k)~ Inme—1I' T, sont des groupes portant des
paires décomposées au-dessus de (Jas,mo—1, TM,mo—1) ; 01 conclut par 1.4.1.

4. — On continue alors comme dans le cas non ramifié :
— J~JumnJ T porte une paire couvrante de (Jpsn, Tmon);

- T k) I T1(2n—i,n—1— [lﬂ;—_—l] )t porte une paire décomposée
au-dessus de (Jp,n, TMon);

— comme I'y(i', k') est strictement contenu dans I'1(2n — i,n — 1 —
[Zi%_—l] ), les deux assertions précédentes sont incompatibles. a

Notons enfin que les paires couvrantes construites dans ce paragraphe
ne sont pas les seules possibles : sur la base des propositions 3.4 et 7.4 on
peut en obtenir d’autres, et ce d’autant plus facilement que m est grand.
C’est ainsi que les paires couvrantes que nous avons fait figurer dans [Actes
Luminy] sont parfois différentes de celles que nous avons retenues ici.

IV. Types induits des paraboliques
maximaux de GSp,(F).

Remarquant que les sous-groupes paraboliques de GSp4(F) ont les
mémes radicaux unipotents que ceux de Sps(F’), on cherche & construire
leurs types induits en utilisant les parties unipotentes des types induits
calculés pour Sp4(F). Pour ce faire, il faut choisir un type convenable pour
chaque classe d’inertie dans un sous-groupe de Levi de GSp4(F) d’une
représentation supercuspidale irréductible de ce sous-groupe.

Dans un premier temps, on précise cette construction dans un cadre
un peu général. Dans un deuxiéme temps, on montre que pour GSpy(F),
elle fournit des types induits pour chaque classe d’inertie d’une représen-
tation irréductible supercuspidale d’un sous-groupe de Levi maximal dans
ce sous-groupe.

IV.1. Construction.

Soient G un groupe réductif connexe isotrope défini sur F' et S un
tore F-déployé maximal de G. Le groupe dérivé G’ est un sous-groupe
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fermé connexe défini sur F' et la composante connexe de 1 dans S NG’ est
un tore S’ de G’, déployé sur F' et maximal.

Soit ® I’ensemble des racines relatives & F' de G par rapport & S. Il
s’identifie & celui de G’ par rapport & S’ via la restriction de S & S’. On
choisit un ordre sur ® et on nomme Py et P}, les paraboliques minimaux
de G et G’ définis sur F' correspondant aux racines positives.

Notons P(G) lensemble des paraboliques standard et définis sur F'
de G (c’est-a-dire contenant Pg) et P(G’) celui des paraboliques standard
de G’ (c’est-a-dire ceux contenant Py) définis sur F.

Il existe alors une bijection entre P(G) et P(G’) définie par :
P € P(G) et P’ € P(G’) se correspondent s’ils sont associés au méme sous-
ensemble de racines simples de ®. Dans ce cas, P et P’ ont méme radical
unipotent N (défini sur F). De plus, si P = MN est la décomposition de
Levi de P avec M D S et P/ = M'N est celle de P’ avec M’ D S’ alors M/
est un sous-groupe de M.

Dans la suite, G, G’, S, S’,... désignent les groupes des points
rationnels sur F' de G, G’,... respectivement.

On s’intéresse a la détermination de types induits de G. Soit P un
sous-groupe parabolique standard de G, P = M N une décomposition de
Levi de P. On note P’ le sous-groupe parabolique de G’ qui lui correspond.
11 possede une décomposition de Levi P’ = M’N ol M’ est un sous-groupe
de M.

ProposITION 1.1.— Soit s = [M, 0]y une classe d’inertie dans M
d’une représentation o irréductible et supercuspidale de M. Supposons que
s posséde un type (Jpr, Tar) vérifiant :

(1.2) il existe un type (Jy,, 7y ) de M' tel que Jy, C Jpr et M|, €st
isotypique de type Ty,..

Si (J=J}yJt,7') est une paire couvrante de (Jy,,, T}, ) relativement
a P’ et si Jy normalise J~ et Jt alors J := J~JyJT est un groupe
auquel T); se prolonge en une représentation T triviale sur J~ et J*. La
paire (J, T) ainsi obtenue est une paire couvrante de (Jp, Tar) relativement
ap.

Démonstration. — Grace aux hypothéses de la proposition, les condi-
tions du lemme 1 de [Bl1] sont clairement satisfaites et la paire (J,7) est
donc une paire décomposée au-dessus de (Jpr, Tar)-
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I est aussi clair que 75 est isotypique de type 7. Ainsi, pour toute
représentation lisse (7, V) de G, la composante isotypique V7™ de type 7
est contenue dans la composante isotypique V™ de type 7 de (ma, V). Or
m|gr est lisse. L'injectivité de la restriction & V'™ du foncteur de Jacquet se
déduit de celle de la restriction & V™ de ce méme foncteur. La paire (J,7)
est donc une paire couvrante. 0

Une fois déterminées des paires couvrantes relativement & P’ dans
G', la recherche de paires couvrantes relativement & P consiste & définir
pour chaque classe d’inertie s dans M d’une représentation irréductible et
supercuspidale de M, un type (Jar, 7ar) vérifiant (1.2).

Etude de cas particuliers :
(1.3) Le sous-groupe de Levi M est produit direct de M’ et d’un tore T.

Dans ce cas, une représentation o irréductible et supercuspidale de
M s’écrit o’ ® x ol o’ est une représentation irréductible et supercuspidale
de M’ et x un caractere de T. La classe d’inertie s de o dans M admet
un type de la forme (J4; x °T, 74, @ x0) ot (Jiy/,Ths) €st un type de la
classe d’inertie de ¢’ dans M’ et xq est la restriction de x au sous-groupe
compact maximal °T de T.

Il est clair que (J};, x °T, 74, ® xo) vérifie 'hypothése (1.2).

(1.4) Le type (Jp,Tar) est de la forme : Jyy = Jjy x A ott A est abélien
et la restriction de Ty & Jj, contient une représentation Ty, telle que
(Jhgrs Ty ) SOIt un type de M.

Notons Jy; D'entrelacement dans Jys de 7y,,. C’est aussi le stabili-
sateur dans Jjs de la composante isotypique W de 7y I, de type 7},
Puisque W est de dimension finie et que 7ps est lisse, Jy; est un sous-
groupe ouvert, et par suite compact, de Jys. L’action de J},; sur W définit
une représentation 7y; de Jy, nécessairement irréductible dont la restriction
a J}, est isotypique de type 7},,. De plus, J}; est le produit semi-direct de
Jis par un sous-groupe de A et est donc distingué dans Jas. On en déduit

que I'induite Ind?% Tpp est irréductible puis, par le théoréme de réciprocité

de Frobenius, qu’elle est égale & 7as. En conséquence, la paire (J};, 7y;) est
un s-type vérifiant (1.2).
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IV.2. Paires couvrantes de types
de paraboliques maximaux de GSp,(F).

Soit G = GSp4 le groupe des similitudes symplectiques d’un espace
vectoriel de dimension 4. Son groupe dérivé n’est autre que G = Sps. On
retrouve donc la situation du premier paragraphe. Ainsi, G = GSpy(F)
posséde deux classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques maxi-
maux représentées par ]30 et Isg, les deux sous-groupes paraboliques de
G contenant P, et Pg respectivement. Les radicaux unipotents de f’a et

135 ne sont autres que ceux de P, et Pg. Plus explicitement, on sait que
1 0 0 O

G s'identifie & Sps(F) x T ou T est le tore 8 (1) g 8 ,AEFX 3 et
00 0 A

Paction de T sur G = Sps(F) est donnée par la conjugaison des matrices.
Via cette identification, les sous-groupes My =My xT et Mg = Mg % T
sont des sous-groupes de Levi de P, et Pg

Cas de Ma.

C’est exactement la situation de (1.3). Le sous-groupe compact maxi-
mal T ~ oX de T agit par multiplication par un scalaire sur Ay(F). Il
normalise donc tous les sous-groupes J~ et JT décrits dans les proposi-
tions de III. En appliquant la proposition 1.1, on obtient :

PROPOSITION 2.1. — Soit 5 une classe d’inertie dans G de la forme

MG,E ~ ol o est une représentation irréductible supercuspidale de Ma.
G —~ —~ ~
La classe d’inertie [Mq,0];; dans M, posséde un type (Ji; , 7T ) ou

‘7117 = Jum, X 0%, T, =T, @ Xo et (Im,,Tm,) est un type de la classe

[Ma, 70y, |, décrit en 11,

Si (J = J~Jm,J*,7) est une paire couvrante de (Ja,,Tm,) relati-
vement a P, décrite en I11.5 ou II1.9 alors le produit J = J~ J]Vra Jt est un
groupe auquel 7~'~a se prolonge en une représentation T triviale sur J~ et
J* et la paire (J,7) ainsi obtenue est une paire couvrante de (J Wi AL )
relativement a Pa.

Cas de Mg.

Soit 5§ = [M ;0] 1 la classe d’inertie dans M = Mg d’une représenta-

tion & irréductible et supercuspidale de M.
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Puisque M est le produit direct de GLo(F) et F*, 7 est le produit
tensoriel d’une représentation irréductible cuspidale o de GLy(F*) et
d’un caractére x de F*. La classe d’inertie § admet un type de la forme
(J x 0%, 7® xo0) ou (J,7) est un type pour GLo(F*) décrit en 1.1 et xo la
restriction de x & 0*

Considérons un type (J ~ =Jx 0% =T ® Xo) de cette forme. Si
T est une composante irréductible de la restnctlon de & J=JNSLy(F)
alors (J,7) est un type pour SLo(F) décrit en 1.2. On obtient ainsi un type
de M : (Ju =7 x 0%, TM =T ® Xo)-

On se trouve donc dans la situation de (1.4) ol A n’est autre que oT,

PropPOSITION 2.2. — Soit 5 = []ng,?i]a la classe d’inertie dans G
d’une représentation ¢ irréductible et supercuspidale de Mg. Soit o une
composante irréductible de o|p, et (Jum,,Trm,) un type pour la classe
d’inertie de o dans Mg décrit en 1.2. Notons T' I’entrelacement de Ty,
dans °T.

1. La classe d’inertie [Mg, o] s dans ]T/fg posséde un type (j v ’7-1\715)
ouJ M, = Jum,T' et la restriction de ?~ a Ju, est isotypique de type Ta,.

2. Si (J = J Jum,J*t,7) est une paire couvrante de (JMB,TMB)
relativement & P décrite en I1.1 ou I1.4 alors le produit J=J" J J * est

un groupe auquel T T~B se prolonge en une représentation T tr1v1ale sur J~

et J* et la paire (J,7) ainsi obtenue est une paire couvrante de (J~ oo ThEs )

relativement & Pg .

Démonstration — La premiére partie est une redite de (1.4). Pour la
deuxiéme partie, on vérifie que J s normalise J*. En effet, J M, normalise

J* et T', étant contenu dans °T', normalise chaque sous-groupe X, (n),
r une racine et n € Z, donc il normalise chaque J* construit en II. On
applique alors la proposition 1.1. O
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