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SUR LA REALITE DES POINTS DOUBLES
DES COURBES GAUCHES

par Daniel PECKER

1. Introduction.

Une courbe irréductible de degré d non dégénérée dans P, (c’est-
a-dire non contenue dans un hyperplan) ne peut avoir plus de C(d,n)
points doubles, la borne de Castelnuovo C(d,n) étant définie comme suit
(voir [H.E]) :

C(d,n) = sm(2d -2 — (n—1)(m + 1))

1
2
avec

d>n>2 et m:[z:ﬂ

Notre résultat est le suivant :

TuEOREME. — Soient «, 3, des entiers tels que a+ 3+2y < C(d,n).
Il existe une courbe réelle nodale irréductible de degré d, non dégénérée
dans P, ayant « points doubles réels a tangentes réelles, 8 points isolés
dans le domaine réel, 2y points doubles imaginaires et aucun autre point
singulier.

Le cas des courbes planes est dii & Shustin [S] qui utilise une extension
aux courbes singuliéres de la méthode de Viro (voir [V], [R]). Notre méthode
est résumée dans la note [P4] (voir aussi les cas 8 = v = 0 dans [P1], et
a = v = 0 dans [P2]). On construit tout d’abord des courbes planes
paramétrées par des fractions rationnelles ayant des numérateurs et des
dénominateurs de degrés spécifiés. On en déduit des courbes avec C(d,n)

Mots-clés : Courbes gauches — Points doubles réels.
Classification math.: 14 — 14Hxx — 14Pxx.



1440 DANIEL PECKER

points doubles sur des surfaces rationnelles réglées et lisses. On conclut la
démonstration du théoreme grace au théoreme de Brusotti.

Rappelons ce théoréme, dii & Brusotti pour les courbes planes et a
Gudkov pour les courbes situées sur une surface quadrique (voir [B], [G];
voir aussi [T], [S], [P3], [P2]).

THEOREME. — Si l'on choisit des points doubles réels et des paires
de points doubles imaginaires conjugués d’une courbe réelle nodale située
sur le plan projectif, ou sur un hyperboloide, il existe une courbe réelle de
méme degré, ayant pour seuls points singuliers des points doubles voisins
des points doubles choisis (et de méme type réel).

Description de la construction

Le lemme suivant permet de ramener la recherche des points doubles

d’une courbe rationnelle & un probléme géométrique dans le plan des
parametres.

Si f est une fraction rationnelle & une variable, notons

flatiy) — flz-1y)

Af(z,y) = 5

LEmMME 1. — Soit C une courbe paramétrée par des fractions
rationnelles réelles

X=f®), Y=g

ot f'(t) et ¢’'(t) ne s’annulent pas simultanément et tlgl;lo g(t) = oo. Les
points de C situés dans I’affine qui sont centres de deux branches transverses
sont obtenus pour les valeurs du parameétre t qui appartiennent au domaine
de définition de f et de g, et qui sont de la forme t = = + iy ot (x,y) € C?
est un point d’intersection simple des deux courbes

Ap(z,y) =0 et Ay(z,y)=0.

Si I'intersection de ces deux courbes ne contient aucun triplet de points tel
que la somme de leurs ordonnées soit nulle, tous les points ainsi obtenus
sont des points doubles ordinaires. Si x et y sont tous deux réels, on obtient
un point double isolé dans le domaine réel. Si x et iy sont tous deux réels,
on obtient un point double réel & tangentes réelles. Dans tous les autres
cas, on obtient des paires de points doubles imaginaires conjugués.
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Le paragraphe 2 expose les idées principales de la méthode. Dans
la proposition 1, on commence par ’étude directe de courbes ayant une
coordonnée paramétrée par une fraction rationnelle trés simple, l’autre
coordonnée étant paramétrée par un polyndme B(t). Dans le corollaire, on
en déduit la nature réelle des intersections de la courbe Ag(z,y) = 0 avec
le cercle unité. Dans la proposition 2, on construit une fraction rationnelle
f telle que Af(z,y) = 0 soit proche de la réunion du cercle unité et
de I’homothétique d’un ensemble A, déja construit. Par récurrence, les
ordonnées des points d’intersection des courbes Ag = 0 et Ay = 0 vérifient
la condition de position générale du lemme 1. Cette proposition 2 est Ioutil
principal de la démonstration de notre théoréme par récurrence. Le cas des
courbes sans point double réel & tangentes réelles fait 1’objet du troisieme
paragraphe.

2. Constructions de courbes auxiliaires planes.

PROPOSITION 1 (voir [P4]). — Soient a + 8+ 2y = b — 1. Il existe un
polynéme réel B(t) de degré b tel que la courbe

1
Y=t+3 X=B()

ait b — 1 points doubles ordinaires dans le plan affine, dont o points
doubles réels a tangentes réelles, 3 points réels isolés et 2y points doubles
imaginaires. De plus, pour tout entier by < b tel que b—bg soit pair, il existe
un réel xq tel que I’équation B(t) = ¢ ait exactement by solutions réelles.

Rappel de démonstration. — On montre dans [P4] que le polynéme
B(t) peut étre construit de la maniére suivante. Soient z;, y, des nombres
réels vérifiant

0<z1 <2< <2 <Y <" < Yy,

et posons
f@) =@t =) (¢ —za)(t = y1) - (¢ — 9,)°

Soit U(t) un polynoéme unitaire de degré 3+ 1 ayant toutes ses racines
réelles assez petites pour que 1'équation U(t) — U(1/t) = 0 ait toutes ses
racines de module un, et tel que f(0)U’(0) < 0. Alors, si k est assez grand,
le polynome B(t) = U(t)f(t/k) convient. O
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On déduit de cette proposition le résultat suivant :

CoROLLAIRE 1. — Soient «, 3,y des entiers. Il existe un polynéme
B(t) de degré b = a+ 8+ 27y + 1 tel que les courbes

B(z +iy) — B(z — iy) _

249y =1 et
21y

0

aient 2(b — 1) points d’intersection dans l’affine, dont 2(3 sont réels, 2«
sont d’abscisse réelle et d’ordonnée imaginaire pure, et 4y sont d’abscisse
imaginaire. De plus, on peut supposer qu’il n’existe aucun triplet de ces
points tel que la somme de leurs ordonnées soit nulle. Enfin, pour tout
entier by < b, tel que b — by soit pair, il existe un réel xo tel que I’équation
B(t) = x¢ ait exactement by solutions réelles.

Rappel de démonstration (voir [P4]). —Sig(t) =t+ %, Agy(z,y) =0
définit le cercle unité, et par suite le lemme 1 de l'introduction et la
proposition 1 donnent directement le résultat. De plus, quitte & modifier un
peu le polynome B(t), on peut supposer ’hypothése de position générale
vérifiée. O

ProPosITION 2. — Soient a, e, b des entiers tels que (a — e,b) = 1 et
a > e > 1. Notons 6§ = %(b —1)(a + e —1). Soient a, 3 des entiers tels que
a+B < et B>6—(b—1). Il existe des polynémes réels A(t), E(t) et
B(t) de degrés a, e, et b tels que la courbe paramétrée par

A(t)
X =B(t Y = —=<
® Y= 5ay

ait pour seuls points singuliers dans le plan affine § points doubles ordinaires,
dont a sont réels a tangentes réelles et B sont réels isolés. De plus, pour
tout entier by < b tel que b — by soit pair, il existe un réel xq tel que cette
courbe rencontre la droite X = xy en exactement by points réels.

Démonstration. — Si f est une fraction rationnelle définie en p € R,
et si
G(2) = f(2) + —
(z—p)

ol € est un petit nombre réel, alors Ag(z,y) = 0 si et seulement si

((z —p)* +y?) As(z,y) =e.
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Soit V' un ouvert contenant le lieu singulier de Ay = 0. Si € est assez petit
et de signe adéquat on voit que Ag = 0 est, dans le plan des (z,y) réels, la
réunion d’un ovale autour de (p,0) et d’une «petite variation» de Ay =0,
C’est-a-dire une figure C! proche de Ay =0 en dehors de V. Soit U une
(petite) boule contenant (1,0). En itérant cette construction on en déduit
Pexistence d’une fraction rationnelle f(t) = A(t)/E(t) (ou deg(A) =a —1
et deg(E) = e — 1) telle que Ay =0 se compose de e — 1 petits ovales
emboités autour de I’origine, et d’une figure qui est C'* proche de la réunion
des a — e — 1 droites (z — 1)*7¢ = (Z—1)*7¢, (2 — 1) # (Z — 1) en dehors
de U (pour la figure1, on a pris e = 3 et a — e = 5). On peut donc
supposer que Ay = 0 rencontre la réunion des (b— 1) droites A (z,y) =0
en 2(6 — (b — 1)) points réels vérifiant la condition du lemme 1.

Figure 1 (cf. [P2]). La courbe Ay =0 ou f(t) = Z(t)/g(t), avec deg(z) =7
et deg(E) = 2, rencontrant les b—1 droites A (z,y) =0 en (b—1)(a+é—1)
points & coordonnées réelles (on aicia="1T,b=4 et € = 2).
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D’autre part, d’apres le corollaire 1, il existe un polynéme réel B(t)
de degré b tel que la fonction c(z,y) = 22 + y*> — 1 s’annule en 2(b — 1)
points réguliers distincts de Ag = 0 dont 2(8 — (6§ — (b — 1))) sont réels, et
2a sont d’abcisse réelle et d’ordonnée imaginaire pure et dont les ordonnées
satisfont la condition du lemme 1. Soit F un ensemble compact contenant
ces points dans son intérieur et ne contenant pas I’origine. Posons

o= 43 ~1(3)+

ol k est un nombre réel. Un calcul simple montre que Agy(z,y) = 0 si et
seulement si

cx(z,y) = (22 +y2)Af(%7 %) —-1=0.
On voit donc que ck(z,y) tend uniformément vers c(z,y) sur le compact E
quand k tend vers l'infini. Comme ci(z,y) est réel si z et y le sont (et si
z et iy le sont), on voit (par transversalité) que cette fonction s’annule en
2(b—1) points de Ag = 0, dont 2(8 — (6§ — (b — 1))) sont réels, et 2« sont
d’abcisse réelle et d’ordonnée imaginaire pure.

Par conséquent, il y aura dans E autant de points d’intersection de
chaque sorte dans {A, = 0}N{Ap = 0} que dans {z2+y? = 1}N{Ap = 0}.

Pour compter les points d’intersection de {Agy = 0} N {Ap = 0} situés
au voisinage de I'infini, utilisons une homothétie de rapport 1/k centrée a
Porigine. L’homothétique de Ay = 0 a pour équation

1

Ag(z,y) - P+ =

0,

Phomothétique de A = 0 a pour équation

1
Ap(z,y) + O(E) =0.
Par transversalité, on voit donc que Ay =0 et Ap =0 ont 2(6 — (b — 1))
points d’intersection réels en dehors de E si k est assez grand.

Par le lemme 1, on a donc énuméré § points doubles de notre courbe,
et, par le théoréme de Bézout, il n’y en a pas d’autre (cf. [P2]). O
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3. Quelques courbes sans point double réel a
tangentes réelles.

Pour pouvoir démontrer notre théoréme principal par récurrence nous
aurons aussi besoin de quelques constructions de courbes rationnelles sans
point double réel a tangentes réelles. Les démonstrations sont analogues &
celles du paragraphe précédent.

LEMME 2. — Etant donné un entier u, il existe un réel h et un
polynéme U (t) de degré u + 1 tel que la courbe affine

ht

X(0)=plt) =t+ 57

.Y () =U(®),

ait 2u points doubles qui sont tous réels isolés, ou bien (au choix) 2u — 2
points doubles réels isolés et deux points doubles imaginaires. De plus, pour
tout entier ug < u + 1 tel que u — ug soit impair, il existe un réel xo tel
que équation U (t) = x ait exactement ug solutions réelles. On peut aussi
supposer que U(y/—1) n’est pas réel.

Démonstration. — Un calcul simple montre que A,(z,y) = 0 si et
seulement si

(22 + (-1 (2 + (y+1)?) = h(z* +y* - 1).

Si h tend vers 'infini, A, (z,y) = 0 se compose de deux ovales dans le plan
des (z,y) réels. L’'un de ces ovales tend au sens C' vers le cercle unité.
L’homothétique de autre ovale dans I’homothétie de centre 1’origine et de
rapport 1/ v'h tend aussi vers le cercle unité au sens C!.

On peut trouver, grace au corollaire 1, un polyndme réel U(t) de degré
u+ 1 tel que Ay = 0 rencontre le petit ovale en 2u points réels, ou (au
choix) en 2u — 4 points réels, et 4 points d’abcisse non réelle. Si h est assez
grand, Ay = 0 rencontre le grand ovale en 2u points réels, et par suite
A, = 0 rencontre Ay = 0 en 4u points réels (ou 4u — 4 points réels et 4
points d’abcisse non réelle.) On en déduit le résultat par transversalité. En
rajoutant au besoin un petit mondéme et & U(t), on peut de plus supposer
que U(v/—1) n’est pas réel. 0

PROPOSITION 3. — Etant donnés un entier pair b et des entiers 3, et
v tels que B + 2y = 2(b — 1), il existe un polynéme B(t) de degré b, et un
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réel h tel que la courbe

ht
Xt)=pt)=t+ ——> Y(t)=B(t
O =¢t) =t+ 5oz V()= B),
ait 2y points doubles imaginaires,  points doubles réels isolés, et aucun
autre point singulier dans le plan affine. De plus, pour tout entier pair
bop < b, il existe un réel zq tel que I'équation B(t) = zq ait exactement by
solutions réelles.

Démonstration. — Supposons tout d’abord § = 2u avec u impair;
v est donc pair. Par le lemme 2, il existe un polynéme de degré u + 1
a coefficients réels U(t) et un réel h, tels que la courbe affine
(X(t) =t+ht/(t2+1),U(t)) ait B points réels isolés. L’intersection de
Ax =0 et de Ay = 0 se compose alors de 4u points d’intersection (a;, b;)
a coordonnées réelles. Les nombres complexes u; = a; + bjv/—1, qui sont
les valeurs du parametre donnant les points doubles de cette courbe, véri-
fient X (uj) = X(%@;), et comme U(y/—1) n’est pas réel, ils sont différents
de ++/—1. Choisissons des disques disjoints D(u;) contenant ces points, et
ne contenant aucun point de ramification de X (t) et ne contenant pas non
plus ++/—1. Soit

f) =t =)t —y2)?® - (t —yy2)?

ou les y, sont des nombres strictement positifs distincts. Considérons
B(t) = U(t)f(t/k). Choisissons des disques disjoints D(y,) contenant les y,
et ne contenant aucun point de ramification de X (t), et ne contenant pas
non plus 0 ni +1/~1. Au voisinage de chacun des disques D(u;) et kD(y;),
I’équation d’inconnue s

X(s)=X(t), s#t < (1+5*)(1+t?) =h(st—1)

a deux racines g;(t) et go(t). Ces deux racines tendent vers +/—1
sur kD(ye) quand k tend vers l'infini. En prenant la conjuguée de cette
équation, on voit que g1(t) = g1(f) ou bien g, (t) = g2(f). Quand ¢ est réel
et assez grand g;(t) n’est pas réel, par conséquent on aura g;(t) = go(%)
sur chaque disque kD(y,) si k est assez grand. Choisissons g (t) sur chacun
des disques D(u;) tel que g1(u;) = T;; on aura sur chacun de ces disques
g1(t) = g1(f). On aura aussi g;(g;(t)) = t sur chaque disque D(u;).

Si k est assez grand, on aura |B(g;(t))| < |B(t)| sur le bord de chaque
disque kD(ye). Et par suite B(t) — B(g1(t)) a le méme nombre de racines
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que B(t) sur chacun de ces disques, c’est-a-dire deux. Si t est réel et assez
grand, B(t) — B(g:1(t)) n’est pas réel, car B(g;(t)) est proche de B(+v/—1)
qui n’est pas réel quand k est assez grand. On en déduit que ces racines, 7;
et T2, ne sont pas réelles. On obtient donc ainsi quatre couples (¢, s) distincts
de nombres non réels (71, g1(71)), (72, 91(72)), (F1,92(71)), (T2, 92(T2)), tels
que [t| > |s| et B(t) = B(s), X (t) = X (s). Ces points donnent quatre points
doubles. En tout on obtient donc ainsi 2 points doubles imaginaires.

Sur un disque D(u;), on a

(B(&) - B@(®) - O (U(0) - Ulaa(6)) = O( 7 )

et par suite, si k est assez grand, B(t) — B(g:1(t)) a autant de racines
que U(t) — U(g1(t)), c’est-a-dire une seule t;. Comme g, est involutive sur
D(u;j)UD(g;), g1(t;) est aussi une racine de B(t) — B(g1(t)) contenue dans
le disque D(u;). On a donc g1(¢;) =t; et t; = g1(t;). On obtient donc ainsi
4u valeurs du parametre telles que B(t) = B(t), X (t) = X (%), c’est-a-dire
[ = 2u points doubles réels isolés, ce qui acheve la démonstration dans ce
premier cas.

Le deuxiéme cas # = 2v avec v pair se traite de maniere identique. On
prend alors un polynéme U (t) de degré v + 2, tel que la courbe (X (t), U(t))
ait 2v points doubles isolés et 2 points doubles imaginaires, et f(t) un
polyndme ayant %(7 — 1) racines doubles strictement positives. O

ProrosiTioN 4. — Soient a > e > 2 et b des entiers tels que b soit
pair et (a — e,b) = 1. Si vy et B vérifient

B+2y=58=30b-1)(a+e-1), B28-20-1),

il existe des polynomes réels A(t), E(t), B(t) de degrés a,e,b tels que la
courbe affine X (t) = B(t), Y (t) = A(t)/E(t) ait 8 points doubles isolés, 2~y
points doubles imaginaires, et aucun autre point singulier. De plus, pour
tout entier pair by < b, il existe un réel zo tel que I’équation B(t) = ¢ ait
exactement by solutions réelles.

Démonstration. — D’apres la proposition 3, il existe un polynéme
B(t) tel que la courbe

ht

X =B(t Y=¢p@)=t+ 5—

9

ait B = B8 — (6 — 2(b — 1)) points isolés et 2y points doubles imaginaires.
Comme dans la démonstration de la proposition 2, il existe des polynémes
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A_o(t) et E_5(t) de degrés a — 2 et e — 2 tels que la courbe affine
(b, A_o(t)/E—2(t)) ait § — 2(b — 1) points doubles isolés. Posons

_ A2

t) =
f( ) E._2(t)
On peut supposer que A¢(0,0) = 1. Considérons

ht

o) = kF() + 7ot

Ay(z,y) = A,(%, %) — 1+ Ay(z,y).
Si k est grand, ’ensemble Ag4(z,y) = 0 se compose d’une partie bornée qui
est proche de A, (z,y) = 0 et d’une partie & I'infini proche de ’homothétique
de Af(z,y) = 0 dans le rapport k (car A, (z,y) tend vers 1 quand (z,y)
tend vers 'infini). Et donc, par transversalité, A, = 0 rencontrera Ag =0
en 20 = 201 + 2(6 — 2(b — 1)) points (z,y) réels et en 4+ points d’abcisses
non réelles. Par le théoreme de Bézout, on voit qu’il n’y en a pas d’autre. O

4. Démonstration du théoréme.

ProposiTiON 5. — Soit a,e,b des entiers tels que a — e = 1 ou bien
a—e=>b—1. Soient o, 3,7 des entiers tels que

a+f+2y=20b-1)(a+e-1).

11 existe des polynémes réels A, E, B, B, de degré a,e,b et by < b, tels que
la courbe affine paramétrée par

B, A

y —

T EQBQ)

~ Bi(t)
ait o points doubles réels a tangentes réelles, 3 points réels isolés, et 27
points doubles imaginaires. Dans le cas ot a — e = 1, on peut de plus
supposer que by = 0. De plus, pour tout entier by < b tel que b — by soit

pair, il existe un réel o tel que I’équation X (t) = zo ait exactement by
solutions réelles.

Démonstration. — Notons § = a + 8 + 2.
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e Cas a — e = 1. — Démontrons le résultat par récurrence sur e.
Précisons ’hypothese de récurrence en y incluant le fait que les polynémes
B(t) ont toutes leurs racines réelles, et prennent des valeurs différentes en
chacun de leurs extremums.

L’assertion est évidente pour e = 0 et si e = 1, c’est la proposition 1.
Supposons donc e > 2.

>Si 8 >6—(b—1), on applique la proposition 2; sinon on a
a+2y>b-1.

> Sia =0, bpair et 2y < 2(b— 1), on applique la proposition 4.

> Sia=0,v>b— 1, par récurrence il existe des polyndémes A_5(t),
E_5(t) et B(t) de degrés a — 2, e — 2, b tels que la courbe paramétrée
par X(t) = B(t), Y(t) = A_a(t)/E-2(t) ait 6§ — 2(b — 1) points doubles
dont 2(y — (b — 1)) imaginaires, et les autres réels isolés. Soit z un nombre
non réel qui n'est pas un point de ramification de B(t). La courbe affine
paramétrée par

A_o(t) e, _¢
E_5t)  t—-2z t—z
répond & la question si € est assez petit. Comme X (¢) n’est pas modifié

pour cette nouvelle courbe, elle coupe toute droite X () = z¢ en le méme
nombre de points que la précédente.

X(@t) =B(@t), Y({t) =

>Si o # 0 ou si b est impair, soient a; < a, 71 <7 tels que
(@1 + 1) + 2y; = b. Par récurrence, il existe des polynémes B, A_;, E_;
de degrés b,a — 1,e — 1 tels que la courbe

A_1(t) ’
E_1(?)
ait a — a1, 3,2(y — 1) points doubles de chaque type et rencontre la droite

X = Xy en a3 + 1 points réels. Soit p un nombre réel tel que X (p) = Xo.
La courbe

X=B(t)7 Y=f(t)=

€

)
t—p
aura a, (3, 2y points doubles de chaque type si € est assez petit. De plus X (t)
n’étant pas modifié, cette nouvelle courbe coupe toute droite X (t) = zo en
exactement autant de points que la précédente.

X =B(), Y=f@t)+

e Casa—e = b—1.— On fait aussi une récurrence sur e, ’hypothése
de récurrence contenant les mémes précisions sur le polyndéme B(t) que
dans le cas précédent.
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Sie =0, il s’agit de démontrer le résultat pour les courbes planes. On
fait une récurrence sur le degré d. Pour obtenir les précisions voulues sur le
polynoéme B(t), il suffira de vérifier ’existence d’une droite réelle ayant d
points d’intersection réels (distincts ou confondus) avec la courbe.

La récurrence commence facilement : en effet, si d < 2 il n’y a rien &
démontrer.

> Sig > %(d—2)(d——3), posons b=a=d—1et e=1 On a
(a—e,b) =1leta >e > 1.Sil'onposed = %(b—l)(a+e—1) = (d—-1)(d-2),
onaaussif>6—(b—1) = %(d —2)(d — 3). On peut donc appliquer la
proposition 2, ce qui nous donne une courbe plane répondant a la question.

Nous supposerons donc dorénavant que 3 < %(d —2)(d - 3).

> Supposons a = 0 et d pair. Par récurrence, il existe une courbe
Cg4-1 de degré d — 1 ayant B points doubles isolés, 2y — (d — 2) points
doubles imaginaires, et rencontrant une droite réelle D en un seul point
réel. On obtient alors notre courbe en simplifiant ce point de la courbe
C4-1 U D. Si L est une droite réelle rencontrant Cy_; en d — 1 points réels
elle rencontrera la nouvelle courbe en d points réels.

>Sia=0,8< %(d— 3)(d—4) et B # 0. Par récurrence, il existe une
courbe Cy_o de degré d — 2 ayant B — 1 points doubles isolés et aucun point
double réel a tangentes réelles. Soit L une droite réelle rencontrant Cy_o en
d — 2 points réels, et P un point réel de L n’appartenant pas & Cy_5. Soit D
une droite imaginaire passant par P et rencontrant Cy_s en d — 2 points
distincts, D sa conjuguée. On obtient alors notre courbe en simplifiant
une paire de points doubles imaginaires de Cy_o U D U D. Cette courbe
rencontre bien la droite réelle L en d points réels.

> Supposons a@ = 8 = 0 et d impair. On a d = 4k+1. Soient C,...,Cy
k coniques en position générale, n’ayant pas d’équation réelle, qui coupent
la droite de l'infini en 2k points réels, et une (autre) droite réelle D en 2k
points imaginaires distincts. Soit Cox la réunion des ces coniques, et Cox
sa conjuguée complexe. Choisissons un point z; dans C; N D. On obtient
alors notre courbe en simplifiant les k paires de points doubles (z;, Z;) sur
la courbe Cyi U Car U D. Cette courbe rencontre la droite de 'infini en d
points réels.

> Sia =0, dimpair et 8 > %(d——3)(d—4),prenonsa:b:d—let
e = 1. Alors b est pair, 8 > § — 2(b — 1), et on applique la proposition 4.

> Enfin, supposons a # 0 et o+ 2y > d — 2. Soient a3 < a, 11 <7
tels que a3 + 27, = d — 2. Par récurrence il existe une courbe Cy_; de
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degré d — 1 ayant a — a3, B, 2(y — 1) points doubles de chaque type qui
rencontre une droite réelle D en a; + 1 points réels. On obtient alors Cjy
en simplifiant un de ces points sur la courbe Cy U D grace au théoréme de
Brusotti.

o Le cas e = 1 se déduit du cas précédent. Soit (A(t) : B(t) : D(t))
les coordonnées homogenes d’une courbe plane de degré b + 1. On peut
supposer que deg(A) = b et deg(D) = deg(B) = b + 1. En retranchant
3 D et & B un multiple de A, on peut supposer que B(t) = B(t)E(t) et
D(t) = By(t)E(t) ou deg(E) = 1. En considérant les coordonnées affines de
cette courbe on obtient le résultat pour e = 1.

e Si e > 2, la récurrence se poursuit exactement comme dans le
premier casou a — e = 1. O

Démonstration du théoréme. — Supposons tout d’abord que
a+B+2y=C(d,n). Posonsm=[(d—1)/(n—1)]etb=m+1>2.

e Sin=2k+1,soienta=e+1=d—kbet

x=50, v=40

donnés par la proposition 5. Alors la courbe
(X,X2,... Xk Y YX,... YXF

est une courbe rationnelle de degré d non dégénérée dans P,, et qui possede
C(d,n) points doubles dans I’affine. Comme C(d,n) est une borne pour le
nombre de points doubles, cette courbe n’a pas d’autre point singulier, et
répond donc a la question.

e Sin=2k,soienta=d—1—(k—1)b,e=d—kbet
_ B@®) __A®
B (t) E@®)Bi(0)

donnés par la proposition 5. Dans ce cas on prend la courbe
(X, X2,..., Xk Y, YX,. . . YXF1),

Pour conclure, on constate que les courbes sont construites sur des
surfaces qui sont isomorphes a I’hyperboloide dans le premier cas, et au plan
projectif éclaté dans le deuxiéme cas (voir [H], p.93). Par conséquent, on
peut appliquer le théoréeme de Brusotti, ou celui de Gudkov, pour simplifier
un nombre arbitraire de points doubles sur les courbes obtenues. O
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