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DIMENSION GLOBALE
ET CLASSE FONDAMENTALE D’UN ESPACE

par Youssef RAMI

Introduction.

Soit S un espace 1-connexe pointé et £2S son espace de lacets. Si K
désigne un corps, ’homologie H,(2S; K) est une algebre (de Hopf). Il est
naturel d’associer a cette algebre les deux invariants numériques suivants :

prof(H.(QS; K)) = inf{k/ Ext};" o 1 (K; H.(QS; K)) # 0},
gldim(H. (QS; K)) = sup{k/ Ext}" 5. 5, (K; K) # 0}

qui sont reliés & la catégorie de Lusternik-Schnirelman de 1’espace S (dont
la définition est rappelée au §1) par les relations suivantes ([5], Th. A et
Th. A) :

prof(H,(€2S; K)) < cat(S),

prof (H.(QS; K)) = cat(S) = prof(H.(2S; K)) = gldim(H.(QS; K)).

Lorsque S est K-elliptique et gldim(H,(Q2S; K)) < oo, 'algébre de
Pontryagin H,.(Q2S; K) est isomorphe en tant qu’espace vectoriel & une
algeébre de polynomes. Ce résultat est une conséquence du théoreme B
de [12], qui étend au cas des algebres de Hopf graduées le théoréme de
Auslander-Buchsbaum-Serre :

Mots-clés : Espace K-elliptique — Dimension globale — Profondeur — Application d’éva-
luation.
Classification math. : 55P35 — 57T25.
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THEOREME ([21], Th. 9, §IV). Soit A un anneau local, alors,
gldim(A) < oo si et seulement si A est régulier.

Dans cet article nous donnons plusieurs caractérisations des espaces
K-elliptiques tels que gldim(H,(Q2S;K)) < oo. Rappelons qu’un espace
r-connexe (r > 1) est K-elliptique si

1) dim H*(S; K) < oo pour tout i > 0,
2) cat(S) < oo,

3) il existe un entier k et une constante C tels que dim H,(QS; K) <
Crk, r>1.

Notons g(K) le plus petit entier non inversible dans K (si o(K) < oo,
o(K) = caractéristique du corps K ; sinon K est de caractéristique zéro).

Lorsque S est un CW-complexe r-connexe de type fini tel que
(§): dim(S) <ro(K); o(K) >3,
nous dirons que (S,K) est dans le domaine d’Anick. Dans ce cas il
existe une algebre de Lie E ([16], Th. 10.1), telle que UE = H,(Q2S; K).
Lorsque o(K) = oo (dim S peut étre infini), £ = 7,(2S) ® K et nous
retrouvons alors le théoréme de Cartan-Serre. Lorsque la caractéristique
est non nulle, Palgebre de Lie F (qui dépend fonctoriellement de S) n’a pas
d’interprétation en termes de 7,(2S) ® K. Par contre, comme dans le cas
rationnel, et sous I’hypothese (£), ’algeébre de Lie E est calculable & partir
du modele minimal (AV,d) de l'espace S ([16], §10), qui sera défini au §1.

Précisons simplement ici que
a) AV désigne lalgébre commutative graduée libre engendrée par

1=00 . .
I’espace vectoriel gradué V = @ V* avec dim(V*) < oo,
=2

i=00 X
b) AV = @@ AV, ou A'V désigne l'espace vectoriel des mots de
=0
longueur 1,

¢) dV C AZ2V = @ AiV.
i=2

Rappelons d’autre part que H*(S;K) est une algebre & dualité
de Poincaré de dimension formelle n, s’il existe un élément w tel que
H™(S;K) = wK (w est appelée classe fondamentale de S), H*(S;K) =0
Vi > n et la multiplication dans H*(S; K) induit une forme biliniaire non
dégénérée

<—,—>: H(S;K)@ H" *(S;K) - K avec t Uy =< 7,y > w.
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Notons que ([10], Th. A, cf. aussi Lemme 3.1) si S est K-elliptique
alors H*(S; K) est & dualité de Poincaré et nous complétons ce résultat par

PROPOSITION A. — Soit K un corps de caractéristique non nulle et
S un espace r-connexe, dans le domaine d’Anick, alors, S est K-elliptique
si et seulement si dim(E) < oo.

Plus récemment L. Bisiaux ([2], Th. A) a démontré que pour tout

CW-complexe 1-connexe de type fini de la forme S =Y | Je™ et pour tout

7]
corps K, on a

prof(H,.(QS; K)) < ex(S),

ou eg(S) désigne le plus grand entier n tel qu'il existe un quasi-
isomorphisme (T'(V),d) = C*(S;K) et une classe de cohomologie non
nulle dans H*(T'(V),d) représentée par un cocycle dans T>"(V'). L’entier
ek (S) est en fait linvariant introduit par G. H. Toomer (cf. §I) en 1974.

Nous établissons :

PRrRoOPOSITION B. — Si H*(S;K) est une algébre a dualité de

Poincaré, alors, gldim(H,(2S;K)) est finie si et seulement si ex(S) =
prof (H,(Q2S; K)).

THEOREME C. — Soit S un CW-complexe r-connexe de type fini,
K-elliptique, dans le domaine d’Anick, alors, prof(H,(Q2S; K)) = ex(S) si
et seulement si prof(H,(2S; K)) est égal au plus grand entier p tel qu’il
existe un modéle minimal (AV,d) de S dans lequel la classe fondamentale
est représentée par un cocycle homogéne de longueur p.

La classe fondamentale d’un espace K-elliptique S dont I’algebre de
Pontryagin H,(Q2S; K) est de dimension globale finie est représentée par
un cocycle particulier qui est facilement calculable, car il s’obtient a l’aide
d’un modele minimal pur associé & S.

Soit (AV, d) un modéle minimal de .S, le modele pur associé est obtenu
de la maniére suivante : si Q = VP2 et P = Y'mpar

(AV, da) = (AQ ® AP, da); dU(Q) =0et (d - da)(P) CAQ ®ATP.

. Dans le cas rationnel, S. Halperin a montré ([15]) que si dim(V) < oo,
alors

dim(H(AV, d)) < 0o <= dim(H(AV,d,)) < co.
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Ce résultat ne se généralise pas au cas ou dim(V) = oo (cf. Exemple VI.
(6)).

Néanmoins nous montrons :

THEOREME D. — Soit (AV,d) une algeébre différentielle graduée
commutative 1l-connexe, de différentielle décomposable et telle que
dim(V) < oo, alors, dim H(AV,d3) < oo si et seulement si dim H(AV,d, 2)
< 00, ol d, o désigne la partie quadratique de d.

Remarquons que si (AV, d) désigne un modeéle minimal de I’espace S,
alors (cf. Proposition 2.2)

gldim(H,(2S; K)) < 0o <= dim(H(AV,dz)) < 0.

A Paide de cette équivalence et de la suite spectrale définie au §IV, nous
déduisons du Théoreéme D :

THEOREME E. — Soit S un CW-complexe r-connexe, K -elliptique,
dans le domaine d’Anick et tel que gldim(H,(25; K)) < oo, alors, la classe
fondamentale de S admet le méme représentant que celle d’'un modéle pur
associé.

Le reste de article est divisé comme suit :

. Préliminaires.

. Preuve des propositions A et B.

. Preuve du théoréme C.

. Suite spectrale impaire, £Ext-version.
. Preuve des théorémes D et E.

. Exemples.

DU W

1. Préliminaires.

Rappelons brievement les principales notations utilisées dans le texte.

Le corps de base considéré, K, est supposé de caractéristique # 2. Le
degré d’un élément z homogene dans un objet gradué sera noté |z|.

1.1. Mode¢le minimal [11], [16], [22].
Une algebre de Sullivan est une algebre différentielle graduée commu-
tative (ADGC en abrégé) (AV,d), ou AV désigne l'algébre graduée com-

=00
mutative libre engendrée par 'espace vectoriel gradué V. = @ V*. Une
1=2
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1=00
telle algebre est dite minimale si dV C AZ2V = @ A'V; i.e. il existe un
i=2
quasi-isomorphisme (morphisme induisant un isomorphisme en cohomolo-
gie) m : (AV,d) = (A,d) de source une algebre de Sullivan minimale. Si
HY(A) = K, H'(A) = 0 et dim H¢(A,d) < oo pour tout i > 0, alors ([16],
Th. 7.1), TADGC (A4, d) possede toujours un modéle minimal.

Modéle minimal d’un espace topologique. Soit S un espace
topologique r-connexe (r > 1) vérifiant la condition (). Le complexe de
chaine C.(2S;K) est une algebre différentielle graduée. Dans [1] Anick
a montré 'existence d’une algebre de Lie (L, ) telle que L = (L;);>1 et
dont l'algebre enveloppante U(L, §) est une algebre de chaines équivalente
a l'algebre C, (25, K). Notons C*(L) = (A(sL)V,d = d;1 + d3) le complexe
de Cartan-Chevalley-Eilenberg de ’algebre de Lie L, ot s : L;_; — (sL);
désigne la suspension de L, (sL)¥ = Hom(sL, K) et

< dyv, sa >= (—1)'”| <w,s6a>;a € L,v e (sL)Y,

< dyv, sa.sb >= (—1)P1*! < v s[a,b] >; a,b € L, v € (sL)V.

En dualisant la bar construction nous obtenons la suite de quasi-
isomorphismes d’algébres de cochaines ([16], §10) :

(AV,d) = C*(L) < BY(C.(2S;K)) — C*(S;K),

ou (AV,d) désigne un modele minimal de C*(L). Par définition (AV,d) est
appelé un modeéle minimal de S.

D’autre part tout morphisme ¢ : (AV’,d’) — (AV,d) entre deux
modeles minimaux de ’espace S induit un morphisme ¢; : (AV’',d}) —
(AV,d,) défini par ¢; : V! — V avec ¢ — ¢ : V! — A22V. Le morphisme
(s¢1)V : E' = (sV')V — E = (sV)V est un morphisme d’algebres de Lie.
En particulier si ¢ est un isomorphisme, (s¢;)V lest aussi et permet alors
d’identifier E et E’. Comme d’apreés ([16], Th. 10.1) UE = H,(QS; K), E
est une sous-algebre de Lie des éléments primitifs de H,(QS; K). L’unique
algeébre de Lie E telle que C*(E) = (AV,dz) est appelée I’algébre de Lie
d’homotopie de (AV,d).

Lorsque g(K) = oo, nous retrouvons le modele de Sullivan rationnel
qui est unique & isomorphisme prés. En général il n’y a pas a priori unicité
du modele minimal.
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1.2. L’application d’évaluation [8], [19].

Soit (A, d) une algebre différentielle graduée (ADG) et (M,d) un
(A, d)-module. Notons A# ’algebre graduée sous-jacente de A.

(i) Un (A, d)-module différentiel (M, d) est semi-libre s’il existe une
filtration par des A-modules : 0 = F_; C Fy C ... telle que M = U, F; et
F,/F;_, est A*-libre sur une base formée de cocycles de M.

(ii) une résolution semi-libre d’un A-module M est un quasi-isomor-
phisme (P,d) — (M,d) de (A,d)-modules avec P semi-libre. Pour tout
A-module différentiel (M, d), il existe une telle résolution et Hom (P, —)
préserve les quasi-isomorphismes. Si en plus la différentielle de K ® 4 P est
nulle, on dit que P est minimale.

Exemple 1.2.1. — Posons A = (AV,d) e¢ M = [(AV,d)]". Si
dim H(AV,d) < oo et V = V21 il existe un idéal différentiel I et un
quasi-isomorphisme de K-modules semi-libres ¢ : AV —— AV/I. 1l s’en-
suit ([11], Prop. 6.7) que Hom(¢, K) est aussi un quasi-isomorphisme et par
suite ([AV/I)V)<=™ = 0 (ol n est tel que H>™(AV,d) = (AV/I)>" = 0).
11 résulte alors de ([8], Lemme A.3) une A-résolution semi-libre de M =
[(AV,d)]V qui peut étre choisie minimale.

Exemple 1.2.2. — Soit (AV,d) une ADGC 1-connexe. Il existe [13],
[16] une ADG acyclique (AV ® I'sV, D) ou I'(sV) désigne algébre des
puissances divisées de sV (s : Vit! =5 (sV) étant la suspension de V), D
est une I'-dérivation telle que D(sz;) = z;+s(dz;) ; s(dz;) € AV, ®@T'sVq;.
L’ADGC (AV ®T'sV, D) est donc un (AV, d)-module semi-libre et par suite
(AV ® TsV,D) = K est une résolution semi-libre de K en tant que
(AV, d)-module. On ’appelle cléture acyclique de (AV,d).

(iii) Soit (N,d) un autre (A, d)-module. Le foncteur Ext (différentiel)
est défini par

Exta(M,N) = HHomy, (P,N)).

(iv) Une ADG augmentée par A —— K est de Gorenstein si
dim Ext 4 (K, A) = 1. Un espace est de Gorenstein si un modele minimal de
cet espace est de Gorenstein.

(v) Soit (A,d) une ADG augmentée par A —— K, lapplication
d’évaluation de A est 'application K-linéaire naturelle : evy : Ext4(K, A)
— H*(A), définie par : si o = [f] € Exta(K, A) est représentée par
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le cocycle f : P — A (P = K résolution semi-libre de K), alors,
eva(a) = [f(p)], p étant un cocycle représentant 1 dans K.

THEOREME 1.2.3 ([8], Prop. 3.4 et [19], Th. A). — Soit A une ADG
de la forme (AV,d) avec d décomposable et V de dimension finie, alors,
(i) A est de Gorenstein.

(if) evs # O si et seulement si H*(A,d) est de dimension finie.

1.3. LS catégorie et invariant de Toomer [3], [17], [23].

Soit S un espace topologique.

(i) La catégorie de Lusternik-Schnirelmann de S, notée cat(S), est
par définition le plus petit entier n tel que S peut étre recouvert par n + 1
ouverts contractiles dans S.

(ii) L’invariant de Toomer de S est défini comme suit ([3], §1.4) :
ex(S) = sup{e(a),a € H*(S; K)},

ou chaque entier e() est défini de la maniére suivante. Notons (Q.5)*" le
joint itéré n-fois, G,,S 'espace des orbites de (Q25)*™ sous ’action naturelle
de QS et v, : GoS — G S = BQS application canonique intervenant
dans la définition du classifiant du monoide S. Nous posons

e <n si H'(pn)(e) # 0.

Ces deux invariants numériques vérifient (pour tout corps K) l'inégalité
([23], Th. I B2 et [3], Prop. 1.4) :

ek (S) < cat(S).

Soit maintenant (AV,d) une algébre de Sullivan minimale. Notons
AV @AW — AV/A>™V le modele relatif ([11], § 14) de la projection
(AV,d) — (AV/A>™V,d) et j l'inclusion : AV < AV@AW. Par définition
([13] et [17]) cat(AV,d) est le plus petit entier m tel que j admette une
rétraction r I’ADGC (i.e. : 7 o j = id). Si r est seulement un morphisme
de K-modules, 'entier m est noté e.(AV,d).
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2. Preuve des propositions A et B.

Dans ce paragraphe, (AV,d) désigne une ADGC 1-connexe avec d
décomposable. On note par L son algebre de Lie d’homotopie. Dans le cas
topologique, si S désigne un espace r-connexe (r > 1) vérifiant la condition
(&), son algebre de Lie d’homotopie est notée par E.

PROPOSITION A. — Soit K un corps de caractéristique non nulle et
S un espace r-connexe, dans le domaine d’Anick, alors, S est K-elliptique
si et seulement si dim(FE) < oo.

Preuve. — Signalons tout d’abord que, puisque o(K) < oo, la
condition (£) entraine que H*(S; K) est de type fini et que cat(S) < oo
([18], Prop. 5.1) et par suite ([5], Th. A) prof(H.(2S; K)) < co. D’autre
part ([9], Ex. 1.3) UE & H,(QS;K) est elliptique si et seulement si
dim(E) < 0o. On conclut alors en utilisant [9], Th. C. O

Avant d’aborder la démonstration du la proposition B, nous établis-
sons dans ce qui suit une condition de finitude de la dimension globale de

H,(QS; K).
PROPOSITION 2.1. — Si L est de dimension finie, alors

gldim(UL) < 0o <= evav,q4,) # 0.

Preuve. — Par définition de L, (AV,dp) = C*(L) et Exty;} (K, K) ~
H**(C*(L)). La condition gldim(UL) < oo est équivalente & la condition
dim H(AV,d3) < oo. Or dim(V) = dim(sL) < oo. La proposition résulte
donc du théoréme 1.2.3. O

En appliquant 2.1 au modele minimal de ’espace S nous obtenons

gldim(H,(Q8S; K)) < 00 <= evav,q4,) # 0.

ProposITION B. — Si H*(S; K) est une algébre & dualité de Poin-
caré, alors

gldim(H,(QS; K)) < oo <= ex(S) = prof(H.(Q2S; K)).

Preuve. — Puisque H*(S; K) est & dualité de Poincaré, S est de
Gorenstein ([8], Th. 3.1) et par suite gldim(H,(2S;K)) < oo entraine
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([12], Section 3 et [5], Th. A’)) prof(H.(QS;K)) = Mcat(S;K) =
gldim(H,(Q2S; K)). Or d’aprés ([6], Th. 3) ex(S) = Mcat(S;K) et
donc prof(H.(QS; K)) = ex(S). Pour la réciproque on utilise de nou-
veau 'égalité e (S) = M cat(S; K) qui entraine que prof(H,.(QS; K)) =
gldim(H, (QS; K)). o

Remarque 2.2. — La premiere implication de la proposition précé-
dente reste valable si ’'on suppose seulement que S est de Gorenstein. En
effet dans ce cas, gldim(H.(2S; K)) < oo entraine que M cat(S; K) < oo
et par suite H*(S; K) est une algebre & dualité de Poincaré.

3. Preuve du théoréme C.

Nous adoptons les mémes notations qu’au §2. Démontrons tout
d’abord :

LEMME 3.1. — Si dim(V) < oo et dimH(AV,d) < oo, alors,
H(AV,d) est & dualité de Poincaré.

Preuve. — D’aprés le théoréme 1.2.3, (AV,d) est de Gorenstein.
D’autre part (cf. Exemple 1.2.1) [(AV,d)]V admet une (AV,d)-résolution
semi-libre minimale. On termine alors comme dans [8], Th. 3.6. o

Remarque 3.2. — Si K est de caractéristique non nulle et S est K-
elliptique, en utilisant la proposition A, on déduit du lemme précédent que
H*(S; K) est & dualité de Poincaré.

La démonstration du lemme suivant repose sur les deux suites spec-
trales de Milnor-Moore suivantes : ((**) a été introduite par A. Murillo

(19)) :
(%) EBP~7 = HP™9(AV,dy) => HP"I(AV,d),

(k) EPTI=Extl? (K, (AV,dp) = Extlyd ) (K, (AV, d))

qui sont définies respectivement & ’aide des filtrations : FP = (A2PV) et
FP = {f € Hompy(AV @ T'(sV),AV)/f(TsV) C AZPV'}. On vérifie alors
que ’application

ev : (Homayg)[(AV @ T'(sV), D), (AV,d)],D) — (AV,d)
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définie par ev(f) = f(1) préserve les filtrations. D’ou le morphisme de
suites spectrales, noté (Ey(ev))2<r<oo tel que Es(ev) = evipv,a,)-

LEMME 3.3.. — Soit (AV,d) une ADGC 1-connexe telle que d soit
décomposable, dim(V) < oo et dim H(AV,d) < oo, alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) evav,a,) # 0,
(ii) Eoo(ev) #0,

(ili) Ee(ev) = ev(ay,a)-

Preuve. — (iii) implique (ii) d’aprés le théoréme 1.2.3 . (ii) implique
(i) provient de la convergence des suites spectrales. Supposons maintenant
que evav,q,) # 0; ce qui équivaut & dim H(AV,d;) < oco. Le lemme
précédent entraine donc que H(AV,dz) et H(AV,d) sont & dualité de
Poincaré de dimensions formelles respectives m et m. D’autre part nous
avons le diagramme suivant :

E3(ev)
E570 = Exthd ) (K (AV, dy)) —— ER™" = HP™9(AV,d,)

!
P9 — £xt?~9 (K- (AV.d Eoolev)  p—g
o = Xt(Av,d)( i (AV,d)) —— E

puisque dim Y77 =1 = dim EX79, du fait que (AV,dz) et (AV,d) sont de
Gorenstein (Théoréme 1.2.3). Ceci entraine que m = p — ¢ = n et donc
que E2~9 = H™(AV,d). Il en résulte que En(ev) = evv,q). D’ou : (i)
implique (iii). a

THEOREME C. — Soit S un CW-complexe r-connexe de type fini
K-elliptique, dans le domaine d’Anick, alors, prof(H.(Q2S; K)) = ek(S) si
et seulement si prof(H,(2S; K)) est égal au plus grand entier p tel qu’il
existe un modéle minimal (AV,d) de S dans lequel la classe fondamentale
est représentée par un cocycle homogéne de longueur p.

Preuve. — Supposons que prof(H.(2S;K)) = ex(S) = p; ce qui
équivaut d’aprés les propositions 2.1 et B a evzy,q,) # 0. On déduit
alors du lemme précédent que E.(ev) = evav,q) et par suite la classe
fondamentale w de S vérifie : w = Ahoo(1)] € EZ™9, o A € K — {0}
et [hoo] désigne le générateur de E2;~9. De plus p est le plus grand entier
vérifiant cette condition. Réciproquement, si p désigne le plus grand entier
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tel que w € EE:*, alors, H®(AV,d) = EP;~7 (n = p— q désigne la dimension
formelle de S) et par conséquent w = A[h(1)] = A[hoo(1)]- On en déduit
que Eo(ev) : E877 = E?:~9 est non nulle. On utilise une fois de plus le
lemme précédent et la proposition B pour conclure. O

COROLLAIRE 3.4. — Si S vérifie les hypothéses du théoréme, alors,
ek (S) = prof (H.(QS; K)) entraine ex(S) = e.(AV,d).

4. Suite spectrale impaire, £xt-version.

Dans l'introduction nous avons rappelé la définition de PADGC pure
(AV,d,) associée & une ADGC 1-connexe (AV,d). Rappelons d’autre part
([15]) que la filtration

FP~1=(AV)2P~7 avec (AV)*79 = (AQ® AIP)*79,
oll Q = VPar gt P — Vimpair qéfinit la suite spectrale impaire
(*)s EPTYAQ ® AP) = HP"9(AQ ® AP),d,) = HP"I(AQ ® AP, d,).

4.1. Cloture acyclique de (AV,d,).

Soit maintenant (AV,d) une ADGC 1-connexe et (AV ® I'sV, D) la
cloture acyclique de (AV,d) (Exemple 1.2.2). Nous déterminons dans le
lemme suivant celle de (AV,d,) :

LEMME 4.1.1. — L’ADGC (AVQ®T'sV, D,) est une cléture acyclique
de (AV,d,) lorsque D, est définie par
D, =d,sur V et D,(sz)=z— s(d,x).

Preuve. — On procéde par récurrence sur k = dim(V). Pour k = 1;
on a d,r; = 0. Ainsi pour D,(sz;) = z;, 'ADGC (Az; ® I'sz1,D,)
est une résolution acyclique de (Az;,0). Supposons que la résolution
(AV<r ® T'sV<k, Do) =, K est construite pour un k > 2 et considérons
(AV<k41 ® I'sV<py1). Clairement d,(zx+1) est un cocycle dans AVey ®
I'sV<k. Par hypothése, D,s+sd, = id —e sur (AV<y), d’ott Dy (sdoZry1) =
dy(Tg+1)- Posons alors : Dy (8Tk+1) = Ti+1 — SdeTr41. Ceci implique que
Dys+sdy = id —e sur AV<g41. Par suite (AV<g41®I'sV<g41,Ds) est donc
une cloture acyclique de (AV<gy1,ds). O
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4.2. Filtration.

Avec les notations précédentes, posons

(AVeTsV)i= P (AQeTI“sQ®A“P®I*sP)*,

a1,a2,a3
r=aj+az+2a3

ol s désigne le degré total et r le degré filtrant. Une filtration du complexe
(4,D) = (Homav,q)[(AV ® T'sV, D), (AV,d)], D),
ott D(f) =do f + (—1)1*1 f o D est donnée par
FP(A™) = &,,s Hom(ay,q) ((AV @ TsV)2, (FPTHstT(AV))"t9)
pour chaque n.

Cette filtration vérifie les propriétés suivantes :

LEMME 4.2.1. — (i) (FP) est décroissante.
(ii) FO(A™) = FP(A™).
(iii) D(FP(A")) € FP(A™).

Preuve. — La propriété (i) est évidente. Pour (ii) on remarque que
(F7HHT V) = [(AQ @ APy
=0 (AQ ® AP)n+s+r+k,-—r—k
k

=@ (AQ ® AP)n+s+q,—q
q

= {(AQ® AP)Z"Hoe)ns
= (AV)"e.

Enfin pour (iii), soit f € FP(A™); on a D(f) = f o D + (=1)/f*1do f. Or
dFP C F? ; donc do f € FP(A™). D’autre part foD = fo(Djay ®1)+ fo
(1® Dirsv). Mais d(AQ® A2 P) C (AQ®A*~1P)® (AQ® A=2P)); donc
(Djav ®1) envoie (A\V ®T'sV)s sur (AV@IsV):t @ (AV®1".<>’V)“§';1 et par
conséquent fo (Djpy ®1) € FP(A™). Pour f o (1® Djrev), notons d’abord
que D(sP) C P& (AV®sP)® (AV®sQ) et D(sQ) CQ & (AV ®sQ) ®
(AV ® sP). Ceci implique que 1 ® D,y envoie aussi (AV ® I'sV); dans
(AV@TsV):t @ (AV @TsV)3$t! | et par suite fo (1® Dipsy) € FP(A™).
D’olt f o D appartient & FP(A"). O

Posons maintenant D, = d, ® 1 + 1 ® D, et notons (&F,Dy) le
complexe défini par la filtration précédente. Puisque D,(sQ) C Q et
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D,(sP) C P®(AQ®sQ), il résulte de la démonstration du lemme précédent
que Dy = D, et par suite

€1 = H(Eo, Do) = Extiava,)(AV @TsV, D,), (AV, d, ).

Puisque la filtration est bornée, la suite spectrale ainsi construite est
convergente; (x%), :

gXt(AV,da)((AV@)FSV, Da), (AV, da)) = gxt(AV’d)((AV®FSV, D); (AV, d))

Les conséquences immédiates de la convergence de cette suite spectrale
sont :

PROPOSITION 4.2.2. — Si L, (resp. L) désigne I’algébre de Lie
d’homotopie de (AV,d,) (resp. (AV,d)), alors, prof(UL,) < prof(UL).

PROPOSITION 4.2.3. — Soit (AV, d) une ADGC 1-connexe. Avec les
notations précédentes, si la partie linéaire d; de d est nulle sur P et V est
de dimension finie, alors, (AV,d) est de Gorenstein.

Preuve. — On a (d,)1(Q) = 0. D’autre part d; (P) C Q entraine que
(ds)1(P) = d1(P) = 0 et par suite d, est décomposable. Le théoreme 1.2.3
permet alors de conclure. ]

5. Preuve des théorémes D et E.

Nous rappelons ’énoncé du théoreme E :

THEOREME E. — Soit S un CW-complexe r-connexe K -elliptique,
dans le domaine d’Anick et tel que gldim(H,(QS; K)) < oo, alors, la classe
fondamentale de S admet le méme représentant que celle d’'un modéle pur
associé.

La démonstration de ce théoréme repose sur les suites spectrales
précédentes et le théoréme suivant. Il généralise le résultat de A. Murillo,
concernant la classe fondamentale des espaces purs [20].

THEOREME D. — Soit (AV,d) une algébre différentielle graduée
commutative 1-connexe, de différentielle décomposable et telle que dim(V')
< 00, alors, dim H(AV,d3) < oo si et seulement si dim H(AV,d,2) < oo,
ou d, 2 désigne la partie quadratique de d,.
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Preuve. — Par définition de ’ADGC pure, on a dp,, = ds 2. Par suite
Iimplication réciproque résulte de la considération de la suite spectrale
impaire (%),. Supposons maintenant que dim H(AV,d;) < oo. Puisque
dimV < oo, si (z1,...,Zn) désigne une base de V, le théoréme 1.2.3 et
le lemme 3.3 (iii) de [19] entrainent que dim H(A(zs, ...,Z,),d2) < co. On
conclut comme dans [3], Prop. 5.2 4 aide d’un raisonnement par récurrence
sur n utilisant le modele relatif :

(Az1,0) — (A(z1, ....p), d2) — (A(Z2, ..., Tp), d2))-

O
Il en résulte facilement :
COROLLAIRE 5.1. — Avec les hypothéses du théoréme D, on a
E€V(AV,d3) 76 0 <= ev(AV,da’z) 75 0.
Preuve du théoréme E. — Soit (AV,d) un modeéle minial de S. Puis-

que les différentielles sont décomposables et V' est de dimension finie, alors
(Théoreme 1.2.3) les complexes (AV,d), (AV,d,), (AV,d2) et (AV,d, 2) sont
de Gorenstein. On déduit donc des suites spectrales (x%) et (x*), les iso-
morphismes suivants :

W : Extligl, (K, (AV,do2)) = Extlinf, (K, (AV,d,)),

g : Extf;\V,d ) (K (AV, dp)) = Sxt(AVd)(K (AV,d)),

s 1 EXtPLA, (K, (AV, o))  ExtELS, (K, (AV, dy)),

a: Extlt, (K, (AV, d,) = Extidy (K, (AV, d).
D’autre part, puisque gldim(H,(Q2S;K)) est finie, on a evv,a,) # 0
(Proposition 2.1) et ev(av,q,,) # 0 (Corollaire 5.1). En reprenant alors
le méme argument que celui utilisé pour démontrer le lemme 3.3, on déduit
a laide des suites spectrales () et (x), que si [h], [h2], [ho] €t [ho,2] sont les
générateurs des différents Ext, alors la classe fondamentale [h(1)] de (AV, d)
vérifie

[h(1)] = [th2(h2)(1)] = [h20¢3(ho,2)(1)] et que [ho(1)] = [P1(ho,2)(1)]-

D’autre part, on a ¥40v1(hy2) = Y2093(hes2). Donc [h(1)] = [¢a(hs)(1)].
Mais [h,(1)] est en fait la classe fondamentale de (AV,d,) puisque

H(AV,d,) est & dualité de Poincaré et [h,| est I'unique générateur de
Ext{nya ) (K, (AV,d5)) (cf. (8], section 1). 0
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Exemples.

Dans cette section, nous allons donner des exemples d’espaces K-
elliptiques pour lesquels gldim(H,(02S; K)) est finie et d’autres pour les-
quels celle-ci est infinie. On suppose que (.S, K) est dans le domaine d’Anick;
i.e. vérifie la condition (&).

(1) Si S est un espace 1-connexe K-elliptique tel que Ejppair = 0,
alors la différentielle du modele minimal (AV,d) est nulle et la classe
fondamentale de S est représentée par y;.Ys...Ym, OU Y1, Y2, ... €t Yy, forment
une base de VI™P3Ir et m = prof(H, (QS; K)). Il résulte du théoréme B que
gldim(H,(Q2S; K)) est finie.

(2) D’apres la proposition 2.1, tout espace S, 1-connexe, K-elliptique,
de différentielle quadratique (d = dg) vérifie gldim(H.(25; K)) < oco.

Exemple 2.1. — K = Q et S = Sp(5)/SU(5). Son modeéle minimal
est de la forme
(A(z, Z10, Y11, Y15, Y19), d); dTe = dx10 = 0,dy11 = 23, dy15 = T6T10
et dyio = 23,

et sa classe fondamentale est w = [y112%; — Y15T6Z10]-

Exemple 2.2. — K = Q et S = SU(6)/SU(3) x SU(3) de modele
minimal
(A(z4, %6, Y7, Yo, y11), d); dg = dze = 0, dy; = —z§, dyg = —2476

et dy11 = —z¢

Sa classe fondamentale est w = [yoT4z6 — 2y7T2).

(3) La somme connexe S = CP(2)#CP(2) admet un modele de
Sullivan de la forme

((A.’El, ?/1) @ (A$27 ?/2) @ Ku? d)
avec | 71 |=| 2 |= 2, dz1 = dz2 = 0, dy; = 23, dys = 73, et du = 2% — z3.
Son modeéle minimal est par suite
(A(z1, 2, u,v),d) avec du = 2 — z2 et dv = T,

et sa classe fondamentale est w = [z2—z2]. Donc eq(S) = prof (H.(25;Q)).
gldim(H,(2S; Q)) est donc finie et est égale & 2.

(4) L’espace homogene S = U(4)/U(2) x U(2) admet un modele
minimal de la forme

(A(z2, 4, Y5,Y7),d) ; dzg = dzg = 0; dys = T3 — 27924 ; dy7 = T3 — T324.
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Sa classe fondamentale est [—z3z4] € H3(U(4)/U(2) x U(2)); i.e. eq(S) =
3. Comme prof(H.(2S; Q)) = dim(Timpair(S)) = 2, le théoréme B entraine
alors que gldim(H,.(25;Q)) est infinie.

(5) L’espace projectif complexe CP™ admet pour modeéle minimal sur
tout corps K

(A(z,y),d) avec |z |=2,|y|=n+1,dr =0et dy ="+
Nous obtenons alors
ek (S) =n et prof(H.(QS; K)) =1 et gldim(H.(QS; K))

est donc infinie. En remarquant que ’algébre de Lie d’homotopie E est
abélienne, nous retrouvons ce résultat.

Nous terminons cette série d’exemples par deux espaces dont le
modele minimal admet une algébre d’homotopie de Lie de dimension infinie.
On se restreint au cas rationnel.

(6) Soit S la variété M3, = S™ x S"#..#S™ x S™, somme connexe
de g copies de S™ x S™, avec n impair. Dans [4], Prop. 7.7, Y. Félix et
S. Halperin ont calculé son modéle minimal. Pour (n > 3 et g > 2) ce
modele est de la forme : (AV,d) avec V concentré en degrés impairs et
d = dy. En particulier dim H(AV,d,) = oco. Or catq(AV, dz) = gldim(UFE)
([7], § 3) et catq(AV,d2) < sup{n | H*(S;Q) # 0} ([4], Th. 4.7), S est
donc un espace & dualité de Poincaré tel que gldim(H,(2S; K)) < oo. De
plus, prof(H,(QS; K)) = ex(S) = catq(S) = 2.

(7) Considérons la somme connexe S = M#M, ou M =U(4)/U(2) x
U(2). D’aprés ([14]) M est un espace formel et par conséquent ([4],
Prop. 7.4) S D’est aussi. Son modéle minimal est donc celui de

(A(.’L’2, T4,Ys, y7)) ® (A(l‘;, '77:1’ yéa y’IT) ® Qu, D)

avec Du = z/2 — z2 (pour les autres générateurs, D coincide avec la

différentielle d de ’exemple (4)). Le calcul des premiers générateurs du
modele minimal (AV,d) de cet espace, montre que dim(V™pair) > g
Par conséquent dim(V) = oo, sinon S serait elliptique et par suite
prof(H.(25;Q)) = dim(VI™P¥r) < catq(S) < 8. D’autre part le co-
cycle x5 représente une classe non nulle dans (AV,d2). Ceci entraine
que gldim(H,.(22S;Q)) est infinie, puisque dans le cas contraire on au-
rait gldim(H,(2S;Q)) = prof(H.(2S;Q)) = catq(S). Or, ([6], Th. 2),
catq(S) = eq(S) = 3 et (Proposition 2.1) gldim(H,(02S;Q)) = sup{k/
H**(AV,dy) # 0}. On en déduit aussi que prof(H.,(2S;Q) < 3 sinon,
catq(S) = gldim(H,(Q2S; Q)) serait infinie.
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