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COURANTS KAHLERIENS ET SURFACES COMPACTES

par Ahcéene LAMARI

Introduction.

Le but de cet article est de donner une démonstration unifiée de
I’existence de métriques kahlériennes sur les surfaces & premier nombre
de Betti (noté b;) pair. Le probléme avait été posé par Kodaira ([KM71])
et la résolution en a été achevée par Siu ([Siu83]).

Soit a(X) la dimension algébrique de X, i.e. le degré de transcendance
du corps des fonctions méromorphes sur X. Pour une surface, a(X) vaut
0, 1 ou 2 (théoreme de Siegel).

Le cas a(X) = 2 a été traité par Chow-Kodaira ([CK52]). Ils
démontrent que toute surface complexe compacte de dimension algébrique
2 est projective (donc kahlérienne).

Dans [K64], Kodaira démontre qu’'une surface de dimension algé-
brique 1 est elliptique, c’est-a-dire qu’il existe un morphisme surjectif
f : X — C de fibre générale une courbe elliptique (C est une courbe). Il y
démontre également que les seules surfaces & premier nombre de Betti pair
de dimension algébrique nulle sont des tores complexes (donc kahlériens)
ou des surfaces K3 (fibré canonique trivial et b; = 0).

Le probleme des surfaces elliptiques a été résolu par Miyaoka
([Miy74b]). La démonstration de Miyaoka utilise en particulier la struc-
ture des surfaces elliptiques établie par Kodaira.

Mots-clés : Courant positifs — Régularisation — Surfaces kahlériennes.
Classification math. : 32J15 — 32C17.
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Pour les surfaces K3, Siu a démontré ([Siu83]) que toute surface K3
était kahlérienne en utilisant les propriétés de ’application des périodes
(théoréme de Torelli, surjectivité).

La démonstration proposée ici est différente. La section 5 lui est
consacrée. En utilisant la symétrie de Hodge qui découle de I’hypothese b; =
2h%1 et un critére analogue & celui de Harvey-Lawson, nous y démontrons
de maniére élémentaire I’existence sur X d’un courant strictement positif
d-fermé (“courant kdhlérien”, d’apres [JS93]), ce qui, grace aux résultats
de la section 2, suffit & assurer ’existence de métriques kéhlériennes sur X.

Dans la section 2, nous utilisons le théoréeme de régularisation de
Demailly et le théoreme de décomposition de Siu ([Siu74]) pour démontrer
qu’une variété complexe compacte possédant un courant kahlérien est
kéhlérienne en dehors d’un sous-ensemble analytique de codimension au
moins deux. Une surface ayant un tel courant est kihlérienne (théoréme de
Miyaoka [Miy74al).

Le critere d’existence d’un courant kéhlérien est démontré en sec-
tion 3. Comme dans [HL83|, nous utilisons le théoréeme de séparation de
Hahn-Banach pour construire des formes (ou des courants) convenables.
La méthode a été introduite par Sullivan ([Su76]) et a déja été utilisée par
Harvey-Lawson (qui redémontrent dans [HL83] le résultat de Miyaoka sur
les surfaces elliptiques), Michelsohn ([Mi83], “balanced manifolds”) ainsi
que dans [Siu83]. Les obstructions & ’existence d’un courant kahlérien sont,
comme pour l'existence d’une forme kéhlérienne, des courants positifs de
bidimension (1, 1) composantes d’un bord. Mais il s’agit de courants limites
de formes positives dd°-fermées, ce qui les rend plus maniables (en coho-
mologie) que les courants positifs dd°-fermés plus généraux (“pluriharmoni-
ques”, d’aprés [AB]) qui interviennent dans le théoréme de Harvey-Lawson.

Pour faciliter la tache du lecteur, ’article contient un bon nombre de
rappels de résultats classiques : la section 1 est ainsi consacrée & certaines
propriétés des courants positifs et des espaces de cohomologie que nous
aurons & utiliser par la suite. Dans la section 4, nous rappelons ce qu’il est
utile de connaitre sur la cohomologie des surfaces complexes compactes.

Les méthodes présentées ici nous ont aussi permis de caractériser le
cone kahlérien d’une surface kahlérienne compacte : une classe de cohomo-
logie réelle o de type (1, 1) est kithlérienne si et seulement si o® > 0, «-E > 0
pour toute courbe E de self-intersection négative, et a-w > 0 pour au moins
une classe kéhlérienne w. Ce résultat fera I’objet d’une publication séparée.
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1. Courants positifs et dualité.

Soit X une variété complexe de dimension n.

On note £P9 le faisceau des germes de formes C* de bidegré (p,q),
’D;W le faisceau des germes de courants de bidimension (p, q).

Si U est un ouvert de X, D;,,q (U) est le dual topologique de
I'.(U,&P9). Un courant de bidimension (p, q) est de bidegré (n — p,n — q)
et nous noterons D'"* := D;,_, ... Les espaces de formes seront munis de
la topologie C'* et les espaces de courants de la topologie faible.

1.1. Courants positifs.

DEFINITION 1.1. —  Soit T € D;),p(U). T est un courant positif si
T Niay ANaq A --- Niay A @, est une mesure positive, pour tout choix de
ai, ..., a, dans ELO(U).

Si « est une (p, 0)-forme, la (p, p)-forme w = P a A a est positive.

Les courants positifs sont réels a coefficients mesures.

On suppose X munie d’une métrique hermitienne et ’on note 9 la
(1,1)-forme positive associée.

L’ensemble P,(X) des courants positifs de bidimension (p,p) est un
cone convexe faiblement fermé dans D;w(X ).

Soit Cp(X) = {T € Pp(X) | (¥, T) = 1}. Si X est compacte, C, (X)
est un convexe compact pour la topologie faible des courants ([H77]).

Nous ne nous intéresserons qu’aux formes et courants de bidegré ou

de bidimension (1, 1).

Une forme w de bidegré (1,1) (resp. (n—1,n—1)) est strictement
positive si et seulement si (w,T) > 0 pour tout courant T' € C; (resp.
T € Cp_q).

L’ensemble U des formes strictement positives de bidegré (1, 1) (resp.
(n—1,n—1)) est un céne convexe ouvert dans g (X) (resp. Ep~ "1 (X)).
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1.2. Groupes de cohomologie.

Pour P’étude des classes de courants d-fermés ou dd°-fermés (“pluri-
harmoniques”), nous serons amenés & utiliser les groupes d’Aeppli :

{T € DR’ (X) | dT = 0}

AR (X) =
R () dd°Dg (X)
et -
€& "THX) | ddw =0
Vn'{l.—l,n—l(X) _ {w R ( ) l w }

C{we &MY (X) | 38,w = 9B + 38}

Le faisceau Hg des germes de fonctions pluriharmoniques réelles
admet deux résolutions fines commencant par

0 - Mg — & Wog £
lid i1 L
0 — Hg — py ¥ pit 4 p3

d
—

ou j est 'injection des espaces de formes dans les espaces de courants.

On en déduit que A]}Q’I(X ) ~ HY(X,Hg) et que l'on peut faire le
calcul avec les (1, 1)-formes d-fermées.

On peut démontrer que Vg ~br=1(X) peut également se calculer &
I’aide des courants.

1.3. Sous-espaces fermés et dualité.

Si X est compacte, H(X,Hg) et Vi~ "™ (X) sont de dimension
finie et les sous-espaces suivants sont fermés dans leurs espaces respectifs :

dd°£3(X) c &M (X),
dd°*D'y(X) C D'z (X),
Bia(X)={T e Dg """ }(X) |35 e D" '"2(X),T = S + 85},
et
BRX(X)={T €& 1(X)|3S € £ " %(X) tel que T = 5S+08S5}.
Pour By 1(X), la démonstration se trouve dans ([HL83], p. 174). Pour

les autres sous-espaces, la démonstration se fait de maniére analogue en
utilisant la finitude de groupes de Dolbeault et de De Rham convenables.
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On en déduit une dualité (algébrique et topologique)
HY(X, Hr)* ~ Vg~ "™ (X).

DEFINITION 1.2. —  Un courant T' de bidimension (1,1) est com-
posante d’'un bord s'il existe S € D'"~1"~2(X) tel que T = S + 8S.

Le courant T de la définition est la composante de bidegré (n—1,n—1)
du courant d(S + S). C’est un élément de B; 1(X).

On remarquera qu’une (1,1)-forme réelle o est d-fermée si et seule-
ment elle est nulle sur B; 1(X) (en tant que forme linéaire continue sur
Pespace des courants de bidimension (1, 1)).

De méme, une (n—1,n—1)-forme G est dd°-fermée si et seulement si
elle est nulle sur dd°D'§(X).

La dualité précédente sera utilisée sous I’'une des deux formes sui-
vantes :

(1) Soit 7 un courant réel de bidegré (1,1).

Si (1,w) = 0 pour toute (n—1,n—1)-forme réelle dd°-fermée w, il
existe x € D'§(X) tel que T = dd°x.

Si 7 est C, il en sera de méme de x.

(2) Soit T un courant réel de bidegré (n—1,n—1).

Si (a,T) = 0 pour toute (1,1)-forme réelle d-fermée «, il existe
S € D"~1n=2(X) tel que T = 8S + 9S.

Si T est C*°, on peut choisir S de classe C*°.

1.4. Applications.

La proposition suivante sera utilisée plus loin.

PrROPOSITION 1.3. — Soit X une variété complexe compacte de
dimension n. Il existe sur X des (n—1,n—1)-formes strictement positives
ddc-fermées.

Démonstration. — C! = C,,_1 est convexe faiblement compact dans
D'RHX). C' Ndd°D'Y(X) = O car 7 = dd°x > 0 implique 7 = 0 (x est
plurisousharmonique donc constante sur X).
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Le théoreme de séparation de Hahn-Banach permet de trouver une
forme 2 de bidegré (n—1,n—1) strictement positive sur C! et nulle sur
dd°D'§(X).

Une telle forme 2 est dd°-fermée et strictement positive. O

Remarque. — D’aprés Michelsohn ([M83]), toute (n—1,n—1)-forme
Q strictement positive peut s’écrire de maniére unique sous la forme
Q = ¢" 1,0l ¢ est une (1, 1)-forme strictement positive sur X. Gauduchon
([Gau77]) a démontré un résultat beaucoup plus précis : lexistence et
l'unicité & normalisation prés d’une forme ¢ strictement positive telle
que dd°¢"~! = 0 (“métrique standard”) dans chaque classe conforme de
métriques hermitiennes.

A titre d’application des théorémes de dualité, nous pouvons donner

une reformulation de la démonstration du théoreme de Harvey-Lawson :

THEOREME DE HARVEY-LAwsON ([HL83]). — Sur toute variété
compacte non kéihlérienne, il existe un courant positif T non nul com-
posante d’un bord (i.e. de la forme T = dS + S).

Démonstration. — Soit U l’ensemble des (1,1)-formes strictement
positives, et E I'ensemble des (1, 1)-formes réelles d-fermées.

X non kéhlérienne signifie U N E = {).

E est un sous-espace fermé de DHIK’I(X ) et U en est un ouvert convexe.

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire
continue sur D' (X) séparant U et E, strictement positive sur U et nulle
sur F.

Une telle forme linéaire est un courant T de bidegré (n—1,n—1).
T|v > 0 signifie que T est un courant positif non trivial.

T|g = 0 équivaut & T = 8S + 85 d’apres la dualité. O

2. Courants kahlériens et formes kahlériennes.

DEFINITION 2.1. — Un courant kahlérien est un courant 7 de
bidegré (1,1), d-fermé, tel que T > C1) ot C est une constante strictement
positive.
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Une forme kéhlérienne est une (1,1)-forme strictement positive d-
fermée.

Exemples.

1. Toute forme kéhlérienne est un courant kihlérien.

2. Si X est une variété de la classe C de Fujiki, alors elle posséde un
courant kdhlérien, mais pas nécessairement une forme kihlérienne.

Le théoréme de régularisation de Demailly permet de relier formes et
courants kéhlériens.

Si 7 est un courant d-fermé positif (ou presque positif cf [Dem92]),
v(T,z) désignera le nombre de Lelong de 7 en z. D’aprés Siu ([Siu74]), pour
tout ¢ > 0, lensemble E.(7) := {z € X | v(7,) > c} est analytique fermé.

THEOREME ([De92], p. 362). —  Soit (X,3)) une variété hermitienne
compacte. On suppose données une métrique sur Orx (1) et une (1,1)-forme
semi-positive u sur X telles que

‘ c(Orx(1)) +p*u 20
oup: P(T*X) — X.

Soit 7 = a + dd°x un courant tel que T > 7 ou v est une (1,1)-
forme continue. Alors pour tout ¢ > 0, il existe une suite de courants
Tek = @+ ddXc k. tels que X x soit C* sur X \ E.(T) et que

(i) Tex = v — min{Ag, c}u — extp, ou

(ii) A\, est une suite décroissante de fonctions sur X telle que
lim Ak (z) = v(7,z) en tout point

(iii) ek est positive décroissante telle que lim e, = 0.
PROPOSITION 2.2. —  Soit X une variété complexe compacte. Les
énoncés suivants sont équivalents :

(a) il existe un sous-espace analytique S de codimension au moins
deux, une (1,1)-forme réelle w, C* sur X \ S, d-fermée, tels que

w>Y|x\s 3

(b) il existe un courant kahlérien sur X.
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Démonstration.
(a) = (b) découle du théoréme de Shiffman ([Sh72]).
(b) = (a).

Nous allons appliquer le théoréme de régularisation de Demailly avec
u = K1 ou K > 0 est assez grand. Choisissons ¢ > 0 assez petit pour que
(K+1e<1/2.

Soit 7 un courant kahlérien sur X. On peut supposer 7 > 1. Notons
Dy, D, ...., Dy les composantes irréductibles de codimension 1 de E./5(7).
D’apres Siu ([Siu74]), il existe des a; > 0, un courant 7 positif d-fermé tels
que

P

) F=YaDi+71
i=1

(ii) codim E,/(T) > 2.

7 > 1 implique T > 1.

Le théoréme de régularisation de Demailly appliqué & 7 = a + dd®x
et S = E.(7) assure lexistence d’une suite (7;) de courants d-fermés sur
X tels que

(1) 7« = a+ dd°xk avec xx C° sur X \ S
(ii) 1 > ¢ — cKvY — e ot limeg = 0.

Choisissons m assez grand pour que &,, < c¢. Alors cK+¢€,, < cK+c <

1/2 et 7, = a4+ ddxm > 1/2¢. On prend w = 27, . O
X\S

Remarques.

1. Si TX est nef (cela signifie que 'on peut prendre K > 0 aussi
petit que l’on veut en choisissant une métrique convenable sur Orx (1)),
X possede un courant kahlérien si et seulement si elle est k#hlérienne

(démonstration analogue & celle de la proposition) (cf [De92] Cor. 1.6,
p. 365).

2. Soit w une (n — 2)-forme holomorphe. La (n—1)-forme dw = dw
est de bidegré (n—1,0) et 8 := i"1’dw A dw est une (n—1,n—1)-forme
semi-positive. Donc (7, 8) > (v, 8). Comme 3 est d-exacte et 7 est d-fermé,
(r,8) = 0. Donc (¢,3) =0, =0 et dw =0.

Ainsi, sur une variété possédant un courant kdhlérien, les (n — 2)-
formes holomorphes sont d-fermées.
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En utilisant la théorie de intersection de Demailly ([De94]) on a
72 > 92 si 7 est un courant kihlérien C* en dehors d’un ensemble
analytique de codimension au moins deux. On en déduit que les (n — 3)-
formes holomorphes sont d-fermées.

3. En dimension 3, la variété d’Iwasawa ne possede pas de courant
kahlérien. En effet, sur une telle variété, il existe des 1-formes holomorphes
non fermées.

Si dim X = 2, ’ensemble S de la proposition est fini. Dans ce cas,
le théoréeme de prolongement de Miyaoka permet de conclure que X est
kahlérienne.

THEOREME 2.3 (Théoréme de Miyaoka [Miy74a]). — Soit w une
forme kéihlérienne sur B™(1) \ {0} , out B"(r) = {z € C" | ||z|| < r} et
n > 2. Il existe une forme k&hlérienne & sur B™(1) égale & w en dehors de
B™(1/2).

Démonstration. — Le théoréeme d’extension de Shiffman [Sh72]
montre que w se prolonge en un courant positif fermé wg sur B™(1). On
peut donc écrire wy = dd®xp ol xo est une fonction psh sur B™(1), stricte-
ment psh de classe C* sur B™(1) \ {0}. Si x. est une régularisée de xo par
convolution, alors x. est strictement psh sur B™(1 — ¢). Il suffit de prendre
@ = dd°(fxe + (1 — f)x) avec € assez petit, et f de classe C* a support
compact dans B"(1/2), égale & 1 sur B™(1/4).

COROLLAIRE 2.4. — Une surface compacte est kahlérienne si et
seulement si elle posséde un courant kahlérien.

Propriétés.

1. Si f: X’ — X est surjectif, génériquement fini et si X’ possede
un courant kihlérien, il en est de méme de X. Il suffit de prendre 'image
directe par f du courant kdhlérien de X’.

2. Si f: X — Y est surjective a fibres de dimension un, et si
X possede un courant kahlérien, il en est de méme de Y. Pour cela, on
choisit sur X un courant kahlérien 7 de classe C™ en dehors d’un sous-
ensemble analytique de codimension au moins deux. D’apres la théorie de
I'intersection de Demailly ([De93]), le courant 72 est bien défini et I’on a
72 > 7 A 9. Le courant f.(72) est un courant kihlérien sur Y.

3. Soit f: X — Y surjectif. On suppose f kéhlérien. Alors si Y
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posseéde un courant kihlérien, il en est de méme de X. C’est en particulier
le cas si f est ’éclatement de Y le long d’une sous-variété de codimension
au moins deux. En utilisant le lemme de Chow de Hironaka ([Hi75]), il
est facile de démontrer que la classe des variétés possédant un courant
kahlérien est stable par modifications.

La proposition qui suit est suggérée par des résultats analogues de
Kodaira ([K54]) pour les variétés kahlériennes et de Fujiki ([F83]) pour la
classe C.

ProroOSITION 2.5. — Si X posséde un courant kahlérien et si
H?(X,0) =0, alors X est une variété de Moishezon.

Démonstration. — On a un diagramme de suites exactes de fais-
ceaux :
0 - Z - 0 % o0 - 1
] lid la
Im

0 - R - O = Hg — 0

ot : e (f) = ¥/ Im(f) =Im f et a(g) = %ln|g|.

Comme H?(X,0) = 0, on obtient les suites exactes de cohomologie :

S H'(X,0) £ H\(X,0 & H2X,Z) — 0
14 1é 1
J

- H(X,0) B om(xH) -5 HXAX,R) — o

L’ensemble Kx C H'(X,Hg) des classes de courants kdhlériens est
un cone convexe ouvert dans H'(X,Hg). L’application i étant surjective,
i(Kx) est un céne convexe ouvert de H2(X,R). Il rencontre donc le réseau
I':=j(H*(X,Z)). Soient a € Kx et 8 € H*(X,Z) telles que i(a) = j(8).

Le groupe H!(X,O*) est le groupe des classes d’isomorphismes de
fibrés en droites holomorphes. Il existe un fibré en droites L tel que ¢;(L) =
B. Notons a; = ¢(L). L’égalité i o & = j o ¢; donne i(a;) = j(8) = i(a).
Donc i(a — a;) = 0 et @ —a; = k(7) pour un + dans H'(X, O). Soit L' un
fibré en droites de classe k(y). On a &(L) = é(k(y)) = k(7) = @ — a1. Si
l'on pose F =L+ L', on aé(F) =a.

Tout courant kahlérien dans la classe a est le “courant de Chern”
associé a une métrique singuliere sur F.
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On conclut en utilisant le théoréme de Ji-Shiffman ([JS93]) que X est
une variété de Moishezon. a

3. Un critére d’existence d’un courant kahlérien.

Dans toute cette section, X sera une variété complexe compacte de
dimension n et ¥ une (1, 1)-forme strictement positive sur X.

Si T = a+dd°x > 9 est un courant kdhlérien et w une (n—1,n—1)-
forme positive dd°-fermée, on a

— d’une part (7,w) = (a,w) car w est dd°-fermée,

— d’autre part (7,w) > (¢,w) car w est positive.

Dot (a,w) > (¥,w). En particulier, si w est composante d’un bord,

nous aurons (a,w) = 0, ce qui implique (¢),w) =0, d’olt w = 0 (car w est
semi-positive).

Cette remarque vaut également pour les courants qui sont limites
faibles de telles formes.

DEFINITION 3.1. —  Un courant T de bidimension (1,1) est nef
pluriharmonique s’il est limite faible de (n—1,n—1)-formes positives dd°-
fermées.

Remarques.

1. Sur une variété complexe compacte, il existe toujours des (n—1,
n—1)-formes strictement positives dd°-fermées.

2. Localement, tout courant positif dd°-fermé est limite faible de
formes positives dd°-fermées (la convolution commute & 9 et 9). La défini-
tion précédente n’a donc d’intérét que global.

3. Tout courant nef pluriharmonique est positif dd°-fermé (“plurihar-
monique”).

4. Si B € PY(X) est la classe d’un courant positif fermé de bidegré
(1,1), on a (8, [T]) > 0 ce qui justifie le terme “nef”.

Exemples.

1. Si f: X — Y est surjective de dimension 1, le courant
d’intégration sur une fibre générique est nef pluriharmonique au sens de
la définition précédente.
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2. Soient X une surface complexe compacte, et C une courbe
irréductible sur X. La classe dans H'(X,Hg) du courant d’intégration
sur C contient un courant nef pluriharmonique si et seulement si C est de
self-intersection positive ou nulle.

3. (contre-exemple) Soit X une surface compacte. Le courant d’inté-
gration sur une courbe exceptionnelle C' obtenue par éclatement d’un point
n’est pas nef car C? = —1.

S’il existe un courant kahlérien sur X, tout courant nef pluriharmo-
nique composante d’un bord est nul. Le théoréme suivant établit la réci-
proque.

THEOREME 3.2. — Soit X une variété complexe compacte. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) il existe un courant kihlérien sur X ;
(b) il existe une (1,1)-forme réelle o d-fermée telle que (o, w) > (¢Y,w)
pour toute (n—1,n—1)-forme positive dd® fermée w;

(¢c) tout courant nef pluriharmonique composante d’un bord est nul.

Démonstration.
(a) = () :

On écrit 7 = a4+ dd°x > 9. Si T est nef pluriharmonique, T' = lim w,
ou les w, sont positives dd°-fermées. Comme (o, wp) > (¥,wp) pour tout
p, on obtient (a,T) > (v, T) par passage a la limite. Si T' est composante
d’un bord, T = 35 + 8S et donc (a,T) = 0 car a est d-fermée. On en
déduit (¢, T) = 0 donc T = 0, car 9 est strictement positive.

() = (b) :
L’ensemble U des (n—1,n—1)-formes strictement positives est un

ouvert convexe de £ " !(X). Notons E l’ensemble des (n—1,n—1)-
formes réelles dd°-fermées.

L’intersection V' = U N E est ensemble des formes strictement
positives dd°-fermées. Définissons A = {w € V | (p,w) = 1} et K =
adhérence faible de A dans D'~ """ (X).

L’ensemble K est convexe, faiblement compact.

D’aprés Harvey-Lawson [HL83], By, := {T' € D'"~'"~1 | 3§,T =
DS + S} est faiblement fermé dans D'~ """} (X).
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La condition (c) implique KN By,; = 0. D’aprés le théoréme de Hahn-
Banach, il existe 8 € Sﬁ’l(X) telle que g ,K> Oet 38 |B1 =0

La condition sur B ; équivaut & d@ = 0.

La compacité de K et la condition 8 l x> 0impliquent (8,T) > C >0
pour tout T € K.

SiweV, w/(¢p,w) € A. Dot (8,w) > C(¢,w). On prend a = 8/C.
(b) = (a) :

Cette implication résulte du lemme suivant appliqué & 6 := o — 1.
LEMME 3.3. — Soit 6 une (1,1)-forme. Si (§,w) > 0 pour toute

(n—1,n—1)-forme positive dd°-fermée w, il existe x € DR(X) tel que
0 + dd°x > 0 (au sens des courants).

Démonstration du lemme. — L’ensemble V est un ouvert convexe
de E. Comme @ définit une forme linéaire sur F, 0 |V2 0 implique

(1) ou bien il existe wg € V telle que (6, wq) = 0.
Dans ce cas 6 |E= 0.

En effet, soit a une (n—1,n—1)-forme réelle dd°-fermée. Pour ¢t € R,
soit wy = (1 — t)wo + ta et f(t) = (6,w:). f est une fonction affine de ¢.
Pour ¢ proche de zéro, w; €V, car V est ouvert. Il existe donc € > 0 tel que
f(e) 2 0et f(—¢) > 0. Comme f(0) = (8,wp) = 0, ceci implique que f est
identiquement nulle sur R, donc (6, ) = f(1) = 0.

Puisque 6 | z= 0, il existe x € DR(X) tel que § = —dd°x. Donc
0 + dd¢x = 0.

(2) ou bien 0 Iv> 0.

Soient G := {w € & " T(X) | (6,w) =0} et F = GNE. Le
sous-espace F' est un hyperplan fermé de F.

Nous avons UNF =UNENG =V NG = {, car 0 est strictement
positive sur V.

D’apreés le théoréme de Hahn-Banach, nous pouvons séparer U et F'
par un courant 7 de bidegré (1,1) strictement positif sur U et nul sur F.

Soit wy; € V. Nous avons (f,w1) > 0 et (7,w;) > 0. Donc (§,w;) =
A(7,w1) pour un A strictement positif. Comme F' est de codimension 1 dans
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E, le courant § — A7 est nul sur E (car il est nul sur F' et sur Rw,). D’aprés
la dualité, il existe x € DP(X) tel que 6 — AT = —dd°x.

Nous avons donc 6 + dd®x = AT et AT est positif.

Ceci achéve la démonstration du lemme et donc celle du théoréme. O

Exemple. — Les variétés de Calabi-Eckman ne posseédent pas de
courant kahlérien.

Soit X une telle variété, f : X — P" x P°. X est homéomorphe au
produit $?7+1 x §25+1 Donc H*"2(X,R) =0,sin=dimX =7+ s+ 1.
Soit w une forme-volume de la base. La (n—1,n—1)-forme f*(w) est
positive, d-exacte et non triviale. D’apres le théoreme 3.2, il n’existe pas
de courant kahlérien sur X.

4. La cohomologie des surfaces compactes.

Les résultats de cette section sont connus et se trouvent dans ’article
de Kodaira ([K64]) oli sont établies d’importantes relations entre les
invariants numériques des surfaces. Nous en redémontrons la partie facile
pour la commodité du lecteur (voir aussi [BPV84]).

Notations.

hi’j = dlmc H] (X, Qz)

by = dimg Hk(X, R) = dim¢ Hk(X, C)

q=hot.

pg = h?0.

Si X est une surface complexe, les 2-formes holomorphes sont d-
fermées et nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. —  Soit X une surface complexe compacte.

(a) La conjugaison j» : H°(X,0?) — H?*X,0) est un
R-isomorphisme.

(b) Les 1-formes holomorphes sont d-fermées.

(c) La conjugaison j; : H*(X,Q') — H(X, O) est injective.
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Démonstration.

(a) Soit w une 2-forme holomorphe. La (0,2)-forme @ est O-fermée,
ce qui définit ’application j3. La condition js(w) = 0 équivaut & ’existence
d’une (1,0)-forme 3 telle que @ = 0. La relation dw = 0 implique

wAT =0 AT =0d(BAD)

car 0w = 0. Comme B3 A w est de bidegré (1,2), elle est O-fermée, ce
qui implique w A@w = d(B A @). On obtient grice au théoréme de Stokes
f xwAw = 0. La forme w AW est une forme positive, ce qui implique
wAw =0 et donc w = 0.

Ceci démontre l'injectivité de j2. On conclut en utilisant la dualité de
Serre (h%0 = h0:2).

(b) Soit @ une 1-forme holomorphe. La 2-forme da = da est une 2-
forme holomorphe. Comme j3(da) = [0a] = 0 dans H?(X, ©), on obtient
da = 0 gréce au (a).

(c) D’apres (b), j1 est bien définie. Soit o une 1-forme holomorphe
telle que j; (o) = 0. Il existe une fonction f telle que @ = Of. Cette fonction

est pluriharmonique car 99f = & = da = 0. Puisque X est compacte, f
est constante et a = 0. ]

Remarque. — La proposition 4.1 implique que, sur une surface com-
plexe compacte, toute forme holomorphe 0-exacte est nulle.

Soit dO le faisceau des germes de 1-formes holomorphes d-fermées.
La suite exacte de faisceaux
0—C—0—d0—0
donne une suite exacte de cohomologie dont la partie utile commence par
0 — H°(X,d0) — H'(X,C) — HY(X,0) — ...
D’apres le (b) de la proposition 4.1, HO(X,Q!) = H°(X,dO). Ceci nous

donne ’'inégalité
by < RMO + RO (%)

COROLLAIRE 4.2. — Soit X une surface compacte. Si b; = 2h%!, la
conjugaison H°(X,Q!') — H'(X,O) est un R-isomorphisme. Par dualité
de Serre, la conjugaison H'(X,0?) — H?(X, Q') est un R-isomorphisme.

Démonstration. — En utilisant la proposition 4.1 (c) (h}0 < RO1),
et 'inégalité (*), on a la double inégalité b; < A0 + p01 < 2p0:1,
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Sib; = 2h%!, on obtient la double inégalité 2h0! < h1.04A%1 < 2p0:1,
Dot A0 = pO:1,

La conjugaison est injective d’aprés la proposition 4.1 (c). C’est donc
un R-isomorphisme. 0O

5. Courants kahlériens sur les surfaces a b; pair.

La suite exacte de faisceaux
0—R—O—Hgr—0
donne la suite exacte de cohomologie
0 — HY(X,R) — H'(X,0) — H'(X, Hg) - H*(X,R)
— H*(X,0) - ...

Celle-ci montre que b; = 2h%! équivaut & I'injectivité de i.

Par dualité, on obtient une suite exacte

- — HO(X,92?) — H2(X,R) 2 v (x) L 1 (X, 02) ...

Si by = 2h%!, p est donc surjective et ’'on peut ainsi démontrer que toute
(1,1)-forme réelle dd°-fermée est la composante (1,1) d’une 2-forme réelle
d-fermée.

Pour utiliser le théoreme 3.2, nous aurons besoin d’un résultat plus
précis que nous allons démontrer en utilisant la symétrie de Hodge sur
H*(X,C).

Soient 23 = {weéy (dd°) |w = 0}X et 23 = {weEZ(X) | dw = 0}.

PROPOSITION 5.1. —  Soit X une surface complexe compacte.

Si by = 2%, il existe une application R-linéaire S : Zj5. — 22
telle que

(i) S(w) = 0y +w + 07 ot v est une (1,0)-forme.

(i) S(05 + 00) = d(o + 7).

Démonstration. — Soit w une (1,1)-forme dd°-fermée. La forme

Ow est O-fermée. Si f : H(X,Q?) — H?(X,Q!) est la conjugaison,
f([0w]) = 0. D’apres le corollaire 4.2, f est un R-isomorphisme, donc
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[0w] = 0 dans H'(X, Qz),~ce qui signifie 'existence d’une (2,0)-forme (3
telle que Ow = —90. Soit § = B+ w + B. On peut vérifier que # est une
2-forme réelle d-fermée.

La forme f3 est de bidegré (0,2). Elle est donc d-fermée. D’apres la
proposition 4.1, il existe une 2-forme holomorphe 7 et une (1,0)-forme «
telles que 8 = 77+ 7.

La 2-forme 6 s’écrit

f=n+0y+w+q+0y=0y+w+dy+ (n+7).
Les formes holomorphes sont d-fermées. Par conséquent, § = 6— (n+7)
est une 2-forme réelle d-fermée et de composante (1, 1) égale & w.

LEMME 5.2. — Il existe une unique 2-forme fermée réelle 6 telle que
(i) l=w

(ii) 6%2 est D-exacte.

Démonstration du lemme. — Nous venons de démontrer I’existence.
Reste & prouver I'unicité.

Soient 8; = 8v; + w + 0%; (i = 1,2) deux telles formes. La condition
“0; est d-fermée” se traduit par 997y; + Ow = 0.

On en déduit 90(y; — v2) = 0. La (2,0)-forme d(y; — v2) est
holomorphe 9-exacte, donc nulle d’aprés la proposition 4.1 (a).

D’ou 01 = 02. O
Suite de la démonstration de la proposition. — On définit S par

S(w) = 6. L’unicité implique la linéarité ainsi que la propriété (ii). ]
Remarques.

1. La (1,0)-forme 7 n’est pas entierement déterminée par la donnée
dela (1, 1)-forme w comme on peut le voir en remplagant -y par v = y+9f.

2. On peut démontrer en utilisant le théoreme de 'image ouverte que
I’application S est continue pour la topologie C°.

3. Siu a démontré pour les surfaces K3 l’existence d’une 2-forme
réelle d-fermée dont la composante (1,1) est strictement positive (cf [Siu83],
p. 143, Prop. 1.6).

4. Gauduchon ([Gau85]) démontre par d’autres méthodes ’existence
de 6 lorsque w est strictement positive et b; pair (“métrique standard”).
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5. Le lemme d’unicité figure dans I’exposé de Beauville ([Be85]).

6. La proposition 5.1 est vraie pour dim X > 3 en supposant une
structure de Hodge sur H?(X, C) et sur H3(X,C) (avec une démonstration
analogue).

Notons s : Vg''(X) — HZ?(X,R) lapplication induite par S (s est
bien définie car (96 + 0c) = d(o + &)). L’application 71! : 22 —s Z)oL
qui, & une 2-forme réelle d-fermée 6, associe sa composante de bidegré
(1,1) passe & la cohomologie et induit p : H2(X,R) — Vi''(X). Comme
mloS=1Id,onapos=1Id.

PROPOSITION 5.3. —  Si by = 2h01, ’application
poi: HY(X, Hg) — Vg (X)
est un isomorphisme.
Démonstration. — Im¢i est ’ensemble des classes représentables par
des (1, 1)-formes réelles d-fermées.

Si w est une (1,1)-forme réelle dd°-fermée, & = w — (Oy + 97) est de
bidegré (1,1) et I'on a @ = 6 — d(y + %), ce qui montre que & est d-fermée.
Donc S(@) = @ et 'on a s([w]) = {@} en notant [?] la classe dans V1! et
{?} la classe dans H?(X,R).

Comme pos = Idyi1, on a Ims = Im¢, et plimi = Plims est un
isomorphisme.

Puisque by = 2h%!, i est injectif, donc est un isomorphisme de
HY(X,Hg) sur Imi.

D’ou la conclusion. 0O

THEOREME 5.4. —  Soit X une surface complexe compacte. Si
by = 2h%1, X est kihlérienne.

Démonstration. D’apres le corollaire 2.3, il suffit de montrer qu’il
existe un courant kdhlérien sur X.

Soit T' = lim wp, un courant nef pluriharmonique tel que T' = OR+OR,
et 6, = S(wp). On a lim[w,] = 0 dans Vg*'(X). On en déduit : lim s([wp]) =
0 dans H?(X,R). Donc lim{6,} = lim{S(w,)} = 0 dans H%(X,R).

Comme 6, est d-fermée, [ 0, A6, = {0,}* ne dépend que de la classe
{6,}. Donc lim [ 6, A 6, =lim{6,}* = 0.
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La 2-forme 6, s’écrit 8, = B, + wp + Bp, olt B, est la (2,0)-forme d,.
Or
bp A Oy =28y A By +wp Awp > 28, A, > 0,
car wp > 0.
Donc lim [ 6, A 6, = 0 implique lim [, 8, A B, = 0.

Si ¢ est une (0, 2)-forme, I’ inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

‘/X,Bp/\qf(/Xﬂp/\ﬁg)lﬂ(/xz/\c)l/z‘

Donc lim [ x Bp A ¢ = 0 pour toute (0, 2)-forme ¢, ce qui signifie que la suite
(Bp) converge faiblement vers 0 dans D'%0(X).

Dans D'?(X), limw, = T et lim 8, = 0 impliquent lim §, = T. Comme
df, = 0 pour tout p, on a dT" = 0.

Nous venons de démontrer que tout courant nef pluriharmonique
composante d’un bord est d-fermé. Un tel courant est nul d’apres le lemme
suivant di & Harvey-Lawson.

LEMME 5.5 ([HL83], p. 181). — Soit T un courant positif d-fermé
de bidegré (1,1) tel que T = OR + OR. Si b; = 2h%!, alors T=0.

Démonstration du lemme. — T est donc un courant d-fermé de
bidegré (1,1). Soit « sa classe dans H!(X,Hg). Nous avons p o i(a) =
[T] = [00 + 85] = 0 dans V]R1 "1(X). Donc o = 0 puisque p o i est injective
d’apres la proposition 5.3.

Cela signifie T = dd°p. Comme T est positif, ¢ est plurisousharmo-
nique. La compacité de X implique que ¢ est constante, d’ou 7' = 0. O

D’apres le théoreme 3.2, X possede un courant kahlérien. O

Le lien entre “b; pair” et b; = 2h%! se fait & I’aide d’un théoréme de
Kodaira que nous allons énoncer.

Sur H?(X,R), le cup-produit définit une forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée de signature (b*,b7).

En utilisant des théoreémes d’indices, Kodaira démontre les résultats
suivants :

THEOREME 5.6 (de Kodaira [K64]). —  Soit X une surface complexe
compacte.
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(1) Sib; est pair, by = 2h%1 et bT = 2h20 + 1.
(2) Sib; est impair, by = 2h%! — 1 et b+ = 2RO,

On en déduit le résultat suivant :

COROLLAIRE 5.7 ([K64], [Miy74b], [Siu83]). — Toute surface com-
plexe compacte a by pair est kahlérienne.

6. Surfaces non kahlériennes.

Soit X une surface compacte non kahlérienne. D’apres le théoreme
de Harvey-Lawson (sous-section 1.4), il existe sur X un courant positif non
trivial de la forme 85 + 8S. Nous allons démontrer un résultat plus précis :
Pexistence d’un courant positif d-exact.

Notons H'''(X,R) I’ensemble des classes de H%(X,R) représentables
par des (1, 1)-formes réelles d-fermées.

D’aprés le corollaire 5.7, une surface X est non kahlérienne si et
seulement si b; est impair, ce que nous supposerons par la suite.

D’aprés le théoréme de Kodaira (th. 5.6), la forme d’intersection est
alors définie négative sur H!(X,R). Cela a comme conséquence que toute
(1,1)-forme d-fermée et positive est d-exacte.

THEOREME 6.1. —  Sur toute surface compacte a b; impair, il existe
un courant positif d-exact non trivial.

Démonstration. — Dans Ey'(X), 'ensemble U des (1,1)-formes
strictement positives est un cone convexe ouvert.

Notons I Pimage de 71! : Z2(X) — Z 1 (X).

Le lemme suivant découle de ce que V,R1 1(X) est de dimension finie.
LEMME 6.2. — I est fermé de codimension finie dans Z}.(X).
Le lemme qui suit montre que INU = 0.

LEMME 6.3. — Soit X une surface compacte a by impair et w une
(1, 1)-forme positive sur X.

Si w est la composante (1,1) d’une 2-forme réelle d-fermée, alors
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(1) w=d(S+S5)

(2) wAw=0.

En particulier w n’est strictement positive en aucun point.

_Démonstration. — Par hypothese, il existe une (2,0)-forme S telle
que 6 := 4+ w + [ soit d-fermée. En procédant comme pour la proposi-

tion 5.1, on peut supposer § = 0y + w + 07. La forme & := 6 — d(y + 7)
est de bidegré (1,1), réelle et d-fermée, c’est-a-dire que {0} € HV1(X,R).

On a
{@}2=/@/\@=/02=2/ a»y/\5f§+/w/\w20.
X X X X

On en déduit (la forme d’intersection est définie négative sur
HY'(X,R)) :
{w}? =0, /67/\37=0 et /w/\sz.

Ceci implique que {¥} =0, 9y =0et wAw =0. Donc w =d(c +7) ot &
est une (1,0)-forme. Dot w =60 =d(y+o+7+37) =d(S+5). a

Suite de la démonstration du théoréme. — I étant fermé, et U
ouvert convexe, on peut les séparer par une forme linéaire continue sur

&1(X).

Une telle forme linéaire est un courant 7 € ’D]g’l (X) tel que

(1) 7|y > 0, i.e T est un courant positif non trivial,

(2) 7|r=0.

On a (1,741(0)) = (xb1(7),0) = (7,60) car T est de bidegré (1,1). La
condition sur I se traduit donc par (7,0) = 0, V0 € 2Z%(X). Le 2-courant 7
est donc d-exact (dualité de Poincaré-De Rham). O

Remarques.

1. En utilisant les relations entre les invariants numériques, on peut
démontrer que I est de codimension 1.

2. Si by est impair et b; > 3, il est facile de voir qu’il existe sur X
des (1,1)-formes positives d-exactes. En effet, on a alors A% > 1. Si o est
une 1-forme holomorphe non triviale, la (1, 1)-forme w = ia A & est positive
d-fermée, donc d-exacte.

Remerciements. — Je remercie le Professeur Jean-Pierre Demailly
pour lintérét qu’il a porté a ce travail.
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