
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

JEAN-MARC DREZET
Variétés de modules alternatives
Annales de l’institut Fourier, tome 49, no 1 (1999), p. 57-139
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1999__49_1_57_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1999, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1999__49_1_57_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
49, 1 (1999), 57-139

VARIETES DE MODULES ALTERNATIVES
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1. Introduction.

Soit X une variété algébrique complexe projective lisse et irréductible,
de dimension d, munie d'un fibre très ample 0^(1). On définit précisément
au § 2 ce qu'est une variété de modules fins définie globalement de faisceaux
cohérents sur X. C'est la donnée d'une variété intègre M, d'un faisceau
cohérent £ sur M x X, plat sur M, tel que pour tous a;, y G M distincts,
les faisceaux fa;, £y ne soient pas isomorphes, que £ soit une déformation
complète de £3;, et que £ possède une propriété universelle locale évidente.
Dans ce cas, on peut voir M comme un ensemble de classes d'isomorphisme
de faisceaux muni d'une structure algébrique naturelle. Les exemples les
plus connus sont certaines variétés de modules de faisceaux stables. Mais
toutes ne sont pas dotées d'un faisceau universel, et ne sont donc pas des
variétés de modules fins (cf. [4], [33]). Il existe beaucoup d'autres variétés
de modules fins que celles qui sont constituées de faisceaux stables.

Si on s'intéresse à des faisceaux non simples, il est nécessaire d'avoir
une définition moins stricte. On introduit la notion de variété de modules
fins définie localement, où le faisceau £ est remplacé par une famille (£i) de

Mots-clés : Variétés de modules — Déformations — Faisceaux universels.
Classification math. : 14D — 14J.
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faisceaux, £i étant défini sur Ui x X, Ui étant un ouvert de M. Pour tout
x G Ui H L^ on doit avoir ^3; ^ fya;. Si les faisceaux f^ ne sont pas simples,
on ne peut pas en général recoller les Si pour obtenir un faisceau global S.

Il existe ensuite une série de définitions de moins en moins strictes de
variétés de modules, jusqu'à la notion d'espace de modules grossiers, où il
n'est plus question de faisceau universel.

Le présent article est consacré à l'étude des variétés de modules fins
(définies localement ou non). On peut se fixer le rang r et les classes de
Chern Ci ç JP(X,Z) des faisceaux à considérer. On peut distinguer trois
principaux cas :

(i) il n'existe pas de faisceau semi-stable de rang r et de classes de
Chern Ci ;

(ii) on s'intéresse aux variétés de modules fins contenant un ouvert non
vide de faisceaux stables ;

(iii) il existe des faisceaux semi-stables de rang r et de classes de Chern c^,
mais on s'intéresse aux variétés de modules fins n'en contenant aucun.

On s'intéresse surtout ici aux deux premiers cas. Le troisième a déjà
été exploré par S.A. Str0mme (cf. [32]), mais dans ce cas il faudrait sans
doute introduire des variétés de modules non réduites.

On prouve d'abord des résultats généraux sur les variétés de modules
fins. On donne ensuite trois types d'exemples.

Dans le premier on s'intéresse aux faisceaux prioritaires sur le plan
projectif. Ce sont des faisceaux un peu plus généraux que les faisceaux semi-
stables. On construit des variétés de modules fins de faisceaux prioritaires
de rang et classes de Chern donnés lorsqu'il n'existe aucun faisceau semi-
stable ayant les mêmes invariants. Ceci permet de trouver un exemple de
variété de modules fins projective définie localement mais non globalement.

Dans le second on traite les faisceaux simples de rang 1 (sur X = ?2
ou X = Pi x Pi). On donne ici un exemple de variété de modules fins non
projective mais maximale.

Dans le troisième on construit des variétés de modules fins de faisceaux
cohérents à partir de variétés de modules de morphismes de faisceaux. On
en déduit d'abord l'existence de fibres simples sur le plan projectif qui sont
des déformations de fibres stables, mais qui ne peuvent être inclus dans
aucune variété de modules fins (dans ces exemples la variété de modules
des faisceaux stables correspondante est une variété de modules fins). On
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donne ensuite un exemple de variété de modules fins constituée de faisceaux
simples sans torsion et qui est projective. Cette variété est différente de
la variété de modules de faisceaux stables correspondante, et possède un
ouvert non vide commun avec elle.

Plan des chapitres suivants.

Le chapitre 2 de cet article est consacré à la théorie générale des
variétés de modules fins de faisceaux cohérents sur X. On montre que tous
les faisceaux d'une variété de modules fins ont un espace d'endomorphismes
de la même dimension (proposition 2.2), et que les variétés de modules fins
définies localement de faisceaux simples sont en fait définies globalement
(proposition 2.8).

On définit ensuite au § 2.7 des variétés de modules fins d'extensions.
Soient (M,f), (N,f) des variétés de modules fins. On suppose que pour
tous x G M, y e N , on a

Ext1^,^) = Hom(^,.Fy) = Ext2^,^) = Ext2^,^)
= Ext2^,^) = Ext2^,,^) = {0}.

On considère les extensions

Q-^Sx —>E —^y-^0

telles que l'application linéaire induite

Hom(^,^) CHom(^,^) —> Ext1^,^)

soit surjective. On montre qu'il existe une variété de modules fins définie
localement pour de telles extensions, qui est un ouvert de M x N. C'est un
moyen d'obtenir des variétés de modules fins de faisceaux non simples.

Le chapitre 3 traite des faisceaux prioritaires sur le plan projectif. On
dit qu'un faisceau cohérent E sur PS est prioritaire s'il est sans torsion et si
on a

Ext2(E^E{-l))={0}.

Ces faisceaux ont été introduits par A. Hirschowitz et Y. Laszio dans [17].
On s'intéresse aux rangs r et classes de Chern ci,C2 tels qu'il existe des
faisceaux prioritaires, mais pas de faisceau semi-stable de rang r et de
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classes de Chern ci, c^. On donne dans ce cas une description des faisceaux
prioritaires génériques. Suivant les valeurs de r, c\ et 02 deux cas peuvent
se produire :

1) II existe un unique faisceau prioritaire générique, de la forme

(E 0 e") e (F 0 c71) e (G 0 c^),
E, F et G étant des fibres exceptionnels sur PS. Il existe dans ce cas une
unique variété de modules fins de faisceaux prioritaires, réduite à un seul
point.

2) II existe une variété de modules de faisceaux stables M, un entier p
et un fibre exceptionnel F tels que le faisceau prioritaire générique soit de
la forme

£ = (F (g) C^) C E
avec E dans M. En utilisant le théorème 2.7, on construit alors une variété
de modules fins définie localement de faisceaux prioritaires qui sont des
extensions

0 ̂  F 0 Cp —> 8 —> E ̂  0

avec E dans M. Dans un certain nombre de cas cette variété de modules
fins est isomorphe à M. On montre au § 3.4.2.4 qu'il existe des cas où la
variété de modules fins n'est pas définie globalement.

Dans le chapitre 4 on s'intéresse aux faisceaux simples de rangl.
On montre (théorème 4.2) que si X = ?2 ou X = Pi x Pi, toute variété
de modules fins de faisceaux simples de rang 1 contient un ouvert dense
constitué de faisceaux d'idéaux de sous-schémas finis. On donne ensuite
(théorème 4.7) des exemples de variétés de modules fins de faisceaux simples
de rang 1 qui sont maximales, mais non projectives.

Dans le chapitre 5 on s'intéresse aux variétés de modules fins de
faisceaux sur ?2 construites à partir de variétés de modules de morphismes
(cf. [3], [19], [20], [11], [7], [8]). On peut faire la même étude sur n'importe
quelle variété dotée d'une bonne théorie des fibres exceptionnels (comme
par exemple les surfaces de Del Pezzo ou les espaces projectifs de dimension
supérieure).

Commençons par le type le plus simple de morphisme. Soient (£', F)
une paire exceptionnelle sur ?2, m, n des entiers positifs premiers entre eux
et tels que

nrg(F) -mTg(E) > 0.



VARIÉTÉS DE MODULES ALTERNATIVES 61

On considère les morphismes

E^C^—>F^C".

Soit W l'espace vectoriel des tels morphismes. Sur T(W) opère le groupe
algébrique réductif SL(m) x SL(n). On a donc une notion de morphisme
semi-stable et une variété de modules de morphismes N qui est lisse et
projective. Soient r le rang et ci,C2 les classes de Chern des conoyaux
de tels morphismes injectifs. Si m/n est suffisamment petit, on montre
dans [3] que les morphismes stables sont injectifs, et que leurs conoyaux
sont les faisceaux stables de rang r et de classes de Chern ci,C2. En
général, soit NQ l'ouvert de N constitué des morphismes injectifs. On
construit une variété de modules fins isomorphe à NQ constituée des
conoyaux des morphismes stables injectifs. On en déduit au § 5.3.2 une
variété de modules fins projective comportant un ouvert constitué de
faisceaux stables, mais différente de la variété de modules de ces faisceaux
stables. Cette variété de modules fins contient aussi des faisceaux ayant
de la torsion. Réciproquement, on montre aussi que si le conoyau d'un
morphisme injectif / fait partie d'une variété de modules fins, alors / est
stable. On en déduit au § 5.3.1 des exemples de fibres simples sur ?2 qui
sont des déformations de faisceaux stables mais qui ne peuvent pas être
inclus dans une variété de modules fins.

Soit (F, G, F) une suite exceptionnelle sur ?2 (aussi appelée triade).
On peut aussi considérer des morphismes du type

E (g) C^ —^ (F 0 C71) C (G 0 C^).

On construit dans [11], [7] et [8] des variétés de modules de tels
morphismes. On a ici une action du groupe algébrique non réductif
GL(m) x Aut^E^C^) C (G^C^). On définit une notion de stabilité
pour les morphismes précédents à partir d'une paire (A,/^) de nombres
rationnels positifs tels que

nX 4- pli = 1

(appelée polarisation). D'après [6], certaines variétés de modules extrémales
de faisceaux semi-stables sur ?2 sont isomorphes à de telles variétés de
modules de morphismes. On considère au § 5.3.3 des morphismes

0(-3) (g) C2 —> 0(-2) C (0(-1) 0 C7).
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Si l'on a (avec c suffisamment petit)
. , / 3 1 e \
^^(îo^îo-?)5

les morphismes stables sont injectifs et leurs conoyaux sont les faisceaux
stables de rang 6 et de classes de Chern -3 et 8. Si l'on a

-i-
les morphismes stables sont encore injectifs mais il peut arriver que le
conoyau ne soit pas stable. On obtient dans ce cas une variété de modules
fins (isomorphe à la variété de modules de morphismes) constituée de
faisceaux sans torsion, qui est projective, et qui contient des faisceaux
stables et des faisceaux instables.

Questions.

1) Toute variété de modules fins peut-elle être contenue dans une
variété de modules fins maximale? Existe-t'il une suite infinie de variétés
de modules fins

Mo C MI C M2 C . . . ,
les inclusions étant strictes ?

2) Existe-t-il un nombre fini de variétés de modules fins maximales
contenant un faisceau donné ?

3) On trouve au § 5.3.1 des faisceaux simples qui sont des déformations
de faisceaux stables mais qui ne peuvent pas être inclus dans une variété
de modules fins. Comment caractériser les faisceaux (simples ou non) qui
peuvent faire partie de variétés de modules fins ?

4) On trouve au § 5.3.3 des variétés de modules fins projectives (et
donc maximales) de faisceaux simples sans torsion contenant à la fois
des faisceaux stables et des faisceaux instables. Comment caractériser les
variétés de modules fins de faisceaux stables ?

5) Parmi les faisceaux pouvant être inclus dans une variété de modules
fins on considère la relation suivante : E ~ F s'il existe un germe de courbe
lisse (Ç^xo) et des faisceaux cohérents f, T sur X x (7, plats sur (7,
tels que 8x0 ^ E^ F^ ^ F, et £x ^ Fx si x ^ XQ. Quelles sont les classes
d'équivalence d'un faisceau cohérent donné (pour la relation d'équivalence
définie par la relation précédente) ? (cette relation d'équivalence est étudiée
au §2.8).
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Notations et rappels.

Par variété algébrique on entend dans tout cet article variété
algébrique réduite. Les points d'une variété algébrique sont ses points
fermés.

Soient P un polynôme à coefficients rationnels, E un faisceau cohérent
sur X. On note ïiïïbp(E) le schéma de Hilbert-Grothendieck des quotients
de E de polynôme de Hilbert P (cf. [15], [23]).

Si £, F sont des faisceaux cohérents sur une variété algébrique,
Hom(f,^7) désigne l'espace vectoriel des morphismes de £ dans F^ et
Hom(£, F} le faisceau des morphismes de £ dans F.

On note j : X —> Pn le plongement défini par 0^(1), et Q le fibre
quotient canonique sur Pyi.

Rappelons que le théorème de Riemann-Roch, pour un faisceau
cohérent E de rang r > 0 sur une surface projective lisse irréductible X,
s'écrit

^)=rg(^)(P(^))-A(^)),

\{E) désignant la caractérisitique d'Euler-Poincaré de E, avec

P(/^)= ^(/x-o;x)+x(0x)

pour tout p, ç. A1 (X) <S> Q, uJx désignant le fibre canonique sur X et

/.(£)= ^E), A^^c^-^c^)2).

Si E, F sont des faisceaux cohérents sur X, on pose

X{E,F)= ^ (-l^din^Ext^F)).
0<t<2

On a, si rg(£') > 0 et rg(F) > 0,

X(E,F) = rg(£')rg(F)(P</z(F) - /,(£?)) - A(E) - A(F)).

Si £? et .F ne sont plus nécessairement de rang positif, on a

X(E,F)

= -ci(^)ci(F) - rg(£')c2(F) - Tg(F)c^E) + rg(£;) rg(F)^(C?x)

+ J {rg(F)o;xCi(E) - rg(E)o/xCi(F) + rg(£)ci(F)2 + rg(F)ci(£)2}.
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On a en général, pour tout entier i, un isomorphisme canonique

Ext^E, F) ̂  Ext2-^, E 0 KxY

(dualité de Serre, cf. [9], prop. (1.2)).

Soient F un faisceau cohérent sur une variété algébrique et

0 = FQ C Fi C ... C Fn-i C Fn = F

une filtration de F. Soit Ei = F,/F,_i. Il existe alors une suite spectrale
bien connue E^ d'aboutissement Ext^F, F) et telle que

Fr=®Ext^(^,^).
i

La construction de cette suite spectrale est similaire à celle qui est effectuée
dans le §1.5 de [9].

2. Variétés de modules fins.

2.1. Familles de faisceaux cohérents.

Soit S une variété algébrique.

DÉFINITION 1. — On appelle famille de faisceaux sur X paramétrée
par S un faisceau cohérent T sur S x X, plat sur S.

DÉFINITION 2. — On appelle poly famille de faisceaux surX paramétrée
par S la donnée d'un recouvrement ouvert (^)^çj de S, et pour tout i e I
d'une famille Si de faisceaux sur X paramétrée par L^, tels que pour tous
ijçl et tout x e Ui H Uj on ait f^ ^ <E^.

Notations.

• Pour toute sous-variété localement fermée 5" de 5, on note

F S ' == F\s'^x-

Si S ' est réduite à un point 5, on notera plus simplement Ts1 == ^s-
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• On note ps (resp. px) la projection S x X —> S (resp. S x X —> X).
Si f, F^ G sont des faisceaux cohérents sur S x X, S et X respectivement,
on notera plus simplement

S^PÏW^PxiG) =S0y^Q.

• Si / : T —> S est un morphisme de variétés algébriques, et F une
famille de faisceaux sur X paramétrée par 5, on note

/«(D = (/ x ̂ )W
C'est une famille de faisceaux sur X paramétrée par T.

• S i / y est un ensemble non vide de classes d'isomorphisme de
faisceaux cohérents sur X, on appelle famille de faisceaux de X paramétrée
par S une famille F de faisceaux cohérents sur X paramétrée par S telle
que pour tout point s de 5" la classe d'isomorphisme de F s soit dans X.

2.2. Ensembles ouverts de faisceaux cohérents sur X .

Soient r > 0 et Ci € H'ÇX, Z), 1 < i < d. Soit X un ensemble non vide
de classes d'isomorphisme de faisceaux cohérents sur X, de rang r et de
classes de Chern c^.

DÉFINITION 3. — On dit que X est un ensemble ouvert si pour toute
variété algébrique S et toute famille F de faisceaux cohérents sur X de
rang r et de classes de Chern c^ paramétrée par 5, l'ensemble des points s
de S tels que la classe d'isomorphisme de F s soit dans X est un ouvert de
Zariski de S.

DÉFINITION 4. — Supposons que X soit un ensemble ouvert. On
dit que X est irréductible si pour toutes polyfamilles de faisceaux de X
paramétrées par des variétés algébriques X\, X^ respectivement, il existe
une polyfamille de faisceaux de X paramétrée par une variété algébrique
irréductible Y contenant tous les faisceaux des polyfamilles paramétrées
par X\ et X^.

2.3. Variétés de modules fins — Définition.

Soient r,<^ e ^(X.Z), 1 < i <, d, avec r >: 0. Soit X un ensemble
ouvert de faisceaux cohérents sur X de rang r et de classes de Chern Ci. On
pose

1 / r - 1 o\
^=-r(c2--2r-cï)•
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DÉFINITION 5. — On appelle variété de modules fins globale, ou
plus simplement variété de modules fins pour X la donnée d'une variété
algébrique intègre M et d'une famille £ de faisceaux de X paramétrée
par M telles que :

(i) Pour tout élément x de X^ il existe un unique point m de M tel que
la classe d'isomorphisme de £m soit x.

(ii) Pour toute famille F de faisceaux de X paramétrée par une variété
algébrique 5, il existe un morphisme / : S —> M tel que pour tout point
s de S il existe un ouvert U de 5" contenant s et un isomorphisme
Fu ^ f^£)u^

On dit aussi dans ce cas que (M, £) est une variété de modules fins
pour X. On remarquera que d'après (i), il existe une bijection canonique
entre X et l'ensemble des points de M. D'autre part, le morphisme / de (ii)
est unique : l'image d'un point s de S est le point de M correspondant à Fs-

On appelle variété de modules fins définie localement pour X la donnée
d'une variété algébrique intègre M, d'un recouvrement ouvert (Ui)içi de M,
et pour tout i € I d'une famille £i de faisceaux de X paramétrée par Ui
tels que :

(i) pour tout élément x de X^ il existe un unique point m de M tel que
pour tout i € I tel que m ç. L^, la classe d'isomorphisme de £im soit x ;

(ii) pour toute famille F de faisceaux de X paramétrée par une variété
algébrique 5', il existe un morphisme / : S —^ M tel que pour tout point s
de S et tout i e I tel qu'il existe un x € Ui tel que £ix ^ ^5, il existe
un ouvert U de S contenant s tel que f(U) C Ui et un isomorphisme
Fu^f^£i)u.

La plupart des résultats qui suivent dont la démonstration est donnée
pour les variétés de modules fins sont aussi valables pour les variétés de
modules fins définies localement.

Remarque. — Dans ce qui précède, (L^), (£i) est donc une polyfamille
de faisceaux de X paramétrée par M (cf. définition 4).

PROPOSITION 2.1. — Si (M,<?) et (M',<f') sont deux variétés de
modules fins pour X^ il existe un isomorphisme (j) : M —^ M' tel que pour
tout point m de M il existe un ouvert U de M contenant m et un
isomorphisme £u ^ ̂ (^(m)'
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Réciproquement, si (M, £) est une variété de modules fin pour X et
si S ' est une famille de faisceaux de X paramétrée par une variété algébrique
réduite M' possédant la propriété précédente, alors (M', S ' ) est une variété
de modules fin pour X.

Démonstration. — Immédiat. D

On a un résultat analogue pour les variétés de modules définies
localement.

Une variété de modules fins induit naturellement une variété de
modules définie localement (avec un recouvrement ouvert réduit à un seul
élément). On donne au §3.4.2.4 un exemple de variété de modules fins
définie localement qui ne peut pas l'être globalement.

Il découle de la théorie des déformations des faisceaux (cf. [31]) que si
(M, S) est une variété de modules fins pour X et si x ç M, alors l'espace
tangent Tx(M) s'identifie canoniquement à Ext^fa;,^). Il en découle en
particulier que si cette dimension est indépendante de x, alors M est lisse.
On a un résultat analogue pour les variétés de modules définies localement.

2.4. Endomorphismes des faisceaux d'une variété de modules fins.

PROPOSITION 2.2. — Supposons qu^il existe une variété de modules
fins (M, S) pour X. Alors pour tout x € M, Aut(£a;) agit trivialement sur
Ext1^, Sx), et dim(Hom(fa;, Sx)) est indépendant de x.

Démonstration. — Soit F une famille de faisceaux de X paramétrée
par une variété algébrique Y. Il existe un entier m tel que pour tout
m' >, m — n et tout y ç. Y on ait /^(.^(m')) = 0 pour i > 0. On a alors un
complexe

(A^K-m) (g) Gn = R^ — • • • —— W)(-m) 0 G, = R-1

—, ... _ 0(-m) (g) Go = R°

donné par la suite spectrale de Beilinson sur P^, avec

Gi=H°(^y(m-i)).

Ce complexe dépend fonctoriellement de Fy, est exact en degré < 0 et sa
cohomologie en degré 0 est isomorphe à F y . On montre aisément que le
morphisme canonique

End(JT) —>Eïid(J='y)
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est un isomorphisme (cela peut se faire directement ou à l'aide d'une suite
spectrale comme dans le lemme 23 de [21]). Compte tenu du fait que les
fibres A'Ç* sont simples, on en déduit que End(^y) est isomorphe au noyau
de l'application canonique

© L(Gi,Gi)— ® ^(G^G^i^Hon^A^A^Ç*).
0<i<,n l<^i<n

La résolution précédente de Fy se globalise en une résolution localement
libre sur Y x P^ :

0 -^ (A'Ç^-m) 0 Qn —— • • • —— W)(-m) 0 Q,
• • • —— 0(-m) 0 Qo -^ j^F) -^ 0

(où j désigne ici l'inclusion Y x X C Y x Pyj. On obtient alors un
morphisme canonique de fibres vectoriels sur Y

^ © (GÎ^Gi)—— © (^^-i^Hon^A^A1--1^*))
0<î<n Ki<n

tel que pour tout y € Y, on ait

Hom(^,^) ^ ker(^).

On suppose maintenant que Y == M et y = £. Soit A; le rang de
ker(^). On a donc pour tout x e M, dim(Hom(fa;,<&c)) ^ k, l'égalité étant
vérifiée sur un ouvert dense de M.

LEMME 2.3. — Soient ^ : E —> F un morphisme de fibres vectoriels
sur une variété algébrique irréductible Y, p le rang de ker('0). Soient y e Y,
et Ey C Ey l'image dans Ey de ker(^). Alors 022 a dimÇEy) <, p .

Démonstration. — On a une suite exacte

0 ̂  Ey —— Ey —— ïmWy -^ 0,

qui prouve que dïm(Ey) est plus petit aux points où ^y n'est pas de rang
maximal. Q
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LEMME 2.4. — Soit T une famille de faisceaux de X paramétrée par
une variété algébrique irréductible Y telle que l'image du morphisme induit
f :Y —> M contienne un ouvert de M. Soit k la dimension générique de
Hom(^,^) (c'est-à-dire que la dimension de cet espace vectoriel est k
pour tout y dans un ouvert non vide de M). Alors pour tout y e Y il existe
un sous-espace vectoriel W de ïiom^y, Fy) tel que dim(TV) ^ k, et que
pour tout o- C Hom(.F, .F), on ait Oy çW.

Démonstration. — Découle immédiatement du lemme précédent. D

Fin de la démonstation de la proposition 2.2. — Soit m un entier
tel que pour tout point x de M, £x(m) soit engendré par ses sections
globales, et que h^S^m)) = {0} pour i > 1. Soient p = h°(£^m)), qui est
indépendant de x, et P le polynôme de Hilbert des faisceaux de X. Soient
enfin

et
Q=Hilbp((9x(-m)0CP),

TT : Ox^-m)^^ —> T

le morphisme surjectif universel sur Q (g) X. Sur Q on a une action canonique
de GL(p). Soit x un point de M. Soit q un point de Q tel que Tq ̂  Sx, et
que TTq induise un isomorphisme C^ ^ ^{^(m)). Il existe par définition
de (M, £) un ouvert U de Q contenant q et un morphisme f : U —^ M
tel que

f\£)^^u.

Soit W le sous-espace vectoriel de dimension k de îîom(£^,£^) défini dans
le lemme précédent, correspondant à la famille fî(£). Rappelons que le
groupe Aut(^g) s'identifie canoniquement au stabilisateur de q dans GL(p).
Soit g e Aut(^g). On a un isomorphisme canonique ̂ *(^) ^ T. Au point g,
cet isomorphisme n'est autre que g. Sur Z = g'^U H U, on a

g-{f\£)) = f^£).

On obtient donc un automorphisme de fî(£)z '•

a : f^£)z ^^z ^*Wz ^<7*(/^)).

On en déduit que g e W. Donc dim(Hom(<^,<^)) = k. Pour démontrer la
première assertion de la proposition 2.2, on remarque que le morphisme
de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer de ^(./^(f)) au point q
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n'est autre que la composée de celui de f^(£) et de la multiplication par g
dans Ext1^, Sx)- Mais les deux morphismes de déformations sont égaux à
l'application tangente de / en q. D

On déduit de la proposition 2.2 la :

PROPOSITION 2.5. — Supposons que X soit une surface K3 et que X
admette une variété de modules fins (M\£). Alors M est lisse et de
dimension k + r^A — \{0x))-

Les propositions 2.2 et 2.5 sont aussi vraies pour les variétés de
modules fins définies localement.

Pour qu'il existe une variété de modules fins pour X^ il est nécessaire
d'après la proposition 2.2 que dim(Hom(-E, E)) soit le même pour tous les
faisceaux E de X. La proposition 2.2 admet une sorte de réciproque :

PROPOSITION 2.6. — On suppose que pour tout faisceau E de X on
a Ext2^,!?) = {0}, et que dim(Hom(^,^)) =p est indépendant de E.
Soit £ une famille de faisceaux de X paramétrée par une variété lisse M
telle que pour tout faisceau E de X il existe un unique point x de M tel
que Sx ^ E, et que £ soit un déformation complète de Sx' Alors (M, 8) est
une variété de modules fins pour X.

LEMME 2.7. — Soient M une variété algébrique intègre et S une
famille de faisceaux de X paramétrée par M. On suppose que tout faisceau
de X est isomorphe à un unique £^, x ç. M, que Ext2^,^) = {0}, que
dïm(îîom(£x,£x)) ==P ^st indépendant de x et que pour toute famille F
de faisceaux de X paramétrée par une variété algébrique Y, il existe un
morphisme f : Y —> M associant à y € Y Punique point x de M tel que
£^ ^ J^y. Alors (M, £) est une variété de modules fins pour X.

Démonstration. — II faut montrer que £ est universelle localement. On
se ramène aisément au cas où Y est un ouvert du schéma de Grothendieck
Q de la démonstration de la proposition 2.2 et T la restriction du faisceau
universel sur Q. Notons que Y est lisse. Soient y € Y et

(f) : Ty ———> 8fÇ^

un isomorphisme. Le faisceau

G =py.(Hom(^ /»(£)))
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est localement libre de rang p. Soit Go l'ouvert de G constitué des
isomorphismes. On peut voir 0 comme un point de Go. Puisque Go est
ouvert il existe une section locale de Go définie en y dont la valeur en y
est '0. Ceci donne un isomorphisme local T ^ f^(E). D

Démonstration de la proposition 2.6. — Rappelons qu'on dit que
£ est une déformation complète de £x si le morphisme de déformation
infinitésimale de Kodaira-Spencer

^ : TM^ —> Ext^,^)

est surjectif. Soit ((5,so),(?) une déformation verselle de £x (cf. [31]),
(S,so) étant donc un germe de variété analytique lisse et Q un faisceau
analytique sur S x X tel que Qso ^ £x (la lissité de S découle du fait que
Ext2^,^) = {0}). Soit Mo le germe de variété analytique défini par M
au point x. De £ on déduit un morphisme (f> : Mo —> S tel que 0*(<7) ^ £MQ
dont l'application tangente est uj^- Les fibres de (f) sont de dimension 0
car sinon tous les faisceaux de la famille £ ne seraient pas distincts. Il en
découle que uj^ est en fait un isomorphisme, ainsi que (/). Donc £x admet
une déformation verselle algébrique.

Soit £ ' une famille de faisceaux de X paramétrée par une variété
algébrique Y. Il suffit d'après le lemme 2.7 de montrer que l'application
/ : Y —> M associant à y l'unique point x tel que £y ^ £x est régulière.
C'est clair car c'est le recollement de tous les morphismes universels de Y
vers les déformations verselles des faisceaux £y. D

La proposition 2.6 se généralise aussi sans peine aux variétés de
modules fins définies localement.

2.5. Faisceaux simples.

Soit X un ensemble ouvert de faisceaux de rang r et de classes de
Chern Ci sur X, admettant une variété de modules fins (M,f). Il découle
de la proposition 2.2 que s'il existe dans X un faisceau simple (c'est-à-dire
dont tous les seuls endomorphismes soient les homothéties), alors tous les
faisceaux de X sont simples. C'est le cas en particulier lorsque X contient
un faisceau stable relativement à Ojc(l).

On suppose maintenant que les faisceaux de X sont simples. Il n'y a
pas lieu alors de distinguer les variétés de modules fins et les variétés de
modules fins définies localement :
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PROPOSITION 2.8. — Si tous les faisceaux de X sont simples, et s'il
existe une variété de modules fins définie localement pour X, il existe une
variété de modules fins pour X.

Démonstration. — Supposons qu'il existe une variété de modules fins
définie localement pour X, donnée par la variété M, le recouvrement ouvert
(Ui)içi de M, et les familles £1 de faisceaux de X. Il faut construire un
faisceau universel £ sur M x X. Supposons d'abord que les faisceaux de
X soient localement libres. Puisque les fibres de X sont simples, on peut
construire un fibre en espaces projectifs P sur M x X en recollant les P(^).
Pour tout i G J, on a P|^ ^ P(f,). Il en découle d'après [18] qu'il existe un
fibre vectoriel £ sm M x X tel que P ̂  P(f). Il est alors facile de voir que
(M, S) est une variété de modules fins pour X.

Si tous les faisceaux de X ne sont pas localement libres, on considère le
plongement j : X C ?n défini par Ox(l), et on voit les faisceaux cohérents
sur X comme des faisceaux cohérents sur Pyi. On note Q le fibre quotient
universel sur Py,. Les faisceaux de X constituent un ensemble limité de
faisceaux : en effet, un nombre fini de Ui suffit à recouvrir M. Il existe
donc un entier m tel que pour tout m' > m et tout faisceau E de X on
ait H^j^ÇE)^)) = {0} pour i > 1. On a alors une résolution canonique
àej^E):

a-n(E)

0 -^ 0{-m - 1) 0 Vn(E) ———^ ...

—— (A^H-m) 0 Vi(E) ̂ ^L...

—— 0(-m) 0 Vo(E) —— j^(E) -^ 0,

avec Vi(E) = H°(E(m - i)) pour 0 < i < n. Comme dans le cas où les
faisceaux de X sont localement libres, les Vi(E), E parcourant X, se
recollent pour définir un fibre vectoriel Vn sur M. Les morphismes Oi(E) se
recollent aussi pour définir

a, : (A^Ç*) 0 V, —— (A^Ç*) ̂  V,_i.

Le faisceau coker(ai) est le faisceau universel £ sur M x X recherché. D

On conserve les notations du § 2.4. Soit Qo l'ouvert de Q constitué
des points q tels que la classe d'isomorphisme de Tq soit dans X et Ti-ç
induise un isomorphisme 0" ̂  H°(J='q(m)). Alors on peut reconstruire Qo,
J^QQ et TT sur Qo à partir de (M, <?). On considère pour cela le fibre vectoriel

E =pM*(Hom(Ox(-m) ̂ C^))
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sur M et l'ouvert [/o de P(E) correspondant aux isomorphismes. Soit
(j) : UQ —> M la projection. On a un morphisme canonique

^CM-m)^^—>(f>'(8)

de faisceaux sur UQ x X. Alors on a un isomorphisme canonique UQ ^ Qo
et 71-0 s'identifie naturellement à la restriction de TT. On en déduit
immédiatement la :

PROPOSITION 2.9. — Le morphisme (f) : Qo —> M est un quotient
géométrique de Qo par PGL(p).

On suppose que X est une surface de Del Pezzo (c'est-à-dire
que —KX est très ample). Alors si E est un faisceau cohérent simple
sur X, on a Ext2 (E, E) = {0}. En effet on a par dualité de Serre
Ext2^, E) ̂  îîom(E, E (g) KxY, et si ce dernier n'est pas nul on peut en
composant avec des morphismes Kx —> Ox trouver des endomorphismes
de E qui ne sont pas des homothéties. On en déduit la :

PROPOSITION 2.10. — Supposons que X soit une surface de Del
Pezzo, que les faisceaux de X soient simples et que X admette une
variété de modules fins (M, S). Alors M est une variété lisse de dimension
l+r2(2A- l ) .

2.6. Variétés de modules fins maximales.

Soit (M, S) une variété de modules fins d'un ensemble ouvert X de
faisceaux cohérents de rang et classes de Chern donnés sur X. On dit que
M (ou (M,f), X) est maximale s'il n'existe pas d'ensemble ouvert X'
de faisceaux cohérents de mêmes rang et classes de Chern contenant
strictement X et admettant une variété de modules fins {M' , E ' ) . J'ignore
si toute variété de modules fins est contenue dans une variété de modules
fins maximale. On a une notion analogue de variété de modules fins définie
localement maximale.

2.7. Variétés de modules fins d'extensions.

2.7.1. Extensions. — Soient X et X' des ensembles ouverts de faisceaux
cohérents sur X. On suppose qu'il existe des variétés de modules fins (M, £)
et (M', £') pour X et X' respectivement. Soient E un faisceau de X, E ' un
faisceau de X ' . On considère une extension

(1) 0 -. E' —>G —> E -^ 0
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donnée par un élément e de Ext^-S, E ' ) . Soit

(^ : Hom(£\ E) C Hom(^, ̂ ') —> Ext\E, E ' )

l'application linéaire déduite de e. On suppose que

Ext^E^E) = HomÇE^E) = Ext2^',^') = Ext2^,^)
= Ext2^,^') = Ext2^,^) = {0}.

LEMME 2.11. — Si (/) est surjective, on a

Ext^G.G)^},

un isomorphisme canonique

Extl(G,G)^Ext\E,E)eExt\Ef,E/)

et une suite exacte canonique

0 -> Hom(E, E1) —> Hom(G, G) —> ker(^) -^ 0.

Démonstration. — On considère la suite spectrale E^ convergeant
vers Ext^^G, G) définie par la filtration E ' C G. En posant

£ = Ext1^, E) © Ext1^', E ' ) , H = Hom(£\ E) C îiom(E/, £"),

les termes E^ éventuellement non nuls qui nous intéressent pour calculer
Hom(G, G), Ext^G, G) et Ext^G, G) sont représentés ci-dessous :

Extl(Ef,E)={0}

Hom(£", E) = {0} £ Ext2^, E1) = {0} .

0 H -^ Ext^E.E') 0

0 0 Hom(^,£") 0

Le lemme en découle immédiatement. D

Remarque. — On peut bien sûr démontrer le résultat précédent sans
utiliser de suite spectrale, mais moins rapidement, à l'aide de suites exactes
longues et de diagrammes commutatifs.
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On suppose que

Hom(^',^)={0}

pour tous E dans X et E ' dans ^/. Soit y le sous-ensemble de X x X'
constitué des paires (£', E ' ) telles que

Ext^E^E) = Ext'2(Ef,E/) = Ext2^,^)
= Ext2^'^) = Ext^^') = {0}

et qu'il existe un élément a de Ext^^, £") tel que l'application associée

(f) : Hom(£1, E) C Hom^, E ' ) —> Ext^, £")

soit surjective. L'orbite de cet élément sous l'action de Aut(£') x Aut(-E')
est l'unique orbite ouverte de Ext^E", £"). Il en découle que le faisceau G,
extension de E par E', défini par a est uniquement déterminé par E
et £". Soit Y l'ensemble des classes d'isomorphisme de tels G, { E , E ' )
parcourant V.

LEMME 2.12. — L'application 0 : V —> Y associant G à (£',£") est
une bijection.

Démonstration. — Cette application est surjective par définition de y.
Montrons qu'elle est injective. Soient ( E ^ E ' ) ç. V, (£'o,£'o) € V auxquels
sont associées des extensions

0-^E' —>G —^E-^0,

0 -^ Eo —— Go —— Eo-^0,

Go étant isomorphe à G. Fixons un isomorphisme f : G —> Go' Puisque
Hom^Ê",^) = {0}, cet isomorphisme envoie E ' dans EQ, et induit un
morphisme E —> EQ. En considérant /-1, on voit que (£', E') = (Eo, E'o). D

Remarque. — Pour £' dans /^ et £" dans X' ^ soient

p = dim(Hom(^)), j/ = dim^om^',^)),

qui ne dépendent pas de E et E/ d'après la proposition 2.2. Soit

e=x(£^')
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pour E dans X et E ' dans X ' , qui est aussi indépendant de E et E'.
Soit (£',£") çy. On a alors

e = dim(Hom(J^ E')} - dim(Extl(£;, E1)}.

Soit G = 6 ,̂ £;'). On a alors

din^Exl^, E')) < p + p', dim(Hom(G, G)) = p + p' 4- e.

2.7.2. Construction des variétés de modules d'extensions. — On se
place sous l'hypothèse précédente, c'est-à-dire que

îiom(E/,E)={0}

pour tous E dans X et E' dans l̂".

THÉORÈME 2.13. — Soit y ' le sous-ensemble de X x X' constitué des
paires (E, E ' ) telles que, pour i > 2,

Ext1^', E) = Ext2^', E ' ) = Ext2^, E)
= Ext2^', E) = Ext^E, E ' ) = {0}

et qu'il existe un élément a de Ext1^, E ' ) tel que l'application associée

(f) : Hom(E, E) C Hom(^', E ' ) —> Ext\E, E ' )

soit surjective. Soit y l'ensemble des classes d'isomorphîsme des faisceaux
qui sont des extensions définies par de tels a. Alors y est un ensemble
ouvert, et il existe une variété de modules fins définie localement (7V, (f^))
pour y, N étant l'ouvert de M x M' constitué des paires { x ^ x ' ) telles
que(f,,^,)ey.

Démonstration. — Soient y ç y, (£', £") le point correspondant
de y et (XQ,X'Q) le point de N tel que £^ ^ E, £^ ^ E ' . D'après la
proposition 2.6 (adaptée aux variétés de modules fins définies localement)
il suffit de définir un ouvert U de N contenant (xQ^x'o) tel qu'on puisse
construire une famille de faisceaux G de Y paramétrée par U telle que
pour tout { z , z ' ) G U, la classe d'isomorphisme de G(z^) soit ff"1^,^,)
et que Q soit une déformation complète de G { z , z ' ) '
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LEMME 2.14. — Soit m un entier. Alors il existe des fibres
vectoriels Go,...,Qd sur M et un fibre vectoriel H sur M x X , des
entiers m < mo < mi < • • • < nid et une suite exacte de faisceaux cohérents
sur M x X

0 -^ H —— ̂  0 Ox(-md) —— • • •
• • • —> Gi 0 Ox(-mi) —> Qo (g) Ox(-mo) —> £ -^ 0.

Démonstration. — Puisque ^ est limité, il existe un entier mo > m
tel que pour tout y ç M le faisceau £y(mo) soit engendré par ses sections
globales (théorème A de Serre). On prend

Go =pM*(S(rno)).

Le morphisme d'évaluation

ev:Ço00x(-mo) —>£

est alors surjectif. On construit ensuite Gi en considérant ker(ev) à la place
de f, et on obtient une suite exacte

Gi 0 Ox(-m^) —> Qo 0 Ox(-mo) —> 8 -^ 0.

Si on poursuit ce procédé jusqu'à Gd le noyau H du morphisme

Gd 0 Ox(-md) —^ Qd-i 0 Ox(-md-i)

est alors localement libre. Q

Puisque £ est plat sur M, pour tout y ^ M, la restriction de la
suite exacte du lemme précédent à {y} x X est exacte. La suite exacte du
lemme 2.13 se décompose en suites exactes courtes

0 -> U —> Gd 0 Ox(-md) —> Vd-i -^ 0,

0 ̂  Vd-i —> Gd-i 0 Ox{-md-2) —> Vd-i -^ 0,

0 ̂  Vi —— Ci 0 Ox(-mi) — Vo -> 0,

0 ̂  Vo -> % ̂  Ox(-mo) —> £ -^ 0,

dont les restrictions à {î/} x X sont aussi exactes.



78 JEAN-MARC DRÉZET

LEMME 2.15. — Si m est assez grand, pour tous (y, y ' ) e N et i > 0,
on a

Ext^^O^-m,),^,)^}

pour 0 < £ <, d et

Ext^,^,)^}.

Démonstration. — Puisque Q^y est trivial, la première égalité sera
vérifiée dès que m est assez grand, d'après le théorème B de Serre. Pour
démontrer la seconde, on considère les suites exactes précédentes. On en
déduit, pour tout entier i > 0 des isomorphismes

Ext^,<Ç) ^ Ext^^.i,^,) ̂  ... ̂  Ext^(Vo.,,<Ç) = {0}. D

D'après le lemme précédent, les faisceaux

Fd^=pN.(U^pW')}.

Fi =PN.(GÎ 0 Ox(rm) 0pM'(f')), (0 < i < d),

sont localement libres sur 7V. D'après ce qui précède, la suite exacte du
lemme 2.13 induit un complexe

O^Fo^F,^...__^^o

exact en degrés différents de 0 et 1. Pour tout (y, y ' ) ç N on a

ker(ao) ^ Hom(^,<Ç), ker(ai)/Im(ao) ^ Ext1^,^,).

Le faisceau

FI' = ker(ai)

est localement libre. On obtient finalement un morphisme de fibres vectoriels
sur N

a : Fo —— F[

tel que pour tout (y, y ' ) e 7V, on a

ker(a) ^ Hom(^, <Ç), coker(a) ^ Ext1^, ̂ ,).
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Soit W un ouvert affine de 7V contenant (xo, x'o). Alors on a

Ext^W^A'^V) = Ext^(p^(^)^00^(-m,),p^,(é:')^) ={0}

pour î > 0 et 0 <; ^ < d. En effet, les images directes

^PN^PMWw^P^^w)^

^PN^PM^W ^ Ox{m,) 0j4,(^)

sont nulles ; donc

Ext^WivA^V) ^ ir(p^(j4(?^ 0j4,(^)).

Ext1^^)^ 0 Ox(-m,),p^(fV)

^ H^PN^PM^W 0 Ox(m0 ̂ pl,,^)^)),

et ces groupes de cohomologie sont nuls car W est affine.

En employant la même méthode que précédemment, on en déduit
qu'on a des isomorphismes canoniques

Hom(p^(<?)^,p^,(fV) ^ ker(^°(ao|^)),

Ext^^.p^V) ̂  coker(^°(ao|^)).

On obtient aussi que pour tout ( x , x ' ) ç W, le morphisme canonique

7T, : Ext1^^)^,?^,^')^) -^ Ext1^,^,)

est surjectif.

Soit 5 e Ext1^^^)^,?^,^')^) tel que le morphisme associé

Hom(^,<^) CHom(^,^) -^ Ext1^,^)

soit surjectif. Ceci est vrai en tout point d'un ouvert affine U C W contenant
{xQ^x'o). On considère l'extension

0 - P^Wu -^ G —— P^)u - 0

définie par s. Alors Q est plat sur U (cf. [29], exposé IV, prop. 1.1). C'est la
famille de faisceaux de y qui convient au voisinage de (a;o, Xo). Ceci achève
la démonstration du théorème 2.13. Q
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Le théorème 2.13 est aussi vrai pour des variétés de modules fins
définies localement.

Remarque. — La démonstration du théorème 2.13 montre que pour
toute sous-variété localement fermée Z de 7V, tout s € ^f°(Z,coker(a))
induit une extension

0 - j4(^)z — G —— pl/^Qz - 0.

2.7.3. Exemple. — Soit C une courbe algébrique projective irréductible
lisse, de genre g. Soient r, d, r', d' des entiers, avec r >_ 1, r' > 1, r, d premiers
entre eux ainsi que r', d'. On note M(r,d) (resp. M ( r ' ^ d ' ) ) la variété de
modules des fibres stables de rang r et de degré d (resp. de rang r ' et de
degré d1) sur (7, et £ (resp. £ ' ) le fibre universel sur M(r, d) x C (resp.
A^r', cf) x (7). Soient F un fibre vectoriel algébrique de rang 2 sur C, et

X = P(F)

la surface réglée sur C des droites de F. Soient

7 T : X — — > C

la projection et 0(1) le fibre en droites tautologique sur X. On s'intéresse
à des extensions du type

0 -^ 7T*(^,) 0 0(1) ——>U ——> TT^Sy) -^ 0.

Ceci est bien un cas particulier de ce qu'on a étudié précédemment car
(A^.cQ.Tr^f') 00(1)) et {M(r,d),^Ç£)) sont des variétés de modules
fins sur X.

Vérifions que les hypothèses du théorème 2.13 sont bien vérifiées. On
a pour tout i

^7T,((7r*(^,) 0 0(1))* 07T*(^)) = ^,* 0^ 0^7T,(0(-1)) = {0},

donc, pour tout î,

Ext^(7r*(^,)00(l),7^*(^))={0}.

Si i > 0, on a d'autre part

Ri^(^T*(£y)*(S^(£y,)®0(l))&É£;<S)£y,®Ri^(0(l))={0}.
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On a donc

Ext^Tr*^),^*^,) 0 0(1)) ^ ̂ (f; 0 <Ç 0 F*).

En particulier, c'est nul si i > 2.

On peut donc envisager la construction de variétés de modules
d'extensions du type précédent. Soient y ç. M(r,d) et y ' ç. M(r',d'). Les
fibres £y et £ . ' , étant simples, le morphisme

(f) : Hom(7r*(^,) 0 0(1), TT*(^,) 0 0(1)) C Hom(7r*(^), TT*(^))
-^Extl(7^*(^),7^*(^,)00(l))

est surjectif si et seulement si

din^Ext^Tr*^),^*^) 00(1))) == /^(f; 0<^ 0F*) ^ 1,

et si l'extension est non triviale en cas d'égalité. On doit donc avoir

x(£;0^0F*)>-l,

c'est-à-dire
df d > g 1 | deg(F) 1

r ' r ~ y 2 2rr'

On obtient alors une variété de modules fins définie localement (7V, (^))
pout y, 7V étant l'ouvert de M(r', c?') x M(r, d) constitué des (î/, î/) tels que

^(f^^^^*)^!-

2.8. Faisceaux admissibles.

DÉFINITION 6. — On dit qu'un faisceau cohérent E sur X est
admissible s'il existe un ensemble ouvert de faisceaux cohérents sur X
contenant la classe d'isomorphisme de E et admettant une variété de
modules fins définie localement.

D'après la proposition 2.2, si E est admissible, Aut(£') agit trivia-
lement sur Ext^F, E). Mais cette condition n'est pas suffisante pour que E
soit admissible. On donne au § 5.3.1 des exemples de fibres simples sur PS
qui sont des déformations de fibres stables mais ne sont pas admissibles.
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On définit maintenant une relation d'équivalence, notée =, sur les
classes d'isomorphisme de faisceaux admissibles sur X. Cette relation
d'équivalence est engendrée par la relation ~ suivante : soient E, F des
faisceaux admissibles. Alors E ~ F si et seulement si il existe un germe de
courbe lisse (C,xo), des faisceaux cohérents f, F sur C x X, plats sur (7,
tels que

S x a ^ E , F ^ ^ F et S ^ ^ ^ S I X ^ X Q .
Par définition on a donc E = F s'il existe une suite Gi , . . . , Gn de faisceaux
admissibles tels que

E - Gi, C?i ~ Û2, . . . , Gn-l ~ Gn, Gn ~ F.

On donne au § 4.2.3 des exemples de faisceaux simples de rang 1 équivalents
et non isomorphes.

Soient X et X' des ensembles ouverts de faisceaux cohérents sur X
admettant des variétés de modules fins (M,£), (M',f') respectivement
(ou des variétés de modules fins définies localement). On suppose que
X D X' -^ 0. Alors M et M' ont un ouvert commun U, correspondant aux
faisceaux dont la classe d'isomorphisme est dans X H X ' . Soit N = M \ U.

PROPOSITION 2.16. — Soient x e N et (C, x) un germe de courbe lisse
sur M passant par x tel que la tangente de C en x ne soit pas tangente
à N. Soit

f:C\{x}-.M'
le morphisme déduit de £c\{x}' Supposons qu'il se prolonge en

f:C — M'

(c'est le cas si M' est projective). Soit x ' = f(x). Alors x ' ne dépend que
de la tangente àC en x.

Démonstration. — Ceci découle du fait que la restriction de £ au
complémentaire de x dans le voisinage infinitésimal d'ordre 2 de a; dans C
est déjà une famille de faisceaux de X' (car la tangente a, C en x n'est pas
tangente à N). Q

Si M' est projective, on en déduit aisément un morphisme

P(T,M \ T^N) —> M'
associant à un vecteur tangent le faisceau limite correspondant. Notons
L(x, M') l'ensemble des points x/ de M' qui sont des limites de germes de
courbes lisses ((7, x) tels que C \ {x} C U.
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COROLLAIRE 2.17. — On suppose que M' est projective. Si x est un
point isolé de 7V, alors L(x^ M') est une hypersurface de M'.

Je ne connais pas d'exemple de la situation du corollaire 2.17.

Pour étudier des germes de courbes lisses passant par x et tangentes
à 7V en x et les faisceaux limites correspondants dans M', il faudrait
introduire les jets d'ordre supérieur à 1 de M en x.

Soit E un faisceau admissible sur X. On peut recoller toutes les
variétés de modules fins de faisceaux sur X contenant E. On obtient ainsi
un schéma, noté A4(E)^ qui n'est pas en général séparé. Les variétés de
modules fins maximales sont exactement les ouverts séparés maximaux des
schémas du type M(E). Il serait intéressant de savoir combien il existe
de tels schémas (si on fixe le rang et les classes de Chern des faisceaux
considérés).

3. Faisceaux prioritaires génériques instables
sur le plan projectif.

3.1. Énoncé des principaux résultats.

Les faisceaux prioritaires sur ?2 ont été introduits par A. Hirschowitz
et Y. Laszio dans [17]. Rappelons qu'un faisceau cohérent £ sur ?2 est dit
prioritaire s'il est sans torsion et si

Ext2 (£,£{-!)) =0.

Par exemple les faisceaux semi-stables au sens de Gieseker-Maruyama sont
prioritaires. On s'intéresse ici à la structure précise du faisceau prioritaire
générique de rang r et de classes de Chern ci, C2 lorsqu'il n'existe pas de
faisceau semi-stable de mêmes rang et classes de Chern. On en déduira des
exemples de variétés de modules fins de faisceaux non simples.

D'après [17], le champ des faisceaux prioritaires est lisse et irréductible.
Les conditions d'existence des faisceaux prioritaires sont les suivantes :
posons

ci . 1 / r — 1 o\
^7' A=~r(c2~~^~cï)'

(si £ est un faisceau cohérent £ sur ?2 de rang r et de classes de Chern
ci,C2, on appelle p, = l^{£) la pente de £ et A = A(f) le discriminant
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de £). Alors, si —1 < p, <_ 0, il existe un faisceau prioritaire de pente ^ et
de discriminant A si et seulement si on a

A > J/x^+l).

Les conditions d'existence des faisceaux semi-stables sur Pa sont rappelées
ci-dessous. On peut voir qu'il existe beaucoup de triplets (r, ci, 02) tels qu'il
existe un faisceau prioritaire de rang r et de classes de Chern ci,C2 mais
pas de faisceau semi-stable avec les mêmes invariants. On note M(r, ci, 02)
la variété de modules des faisceaux semi-stables de rang r et de classes de
Chern ci,C2 sur ?2.

Les conditions d'existence des faisceaux semi-stables sur ?2 {cf. [9])
s'expriment en fonction des seules variables [L et A. On montre qu'il existe
une unique fonction <$(^) telle qu'on ait dim(M(r, ci, 02)) > 0 si et seulement
si A >_ 6(iji). La fonction 6(p,) est décrite à l'aide des fibres exceptionnels.

On dit qu'un faisceau cohérent £ sur ?2 est exceptionnel si £ est
simple (c'est-à-dire si les seuls endomorphismes de £ sont les homothéties),
et si

Extl(£,£)=Ext2(£,£)={0}.

Un tel faisceau est alors localement libre et stable, et la variété de modules
de faisceaux semi-stables correspondante contient l'unique point £. Il existe
une infinité dénombrable de fibres exceptionnels, et un procédé simple
permet de les obtenir tous à partir des fibres en droites (cf. [2]). Notons
qu'un fibre exceptionnel est uniquement déterminé par sa pente. Soit F un
fibre exceptionnel. On note xp la plus petite solution de l'équation

X2 - 3X + ———— = 0.rg(F)2

Alors on montre que les intervalles ] p.(F) — xp^(F) + xp [ constituent
une partition de l'ensemble des nombres rationnels. On va décrire la
fonction 6(p) sur cet intervalle. Posons

PW^^+Jx+i.

Sur l'intervalle ]/x(F) - x p , ̂ (F)], on a

^)=P(,-^))-|(l-^),
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et sur [/^(F), /^(F) + xp [, on a

^)-P(.(F)-.)-J(l-^).

On obtient les courbes G(F) et D(F) représentées sur la figure 1. Ce sont
des segments de coniques.

F

p. = p.(F) -XF p, = iz(F) ^ = p,(F) + XF

Figure 1

On considère maintenant la courbe A = 6'(p.) définie de la façon
suivante : sur l'intervalle ]^(F) - x p , p.{F) + XF [, on a

^-w-^O-^w-.i).
On obtient ainsi les segments de coniques G'(F) et D' (F). Le point
(/^(F)^'(^(F))) est la paire (/^A) correspondant au fibre exceptionnel F.
Le point (/^(F)^(^(F))) est le symétrique de F par rapport à la
droite A = j. Notons que si p, est un nombre rationnel différent de la
pente d'un fibre exceptionnel, le nombre 6'{ii) est irrationnel.

Ces courbes, sur l'intervalle ]^(F) - Xp^(F) +^[, sont représen-
tées sur la figure 1. Elles forment un «losange» dont les côtés sont des
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segments de paraboles. Pour tout point a; de PS, soit Ix le faisceau d'idéaux
du point x. On a

Ext\I^O)^C,

Soit Vx l'unique faisceau extension non triviale de Tx par 0 (ce faisceau est
localement libre). On va démontrer le :

THÉORÈME 3.1. — Soient r, Ci, 02 des entiers, avec r > 1, —1 < fi < 0,

A > J/^+l),

et tels que la variété M(r, ci, 02) soit vide.

1) Si A < ̂ '(^), i2 existe des libres exceptionnels £'o, E\, £'2, des
espaces vectoriels de dimension finie Mo, Mi, M2, dont un au plus peut
être nui, tels que le faisceau prioritaire générique de rang r et de classes de
Chern c\, C2 soit isomorphe à

(EQ 0 Mo) e (Fi 0 Mi) e (^2 0 M2).

2) On suppose que c\ ̂  0 ou 02 > 1. -Si A > ^'(^), soit F Punique
fibre exceptionnel tel que ^ € ]l^(F) — XF, f^(F) + xp [. Alors si [L <, l^(F),
rentier

p = rrg(F)(P(/. - /.(F)) - A - A(F))

est strictement positif, et le faisceau prioritaire générique de rang r et de
classes de Chern ci, 02 est isomorphe à une somme directe

(F^c^ef,

où £ est un fibre semi-stable situé sur la courbe G(F). De même, si
^ > /^(F), l'entier

p = rrg(F)(P(/.(F) - /.) - A - A(F))

est strictement positif et le faisceau prioritaire générique de rang r et de
classes de Chern c\, 02 est isomorphe à une somme directe

(F 0 c^ e f,
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où £ est un fibre semi-stable situé sur la courbe D(F).

3) Si ci = 0, ça = 1, le faisceau prioritaire générique de rang r et de
classes de Chern c\, 02 est isomorphe à une somme directe du type

(O^C7'-2)®^.

Le résultat précédent apporte des précisions sur ce qui est démontré
dans [17], c'est-à-dire que s'il n'existe pas des faisceaux semi-stables de
rang r et de classes de Chern ci, 02, alors deux cas peuvent se produire : la
filtration de Harder-Narasimhan du faisceau prioritaire générique de rang r
et de classes de Chern ci,C2 comporte deux termes, ou elle en comporte
trois. Dans le premier cas, un des termes est semi-exceptionnel (c'est-à-dire
de la forme F 0 C^, avec F exceptionnel), et dans le second cas les trois
termes sont semi-exceptionnels.

La démonstration du 1) du théorème 3.1 repose sur le résultat suivant
(proposition 3.6) :

Soient r, ci,C2 des entiers tels que r > 2, A = 6(p,). Alors, si
p,{F) — XF < p. < p ' ( F ) , il existe un fibre E de rang r et de classes de Chern
ci,C2 tel que Ext^E'.F) = {0}, et si /^(F) < ^ < p.(F) + x p , il existe un
fibre E de rang r et de classes de Chern Ci, C2 tel que Exi^i71, E) = {0}.

On montre cependant au § 3.3.2 qu'il peut exister des fibres stables
de rang r et de classes de Chern ci, 02 n'ayant pas ces propriétés.

Il est possible de préciser le 1) du théorème 3.1. On rappelle dans le
§ 3.2.1 la notion de triade, qui est un triplet particulier (£", F, G) de fibres
exceptionnels. On ne considère ici que des triades de fibres exceptionnels
dont les pentes sont comprises entre —1 et 0. A la triade (jK, F, G) correspond
le triangle T(E,F,G) du plan (de coordonnées (/^, A)), dont les côtés sont des
segments de paraboles et les sommets les points correspondant à E, F et G.
Ce triangle est défini par les inéquations

A$POu-/,(G!))-A(G),
A ^ P(/x - /i(ff) + 3) - A(^f),
A ^ P(fz - ̂ E) + 3) - A(.B),

H étant le fibre exceptionnel noyau du morphisme d'évaluation
E ® Hom(£', F) —>• F. Soit T l'ensemble des triades de fibres exception-
nels dont les pentes sont comprises entre —1 et 0. Soit S l'ensemble des
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points (p,, A) du plan tels que

-1 ̂  < 0, j/^ + 1) ^ A ^ <^).

On démontrera le :

THÉORÈME 3.2.

1) Soient (E, F, G), (E', F', G') des éléments distincts de T. Alors tes
triangles TÇE,F,G) et ^ { E ' , F ' , G ' } ont un^ intersection non vide si et seulement
si cette intersection est un sommet commun ou un côté commun. Dans le
premier cas, les fibres exceptionnels correspondants sont identiques, et dans
le second les paires de fibres exceptionnels correspondantes le sont.

2) On a S = \J T(E^G)'
(E,F,G)çT

3) Soient r, ci, 02 des entiers, avec r ^ 1,

r ., 1 / r — 1 9\
/^ = — ' A = - C2 - ———— Ci .ci r \ 2r 1/

On suppose que (/^,A) ç TÇE.F^G)- Soit H le noyau du morphisme
d'évaluation E 0 îîom(E, F) —^ F. Alors

m = r rg(E) (?(/. - ̂ (E) + 3) - A(E)),

n = r rg(^) (?(/. - ̂ (H) + 3) - A(Jï)),

p =rrg(G) (?(/.- /.(G)) - A(G))

sont des entiers positifs ou nuls, et le fibre prioritaire générique de rang r
et de classes de Chern c\, 03 est de la forme

(E 0 c"") e {F 0 c71) e (G (g) c^).

Le lieu du plan constitué des points (A, p) tels qu'il existe des fibres
prioritaires de pente u. et de discriminant A mais pas de fibres semi-stables
ayant les mêmes invariants est donc décomposé en triangles et en losanges
(dont les côtés sont des segments de paraboles). Ils peuvent tous être
construits de la façon suivante (si on se limite aux pentes comprises entre —1
et 0) : on part du triangle T(O(-I),Ç*,O), et des losanges correspondant à
0{—1), Ç* et 0. Une récurrence permet ensuite de construire à partir
de ces données tous les triangles et tous les losanges. Supposons construit
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le triangle TÇE,F,G)^ et 1e8 losanges correspondant à F, F et G. Alors le
morphisme canonique

F (g) Hom(F, G) —>G (resp. F —^ Hom(F, F)* (g) F)

est surjectif (resp. injectif), et son noyau H (resp. conoyau K) est un fibre
exceptionnel. On obtient deux nouveaux triangles T{E,H,F}^ T{F,K,G^ et 1e8

losanges correspondant a. H et K. La situation est résumée par la figure 2.

Figure 2

On construit dans le § 3.4 des variétés de modules fins (définies
localement ou globalement) constituées de faisceaux prioritaires de rang r
et de classes de Chern ci,C2, dans le cas où M(r,ci,C2) = 0. Ces variétés
ne contiennent pas en général tous les faisceaux prioritaires de rang r
et de classes de Chern Ci,C2, et les faisceaux qui les constituent ne sont
pas simples. On donne en particulier un exemple d'ensemble ouvert de
faisceaux prioritaires pour lequel il existe une variété de modules fins
définie localement mais pas de variété de modules fins définie globalement.

3.2. Fibres exceptionnels.

3.2.1. Construction des fibres exceptionnels. — Les résultats qui
suivent ont été démontrés dans [9] ou [2]. Un fibre exceptionnel est
entièrement déterminé par sa pente. Soit P l'ensemble des pentes de
fibres exceptionnels. Si a ç. P, on note Ea le fibre exceptionnel de pente a,
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et Ta son rang. On montre que r^ et Ci(Ea) sont premiers entre eux. Soit
AQ; = A(£^)- Alors on a

^(1-^)-
(ce qui découle du fait que -^(E^^Ea) = 1).

Soit D l'ensemble des nombres rationnels diadiques, c'est-à-dire
pouvant se mettre sous la forme p/29, p et q étant des entiers, q > 0.
On a une bijection

e : D —> P.

Cette application est entièrement déterminée par les propriétés suivantes :

> pour tout entier A;, on a e(k) = k ;

> pour tout entier k et tout a; e D, on a e(x + A;) = e(:r) -h A; :

> pour tous entiers p, ç, avec ç ̂  0, on a

/2p4-l\ / p \ /p+ 1 \
e(-2ÏTr)=<2ï)x<^-)-

où x est la loi de composition suivante :

ax/^^^-^.
' 2 3+Q- /3

Cette relation signifie simplement que

x(E^p, E^) = x(E^ E^p) = 0.

La construction des pentes des fibres exceptionnels comprises entre —1
et 0 se fait donc en partant des pentes —1 et 0, correspondant aux fibres
exceptionnels 0(—1) et 0.

On appelle triades les triplets de fibres exceptionnels de la forme

(O(Â;), 0{k + 1), 0(k + 2)), (^, E^ E^,

(-Ëax/3? E/3, J^a+s), (^/3-3? -^a? E^x/s),

a et (3 étant des éléments de P de la forme

—(ê). "-m
où p et ç sont deux entiers avec q > 0. Les triades sont exactement les bases
d'hélice de [14].
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On donne maintenant la construction des triades de fibres exception-
nels dont les pentes sont comprises entre -1 et 0. Ces triades sont du type
(£a, E^ft. £73). La construction se fait de la façon suivante, par récurrence :
on part de la triade (0(-1), Q\ 0), où Q est le fibre exceptionnel quotient
du morphisme canonique 0(-1) -^ 00 H°(0(l))\ Supposons la triade
(E.F, G) construite. Alors on construit les triades adjacentes (E.H.F)
et (F, K. G). Le fibre H est le noyau du morphisme canonique surjectif

F 0 Hom(F, G) —> G
et K est le conoyau du morphisme canonique injectif

E—>F<S)Rom(E.F)\
De plus, le morphisme canonique

E <g) îîom(E. H) —>H (resp. K —> G 0 îîomÇK. G)*)
est surjectif (resp. injectif) et son noyau (resp. conoyau) est isomorphe à
G(-3) (resp. E(3)).

3.2.2. Suite spectrale de Beilinson généralisée. — A toute triade
(E. G, F) et à tout faisceau cohérent £ sur Pa, on associe une suite spectrale
E^ de faisceaux cohérents sur ?2, convergeant vers £ en degré 0 et vers 0
en tout autre degré. Les termes E^ éventuellement non nuls sont

E^ ^ H^S 0 E\-S)) 0 E.
E^^H^S^S^^G.
E ^ ^ H ^ S ^ F ^ ^ F .

S désignant le fibre exceptionnel conoyau du morphisme canonique injectif
G-^F0Hom(G,F).

3.2.3. Série exceptionnelle associée à un fibre exceptionnel. — Soit F
un fibre exceptionnel. Les triades comportant F comme terme de droite
sont de la forme (G^, G^+i, F), où la suite de fibres exceptionnels (G^) est
entièrement déterminée par deux de ses termes consécutifs, par exemple Go
et GI , par les suites exactes

0 -. G,-i — (G, 0 Hom(G,-i, G,)*) ^ (G, 0 Hom(G,, G,+i))

—> G^+i ^ 0.
On appelle (G^) la série exceptionnelle à gauche associée à F. Les couples
(/^(Gn), A(Gn)) sont situés sur la conique d'équation

A=P(/,-^(F))-A(F),
(ce qui traduit le fait que \(F. Gn) = 0).
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Figure 3

Dans la figure 3, les points A et B sont les intersections de cette
conique avec la droite d'équation A = - On a

lim Gn = A et lim Gn = B.
n—>—oo n—>oo

Remarquons que p,(B) - /^(A) < 3.

Si F == 0, il existe une paire et une seule (Gn,Gn+i) telle que
^(Gn+i)-/^(Gn) > 1, qui est (0(-2),0(-1)). Supposons que Pon ait
-1 < p,(F) < 0. Il existe alors une unique triade de la forme (E.F, G),
avec -1 < p,(E) < /x(G) < 0. On en déduit que (G(-3),^) est une des
paires (Gn,Gn+i). On peut supposer que (G(-3),^) == (Go.Gi). On a
/^(Gi) - /^(Go) > 2, et (Go, Gi) est Punique paire (Gn, Gn+i) telle que

^(Gn+i)- / , (Gn)>l .

On l'appelle la paire initiale de la série (Gn).

LEMME 3.3. — Le fibre vectoriel G(") 0 Gi est engendré par ses sections
globales.

Démonstration. — D'après la construction de (Go,Gi), il suffit de
prouver le résultat suivant : si (A, B, G) est une triade de fibres exceptionnels
telle que /^(G) - /^(A) < 1, les fibres B* 0 A(3), G* (g) B(3) et G* 0 A(3)
sont engendrés par leurs sections globales. On démontre cela par récurrence :
il faut montrer que si c'est vrai pour une triade, c'est vrai pour les deux
triades adjacentes. Supposons que ce soit vrai pour (A,£?,G). Soient H le
noyau du morphisme canonique surjectif

B (g) Hom(B, G) —> C
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et K le conoyau du morphisme canonique injectif

A—^B0Hom(A,B)*.

Il faut montrer que le résultat est vrai pour les triades (A,Jf,B) et
(B,K,C). En considérant la triade duale (C* (-1), B* (-1), A* (-1)), on
voit qu'il suffit de considérer (A, H, B). On a une suite exacte

0 -^ H —> B (g) Hom(B, C) —> C -^ 0.

On en déduit un morphisme surjectif

B*(3) 0 A (g) Hom(5, C)* —^ fT(3) 0 A.

Puisque I?* (3) 0 A est engendré par ses sections globales (hypothèse de
récurrence), il en est de même de Jf*(3) 0 A. On a d'autre part une suite
exacte

0 -^ C(-3) —. A 0 Hom(G(-3), A)* —. ff -> 0,

d'où on déduit un morphisme surjectif

B*(3) 0 A (g) Hom(C(-3), A)* —^ B*(3) 0 ̂

d'où on déduit que B*(3) 0 H est engendré par ses sections globales. D

LEMME 3.4. — Pour tout entier n, on a n > 1 si et seulement si pour
tous entiers a, b, c positifs ou nuis, le fibre vectoriel

(Gn 0 c0) e (Gn+i 0 c6) e (F 0 c6)

est prioritaire.

Démonstration. — Immédiat. D

On définit de même la série exceptionnelle à droite (Hn) associée à F.
On a Hn = Gn(3) pour tout n.

3.2.4. Étude de T. — L'ensemble T = (J Tyi est construit comme
une union croissante des sous-ensembles n>o

To = {(0(-1), Q\ 0)} C Ti C . . . C Tn C TUi C ...
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où Tn est l'ensemble des triades (E^E^^, Ep), a, f3 étant de la forme
a = e(p/271), (3 = e((p+ 1)/271), avec p entier. Si n > 0, les triades de
Tn \ Tn-i forment une suite t^\..., t^-i?

ti = (£'Q(^/2n)î-E'a((2^+l)/(2n+l))î£'Q((^+l)/2n))•

On a

^(^0(1/2")) < /^c^+l)^^)) < ^(^((î-H)^)^

et dans le plan de coordonnées (/^,A), £'Q((2^+l)/2n+l) est situé au-dessus
de la droite ^(^^^((î+i)^71) (voir figure 4).

Figure 4

Le segment de conique E-^EQ de TÇE_^E^EO) nîest ^t^ que la
courbe A = - j^(/^ + 1). On en déduit immédiatement le :

LEMME 3.5. — Soit Z = |j TÇE^G)' Alors, si (^ A) ç Z, on a
(E,F,G)^T

(^AQeZsi

^(/^D^A^A.

3.3. Fibres prioritaires génériques.

3.3.1. Cohomologie nat urelle.

PROPOSITION 3.6. — Soient F un fibre exceptionnel r, Ci,C2 des
entiers tels que r ^ 2, /i(F) - x p < p.^ p.(F) et A == <5(/x). Alors iJ existe
un fibre vectoriel stable £ de rang r et de classes de Chern ci, 03, tel que
Ext^F)^}.
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Démonstration. — On considère la suite (Gn) de fibres exceptionnels
du § 3.2.3. Soient n un entier et £ un faisceau semi-stable de rang r et de
classes de Chern ci, C2. On pose

k = x(^), rnn = -^0G;(-3)),

qui sont indépendants de 8. Ces entiers sont positifs : pour le premier, cela
découle du fait que le point correspondant à £ est situé sous la conique
donnant l'équation de 6(11} sur ] p,(F)^{F) + xp [' Pour le second, on utilise
le fait que H°(£ 0 G^(-3)) et H2(S 0 C?^(-3)) sont nuls. On considère les
triades (-F,Gp-i(3),Gp(3)). Ceci suggère de trouver £ comme noyau d'un
morphisme surjectif adéquat :

6 : (F 0 C^) C (Gp-i(3) (g) C7^4-1) —-. Gp(3) 0 C^.

Un tel fibre a en effet les bons rangs et classes de Chern, et de plus on a
Ext^^-F) = {0}. Pour montrer que £ se déforme en fibre stable, il suffit
qu'il soit prioritaire, car le champ des faisceaux prioritaires est irréductible
(cf. [17]). On prend p = 1, c'est-à-dire qu'on considère des morphismes

(F (g) C^) C (Go(3) 0 C^) —. Gi(3) 0 C^.

Alors on a /^(Gi(3)) - ̂ (Go(3)) > 1, donc ^(G'i(3)) - /^(F) > 1, et la paire
(F,(?i(3)) est initiale dans la série qui la contient. Ceci entraîne que le
faisceau des morphismes précédents est engendré par ses sections globales.
Comme r > 2, il existe un morphisme

0: (F 0 0^)0(00(3) 00^) —^01(3)00^

qui est surjectif. Soit

£ = ker((9).

Il reste à montrer que £ est prioritaire, c'est-à-dire Hom(£,<f(—2)) == {0}.
On a une suite exacte

0 -. £ —> (F 0 C^) C (Go(3) 0 C^) —. Gi(3) 0 C^ -^ 0,

d'où on déduit que

Hom(f,é:(-2)) C (Hom(<?,F(-2)) 0 C^) C (Hom(f,Go(l)) 00^).
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II faut montrer que

Hom((f,F(-2)) = Hom(£,Go(l)) = {0}.

Montrons d'abord que Hom((é7, F(—2)) == {0}. D'après la suite exacte
précédente, on a une suite exacte

(Hom(F,F(-2)) (gXC^) C (Hom(Go(3),F(-2)) (^C7712)

—^Hom((f,F(-2)) —.Ext^G^F^))^7^.

On a Hom(F, F(-2)) = Hom(Go(3), F(-2)) = {0}, car

^(Go(3))>^(F)>^(F(-2)).

D'autre part, et par dualité de Serre, on a

Ext^G^.F^^Ext^-^Gi)*.

Pour montrer que Ext l(F(—2),Gl) = {0}, il suffit d'après [2] de prouver
que /^(F(-2)) < /^(Gi). Si F = 0, c'est évident car Gi = 0(-1). Sinon,
on a /^(Gi) - ji(Go) > 2, et si /^(F(-2)) > /^(Gi), on a ^(F) - /x(Go) > 4,
ce qui est faux car /^(F) — /^(Go) < 3.

Montrons maintenant que Hom(£, Go(l)) = {0}. On a une suite exacte

(Hom(F, Go(l)) 0 C^) C (Hom(Go(3), Go(l)) 0 C^2)

——Hom((£,Go(l)) —Ext^G^.GoO))^^1.

On a Hom(F, Go(l)) = {0} car /^(F) > /^(Gi) ^ /^(Go(l)), et

Hom(Go(3),Go(l))={0}.

Il reste à prouver que Ext^G^â), Go(l)) = {0}. On a

Ext l(Gl(3),Go(l))^Ext l(Go(l),Gl)*={0}

d'après [2] et le fait que ^(Go(l)) < /^(Gi). D

3.2.2 Exemples. — On montre ici que sous les hypothèses de la pro-
position 3.6, il existe en général des fibres £ tels que Ext^f.F) ̂  {0}.
Soient n > 1 un entier, X un ensemble de n points distincts de Pa.
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On a din^Ext^Z^l), 0)) = ri. Soit

0 -> 0 (g) C71 —^ —^ Ix(l) -> 0

une extension définie par un isomorphisme Ext^Jj^l), 0) ̂  C71. Alors £1

est un fibre vectoriel de rang n + 1 et de classes de Chern 1 et n. On a
\(E, 0) = {0}, et si n >: 2, on a 0 < p,{E) <XQ- De plus, E est de type
de décomposition générique (1,0,. . . , 0). Les droites de saut de E sont les
droites joignant deux points de X. Le fibre E est stable, à cause du résultat
suivant, qui semble connu mais dont je donne une démonstration, n'ayant
pu trouver de référence :

LEMME 3.7. — Soit U un fibre vectoriel sur ?2, de type de
décomposition générique (1,0,. . . ,0), ayant un nombre fini de droites
de saut, et tel que

ho(U(-l))=ho(Uf)={0}.
Alors U est stable.

Démonstration. — II faut montrer qu'étant donné un morphisme
génériquement injectif de fibres vectoriels

/ : G -^ £7,

avec 2 ^ rg(G) < rg(LQ - 2, on a ci(G) ^ 0. On a ci(G) < 1, car U est de
type de décomposition générique (1,0,.. . ,0). Supposons que ci(G) = 1.
Alors G est de type de décomposition générique (1,0, . . . , 0). Sur une droite
générique £ on a un morphisme génériquement injectif G\^ —>• £7^, et comme
G\i et U\n sont de type de décomposition (1,0,. . . , 0), ce morphisme est
injectif. Il en découle qu'il n'y a qu'un nombre fini de points de Pa où
/ n'est pas injectif. On en déduit que si U^ est de type (1,0, . . . , 0), il
en est de même de 6^, et donc coker(/) modulo torsion est de type de
décomposition trivial sur £ et n'a comme U qu'un nombre fini de droites
de saut. Donc coker(/) modulo torsion est trivial, ce qui contredit le fait
que /i°(£/*) = {0}. D

On a A(J^*) = 6(^(E*)) et x(E\0) = 3. Donc si n ̂  2, le point
(^(^*), A(^*)) est situé sur G(0). De plus on a, si n > 4,

dim(Hom(^*,(^)) > n > 3,

donc

Exi\E\0)^{0}.
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3.3.3. Démonstration du théorème 3.1. — Soient F un fibre
exceptionnel, r,ci,C2 des entiers tels que /^(F) - xp < ̂  < li{F) + x p ,
A<<^) et (/2,A) ^ QLA(F),A(F)). On peut se limiter au cftô où
p,(F) - XF < p. < fJi(F), l'autre cas s'en déduisant par dualité. On a alors

p = rrg(F)(P(^ - /^(F)) - A - A(F)) > 0.

On peut supposer que p. > 6'(ii) : dans le cas contraire, on montrera au
§ 3.3.4 qu'il existe un élément t de T tel que (/^, A) e 7Ï, et que la partie 1)
du théorème 3.1 est vraie dans ce cas. Montrons qu'on a pig(F) < r : ceci
équivaut à

^-^r^-
L'inégalité est vraie car le terme de droite est la distance des points notés
P et F sur la figure 1, et le point (jL6, A) est situé à l'intérieur du «losange»
limité par G(F), G'(F), D(F) et D'{F). Il existe donc des entiers r', c'i, c^
tels que r, c\ et es soient le rang et le classes de Chern d'une somme directe
d'un fibre vectoriel U de rang r ' et de classes de Chern c[,c^ et de F (g) C^
Le point correspondant à U est situé sur la conique d'équation

A=P(/.-^(F))-A(F)

(ceci parce que \{F,U} == 0), qui est la conique contenant G{F). On vérifie
immédiatement qu'on a on a A ^ 6'{ii) si et seulement si ce point est situé
sur le segment G(F) de la conique.

Supposons que A ^ 6\p) et r' >, 2. Dans ce cas, il existe d'après la
proposition 3.6 un fibre stable U de rang r ' et de classes de Chern c'i, c^ tel
que Ext^F) = {0}. Le fibre

£=(F^CP)eU

est prioritaire, de rang r et de classes de Chern cc^. Les fibres prioritaires
génériques sont de ce type, car les fibres tels que S sont définis par la suite
de conditions ouvertes suivante :

(i) onaExt^F,^:) ={0};

(ii) le morphisme canonique d'évaluation

ev : F 0 CP = F (g) Hom(F,f) —> £

est injectif;
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(iii) si U = coker(ev), U est un fibre stable tel que Ext^, F) = {0}.

Supposons maintenant que r ' = 1. Dans ce cas, on doit avoir F = 0
et C2 = 1. Les faisceaux de M(r^c^c^) sont de la forme Ix (idéal d'un
point a* de Ps). On a Ext1^, 0) = C, d'où le théorème 3.1 dans ce cas.

Il reste à traiter le cas où A < <î'(^). C'est une conséquence du
théorème 3.2, dont la démonstration suit.

3.3.4. Démonstration du théorème 3.2. — Soit (E, F, G) ç T. En
considérant la suite spectrale de Beilinson généralisée associée à (£1, F^ G),
on voit immédiatement que les points (/^, A) de T(E^F,G} (à coordonnées
rationnelles) sont les paires (/^(f), A(£)), où £ est de la forme

£ = {E (g) C0) C (F (g) C6) C (G 0 0e),

avec a, 6, c > 0 non tous nuls. Le fibre précédent est prioritaire et rigide,
c'est donc un fibre prioritaire générique.

On pose comme dans le lemme 3.5,

Z = (J ^ÇE^G)'
ÇE,F,G)CT

La partie 1) du théorème 3.2 est une conséquence immédiate du § 3.2.4.
Il reste donc à prouver que

Z = S .

Soit (/^, A) ç Z. Alors on a A ^ ^'(y^)? car les fibres prioritaires génériques
ayant les invariants p, et A sont rigides, comme on vient de le voir. On a
donc Z CS.

Soit F un fibre exceptionnel tel que — 1 < ^(F) < 0, (Gn) la série
exceptionnelle à gauche associée à F. On va montrer que lorsque n tend
vers l'infini, le segment de conique GnF de T((^_^(^^) tend vers le
segment de conique

{(^/^)), ^ ( F ) - X F < ^ < ^ F ) } .

On montrerait de même que si —1 < ^{F) < 0, et si (Hn) est la série
exceptionnelle à droite associée à F, alors lorsque n tend vers moins l'infini,
le segment de conique FHn de Tfp^Hn.Hn +1) tend vers le segment de conique

{(^(^)), ^F)<^<^{F)+xp}.
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D'après le lemme 3.5, ceci entraîne que S C Z.

L'équation du segment de conique G^F de r(Gn_i,Gn,-F) es^

A =?(/,- ^{Gn-i) - 3) - A(G,-i).

On a

Jm (̂G,-i)) = /.(F) - XF, ^(A(G,-i)) = J •

Donc le segment GnF tend vers la courbe

{(/^(/,)), ^ F ) - X F < ^ < ^ ( F ) } .

avec

^) =P(/^- /^(F) + XF - 3) - J.

On vérifie immédiatement que ^(y^) = ^'(/^), ce qui achève la démonstration
du théorème 3.2.

3.4. Variétés de modules fins de faisceaux prioritaires instables.

Soient r, ci, 02 des entiers tels que r > 1 et M(r, ci, 02) = 0. Soient

ci 1 / r- 1 2\ ci(ci +3)
^75 ^r^2-^-^ X = — — , — — + r - C 2 .

On suppose que

- K ^ ^ O et A^^^.
Z

II existe donc des fibres prioritaires de rang r et de classes de Chern ci, C2.

3.4.1. Le cas A < ^'(/^). — Dans ce cas il existe d'après les théo-
rèmes 3.1-3.2 une triade (£1, F^ G) de fibres exceptionels de pentes comprises
entre —1 et 0 et des entiers m, n, p tels que le faisceau prioritaire générique
de rang r et de classes de Chern ci, 02 soit isomorphe à

£ = (E 0 C71) C (F (g) C71) C (G (g) C^).

Le fibre <? est rigide. On en déduit immédiatement la :
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PROPOSITION 3.8. — Tout ensemble ouvert X de faisceaux de rang r
et de classes de Chern ci,C2 sur ?2, constitué de classes d'isomorphisme
de faisceaux prioritaires, contient celle de 8, et X admet une variété de
modules fins définie localement si et seulement si X est réduit à la classe
d^isomorphisme de £.

3.4.2. Le cas A > < )̂.

3.4.2.1. Cas d'existence de variétés de modules fins. — Soit F l'unique
fibre exceptionnel tel que /^(F) — xp < p, <, /^(F) + x p - On supposera que
fJi{F) — xp < ̂  < ^{^) (l'autre cas est analogue). On supposera aussi que
(ci,C2) ^ (0,1). Soient

p = rrg(F)(P(/. - /.(F)) - A - A(F)) = rrg(F)(<^) - A)

et r', c^, c^ les entiers tels que le faisceau prioritaire générique de rang r et
de classes de Chern c\, C2 soit de la forme

(F 0 c^) e u,
U étant un fibre stable de rang r ' et de classes de Chern c'̂ , c^. Soient

.'̂ . A-,^-^), ,..£K^)^.-4.

On a AA(F) - xp < ̂  < f^(F) et A' = ^(/^/).

Supposons que r',c^ et ^' soient premiers entre eux. Dans ce
cas, M(r\c[,c^) est lisse et il existe un faisceau universel £ sur
M(r',c[,c^) x ?2. Soit Mo C M(r1\c[,c^) l'ouvert constitué des points x
tels que Ext1^,^) = {0}. Soit Ao l'ensemble des classes d'isomorphisme
des faisceaux (F 0 C^) 0 Sx , x parcourant Mo. C'est un ensemble ouvert,
et il aisé de voir que (Mo, (F 0 C^) C ^Mo) est une variété de modules fins
pour XQ. On a une sorte de réciproque :

PROPOSITION 3.9. — Soit X un ensemble ouvert de classes d^iso-
morphisme de faisceaux sur ?2 contenant des classes d'isomorphîsme de
faisceaux prioritaires de rang r et de classes de Chern ci, C2. Alors s'il existe
une variété de modules fins définie localement pour X, les entiers r', c[ et \'
sont premiers entre eux.

Démonstration. — Quitte à remplacer X par un ensemble plus petit,
on peut supposer que X est constitué uniquement de classes d'isomorphisme
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de faisceaux prioritaires de la forme (F (g) C^) C ̂ , où U est un fibre stable
de rang r ' et de classes de Chern c[,c^ On peut aussi supposer que X
admet une variété de modules fins (M,fo). Alors M est lisse car pour
tout faisceau prioritaire E on a Ext2(E,E) = {0}. Il en découle que le
faisceau cohérent PM*(F* 0 ̂ o) sur M est localement libre de rang p, et le
morphisme canonique de fibres vectoriels sur M (g) Pa

^:F0pM*(F*(g)^o) —^fo

est injectif. Son conoyau est une famille de fibres stables de rang r ' et
de classes de Chern c^ c^ paramétrée par M. Le morphisme induit par
coker(^)

/:M-^M(r',c'i,C2)

est une immersion ouverte, comme on peut le voir en examinant le
morphisme tangent Tf. Il en découle que M, vu comme ouvert de
M(r',c'i,C2), possède un fibre universel. D'après [4], les entiers r'.c'i et \'
sont premiers entre eux. Q

3.4.2.2. Application du théorème 2.13. — On suppose ici que r^c[
et \' sont premiers entre eux. On note £ un faisceau universel sur
M(r', c[, €2) x ?2. Soit Y l'ensemble des classes d'isomorphisme de faisceaux
cohérents U qui peuvent s'écrire comme extensions

O-^F^C^ —>U —>E^O,

E étant un faisceau stable de rang r' et de classes de Chern c[,c^ de telle
sorte que l'application linéaire induite

(C7* ——Ext^F)

soit surjective. De tels faisceaux sont prioritaires, de rang r et de classes de
Chern Ci, 02. On déduit du théorème 2.13 le :

THÉORÈME 3.10. — Soit M Pouvert de MÇr^c^c^ constitué des
points x tels que din^Ext1^, F)) ^ p . Alors y est un ensemble ouvert et
il existe une variété de modules fins définie localement (M, (f^)) pour y.

Remarques.

1) Si p est suffisamment grand, on a M = M(r',c'^c'^), et M est
projective. C'est donc une variété de modules fins définie localement
maximale (cf. § 2.6). J'ignore si M est maximale en général.
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2) II existe bien sûr d'autres faisceaux prioritaires de rang r et de
classes de Chern c\, 03 que ceux de M. Mais j'ignore s'il existe une variété de
modules fins définie localement ne contenant que des faisceaux prioritaires
de rang r et de classes de Chern ci, 02, mais contenant au moins un faisceau
qui n'est pas dans M.

3) La dimension du groupe d'automorphismes des faisceaux de M est

P2+l+3pr /rg(F)(/.(F)-//).

3.4.2.3. Le problème de l'existence d'un faisceau universel global. —
On considère la situation du théorème 3.10. Supposons qu'il existe une
variété de modules fins (M, .F) pour y (et donc que les £i se recollent).
Comme dans la démonstration de la proposition 3.9 on trouve une suite
exacte de faisceaux sur M x Pa

0 ̂  F 0pM(7) —— y —— SM^PMW -> 0,

7 étant un fibre vectoriel de rang p sur M et L un fibre en droites sur M.
Cette suite exacte est associée à

a G Ext^M ̂ PMW^F^p^)).

Pour tout x G M, soient

^ ̂ xt^M^PMW^^râ^))

——Ext^M^F^^^C^Ext^F))

le morphisme canonique et o-a; = ^(cr). Alors o-a; est surjective.

Réciproquement, soient 7 un fibre vectoriel de rang p sur M, L un
fibre en droites sur M et a e Ext^M ̂ p^W^F ̂ PM^)) tels q^ P0111*
tout x dans M, o-a; soit surjective. Alors l'extension de SM 0p^(L) par
F0p^(7) associée à a fournit un faisceau universel pour y, qui admet
donc une variété de modules fins définie globalement.

D'après la démonstration du théorème 2.13, il existe un faisceau
cohérent A sur M tel que pour tout x e M(r', c[,c^) on ait un isomorphisme
canonique

A^Ext^.F),
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et que pour toute sous-variété localement fermée Z et tout s dans
ff°(Z, C33 (g) A), il existe une suite exacte de faisceaux cohérents sur Z x Pa

0 -^ F (g) C^ —>U —>£z -^ 0

telle qu'en tout point x ç: Z l'extension

0 -^ F —— ̂  —— ̂  ̂  0

soit associée à «(a;) e Aa; = Ext^é^F). Lorsqu'on remplace F<g)CP par
F (g) 7 et f par £ 0 p^(L) on a un faisceau A(7, L) analogue à A (g) C^ tel
qu'en tout a; € M on ait un isomorphisme canonique

On a

A(7, L)^ ^ Ext^ 0 L^ F 0 7a;).

A(7,L)^A(7,0)0L*.

Soit n la dimension maximale de din^Ext^fa^F)), x parcourant
M(r^c^c^), et pour tout entier i tel que 1 < i < n, di la dimension de
la sous-variété localement fermée de M(r^c[^c^) constituée des points x
tels que din^Ext^^F)) = î. Soit (^M(I) un fibre en droites très ample
sur M. On prend 7 trivial et L = OMÇ-TTI), avec m assez grand pour
que le faisceau A(0 0 CP, L) = A(0 0 C^, 0) (g) L* soit engendré par ses
sections globales. Cela implique que pour tout x € M, 0x est surjective. On
cherche p sections de ce faisceau engendrant Ext^fa;, F) pour tout x ç M.
Un calcul simple permet de démontrer la

PROPOSITION 3.11. — Si p > Max(^ + i, 1 <: i < n), on a

M=M{rt,c^c^

et il existe une variété de modules fins globale (M, J^) pour y.

3.4.2.4. Exemple : le cas (r', c[, c^) = (4, -2,4). — Dans ce cas F est
le fibre vectoriel habituellement noté Q*, qui est le noyau du morphisme
d'évaluation 0 (g) H°(0{1)) —> 0(1). On a ici \' = 1, donc r', c[ et ^ sont
bien premiers entre eux. Les faisceaux des variétés de modules fins étudiées
ici seront des extensions

0 -^ Q* 0 C^ —> U —> E -^ 0,
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E étant dans M(4, -2,4). On a alors

(r, ci, 02) = (2p + 4, -p - 2, jp(p + 5)2 + 4),

=-1 A = 3 1
^~ 2 5 "S^j^'

On montre dans la proposition 3.12 ci-dessous qu'avec les notations du
§ 3.4.2.3, on a n = 2, c^i = 4 et c?2 = 2. On a un isomorphisme canonique

M^c^c^Ps^n^y).
Si D est une droite de S^V, le faisceau semi-stable correspondant à D est
le conoyau ED du morphisme canonique injectif

0(-3) — 0(-1) 0 (S^/D).

On a donc un faisceau universel £ sur P^V) et une suite exacte de
faisceaux sur P^V) x ?2

0 - PÎ (0(-3)) -^ rf (0(-1)) 0p,(Ç) —. £ ̂  o,

Pi ? ^2 désignant respectivement les projections

P(5'2y) x ?2 —> PÇ^Y) et P(5f2y) x ?2 —> ?2.

Soit Z C P(S2V) la sous-variété localement fermée correspondant aux
éléments décomposables, P la sous-variété fermée isomorphe à ?2 composée
des points Cu2, avec u çV\ {0}.

PROPOSITION 3.12. — Si p = 1, on a M = P(5'2y) \ P. Si p > 2, on a
M = P(5'2y). II existe une variété de modules fins globale (M, .F) pour y
si et seulement si p -^ 2.

Démonstration. — On note M(V) le noyau du morphisme canonique

^y 0y* —^ y

et (/)D l'application canonique

M(V)—(^y/D)(g)y*.
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Alors de la suite exacte

o ̂  o(-ï) — o(-i) ̂  (^V/D) — CD -^ o,

on déduit un isomorphisme canonique

Ext1^^*) ^ coker(^) ^ ker(<^)*.

Il en découle que

f O si DçP(S2V)\(ZUP),
din^Ext^^Ç*)) = ! i si D e Z,

l 2 si Dç P.

On en déduit déjà que M = P(52V) \ P si p = 1, M = P(52y) si p ^ 2,
et qu'il existe une variété de modules fins (M, .F) pour y si p > 5 (d'après
la proposition 3.11).

Etant donné que la restriction

Pic(P(^2y)) —— Pic(Z)

est surjective, il découle de la discussion du § 3.4.2.3 qu'on peut trouver une
variété de modules fins (M,^) pour y si p = 1. Plus précisément, le fibre
en droites A sur Z peut être rendu trivial si on remplace £ par £ (g)p^(L),
pour un L convenable dans Pic(M).

Il reste à traiter les cas 2 <_ p <, 4. On a une suite exacte de faisceaux
sur M = P(5f2V)

o-^Q*(g)y —>o^ M(yy —> A ̂  o,
d'où on déduit aisément que

A|Z^OM(I)|Z, A|p^Çp

où Qp est le fibre Q sur P2. Puisque Qp n'est pas la restriction à P
d'un fibre vectoriel sur PÇS^V) (son déterminant n'est pas la restriction
à P d'un élément de Pic(P(5r2y))), il n'est pas possible de choisir L et 7
(cf. §3.4.2.3) de telle sorte que Q\p devienne engendré par deux sections
globales (c'est-à-dire trivial). On n'a donc pas de variété de modules fins
globale dans ce cas.
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Supposons que p = 3 ou 4. Alors trois sections globales de Oz(l)
suffisent à engendrer ce fibre, et trois sections globales de Qp suffisent aussi
à l'engendrer. Il en découle que trois sections génériques de A engendrent
ce faisceau. Dans ce cas, il existe une variété de modules fins pour y. D

3.4.2.5. Les cas où ci = 0 et 02 = 1. — On a alors (r', c'i, c^) = (1,0,1),
et les faisceaux de M(r', c'i, c^) sont les idéaux de points de ?2. On a donc

M^c'i.c^Hilb^)^.

Pour tout point x de PS on a une suite exacte canonique

0 -^ 0(-2) (g) A2^ —. 0(-1) (g) X1- —> Z, -^ 0,

où x1- C Y* est l'orthogonal de x. On en déduit la suite exacte

o ̂  c — y* 0 ç^ — 52y* 0 A2^ — Exi^z,, o) -^ o.
Soient RM) P2 respectivement les projections

Hilb^Ps) x ?2 —> Hilb^) et Hilb^) x Pa —> ?2.

On déduit de ce qui précède un faisceau universel T' sur Hilb^Ps) x ?2 et
une suite exacte de fibres vectoriels sur Hilb^Pa) x ?2

0^^(^(-2))0p^(A2Ç*)-^^(0(-l))0^(Ç*)-^î'^0,

et une suite exacte de fibres vectoriels sur Hilb^Ps)

o-^o — pW) 0 y* — PM^Q) ̂  s^ — A ̂  o,
où A est le faisceau de la démonstration du théorème 2.13 (qui est
ici localement libre de rang 1) tel qu'en tout point x de ?2 on ait
A^ ^Ext^Z^O). On a

A ̂  0(3).

Soit

Z=A0p^(0(3)).

Pour ce nouveau faisceau universel, le fibre A devient trivial, et la section 1
définit une extension

0^0—>V—>I->0

telle qu'en tout point x de ?2 = Hilb^Pa), sa restriction à {x} x ?2 soit
non triviale.
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Soit Y l'ensemble des classes cTisomorphisme des faisceaux Vx-, x
parcourant ?2. Alors Y est ouvert et (?2, V) est une variété de modules fins
pour y.

Plus généralement, soit Yp l'ensemble des classes d'isomorphisme
des faisceaux ^0(000^), x parcourant Pa. Alors Yp est ouvert et
(?2, V C (0 (g) C^)) est une variété de modules fins pour y p .

4. Variétés de modules fins de faisceaux de rang 1.

4.1. Faisceaux simples de rang 1.

On suppose dans toute cette section que X = ?2 ou X = Pi x Pi.
On note u^x le fibre canonique sur X.

LEMME 4.1. — Soit E un faisceau de rang non nul simple sur X. Alors
on a

Ext2(E,E)={0}.

Démonstration. — On a par dualité de Serre

Ext2^, E) ̂  Hom(^, E (g) c^x)*.

Supposons que Ext2^, E) ̂  {0}. On en déduit un morphisme non nul

f : E — > E ( ^ U J X '

Soit <p : ujx —^ Ox un morphisme non nul. Il s'annule donc sur une
hypersurface de X. Alors {IE 0 (/>) ° f est un endomorphisme de E qui
n'est pas une homothétie. On a donc Ext2^, E) = {0}. D

On s'intéresse aux variétés de modules fins constituées de faisceaux
simples de rang 1 et de déterminant trivial. D'après le lemme précédent, de
telles variétés sont lisses.

THÉORÈME 4.2. — On suppose que X = ?2 ou X = Pi x Pi. Soient Y
une variété algébrique intègre, £ une famille plate complète de faisceaux
de rang 1 simples sur X et de détermiant trivial. Soit U l'ouvert de Y
constitué des points y tels que £y soit sans torsion^ et Z = Y \ U. Alors
si X = ?2, Z est de codimension au moins 4 dans Y, et si X = Pi x Pi,
Z est de codimension au moins 3 dans Y.
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II en découle que dans toute variété de modules fins de faisceaux
simples de rang 1 et de déterminant trivial sur X, l'ouvert correspondant
aux faisceaux qui sont des idéaux de sous-schémas de X de dimension 0 est
non vide et dense.

Le reste du §4.1 est consacré à la démonstration du théorème 4.2.
Soit m un entier tel que pour tout point y de Y, £y(rn) soit engendré
par ses sections globales, et que ^(SyÇm)) = h2(£y(m)) = {0}. Soient
p = h°(£y(m)), qui est indépendant de y , et P le polynôme de Hilbert des
faisceaux £y. Soient enfin

Q=Hilbp(Ox(-m)0CP),
et

-K'.Ox^-m)^^ —^F

le morphisme surjectif universel sur Q (g) X. On se ramène aisément, £ étant
complète, au cas où Y est l'ouvert de Q constitué des points q tels que Fq
soit simple, et où £ = Fy. Soit N = ker(Tr).

Commençons par donner une description des faisceaux simples de
rang 1 sur X et une caractérisation de ceux qui sont sans torsion.

LEMME 4.3. — Soit E un faisceau simple de rang 1 sur X et de
déterminant trivial. Alors on a Ext2^, Ox) = {0}, et E est sans torsion si
et seulement si dim(Hom(i?, Ox)) =1.

Démonstration. — On a une suite exacte

0 -> T —>E —>Is^L-^0,
T désignant le sous-faisceau de torsion de £', 6' un sous-schéma de
dimension 0 de X, Is le faisceau d'idéaux de S et L un fibre en droites
sur X (pour un étude précise des faisceaux de torsion, voir [23], [25]
ou [30]). Supposons T non nul. Alors T est pur de dimension 1, car s'il
avait un sous-faisceau de dimension 0, il existerait des morphismes non nuls
Is ̂  L —> F, et E ne serait pas simple. Soit D le support schématique
de T. On a alors

ci(r)=0(D), L=0{-D).
On a donc

Hom(E, Ox) ̂  îîom(Is 0 £, Ox) ̂  H°(0(D))

et dim(Hom(^, Ox)) > 1. Si maintenant T est nul, on a E ^ Z^, et donc
dïm(}îom(E,Ox))=l.
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II reste à montrer que Ext2^, Ox) = {0}. Par dualité de Serre, on a

Ext^E, Ox) ̂  Hom((^1, E)\

Supposons qu'il existe un (f> ç Hom(o;^1, E) non nul. Puisque Ts ̂  L C Ox,
il existe des morphismes E —> ̂  dont la restriction au support de T est
non nulle. On en déduit par composition avec (f) un endomorphisme de E
qui n'est pas une homothétie. Donc Ext2^, Ox) = {0}. n

Soit q ç Y. On a une suite exacte

0 -. Hom(J^, Ox) —— H°{0x(m)) (g) O3*

—— Hom(Nç, Ox) —— Ext1^, Ox) -^ 0.

Puisque Ext^.Ox) = {0}, on en déduit que la dimension de
Hom(Ng,Ox) ne dépend pas de q. On obtient donc un morphisme de
fibres vectoriels sur Y

^ : Fo = OY ^H°(0x{m)) (g)(C7* —— Fi =py*(Hom(N,Oyxx))

tel que le lieu Y, des points q de Y tels que dim(Hom(^,Ox)) = î est
précisément celui des points où le noyau de $ est de dimension î. Soient
G = Fo* ̂  F^, vu comme variété algébrique, et Gi la sous-variété localement
fermée constituée des morphismes dont le noyau est de dimension i. Alors G
et les Gi sont lisses, et en tout point / de (3,, l'espace normal de d en /
est canoniquement isomorphe à Hom(ker(/),coker(/)).

Soient q un point de Y tel que Fq ait de la torsion, et
î=dim(Hom(^g,Ox)) > 2. Alors q appartient à G,. Le morphisme ^
peut être vu comme un morphisme

Y—>G.

L'application

TY, -^ Hom(Hom(^ Ox), Ext1^, Ox))

déduite de T(/) est nulle sur les PGL(p)-orbites, donc se factorise de la façon
suivante :

TY, -^ Ext1^,,^) ̂  Hom^om^^.Ext^.Ox)),

où a est le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer
de T en q et f3 le morphisme canonique (pour des démonstrations analogues,
voir par exemple [16]). Le théorème 4.2 est donc une conséquence du :
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LEMME 4.4. — Soit E un faisceau simple de rang 1 sur X de détermi-
nant trivial et ayant de la torsion. Alors l'application canonique

(3 : Ext\E, E) —> Hom(Hom(£;, Ox), Ext\E, Ox))

est de rang au moins 4 si X = ?2, et de rang au moins 3 si X = Pi x Pi.

Démonstration. — On considère la suite exacte déjà vue dans le
lemme 4.3

o-^r —>E —^ 0 L -^ o,
T désignant le sous-faisceau de torsion de E (qui est pur de dimension 1),
6' un sous-schéma de dimension 0 de X, Is le faisceau d'idéaux de S
et L un fibre en droites sur X. On a L = 0{-D\ D désignant le support
schématique de T. On a alors

ci (F) = -ci(L), C2(T) = ci(L)2 - s + C2,

s désignant la longueur de 5, et es == 02 (E).

• Étape 1 : quelques calculs. — Le théorème de Riemann-Roch fournit
les résultats suivants, dont on se servira par la suite :

x(T^Is 0 L) = Jci(L)2 - |o;xCi(L) -02+5,

X(ls ̂  L, T) = |ci(L)2 + J^xci(^) - C2 + ̂

x(T,Ox) = -j^W2 - j^xei(L) - C2 + 5,

X(^0x)=l-c2, x(^<^)=5.

On en déduit

dim(Hom(^Ox)) = ^°(^~1),

din^Ext^Ox)) = h°(L-1) +02 - 1,

(on a Ext2^, C^) = {0} d'après le lemme 4.3).

Puisque RornÇls 0 L, T) = {0} (car E est simple) et, par dualité de
Serre, Ext2^ (g) L, T) = {0}, on a

din^Ex^CML.r)) == -^(IS^L^T),
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et c'est la dimension générique. Il en découle qu'en bougeant S, il est
suffisant de démontrer le lemme 4.4 dans le cas où S ne rencontre pas
le support de T (autrement dit, on peut toujours déformer E en faisceau
simple tel que S ne rencontre pas le support de T). On a

Ext\E^Os)={0}.

En effet, par dualité de Serre, on a

Ext2^, Os) ̂  îîom(0s, E 0 u^x)

qui est nul car T est pur de dimension 1. On en déduit que

dimÇEx^ÇE.Os)) = s.

D'autre part, il découle de la démonstration du lemme 3.2 de [25] que T
peut se déformer en faisceau lisse (un fibre en droites sur une courbe lisse).
On peut donc supposer que Ext2^, r) = {0}. D'après la suite exacte

o-^r —> E —>is^L-^o
on en déduit que

Ext^r)^}.

• Étape 2 : interprétation de coker(/5). — On note V(L) le fibre
vectoriel sur X conoyau du morphisme canonique injectif

L—^Ox^H0^-1^

et Vs celui du morphisme canonique injectif

Is0L—Ox^H^L-1)^

On a une suite exacte

0 -^ L 0 Os —>Vs —> V(L) -> 0.

Puisque Ext^I^T) = {0}, le morphisme canonique

/ : Ext1^, E) —> Ex^ÇE.Is 0 L)
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est surjectif. On considère maintenant la suite exacte

0 -^ Ts 0 L —> Ox 0 ̂ (L-1)* —. Vs -> 0.

On en déduit la suite exacte

Ex^ÇE.Is ^L) -^ Hom^om^.Ox^Ext^Ê'.Ox))

—. Ext^E.Vs) —> Ext2^^ 0L).

On a Ext<2(E,Is0L) = {0}. En effet, par dualité de Serre, il suffit
de vérifier que îîom(Is <^>L,E (g)o;x) = {0}. Cela découle du fait que
Hom(Î5-(g) L, £') = {0} (car E est simple), et de ce qu'il existe des
morphismes non nuls ^ x — ^ O x ' Comme /? = g o /, on en déduit un
isomorphisme

coker(/3) ^ Ext\E,Vs).

Pour démontrer le lemme 4.4, il suffit de montrer que

dim(Hom(Hom(£;, Ox), Ext\E, Ox))
-dim(Extl^Vs))>^ slx=^v / ~ l3 s iX=Pi xPi.

• Étape 3 : estimation de dim(Hom(Hom(E, Ox),Extl(E,Ox))) -
din^Ext^.E, Vs)). — On considère la suite exacte

0 -> Os 0 L —>Vs —> V(L) -> 0.

On en déduit la suite exacte

Hom(E,V(L)) ——Ext\E,Os0L) ——Ext\E,Vs) ——Ext\E,V(L)),

d'où

din^Ext1^, Vs)) < dim(Extl(E, Os 0 L)) + dim(Extl(E, V(L))).

On commence par calculer dirr^Ext1^, Os ^ L)). Par dualité de Serre,
on a Ext2^, Os 0 L) = {0}. Cette dernière raison implique que

Hom(^, Os 0 L) ̂  ïtomÇls ̂  L, Os 0 L),
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qui est de dimension 2s. Comme \{E, Os 0 L) = \(E, Os) = s, on en
déduit que

din^Ext1^, Os 0 L)) = s.

On calcule maintenant dïm(Extl(E, V(L))). On a une suite exacte

Ext1 (Is 0 L, V(L)) —— Ext1 (E, V(L)) —— Ext1 (F, V(L)).

Donc

din^Ext^E, V(L))) < din^Ext^T, V(L))) + din^Ext^ 0 L, V(L))).

On a Ext^T, V(L)) = {0}. En effet, par dualité de Serre, il suffit de montrer
que Hom(V(L),r(g)o;x) = {0}. Si ce n'était pas le cas, en utilisant une
section de V{L) et un morphisme non nul ujx —> Ox on obtiendrait une
section non nulle de T, donc un morphisme non nul Is 0 L —> T qui
définirait un endomorphisme de E qui n'est pas une homothétie. On a aussi
Hom(T,y(L)) = {0} car V(L) est localement libre. Donc, en utilisant le
théorème de Riemann-Roch, on trouve

din^Ext^r.l̂ L)))

=-x(T,V(L))=Cl(L)2+(/.o(L-l)-l)(ja;xCl(L)+jcl(L)2+C2-.).

Pour calculer din^Ext1^ 0 L, V(L))), on considère les suites exactes

O - ^ I S ^ L —> L —>Os^L-^0,

0 ̂  L —> Ox 0 ̂ °(L-1)* —. V(L) -^ 0.

De la seconde on déduit que

Ext^L.V^)) = Ext^L.V^)) = {0},

d'où il découle avec la première que

Ext^Is^L.VÇL)) ^Ext^ÇOs^L.VÇL)) ̂  î{om(V(L),Os 0 L)\

On a donc

dïm(Ext\Is^L,V(L))) = s(h°{L-1) - l).
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On a donc

dïm(Ext\E,Vs))

< 5+ci(L)2 + (/i°(L-1) - l)(|o;xCi(L) + |ci(L)2 +C2 - s).

On obtient finalement

dim(Hom(Hom(E, Ox), Ext1^, Ox)) - dim(Ext\E, Vs))
>-x(T,Is^L).

• Etape 4 : fin de la démonstration du lemme 4.4. — On a

x{T,Is 0 L) = ̂  0 L,T) - a/xCi(L).

On a Hom(Z^ 0 L, T) = Ext2^ 0 L, F) = {0}, donc ^(Is ̂  L,T) < 0.
On a d'autre part uJxCi(L) > 3 si X = ?2 et uJxCi(L) > 2 si X = Pi x Pi.
On en déduit -\(T,Is ̂  L) > 4 si X = Pa et -x(T^s 0 L) ^ 3
si X = Pi x Pi. Ceci achève la démonstration du lemme 4.4. n

Remarque. — On considère la suite spectrale E^ convergeant
vers Ext^9 (E,E) définie par la filtration T C E. Les termes ^f'9

éventuellement non nuls sont représentés ci-dessous :

Ext^T^^L) 0 0

Ext1 (r, is 0 L) Ext2 (r, r) = {0} o
0 Ext1 (F, T) e Ext1 (Is, Is) 0

0 Hom(T, F) C C Ext1 (Is (S) L, T)
On en déduit un isomorphisme non canonique

Exi\E,E) ̂  Extl(^,^)©Extl(Z5,^)©Extl(Z50^,T)eExtl(^,Î5(g)L).

Les trois premiers termes correspondent aux déformations de E obtenues
en déformant F, S et l'extension. Le troisième doit représenter des défor-
mations en faisceaux sans torsion ou avec un dim(Hom(£J, Ox)) plus
petit. Je n'ai pas trouvé de démonstration réellement convaincante du
théorème 4.2 utilisant cette suite spectrale.

4.2. Un exemple de variété de modules fins maximale
non projective.

On donne ici des exemples de variétés de modules fins qui sont des cas
particuliers de ce qui est décrit au § 5.1. Mais on montre ici que ces variétés
de modules fins sont maximales.
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4.2.1. Sons-schémas finis de ?2 de longueur ^n(n + 1).

PROPOSITION 4.5. — Soient n un entier positif, Z un sous-schéma
fermé de ?2 de longueur ^n(n + 1). Alors il existe une suite exacte

0 -^ 0(-n - 1) (g) C71 —> 0(-n) (g) C7^1 —> Iz -^ 0

si et seulement si Z n'est pas contenu dans une courbe de degré n— 1.

Démonstration. — II est clair que si il existe une telle suite exacte, on a
H°(Iz(n - 1)) = {0}, c'est-à-dire que Z n'est pas contenu dans une courbe
de degré n — 1. Réciproquement, supposons que Z ne soit pas contenu dans
une courbe de degré n — 1. On a alors

H°(lz(n - 1)) = H°(lz 0 Ç*(n - 1)) = H°(lz(n - 2)) = {0},

et aussi, par dualité de Serre,

H^IzÇn - 1)) == H^Iz 0 Q*(n - 1)) = H^IzÇn - 2)) = {0}.

On a donc ^(IzÇn - 1)) = {0}, car \(Iz{n - 1)) = 0. La suite spectrale
de Beilinson donne donc une suite exacte

0 -. 0(-n - 1) 0 H1 (Iz(n - 2))

— 0{-n) 0 H1 (Iz 0 Ç*(n - 1)) — Iz -^ 0.

Un calcul simple montre que

^(^(n-^)) =n, h^Iz^Q^n-l)) =71+1 . n

Soit

W = Hom(0(-n - 1) (g) C71,0(-n) 0 C^1).

Sur l'espace projectif P = P(W) agit le groupe algébrique réductif
SL(n) x SL(n +1), et cette action se prolonge de manière évidente à une
action sur Op(l). Un point de P, correspondant à un morphisme

/ : 0(-n - 1) (g) C71 —> 0{-n) (g) C7^1

est semi-stable pour cette action si et seulement si il est stable, et ceci est vrai
si et seulement si pour tout entier p tel que 1 < p < n, et tous sous-espaces
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vectoriels de dimension?, Mp C C", Np C C^1, f(0{-n - 1) 0 Mp) n'est
pas contenu dans 0(-n) 0 Np (cf. [3]). Si P8 désigne l'ouvert des points
stables de P, il existe un quotient géométrique

7v(3,n,n+ 1) = PV(SL(n) x SL(n+ 1)),

et c'est une variété projective lisse de dimension n{n 4-1). Considérons les
projections

PN : AT(3, n, n + 1) x ?2 —> N(3, n, n + 1),

p2 : N(3, n, n + 1) x ?2 —> ?2.

Alors il existe sur 7V(3, n, n + 1) x Pa un morphisme universel

<S> :pW-n- 1)) 0^v(M,) —p2(0(-^>) ^PÎv(^n),

Mn (resp. Nn) étant un fibre vectoriel de rang n (resp. n + 1) sur
7V(3, n, n + 1). On pose

f = coker(^).

Soit X l'ensemble ouvert des classes d'isomorphisme de faisceaux
cohérents E sur Pa, de rang 1 et de classes de Chern 0 et jn(n+l) ,
vérifiant

H°{E(n - 1)) = H1 [E(n - 1)) = H^EÇn - 2)) = {0}.

D'après la suite spectrale de Beilinson, ce sont les faisceaux qui sont
isomorphes à des conoyaux de morphismes injectifs de W. Soit X3

l'ensemble ouvert de faisceaux constitué des classes d'isomorphisme de
conoyaux de morphismes injectifs stables de W. Alors, si U désigne l'ouvert
de 7V(3, n, n + 1) constitué des morphismes injectifs (comme morphismes
de faisceaux), (U^ Su) ̂  une variété de modules fins pour X8.

PROPOSITION 4.6.

1) Soient Z un sous-schéma fini de longueur -n(n -j-1) de ?2, et

f : 0{-n - 1) (g) C71 —> 0(-n) 0 C7^1

un morphisme dont le conoyau est isomorphe à îz - Alors f est stable.
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2) II existe des points x de U tels que £x ait de la torsion.

3) Si n > 5, on a U ^ N(3, n, n + 1), et donc U n'est pas projective.

Démonstration. — Soit

g : 0(-n - 1) (g) C71 —. 0(-n) 0 C^1

un morphisme injectif non stable. Alors il existe un entier p tel que 1 < p < n
et des sous-espaces vectoriels Mp C C71, Np C C7^1 de dimension p tels que

g(0(-n - 1) 0 Mp} c 0(-n) 0 Np.

Soient

g ' : 0(-n - 1) (g) Mp —. 0(-n) 0 TVp,

p" : 0(-n - 1) 0 (C^Mp) —— 0(-n) 0 (C^1/^)

les morphismes déduits de g. On a alors une suite exacte

0 ̂  ker(^) ̂  coker(^') —. E —> coker(p//) ̂  0.

Mais ker(^") est localement libre et coker(</) de torsion (car de rang nul).
Donc ker(</') est nul, et coker(p') est un sous-faisceau de torsion non trivial
de E. Ceci prouve 1) (c'est aussi une conséquence de la proposition 5.1).

Pour démontrer 2), on considère un sous-schéma fini 5' de ?2 de
longueur

s = h°(0(n - 2)) - 1 = ^(n+ l)(n - 2)

contenu dans une unique courbe de degré n — 2. On a alors

H^IsÇn - 2)) = H\Is{n - 2)) = {0}.

Soit Si == P(D) une droite de ?2 ne rencontrant pas le support de 6'. On
considère une extension

0 -> 0^-n - 1) —. E —^ ï^(-l) -^ 0

donnée par un élément a de Ext^Z^-l), On(-n - 1)). On a

Ext1^-!),^-^-!)) ̂ Ext1^-!),^-^-!)) ^ S^D.
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Le morphisme canonique

Ext1 (^(-1), 0^-n - 1)) 0 H0 {0(n - 2)) —— H1 ((^(-2))

est l'accouplement canonique

S^D 0 S^V —> C.

Il en découle qu'il est possible de choisir a tel que le morphisme induit

H^Is^-^-^H^O^-Ï)}

soit un isomorphisme. On a alors

H°(E(n-l)) =Hl(E(n-l)) =H2(E(n-2)) ={0}.

Il en découle que E est isomorphe au conoyau d'un morphisme injectif

g : 0(-n - 1) 0 C71 —> 0(-n) 0 C714-1.

Il reste à voir que g est stable. On a vu dans la démonstration de -1 que si g
n'est pas stable, E contient un sous-faisceau de torsion non nul qui est un
quotient d'un fibre du type 0(—n) 0 C^. Ceci est impossible car

Hom(0(-n), 0^-n - 1)) == {0}.

Donc g est stable.

La démonstration de 3) est donnée au § 4.2.2. D

THÉORÈME 4.7. — La variété de modules fins U est maximale.

Démonstration. — Soit Uf une variété de modules fins définie
localement contenant strictement U. Soient x ç. U ' \ U et T un faisceau
universel défini sur un voisinage W de x. Supposons que ^^(^(n — 1)) =0
pour i > 0. Alors d'après la proposition 5.1 (avec E=0(—n—l),
G = (9(—n), F = OÇ—n -4-1)), on a x e U. Ceci étant faux, x est un point
de l'hypersurface H de W constitué des points y tels que les h^{J::y{n — 1))
ne soient pas tous nuls. D'après le théorème 4.2, l'ouvert de T~i des points
y tels que J^y soit un faisceau d'idéaux est dense, et H est irréductible
(car dans Hilb^^^Ps)? Phypersurface constituée des sous-schémas
finis contenus dans au moins une courbe de degré n — 1 est irréductible).
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II existe aussi un point y de H tel que Ty soit le faisceau d'idéaux d'un
sous-schéma 6' contenu dans une unique courbe de degré n — 1. On a un
diagramme commutatif avec colonnes exactes

0 0i ,, i
ff°(0-(n-l)) —————— fl°(C-(n-l)|,)

1 . 1
H°{0{n-l))<8>V* ——^ ff°(0(n-l)|s)®V*

i ... 1
H°(0(n)) —————————— H°(0(n^s)

l l
0 0

Soit a une équation de l'unique courbe C de degré n — 1 contenant 5. Alors

ker(î) = Y* 0 Ccr.

Donc l'image dans H°(0(n)) d'un élément non nul de ker(î) n'est pas nulle.
Ceci implique que i' est injective. On en déduit que

HO(Is®Qf(n-l))={0}.

II en découle que

h^IsÇn - 2)) = n, h^Is 0 Ç*(n - 1)) = n+ 1.

Considérons le morphisme canonique

g : 0(-n - 1) 0 H^IsÇn - 2)) —. 0(-n) (g) Jf1^ 0 Q*(n - 1)).

On va montrer qu'on peut choisir S de telle sorte que g soit stable. On
a x(0c'(—5')(n — 1)) = —1. On peut donc choisir S suffisamment général
sur C pour que h°{Oc(—S){n — 1)) == 0. On a une suite exacte

0 -^ 0(1 - n) ̂  Is —— Oc(-5) ̂  0.

On en déduit des isomorphismes canoniques

H1 (Is(n - 2)) ^ H1 {Oc{-S){n - 2)),

H1 (Is 0 Ç*(n - 1)) ^ H1 (Oc(-S) 0 Ç*(n - 1)).
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Soit E l'unique extension non triviale

0 -> Oc(-S) —^E —> 0(1 - n) -^ 0.

Alors E est un faisceau de rang 1 et de classes de Chern 0, jn(n +1). De
plus on a h'''{E(n — 1)) = 0 pour tout i et ^(^(n — 2)) = 0. D'autre part
le morphisme canonique

0(-n - 1) 0 H1 (E(n - 2)) —. 0(-n) 0 H1 (E 0 Q* (n - 1))

est canoniquement isomorphe à g. Il en découle que g est injectif et que
coker(^) ^ E.

Montrons maintenant que g est stable. Dans le cas contraire, il
existe un entier p tel que 1 <: p <: n — 1 et des sous-espaces vectoriels de
dimension p, Mp C ^(EÇn - 2)), Np C H^^E 0 Ç*(n - 1)), tels que

g(0(-n - 1) 0 Mp) C 0{-n) 0 Np.

Soient

g' : 0(-n - 1) 0 Mp —> 0(-n) 0 JVp,

g" : 0(-n - 1) 0 (C'/Mp) —— 0(-n) 0 (C^1/^)

les morphismes déduits de g. On a alors une suite exacte

0 -^ ker^") —^ coker^') —> E —> coker(^') -^ 0.

Comme dans la démonstration de la proposition 4.6, on en déduit que g "
est injectif. Puisque le support de coker(</) est une courbe de degré p et que
coker(</) C Oc(~S)^ on a p = n — 1. On a aussi un morphisme surjectif

coker(^') —> 0(1 - n).

Mais on a une suite exacte

0 -^ 0(-n - 1) —> 0{-n) 0 C2 —> coker(^') -^ 0 ;

donc coker^7') est isomorphe à On{—n) (D 0{—n) ou îa;(—n) {i étant une
droite et x un point de Pa). Dans aucun des deux cas il ne peut exister de
morphisme surjectif coker^'7) —> 0(1 — n). Donc g est stable.
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Soient x le point de U ' correspondant à Z^, et y celui qui correspond
à E. On considère un germe de courbe lisse S sur U ' d'origine x et tel
que S \ {x} C U. On note ps la projection S x ?2 —^ 5. En considérant le
conoyau du morphisme injectif de fibres sur S x Ps

O^-n-l^^R^ps^Fs^OÇn-Ï)} —> OÇ-n-^^R^s^^s^Q^n-l)),

on obtient un morphisme 0 : 5 —^ U ' tel que 0(s) = s si s 7^ rr, et ^(rc) = ?/.
Ceci est absurde, donc U' CU. Q

4.2.2. Morphismes stables non injectifs. — On démontre ici le 3) de
la proposition 4.6. Rappelons d'abord quelques résultats de [3]. La variété
N(3, n, n 4- 1) est isomorphe à la variété de modules M(n + 2, -1, n + 1)
des faisceaux semi-stables de rang n + 2 et de classes de Chern — l , n + l
sur l'espace projectif dual P^. De tels faisceaux sont d'ailleurs stables et
localement libres. L'isomorphisme est défini de la façon suivante : à un
morphisme stable sur ?2

g : 0(-n - 1) (g) C71 —> 0(-n) 0 C7^1

on associe d'abord le morphisme sur P^ :

g'.OÇ-l)^^—Ç^C7^1

(en utilisant le fait que H°(^,0(l)) = Jif°(P^Q*(l))). Le fibre stable
associé à g est coker(^). La partie 3) de la proposition 4.6 équivaut
alors à la :

PROPOSITION 4.8. — Si n> 5, il existe des fibres stables de rang
n + 2 et de classes de Chern —1, n + 1 sur PS qui ne sont pas de type de
décomposition générique rigide.

LEMME 4.9. — Soie E un fibre stable de rang n et de classes de Chern 0,
n sur ?2, qui n'est pas de type de décomposition générique (0,. . . ,0) ou
(1 ,0 , . . . ,0 ,—1) . Alors il existe des extensions non triviales

0->Ç* —— £ —— E-^0.

Le fibre £ obtenu est stable de rang n + 2 et de classes de Chern -1, n + 1
et n'est pas de type de décomposition générique rigide.
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Démonstration. — Puisque E est stable, on a

Hom(£;,Ç*) = Ext^Q*) = {0}.

On a donc

dm^Ext^Ç*)) = -x(^,Q*) = 2n > 0,

donc il existe bien des extensions non triviales.

Montrons maintenant que £ est stable. Il faut montrer que pour tout
sous-fibre propre F de S, on a p,{F) < 0. Soient F " l'image de F dans E,
et F ' le noyau de F —^ F11. On a alors une suite exacte

0 -. F' —.F —> F" -^ 0.

Supposons d'abord que F ' est non nul. On a alors ^{F') < 0 et p,{F") < 0.
Donc p,(F) < 0. On peut donc supposer que F ' est nul, et F = F " . Donc,
E étant stable, p,(f) ne peut être positif ou nul que si F = E. Mais ceci est
impossible car alors l'extension serait triviale.

Il reste à montrer que £ est de type de décomposition générique non
rigide, c'est-à-dire que pour toute droite £ de ?2 on a h°(S^-l)) > 0. On a
une suite exacte

0 - H°(£,(-l)) -^ H°(Ee(-l)) —— ^(Q^-l)) = C,

et le résultat découle du fait que h°(E^-l)) > 2, à cause du type de
décomposition générique de E. Q

La proposition 4.8 est donc une conséquence de la :

PROPOSITION 4.10. — Sin> 5, il existe un fibre stable de rang n et
de classes de Chern 0, n sur Pa, qui n'est pas de type de décomposition
générique (0 , . . . , 0) ou (1,0,. . . , 0, -1).

Démonstration. — On montre d'abord qu'il suffit de trouver un fibre
semi-stable E de rang n et de classes de Chern 0, n sur ?2, qui n'est pas
de type de décomposition générique (0 , . . . . 0) ou (1,0, . . . , 0, -1). En effet,
si un tel E existe, dans toute déformation complète de E paramétrée
par un germe de variété lisse 5, les fibres semi-stables non-stables
constituent une sous-variété de codimension au moins ^-nÇn-l) de S
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(c/. la démonstration du théorème 4.10 de [9]). D'autre part, pour toute
droite i de Pa, le morphisme de restriction

Ext\E,E) —^ Ext1^,^)

est surjectif. Il en découle (c/. [1]) que la sous-variété fermée de S
correspondant aux fibres dont le type de décomposition générique est
différent de (0 , . . . ,0) et (1,0,... ,0,-1) est de codimension 6. Comme
^ n(n - 1) > 6, on peut déformer E en fibre stable de type de décomposition
générique différent de (0, . . . , 0) et (1,0,. . . , 0, -1).

Pour toute famille complète de faisceaux semi-stables de rang n et
de classes de Chern 0, n paramétrée par une variété lisse 5, les points
de S correspondant aux faisceaux non localement libres constituent une
sous-variété fermée de codimension au moins n — 1. Il en découle que si
n > 7, il suffit de trouver un faisceau semi-stable E de rang n et de classes
de Chern 0, n sur ?2, qui n'est pas de type de décomposition générique
(0 , . . . ,0)ou( l ,0 , . . . ,0 , - l ) .

On va maintenant construire par récurrence sur n un faisceau semi-
stable E de rang n et de classes de Chern 0, n sur ?2, qui n'est pas de
type de décomposition générique (0 , . . . , 0) ou (1,0,.. . . 0, -1), et qui est
localement libre si n <, 7. Soit x un point de Pa. On prend

E=(s4Q^(-2)(B(n-5)I,

si n -^ 6,7. Pour n = 6, on prend une extension non triviale

0-. (5V)(-2)-^ ̂  Z,^ 0,

et pour n = 7 on prend E = (^Ç^-S). D

4.2.3. Exemples de faisceaux simples de rang 1 équivalents. — On
reprend les notations de la démonstration du théorème 4.7. Soit 5' un
sous-schéma fini de PS de longueur jn(n+ 1) contenu dans une unique
courbe lisse C de degré n - 1, tel que h°(Oc(-S)(n - 1)) = 0. On a une
unique extension non triviale

0 -^ Oc{-S) — E —— 0(1 - n) -^ 0.

Ce faisceau dépend en fait uniquement de L = Oc (S) (et pas de S). On
notera donc E = EL. Le faisceau EL fait partie de la variété de modules
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fins U définie précédemment et d'après la démonstration du théorème 4.7,
on a

EL=IS^

Donc si 5" est un autre diviseur de C ayant les mêmes propriétés que 5' tel
que Oc (S) ̂  Oc (-S") on a

^s = T-s' '

II existe une sous-variété localement fermée de dimension au moins 3n — 3
de HUb^^^^) constituée de tels 5".

Considérons le morphisme canonique

( / ) : Ext\E, E) —> Ext1 (Oc(-S), 0(1 - n)).

Alors (f) est surjectif et son noyau est l'espace tangent en E de
N=U\îîl\bn{n~{~l)/2(P2)' En utilisant la dualité de Serre sur C et ?2
on obtient un isomorphisme canonique

Ext1 Oc(-S), 0(1 - n)) ̂  H0 (0(5)).

Soient a ç P(H°(0(S))) et (D, E) un germe de courbe lisse sur U passant
par E tel que l'image par <j) de la tangente en E à D soit a. Alors on montre
aisément que le point limite de correspondant dans Hilb71'4' ;/ (Pa) est le
sous-schéma fini de C défini par a.

5. Variétés de modules fins et variétés de modules
de morphismes.

Dans ce chapitre, on étudie des variétés de modules fins de faisceaux
cohérents sur Pa. On utilise la théorie des fibres exceptionnels, déjà rappelée
au § 3. Les résultats peuvent s'étendre sans difficultés aux autres surfaces
pour lesquelles une théorie similaire existe, c'est-à-dire les surfaces de Del
Pezzo (cf. [13], [14], [19], [20]).

5.1. Variétés de modules de morphismes.

5.1.1. Modules de Kronecker. — Les résultats de ce chapitre sont
démontrés dans [3]. Soient L un espace vectoriel complexe de dimension
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finie avec q = dim(L) ^ 3, m et n des entiers positifs. Les applications
linéaires

L 0 C^ —^ C^
sont appelées des L-modules de Kronecker. Soit

H^Hon^L^C^C71).
Sur W opère de manière évidente le groupe algébrique réductif

G= (GL(m) xGL(n))/C\
L'action de SL(m) x SL(n) sur P{W) se linéarisant de façon évidente, on
a une notion de point (semi-) stable de P(IV) (au sens de la géométrie
invariante). On montre que si / € W, f est semi-stable (resp. stable) si et
seulement si pour tous sous-espaces vectoriels M' de C771 et N ' de C71, tels
que M' ^ {0}, N ' ^ C71, et f(L 0 M') C N^ on a

dim(JV') n , ,
,. .,^ > — (resp. > ).dim(M') m

Soit W88 (resp. W8) l'ouvert des points semi-stables (resp. stables) de W.
Alors il existe un bon quotient (resp. un quotient géométrique)

N(q,m,n) = W^f/G (resp. A^(ç,m,n) = W/G),
N(q^m,n) est projective, et Ns{q,m^n) est un ouvert lisse de 7V(ç,m,n).
De plus, si m et n sont premiers entre eux, on a N(q, m, n) = Ns(q^ m, n).

5.1.2. Applications aux variétés de modules fins de faisceaux cohérents.
Soient (£', G, F) une triade de fibres exceptionnels sur Pa. Soient m, n des
entiers positifs. On considère des morphismes

E^)^—^G^C71.
On suppose que n rg(G) > m rg(E) (le cas n rg(G) < m rg{E) est analogue).
Soient

W = Hom(Hom(E, G)* (g) C7", C71),
Wo l'ouvert de W constitué des morphismes injectifs (comme morphismes
de faisceaux). Le morphisme canonique universel

( f ) : E 0 C771 —> G (g) C71

sur Wo x ?2 est injectif. Soit ^r son conoyau. Alors pour tout point x € WQ^
T est une déformation complète de ̂  (c'est ce qui fait l'intérêt de ces
morphismes). On les utilise dans [3] pour décrire certaines variétés de
modules de faisceaux semi-stables sur ?2 (pour une généralisation aux
surfaces de Del Pezzo, voir [19], [20]).
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PROPOSITION 5.1. — Soient (E.G.F) une triade de fibres excep-
tionnels sur Pa? H IG fibre exceptionnel noyau du morphisme dévaluation
E (g) Hom(£', G) —> G. Soit £ un faisceau cohérent simple sur Pa tel que
h\E (g) F*) = 0 pour i > 0. Supposons que \(£, E) < 0 (resp. ̂ (£, E) > 0).
Alors on a

H2(£^E^-3))=H2{£(S)H^-3)) = {0},

et une suite exacte

O-^^^^E^-â)) -^G^Jf^f^fr^-S)) —>£->0

(resp.

^(^^(-S)) =Jf l(f(g)Jf*(-3)) ={0},

et une suite exacte

0->f —> E®H2(£^E4C(-3)) -^G^ff^f^Jf^-S)) -^0).

Si de plus il existe un ensemble ouvert de classes d^isomorphisme de fais-
ceaux cohérents contenant celle de £ et admettant une variété de modules
fins définie localement, le morphisme f est stable, et /^(f (g)£'*(—3)) et
/^(^^(-S)) (resp. /^(^^(-S)) et h^^ (g) ^f*(-3))) sont premiers
entre eux.

Démonstration. — Le diagramme de Beilinson de £ correspondant à
la triade (E, G, F) a Panure suivante :

E(S)H2(£^E^-3)) d^ G^H2^^^^)) 0

^^(f^E^-S)) d^ G^Iï^e^Iï^-S}} 0

0 0 0

II en découle que d~[2'2 est surjectif, di~2'1 injectif, et qu'on a une suite
exacte

0 -^ coker(^2'1) —> £ —> ker(^2'2) -^ 0.

Mais un calcul simple montre que

Ext^ker^i"2'2), coker(d]~2'1)) = {0}.
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On a donc un isomorphisme

£ ̂  ker(di-2'2) e coker(^211).

Puisque <? est simple, on a £ = ker(cÇ2'2) ou S == coker(di~2'1).

Supposons maintenant qu'il existe un ensemble ouvert X de classes
d'isomorphisme de faisceaux cohérents contenant celle de £ et admettant
une variété de modules fins définie localement. En prenant un ensemble
plus petit que X, on se ramène au cas où X admet une variété de modules
fins (M,F\ On peut supposer que \(£,E) < 0 (l'autre cas est analogue).
Soit Mo l'ouvert de M constitué des points x tels que

h\^ 0F*) = W{F^ <8)F*(-3)) = h3^ 0^*(-3)) = 0

pour i>_0 et j = 0,2. Il existe alors un point XQ de Mo tel que
^ro ^ ^- Soient RM ^ M x P^ —^ M la projection et U un voisinage ouvert
de XQ dans MQ sur lequel les fibres vectoriels R^PM^ ^ F* (-3)) et
R^PM^F^ H* (-3)) sont triviaux. Soient enfin

m=-^0^*(-3)), n=-x(f(8)^*(-3)),

W = Hom(Hom(J^G)* (gîC^C1), ï^o l'ouvert de IV constitué des mor-
phismes injectifs de faisceaux dont le conoyau est isomorphe à un ̂ , avec
x ç U. Le morphisme canonique

7T : P(Wo) ——^ U

(associant à / l e point x tel que F^ = coker(/)) a une section (définie
par les trivialisations précédentes). Il en découle aisément que c'est un
quotient géométrique par SL(m) x SL(n). D'après [28] (converse 1.13),
il existe un L e Pic^^81^?^)) tel que P(Wo) C P^^L). Mais
SL(m) x SL(n) n'ayant pas de caractère non trivial, la seule linéarisation
possible équivaut à la linéarisation canonique (autrement dit, il n'y a
qu'une seule notion de stabilité pour les points de P(W)). Donc / est
stable. La démonstration du reste de la proposition 5.1 est analogue à celle
du théorème G de [10]. Q

On en déduit la :

PROPOSITION 5.2. — S'oient (E.G.F) une triade de fibres excep-
tionnels sur PS, H le fibre exceptionnel noyau du morphisme d'évaluation
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E <g) Hom(E, G) —> G, r, ci, C2 des entiers, tels que r > 0. Soit ^ un faisceau
cohérent de rang r et de classes de Chern Ci, 02. On suppose que \{F, £) = 0.
Soient

m=|^(3),f)|, n= |^(3)^)[.

On suppose que m et n sont non nuls et premiers entre eux.

1) Soit y? l'ensemble ouvert des classes d'isomorphismes de
faisceaux simples de rang r et de classes de Chern ci,C2 qui sont des
œnoyaux de morphismes stables injectifs de faisceaux E 0 C771 -» G (g) C^
si \(E(S),£) < 0, et noyaux de tels morphismes stables et surjectifs si
X(^(3), S) > 0. Alors il existe une variété de modules fins (U, .F) pour VF,
U étant un ouvert de N(3 rg(F), m, n).

2) Soit Xp l'ensemble ouvert des classes d'isomorphismes de faisceaux
simples de rang r et de classes de Chern ci,C2 tels que /i'(F* 0f) = 0
pour i > 0. Soit X un ensemble ouvert de faisceaux de rang r et de classes
de Chern ci,C2 admettant une variété de modules fins définie localement.
Alors on a

X^\XF CYp.

5.2. Autres types de variétés de modules de morphismes.

Soient (E.G.F) une triade de fibres exceptionnels sur ?2. Soient m,
n, p des entiers positifs. On considère des morphismes

E (g) C7^ —. (G (g) C71) C (F 0 (07).

On suppose que nrg(G) +prg(F) > mrg(^) (le cas nrg(G) +prg(F) <
mîg(E) est analogue). Soient

W = Hom(^ 0 C^ (G 0 C71) C (F 0 C^)),

WQ l'ouvert de W constitué des morphismes injectifs (comme morphismes
de faisceaux). Le morphisme canonique universel

0 : E 0 C^ —> (G 0 C71) C (F 0 C^)

sur IVo x P2 est injectif. Soit F son conoyau. Alors pour tout point x de WQ,
T est une déformation complète de ̂ . On peut donc envisager de décrire
des variétés de modules fins de faisceaux en utilisant de tels morphismes.
C'est ce qui est fait dans [6] pour le cas des variétés de modules extrémales
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de faisceaux stables. En général, il faut pouvoir construire des quotients
d'ouverts adéquats de W par le groupe

G = Aut(E 0 C^ x Aut((G 0 C71) C (F 0 C^))

qui n'est pas réductif. C'est ce qui est fait dans [11], [7] et [8].

Le groupe G possède un sous-groupe normal unipotent maximal 7
évident, isomorphe au groupe additif Hom^G^C^F^C^). Soient A, p,
des nombres rationnels positifs tels que An + fip = 1, et

/ : E 0 C^ -^ (G (g) C71) e (F 0 C^

un morphisme. On dit / est semi-stable (resp. ^aMe) relativement à
(À,^) si pour tous sous-espaces vectoriels M' C C771, TV' C C71, P' C C^
avec M' non nul et 7V' ^ C71 ou P' 7^ C^, et tout /' e 7./ tel que
f{E 0 M') C (G 0 TV') C (F 0 P'), on a

À dim(TV') + ̂  dim(P') > dlm(M/) (resp. > ).
7/t'

La paire (A,/^) s'appelle une polarisation de l'action de G sur W. On
note ̂ ss (resp. W8) l'ouvert de W constitué des morphismes semi-stables
(resp. stables) relativement à (A, /^). Pour certaines valeurs de (A, p) on sait
construire un bon quotient W88 / / G (resp. un quotient géométrique W S / G ) .

Soient r le rang et ci,C2 les classes de Chern des conoyaux de
morphismes injectifs de W. Soit

X = ^i^i + 3 ) + r - C 2

la caractéristique d'Euler-Poincaré de ces conoyaux. On suppose que r,
ci et \ sont premiers entre eux. Soient W8 /G un quotient géométrique
construit dans [8] (cf. théorème 5.6 de cet article), et Mo l'ouvert corres-
pondant aux morphismes injectifs. Alors, en utilisant la proposition 2.4 de
[8], on voit aisément qu'il existe un faisceau universel sur Mo x Ps. On
obtient ainsi une variété de modules fins de faisceaux de rang r et de classes
de Chern ci, C2.

Dans le cas des variétés de modules extrémales M(r, 01,02) étudiées
dans [6] (dans le cas où r, ci et \ sont premiers entre eux), la variété W 8 / G
est isomorphe à M(r, ci, 02) pour une polarisation donnée (A, /^). En faisant
varier la polarisation, on obtient des modifications de M(r, Ci, 02) qui sont
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d'autres variétés de modules fins de faisceaux de rang r et de classes de
Chern ci, C2. Un tel exemple est donné au § 5.3.2.

5.3. Exemples.

5.3.1. Fibres simples non admissibles. — Soit n > 1 un entier. On
considère des morphismes de fibres vectoriels sur Pa

O^C2'1-1 —^Ç^C2^1.

D'après [3], les morphismes stables de ce type sont injectifs, et leurs
conoyaux sont les fibres stables de rang 2n + 3 et de classes de Chern
2n + 1, (n + l)(2n +1). On a en fait un isomorphisme

M(2n + 3,2n + 1, (n + l)(2n + 1)) ^ N{3,2n - 1,2n + 1).

PROPOSITION 5.3. — II existe des morphismes injectifs non stables

(f) : 0 (g) C271-1 —> Q 0 C27^1

tels que coker(^)) soit sans torsion et simple.

Démonstration. — Puisque la sous-variété de îîom(V*,Cn+l)
constituée des applications de rang inférieur ou égal à 1 est de codimension
2n, il existe une application linéaire

^C71 —.Hom^C^)

telle que pour tout u e C71 non nul ^ ' [ u } soit de rang au moins 2. On peut
même choisir (f)" de telle sorte que le morphisme de fibres associé

(f)" : 0 (g) C71 —> Q (g) C^1

soit stable et injectif. Il en découle que 0" ne contient pas de sous-module
de Kronecker du type

y*(g)C—>c,

et ne possède donc pas de modules de Kronecker quotients du type

y*(g)C71-1 —>c71.
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Considérons un morphisme de fibres stable et injectif

(j)1 : O^C71"1 —>Q^Cn .

Soient E' = coker^') et E" = coker^"). Alors on a

Hom^E') = Ext^E^E') = {0}.

La seconde égalité découle de la stabilité de E1 et E " . Pour montrer la
première, on remarque qu'un morphisme non nul E" -> E' provient d'un
morphisme de modules de Kronecker 0" —> ̂ \ c'est-à-dire d'applications
linéaires / : C71 —> C71-1, g : C7^1 —> C71 telles qu'on ait un diagramme
commutatif

y*(g)C71 ——^——>Cn^l

Iv-<S>f\ \g
•^ ^

y^c71-1 —^—> c71.
Les stabilités de 0" et (j)' entraînent que / et g sont surjectives, et (f)' est un
module de Kronecker quotient de 0", ce qui est impossible. Donc

din^Ext1^"^')) =-^{E"^E') = n2 > 0.

Il existe donc des extensions non triviales

0 -^ E' —>E —>E" -^Q.

Le fibre E est isomorphe au conoyau d'un morphisme injectif

0 : 0 (g) C2'1-1 —> Q 0 C27^1

qui est une extension de (f)" par <//, et n'est donc pas stable. On vérifie
aisément que E est simple. Q

On obtient donc des fibres simples qui sont des déformations de fibres
stables mais qui ne peuvent pas faire partie d'une variété de modules fins
de faisceaux simples (d'après la proposition 5.2 avec E = 0 et G = Ç).

5.3.2. Exemples non triviaux de variétés de modules fins projectives
de faisceaux simples. — Soit n > 3 un entier. On considère des morphismes
de fibres sur ?2 du type

0 : (9(-2) (g) C71-1 —. 0(-1) 0 C2"-3.
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Si un tel (f> est injectif (comme morphisme de faisceaux) on a, avec
£ == coker(0),

rg(f)=n-2, ci(^)=l, C2(f)=n.

D'après la suite spectrale de Beilinson, un faisceau cohérent E est isomorphe
au conoyau d'un morphisme injectif ( / ) si et seulement si on a

x(E)=ho(E)=h2(E(-l))=0.

Dans ce cas on a /^(^(-l)) = n - 1, ^(E^Q*) = 2n - 3 et <^> est
isomorphe au morphisme canonique

OÇ^^H^EÇ-l)) —^(-l)^^1^^*).

Soit

Wn=îîom(Y^Cn~l,C2n~3).

PROPOSITION 5.4. — Soit (j) G W^8. Alors (f) est injectif comme
morphisme de faisceaux.

Démonstration. — On voit (f) comme une application linéaire

v^c72-1 —>c2n~3.

Soit x € PS tel que <^ ne soit pas injectif. Il existe donc un élément non nul
u de C71"1 tel que (/)(x 0 u) = 0. Il en découle que

dim(^(y0'a)) = 2

(la dimension ne peut pas être 1 car (f) est semi-stable). On a alors un
diagramme commutatif

V ——————> V/x

a! . 1V (g) C71"1 ———> C271"3

les flèches verticales étant injectives, et a associant v (g) u à ZL Soit Jf C C^"1

le sous-espace vectoriel engendré par les u comme précédemment. Il existe
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donc une base (ni , . . . , Um) de ^f et des points a; i , . . . , Xm de ?2 tels qu'on
ait un diagramme commutatif

V ^ H ^ , e w^)
| l^î<m

4 "!'
v^c71-1 ^ > c271-3

où OQ est l'inclusion, et </>o est défini par

<^o( ^ Vi^u^ = ^ ^
l^t^m l^î^yn

pour tous î;, e V, ^ désignant l'image de v, dans Y/a-,. La semi-stabilité
de (/) entraîne que deux cas seulement' peuvent se produire :

(i) /3 est injective,

(ii) ker(^) est de dimension 1 et H = C^"1.

Dans le cas (i), l'ensemble des points de ?2 où 0 n'est pas injectif est
le même que celui où <^o ne l'est pas, et c'est exactement {x^,.... Xm}, qui
est fini.

On peut donc supposer qu'on est dans le cas (ii), et que (^ i , . . . , Um)
est la base canonique de C71-1. Le module de Kronecker 0 est donc à
isomorphisme près de la forme

y^C71-1-^ ® V/x,}/D
^l^i^n-l /

(z'i,...,^-i) •—^(^i,...,^-i),

D étant une droite de Q) V/Xi, Vi la classe de Vi dans V/Xi et
l^i^n-l

q : ^ V/Xi—.( ® V/x,)/D
Ki<n-l ^i^^yi-i /

la projection. Posons

D=C ^ w,,
Ki<n-l

avec Wi ç V. Alors on a w, 7^ 0, car sinon la restriction de (f)

V^(^Cui) — . ( ^ v / x ^ / D
^j^i / ^i^j /
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est un sous-module de Kronecker de 0 contredisant sa semi-stabilité. Soit
Zi une équation de la droite de ?2 contenant Wi et Xi. On voit sans peine
que le conoyau E du morphisme injectif

o(-i) ^•••^-^ e ^.
l^î<n-l

vérifie

îg(E) = n - 2, ci(^) = 1, c2(^) = n,

/^)=/^(-1))=0,

et que son module de Kronecker est isomorphe à 0, qui est donc injectif
comme morphisme de faisceaux. Q

Avec les notations de la proposition 5.2, on obtient donc une variété de
modules fins (^(3, n - 1,2n - 3), ̂ ) pour Yo, et N(3, n - 1,2n - 3) étant
projective, cette variété de modules fins est maximale. Précisons que Yo
contient des faisceaux ayant de la torsion, ainsi que des faisceaux stables.
Le groupe de Picard de A^(3, n - 1,2n - 3) est isomorphe à Z, tandis que
celui de la variété de modules correspondante M (n - 2,1, n) est isomorphe
àZ2^/.^]).

Remarque. — Soient p un entier tel que

2n-2$p<3^5(n-l),

r = p — n, et

ci = 2n - 2 - p, C2 = -p(p - 1) + -n(n + 1) - 2(n - l)p.
^ z

Alors d'après [3], les faisceaux (semi-) stables de rang r et de classes de
Chern ci, 02 sont précisément les conoyaux des morphismes (semi-) stables

o(-2) (g) e1-1 —. o(-i) 0 c^
et on a un isomorphisme M(r, ci, 02) ^ ^(3, n — l,p).

5.3.3. Exemple de variété de modules fins de faisceaux simples sans
torsion, projective et contenant des faisceaux instables. — On considère ici
des faisceaux de rang 6 et de classes de Chern -3,8 sur P2. Dans ce cas, on a
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\ = —2, donc r, ci et \ sont premiers entre eux. On va décrire une variété
de modules fins M\ de faisceaux de rang 6 et de classes de Chern —3,8, qui
est une modification de M(6, —3,8). On utilise les variétés de modules de
morphismes décrites au § 5.2. On considère des morphismes de fibres

0(-3) 0 C2 —> 0(-2) e (0(-1) 0 C7).

Soient W l'espace vectoriel de ces morphismes, A, p, des nombres rationnels
positifs tels que A + 7/z = 1, définissant une polarisation de l'action du
groupe

G = GL(2) x Aut(0(-2) C (0(-1) ̂  C7))

sur W. On sait (d'après [11], [7], [8]) construire un quotient géométrique

M(X^)=WS/G

dès que

p = - > 3.
^

D'après [6], si p = 3 + e, avec e positif suffisamment petit, les morphismes
stables du type précédent sont injectifs et leurs conoyaux sont les faisceaux
stables de rang 6 et de classes de Chern —3,8. On a en fait un isomorphisme
M(3,-6,8)^M(A,/z).

On montre aisément qu'il n'existe qu'une seule valeur de p > 3 pour
laquelle il existe des morphismes semi-stables non stables. C'est p = 7. Pour
p < 7, on a M(A, p) = M(3, —6,8), et pour p > 7 on obtient une nouvelle
variété de modules fins, notée Mi, qu'on va décrire, munie d'un faisceau
universel £.

Tout d'abord on vérifie aisément qu'un morphisme stable pour une
des polarisations précédentes est nécessairement injectif. Soit

^ = (^2) : 0(-3) 0 C2 — (9(-2) C (0(-1) 0 C7)

un morphisme stable. Alors (f)\ est non nul. Les morphismes (f) peuvent
donc être de deux types, selon le rang de l'application induite par 0i,
A : c2 —. ff°(0(i)).

• Type 1 : f\ est de rang 2. — II existe dans ce cas un unique point
x € PZ tel que Im(^»i) = Ta; (—2), et on a une suite exacte

0 -^ 0(-4) —> 0(-3) <g> C2 01 >0(-2) —> C,(-2) ̂  0.
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On a aussi une suite exacte

0 -^ 0(-4) -^ 0(-1) 0 C7 —— coker(^) —— C,(-2) -^ 0

(le morphisme (3 étant la restriction de ̂  à ker((^i)). La stabilité de (f)
entraîne que /3 induit une injection C7* —> H°(Ix(3)). La G-orbite de 0 est
entièrement déterminée par x et par l'image de cette injection.

• Type 2 : /i est de rang 1. — Soit £ la droite de ?2 définie par l'image
de /i. On a alors une suite exacte

0 -^ 0(-3) —. 0(-3) 0 C2 -^ 0{-Ï) —> 0^-2) -^ 0.

On montre dans ce cas que la semi-stabilité de (f) implique que le morphisme

C2—^°((^(2))0C7

déduit de ^2 est injectif. La G-orbite de (f) est alors entièrement déterminée
par la GL(7)-orbite de l'image de ce morphisme.

Description de M\ et des faisceaux correspondants. — Ces faisceaux
sont les coker(^)), (j) étant de type 1. On a donc un isomorphisme

Mi^G,

G étant le fibre en grassmanniennes sur ?2 dont la fibre en x est
Gr(7,Jf°(Za;(3))). L'intersection MiHM(6,-3,8) au-dessus de x e ?2,
est l'ouvert de la grassmannienne Gi^^^Z^))) constitué des
K C Jf°(îa;(3)) ne contenant aucun sous-espace vectoriel de la forme
sH°(0(2)), s étant une section non nulle de 2o;(l).

On donne maintenant une description plus précise des faisceaux
paramétrés par Mi. Soient x e ?2 et K e Gr(7,H°(I^(3))). On en déduit
un morphisme injectif

/^:^(-4)——0(-1)0C7

nul en x. Soit TK = coker(/3^). Du fait que PK s'annule en x on a

din^Exl1^,^)) =1.
On obtient donc le faisceau EK-I unique extension non triviale

0 ̂  TK —— SK —— C, -. 0.
Ce faisceau est sans torsion et a au plus deux points singuliers. C'est le
faisceau correspondant au point K de Mi.

On obtient ainsi une variété de modules fins de faisceaux simples sans
torsion, projective, et qui n'est pas une variété de modules de faisceaux
stables.
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