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SOUS-ESPACES BIINVARIANTS
POUR. CERTAINS SHIFTS PONDERES

par O. EL-FALLAH et K. KELLAY

1. Introduction.

Soit L%(T) I'espace de Hilbert des fonctions & carré sommable sur le
cercle unité T. Dans ce travail, on étudie les sous-espaces biinvariants pour
le shift & poids S, : f(e*) — e f(e®) sur I'espace de Hilbert

~ 2 2
L= {f € LA(T) : IF15 =D 1 f() [w(n)® < +00},
nezZ
ol f(n) est le ni®me coefficient de Fourier et w est un poids, c’est-a-dire
une application de Z — [1,+o0] telle que les suites (logw(n))n>o et
(logw(—n))n>0 sont croissantes et concaves. Puisque w est un poids, les

opérateurs S, et S;! sont bornés sur L2 et le spectre de S,, est T.

On dira qu'un sous-espace fermé B de L2 est biinvariant s’il est
invariant par S, et par S;! i.e. S,B = B.

Soit E un ensemble fermé de T; on notera par M,,(E) le sous-espace
fermé biinvariant de L2 défini par

My (B) = {f € Li(T) : xef =0},

ou xg est la fonction indicatrice de E; de tels sous—espaces seront dits
ensembles de type spectral.

Mots-clés : Sous-espace biinvariant — Hyperfonction — Ensemble de Carleson.
Classification math. : 47TB37 — 46 E20 —46J20.
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Dans le cas ol w(n) = 1 (n € Z), le théoréme classique de Wiener
donne une caractérisation compléte des sous-espaces biinvariants de L?(T);
ils sont de type spectral :

THEOREME 1.1 [Wiener]. — Soit B un sous-espace biinvariant non
trivial de L?(T). Il existe alors un borélien E de T de mesure strictement
positive tel que

B={feL¥T): fiz=0p.p}.

Soit f € L2; on désigne par Z,(f) 'adhérence de span(S”f)necz
dans L2 (notons que Z,(f) est le plus petit sous-espace biinvariant de
S,, contenant f).

Le sous-espace fermé de L2 des fonctions f telles que f (n) = 0 pour
tout n < —1 sera noté (L2)T. Soit B un sous-espace biinvariant de L2 ;
la trace analytique de B est définie par B N (L2)* et elle est dite de
type spectral lorsqu’il existe un Borelien E de T tel que B N (L2)* =
My (E) N (LE)*

Lorsque w(n) = 1 (n > 0), on a (L2)* = H?, lespace de Hardy
usuel. Esterle dans [E4], Théoréme 5.7, a montré que la caractérisation de

type Wiener n’est plus vraie pour le shift sur des espaces a poids des que
w(—n) — +oo. Plus précisément,
n—+o00

THEOREME 1.2 [E4]. — Soit w : Z — [1,+0o[ une application telle

que w(n) = 1 pour n > 0 et w(—n) o, too - Il existe une fonction
n—+00

intérieure singuliére U € H? telle que I,(U) N H* = UH?> G H*. En
particulier Z,,(U) n’est pas de type spectral.

Dans le cas ot w(n) = (14 |n|)P pour n € Z, ou p est un entier, p > 1,
L2 (resp. M,,(E)) sera noté L2 (resp. Mp(E)). Khanin dans [Kh] a donné

une caractérisation complete des sous-espaces biinvariants de L?,; ils sont
de type spectral :
THEOREME 1.3 [Kh]. — Soit B un sous-espace biinvariant fermé de

L2, alors
B = My(Bo, Br, .. Bp1) = {f € L} - fip, = fis, = fif, ) =0},

ot f(*) désigne la dérivée k'®™¢ de la fonction f et Ex = Z(B®) est
P’ensemble des zéros communs de B = {f(*) . f ¢ B}.
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Notons que ce résultat s’obtient grace au théoréme sur ’approxima-
tion des fonctions de I’espace de Sobolev définies sur ’axe réel (voir [B]). La
méme méthode permet d’avoir le théoréme 1.3. Mentionnons également que
la suite (Ey)o<k<p—1 est ordonnée; certaines conditions sur (Ekx)o<k<p—1
ont été obtenues dans [N], elles garantissent la non-trivialité de

My(Eo, Er, oy Eyp_1).

Dans ce travail, nous étudions V'effet de la “dissymétrie” du poids
w sur Vapparition et la disparition des sous-espaces biinvariants générés
par des fonctions intérieures singuliéres (qui ne sont pas de type spectral).

Nous considérons des poids w tels que w(n) = (1 + n)? pour n > 0 et
w(n
lim inf —l(—lp—) > 0. Donc L2 C C(T), ou C(T) désigne ’algébre des fonc-
n——oo |Nn
tions continues sur T, et (L2)* = H? = {f € H?: f', f",..., f¥) € H?}.
Contrairement & ce qui se passe pour p = 0 (théoréme 1.2), nous montrons,
sous certaines conditions de régularité sur la suite (w(—n))n>0, que dans le
cas ou ——— diverge, la trace analytique de tout sous-espace biin-
n>1 nlogw(—n)
variant B de L2 est de type spectral : BNHZ = M, (Eq, E1, ..., E,_1)NHZ,
ot E;, = Z(BW). Si, de plus, Z(B) est un ensemble d’interpolation
pour les classes de fonctions de Lipschitz, nous montrons que B =
My (Ey, Eq, ..., E,_1). Par contre, dans le cas ol _
w( 0 1 y Lp 1) ) né:lnlogw(_n)
nous mettons en évidence un sous-espace fermé biinvariant B de L2 tel que
BN H2 G M,(Z(B),Z(BW),...,Z(B®~Y)) N HZ. La méthode employée
consiste & ramener le probléme en un probléeme d’unicité pour certaines
classes d’hyperfonctions dont le support est un ensemble de Carleson. Nous
concluons ce travail par une application a la théorie des opérateurs.

converge,

2. Interprétation du dual de L?
et hyperfonctions a spectre de Carleson.

On va maintenant décrire le dual de L2(T). Une hyperfonction est
par définition une fonction analytique sur C\T telle que , llim v(z) = 0.
N Z|—0

On notera par H(T) Pensemble de toutes les hyperfonctions.
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Soit ¢ € H(T), les coefficients de Fourier de ¢ sont définis par
Zgb(n)z"‘l pour |z| <1
n>1

- Z @(n)2™"! pour |z| > 1.
n<0

p(z) =

On définit T et o~ sur le disque unité D par

pt = PID

1 1
v (2) = % (%) pour 0 < |z] < 1.

Il est clair que ¢~ a une fausse singularité en 0.

Le support de ¢ € H(T), noté supp ¢, est le plus petit fermé E de
T tel que ¢ se prolonge analytiquement sur C\ E. On désignera par H(FE)
I’ensemble de toutes les hyperfonctions dont le support est contenu dans
E. On considere I’ensemble

Hu(T) = o € H(T) : o] = <Z '3”(”)'2;) <40,

et on note par

Hu(E) = {p € Hu(T) : suppp C E}.

On peut identifier le dual de L2 & H,,(T) grace a la dualité donnée par la
formule :

) =Y f()p(-n), (f € L, ¢ € Hu(T)).

ne€Z
Un calcul classique permet d’écrire cette dualité sous la forme :

() = tim o= [ 1t¢ ( (r€) - so(ﬁ))ds.

r—1- 207

Pour f € L2 et ¢ € H,(T), on définit 'hyperfonction produit f.¢
par ses coefficients de Fourier donnés par la formule :

f o(n) = Z f (m)@(n —m) pour tout n € Z.
MEZL

On désigne par A(D) algebre des fonctions analytiques sur le disque
unité ouvert I et continues sur D, et par A>(D) ’algebre des fonctions
f € A(D) telles que f™ € A(D) pour tout n > 0.
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Soit E un fermé de T. On dira que F est un ensemble de Carleson
[C] lorsque

2
9
1 e . 7 2 e .
/0 °g (dist(e”,E)) di < +oo

Taylor et Williams [TW] ont montré que E est un ensemble de Carleson si
et seulement s’il existe une fonction non nulle f € 4 (D) extérieure plate
sur F, c’est-a-dire fl(g) = 0 pour tout n € N.

On désigne par N la classe de Nevanlinna, c’est-3-dire I’ensemble des
fonctions analytiques sur I vérifiant

27
sup / log™ | f(re®) | df < +oo.
0<r<1 Jo

Soit A/t la classe de Smirnov, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions f € N
telles que f = % avec h,g € H*(D) et g extérieure, cf. [D].

Soit p > 1 un entier. On dira que le poids w vérifie la condition (R,),
s’il satisfait les conditions suivantes :

0. Les suites (logw(n))n>0 et (logw(—n))n>0 sont croissantes et
concaves.

1. w(n) = (1 4+ n)P pour n > 0.

2. Timinf 27 5 0.
n—-+4oco
. .. (logw(=n) -
3. Il existe ng > 1 tel que la suite — 5 est décroissante
n>ng

1.
pour une certaine constante 8 < 3

Notons que w est sous-multiplicative i.e. w(n +m) < w(n)w(m) pour
tout n,m € Z.

On a la proposition suivante :
PROPOSITION 2.1. — Soient E C T un ensemble de Carleson et

f € A= (D) une fonction extérieure plate sur E, soit ¢ € H,(E), ot w est
un poids vérifiant la condition (Ry). Alors on a les propriétés suivantes :

(i) fo~ €e H°(D) et o~ € NT.
(i) (fo)t = fet € A°(D).
(iii) (fp)” € H®(D).
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1
Si de plus _
p nzzjl nlogw(—n)

= 400 alors f.p = 0.
Preuve. — Pour la preuve de (i), (ii) et (iii) on va utiliser les méme
techniques que dans [E3].

N |[9(n)| log [¢)(n)|
(i) Soit ¥ € H(E) telle que 21;%(—11—W < 400 et ilg) —Vn
< +o00. Il découle de [Al] que

log" 1901 = 0 (=7 ) (el = 1) et sup (2] = )7 1u(a)] < +oc,

1<|z|<2
D’apres des estimations de Domar—Taylor-Williams [TW], Lemma 5.9, il
existe des constantes C; et C, telles que

log [¢(2)| < aTsﬁ

[ (2)| < Co(dist(z, E)) 2P pour 1 < |z| < 2et 2 ¢ E.

pour z € D

Donc pour -;— < ]z| <1 on a (voir [E3], Lemma 4.9)

- 1 (1
9™ (2)] < 2[$(2)] < const (dlSt (%,E))
< const(dist(z, E))~2P+Y)
et puisque |f(2)| < [|f™ |l (dist(z, E))"™ pour tout n alors on a fy~ €
o € N*. Ces

résultats sont valables en particulier pour ¢ € H,(E) d’aprés ce qui
précede.

—2(p+1)

H>(D). La fonction f étant extérieure, on a ¥~ =

Notons aussi que si ¢ € H,(F), alors (f.¢)~ € N7*. En effet,
f-p € H(E) car supp f. go C supp f Nsuppy et pour n > 1 on a

Fotn |<2|f DD +)

<su (14 ¢)Pw(—n
1>gw n+z)Z‘f +ifw(=n)

< const w(—n).
Pour n <0, 0n a

Fo@)] <3 I1F @A +i—n)

=0

<1+ [n)P Y1 @I +3)P
i=0

< const(1 + |n|)P,
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et par conséquent (f.o)~ € N d’apres ce qui précede.

(i) Soit g = (f.p)* — fot. Le ni®™e coefficient de Fourier de la
fonction g pour n > 1 vérifie pour £ > 1

g(n)| = [F-o(n Zf )p(n — i)

S Z F@)llg(n 1)

i=n+

< const i (p+k+2) |2 =] 14+i—n)P
1,271-:;_1 1+Z_n)p( )

|p(m) (t+1)?
< const su
- m<% 1+ |m| Z (i + n)PJr’“Jf2

< const n~k
donc g = (f.p)* — fe* € A*(D).

(iii) Puisque (f.@)t — fot € A®°(D) et suppy Usupp f.o C E, les
fonctions (f.¢)~, fo~, (f-@)T et fo* ont un prolongement continu sur
D\ E. Comme la fonction fo~ est bornée sur D), les fonctions fopt et (f.@)*
sont bornées sur T\ E. Donc la fonction (f.p)~ est bornée sur T\ E, mais
on sait que (f.¢)~ € N't; il découle alors que (f.¢)~ € H>*(D).

On a (f.o)” € H*(D), suplf—'(d—n)—| < 400 et supp f.¢ C E est un
n>1 w(=n)
ensemble de Carleson. Donc d’apres [Ke|, Théoréme 2.2, on a f.¢ = 0 si

1
ns1nlogw(—n) = oo

Remarque 2.2. Lorsque n§1 nlogw(—n)

vérifiant la condition (R)), il est montré dans [Ke] qu’il existe un ensemble

parfait de Carleson E et une mesure positive p portée par FE telle que

I'hyperfonction ¢ associée & la fonction intérieure singuliére 6, donnée par
1

1
#le) = W - 0#(00)

ot 0,(2) = exp (51; /0 " et < (t)) et 0,(c0) = exp (% /0 ” dp,(t)>

vérifie

< 400, o w est un poids

pour z € C\E

$(n)] = O(w(-n))(n — +o0) et Y [p(n)[* < +oo.
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3. Trace analytique de sous-espaces biinvariants de L2.

Soit H? = (L2)*; il est clair que H2 est I'ensemble des fonctions f de

H? telles que les dérivées f, f(?), ..., f®) sont dans H2. Un ensemble FE de
T est dit un K-ensemble si pour une certaine constante ¢ > 0, on a

supdist(§, E) > c|L|,
¢eLl

pour tout arc L fermé de T de longueur |L|. Notons que les K-ensembles
sont des ensembles de Carleson et que par exemple les parfaits symétriques
de rapport constant £ € (0,1/2) sont des K-ensembles.

Dynkin dans [Dy] a montré que E est un K-ensemble si et seulement
si F’est un ensemble d’interpolation pour HZ, c’est-a-dire que pour toute
fonction f € L2 il existe une fonction g € H? telle que fl(g) = gf?, pour
0<k<p.

On est en mesure maintenant d’énoncer les résultats principaux de ce
travail.

THEOREME 3.1. — Soit w un poids vérifiant la condition (R,). Soit
B un sous—espace biinvariant fermé de L2. Si

1

————— = +oo,
7;22:1 nlogw(—n)
alors

BNH; = My(Eo, En, ..., Ep_1) N Hy,
ou By = Z(BW) = Z({f® : f € BY}).
Si, de plus, Z(B) est un K-ensemble, alors
B = My(Eo, En, ..., Ep_1).

1
Le théoréme 3.1 n’est plus valablesi Y, ———— < 4+00. Onaen
n>1 nlogw(—n)
effet le résultat suivant.

THEOREME 3.2. — Soit w un poids vérifiant la condition (Rp). Si
P N

Sy nlog w(—n) ’

alors il existe un ensemble de Carleson E, une mesure p positive non nulle

concentrée sur E et un sous-espace biinvariant B fermé de L? tels que

2 _ 2 2
BNH?=6,H?NH
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ol 0, est la fonction intérieure singuliére associée a p.

Preuve du théoreme 3.1. — Soit B un sous—espace biinvariant fermé
de L? et soit E = Ey = Z(B). Sig € BNHZ g # 0, on a pour tout
zo € Z(g)

9@ =| [ 9] <191 Jz - ol

20

Ainsi |g(z)| = O((dist(z, Z(g)))2), donc Z(g) est un ensemble de Carleson.
On peut supposer alors que E est un ensemble de Carleson, sinon BﬂHg =
{0} et le résultat est évident. Puisque E est un ensemble de Carleson, il
existe une fonction extérieure f € A®(D) telle que Z(f) = E et fl(g) =0
pour tout n > 0 [TW]. Soit ¢ € H,(T) tel que ¢ orthogonal & B, alors
suppy C E (voir [A2], Lemma 2.2) et d’aprés la proposition 2.1, on a
f@=0.Donc f € B, Z(BNH2) = E.

D’autre part, B N Hg est un idéal fermé de Hg qui contient une

fonction extérieure f. Il découle alors de la caractérisation des idéaux fermés
de H? obtenue par Korenblum dans [Ko2] (voir aussi [Kol]) que

BNH? = {feHﬁ:f,E=f',El == D =o},
ol By = Z((BNHZ)®) pour k <p—1.

Dans le cas ou p = 1, ceci achéve la démonstration du théoréeme.
Supposons p > 2.

Montrons maintenant que Ey = Z(B®)) pour k < p — 1. Il est clair
que la suite (Ej)i<k<p—1 est ordonnée et Ejx D Z(B(’“)) pour k < p— 1.
Soit F' ensemble des points d’accumulation de E = Z(B) = Z(BN H2).
Alors F C Z(B®) C Ey.

Soit maintenant £ un point isolé de E tel que & ¢ Z(B®) avec
1 <k<p-1. Soit u e A®(D) telle que u(&) =1 et ufg)\{go} = 0 pour
n > 0. On pose pour m > 1

w(§) = () (1 - (€ — &)’ (&0))

wn(©) = una© (1 - ES )
m!
Soit v = up_1. Il est facile de voir que v(£o) = 1, vg\{¢,} = 0 et vl(g) =0
pour 1 < n < p— 1. Notons aussi que si f € L2, alors fv € L?. En effet,
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si on désigne par o P’application : e — €%, on a pour n >0

la™£12 =11 Y Fm)a™ ™1

meEZL
= ) |f(m)]Pw(n + m)?
meZL
2 (wn+m))?
< 1 sup ( o)
< ((L+n)P|Ifllw)?,
donc
lvfllze =1 d(m)a” flo
n>0
< )l £l
n>0
<||f||w2|v [(14+n)P < +oo.
n>0

De plus 'application f — vf est un endomorphisme continu de L?2.
On considere maintenant
B, ={f€L?: fve B};

il est clair que B, est un sous-espace biinvariant fermé de L2 et que
B C B,. Par conséquent Z(B,) C E. Posons w = v? — v. Alors wa) =0
pour 0 < ¢ £ p—1, donc w € BDHS. Onal-v € B, donc
Z(B,) € Z(1—v)NE = {&} et Z(BY) c 2(B®) c E\{&}, donc
Z(BS) = 0.

On définit maintenant sur L2 /B, 'opérateur T : 7(f) — m(af), ou
7 : L2 — L2 /B, est la surjection canonique. Soit g € A*°(D) une fonction
extérieure plate en & et telle que g(&) # 0 pour £ € T\{&}. Il résulte
de méme que plus haut de la proposition 2.1 que g € B,. Soit g(T) =
> §(n)T™; Vopérateur g(T') est bien défini car | T"|| < (1 4+ n)P pour
n>0
n > 0. On désigne par Sp(T) le spectre de T. On a g(Sp(T)) C Sp(g(T))
car pour tout & € T, il existe g¢ € A®(D) tel que g—g(§) = (a—§)ge, d’olt
9(T)—g(&)I = (T—&I)ge(T). On a g(m(a™)) = m(a™g) = 0 pour tout n € Z
donc g(T) = 0 et Sp(T') = {&}. D’autre part | T"|| = O(nP)(n — +00),
1T = O(w(-n))(n — +0) et nEwa—gwj(ﬁ——m = 0. 11 découle de
[A1], Corollary 1 que (T — &)P*' = 0. Donc (a — &)P*" € B, et

puisque Z(B,(,k)) =0, (a — &)* € B,. Dou (a — &)fv € BN H? et
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((a—£&0)Fv) B (&) = k! # 0, ce qui montre que & & Ex. Donc Ey = Z(B®))
O<k<p-—1).

Supposons maintenant que E est un K—ensemble. Soient les injections
naturelles suivantes :
01:H§———>Li et 02:L3,—>L12),
et soient les surjections canoniques suivantes :
H) ™5 HY[Muyz(Eo, ..., Ep-1), LE 7> LY/B
et L2 = L2/ My(Ey, ..., Ep_1).
On a Hg NB = MHZ(E())"'?EP—I) et B C Mw(Eo,...,Ep_l) C

My (Ey, ..., Ep_1). Il existe alors 6, et 05 tels que le diagramme suivant soit
commutatif :

2 0 2 02 2
H? L AN L2
l 1 B l 2 B l 3
6 6
H2/Myz(Eo, s Bper) 2 I2/B 5 L2/My(Eq, ..., Ep1).

Comme E est un K-ensemble, 672 o 6~1 est un homomorphisme bicontinu.
Donc 6, est injective et d’image fermée.

Remarquons que ; est & image dense. En effet, soit [ € (L2/B)*
orthogonal & I'image de 63, de sorte que 'hyperfonction o(z) = ((ma[(a —
2)71],1) est nulle pour |z| > 1. D’autre part Popérateur T' de multiplication
par my(a) dans L2 /B est annulé par les fonction g € .A®(D) plates sur E
telle que Z(g) D E. De méme que plus haut ceci entraine que Sp(7T) C E. La
fonction z — ma[(a — 2) 7! = (T — 2) 'ma(1) s’étend donc analytiquement
a C\E, ce qui prouve que suppp C E G T. Donc ¢ est nulle , (7(a)™,1) =0
(neZ)etl=0.

Par conséquent 52 est un isomorphisme. Donc 52 est injective et
Mw(Eo, ...,Ep_l) = Mp(Eo, ...,Ep_l)an, CBetB= MW(E(), ...,Ep_l).

Preuve du théoréme 3.2. — Puisque —_
q ,§1 klog w(—Fk)
pour g > 1 un entier ng > 0 tel que pour n > ng on a

< 400, il existe

1 1
§ S ]
klogw(—k) ~— ¢

nZano

or

< <n.
logw(—n) ~ logw(—k) pour tout k < n. Donc

1
logw(—n) Z

no<k<n

IA

ol i
Q| =
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Comme log(n + 1) — log(ng) < 3 1,
no<k<n k

log (”n—*;l) I S
ogw(—n) ~ g pour n > ng.
Donc (n+ 1)? < nlw(-n) et (n+1)? = O(w(—n))(n — +00).
On pose
(14+n)? pourn>0

w(n) = { 1
(14 |n|)(w(n))* pour n < —1.

Il est facile de voir que @ est un poids vérifiant la propriété 1 et 3 de la
condition (Rp41) et 2 est satisfaite car n?P+) = O(w(—n))(n — 4o0);
de plus, n§1 nlog@(—n)
un ensemble parfait de Carleson FE, une mesure positive non nulle y de
support E telle que I'hyperfonction ¢ associée a la fonction singuliere 6,,
donnée par

< 4o00. Il découle de la.-remarque 2.2 qu’il existe

1

1
QO(Z) = m - Gu(oo)

pour z € C\E

vérifie
[2(n)] = O (@(—n)) (n — +00) et Y _|p(n)|* < +oo.

n<0
Donc ¢ € H,(FE). Soit maintenant
B={geL?:g.p=0}
Il est évident que B est un sous-espace fermé biinvariant de L2. On a
BNH?={geH}:g.0=0}
Comme H2 C H?, il résulte immédiatement de [E4], Proposition 3.12 que
2 _ 2 2
BNH,=H,Nn6,H",
ce qui achéve la démonstration du théoréeme 3.2.

Remarque 3.3. — En fait H2 N 6,H* C 6,H? (voir [Ko2], [Ko3]).
Comme Hg C A(D) et comme supp p = E est un ensemble parfait on en
déduit que

OHHI% Cc{ge HIZ, SgE= ... :gl(g_l) = 0}.
L’inclusion est stricte puisque il existe des fonctions de A (D) non nulles
et plates sur E. D’autre part si f € A® (D) est plate sur E, alors
0,f € 0,H> N A=(D) C §,H> N H..
Donc Eo(BNHZ) = ... =E,_1(BNH2) = E et §,H*NH2 = BN H?
n’est pas de type spectral.
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4. Applications aux opérateurs a spectre d’interpolation.

Soit 0 < s < 1, on désigne par A® I’algébre définie par

i(tHh)Y _ £ it
4= F e AD): [flar = [ flloo+ sup LTI ZTED L L
h£0 teR |

Soit p un entier positif, on désigne par A? (D) Palgebre des fonctions f telles
que f*) € A(D) pour tout 0 < k < p. On consideére ’algébre

Arte = {f e /(D) : fP) € A%},
munie du produit ponctuel et de la norme

(P) (pi(t+h)\ _ £(p) (pit
M llarre = [ flloo + sup €T = I ()]
WS )

< 400,

APTS est une algébre de Banach commutative unitaire.

On pose
APt = {f € CP(T) : || fllar+s = Ifllcom)

(®) (it+h)y — £(P) (it
b oap MDD )y
hi#0,teR |hl
L’espace APT* muni du produit ponctuel et de la norme ||.]|p»+s est une
algebre de Banach commutative unitaire.

1l est montré dans [Dy] que si E est un K-ensemble alors E est un
ensemble d’interpolation pour APT2, c’est-a-dire que pour toute fonction

f € AP*S il existe g € AP telle que f|(£,) = gl(g) pour 0 < k < p.

THEOREME 4.1. — Soit w un poids vérifiant la condition (Ry). Soit
T un opérateur borné sur un espace de Banach X tel que le spectre de T
soit un K-ensemble. Si || T"|| = O(w(n))(|n| — +o00) avec

1
Z nlogw(—n) oo,

n>1
alors pour tout s > 1/2 on a |T~"|| = O(nP**)(n — +00).

Preuve. — Soient x € X, l € X*, on pose
p(2) = (T — zI)~",1) pour z & Sp(T).
11 est clair que ¢ est une hyperfonction a support dans Sp(T) et |@(n)| =

O(w(n))(n — +o0). Soit f € A>°(D) une fonction extérieure plate sur
Sp(T'). Un calcul classique montre que

g-p(2) = (T — 2I)"'g(T)z,1) pour z ¢ T.
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1
Puisque —_—
n§1 nlogw(—n)
proposition 2.1 que g.¢ = 0 et par suite g(T') = 0.

= +oo et suppp C Sp(T), il découle de la

D’aprés I'inégalité de Bernstein [K], p. 13 on a linjection continue
suivante :

APTS s lz[lJ = {(an)neN ccCN: Z |an|(1+n)P < +oo} .
n€eEN
Ceci permet de définir un calcul fonctionnel associé & 'opérateur T sur
lalgebre APTS. En effet soit ¢ : APYS — L(X) défini par ¢(g) :=

g(T) = 3 §(n)T™. Alors ¢ est un homomorphisme continu et Ker ¢ est
n>0

un idéal fermé de AP*+S. Puisque f € Ker ¢, Z(Ker ¢) C Sp(T). D’aprés la
caractérisation des idéaux fermés de AP** obtenue par Shamoyan dans [S],
on a

M pp+s(Eo, E1, ..., Ep) C Ker @,
ou Eg = By =...= E, =Sp(T).
Soit la surjection canonique

T APTS — APTE ) M gpts (Eo, E1, ..., Ep),

et soit q~5 tel que le diagramme suivant soit commutatif :
Ap+s 2, (X
L= /' é

APTS | M pgp+s(Eo, En, ..., Ep).

~

On a gor = ¢. Comme Sp(T) est un K-ensemble, qui est un ensemble
d’interpolation de AP**, I’application

6 : APYS ) M ppis(Eo, B, ..., Ep) — APT° [ Mpp+s(Eo, En, ..., Ep)
est un isomorphisme bicontinu. Donc
o071 APTS/ Mppss(Eo, Er, ..., Ep) — L(X)
est continue, d’ott |[T~"|| = O (|le™*||pp+s). Un calcul simple donne
le™* ™ |lap+e = O(nP**)(n — +00)
et ceci acheve la preuve du théoreme.

D’autres types de résultat de méme nature concernant les contractions
dont le spectre est le Cantor triadique, les ensembles de Carleson et les
ensembles dénombrables ont été obtenus dans [EZR], [E1], [E2], [Ke] et [Z].



(A1)
(A2
[B]

[

(Dy]
[EZR]
(E1]
(E2]
(E3]
(E4]
K]
(Ke]
(Kh]
[Kol]
(Ko2]
[Ko3]
(N]

(8]
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