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SUR LA METHODE DES ORBITES
POUR UNE ALGEBRE DE LIE RESOLUBLE

par Jean-Yves CHARBONNEL

1. Introduction.

Soit g une algebre de Lie de dimension finie, completement résoluble
sur un corps k de caractéristique nulle. On note U(g) son algebre enve-
loppante et Prem[U(g)] ’ensemble des idéaux premiers de U(g). Il existe
une bijection de ’ensemble des idéaux premiers g-invariants de 1’algebre
symétrique S(g) sur Prem[U(g)]. En outre, elle est bicontinue pour les to-
pologies naturelles sur ces deux ensembles [2] et [6]. Dans [3], J. Dixmier
construit pour chaque orbite de la représentation coadjointe d’une algebre
de Lie nilpotente un idéal primitif de U(g), sans utiliser de polarisation.
L’idéal construit est celui qui correspond a l’orbite par la méthode des or-
bites. Dans le cas d’une algebre de Lie non nilpotente la méthode de [3] se
heurte & plusieurs difficultés. Néanmoins pour une algébre de Lie résoluble,
il propose un moyen de construction sans polarisation. Le but principal de
ce mémoire est de montrer que la méthode suggérée par J. Dixmier, associe
a chaque idéal premier g-invariant de Palgebre symétrique S(g), son image
par Papplication de Dixmier. Néanmoins, la formulation donnée dans ce
mémoire differe de celle proposée par J. Dixmier. Le travail de Dixmier sur
la question avait été grandement influencé par un mémoire de M. Duflo [4]
sur les opérateurs différentiels biinvariants sur un groupe de Lie.

Mots-clés : Algebre de Lie — Algebre enveloppante — Algebre de Weyl — Algebre
symétrique — Opérateurs différentiels — Champs de vecteurs adjoints — Représentation
coadjointe.

Classification math. : 13 — 16 —22.
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Soient A(g) lalgebre des opérateurs différentiels sur g, & coefficients
polynomiaux sur g et A(g) l’algebre des opérateurs différentiels sur g,
& coeflicients séries formelles. Soit E; le sous-Q-espace vectoriel de g*
engendré par les poids de la représentation adjointe de g. Soit S(Eg)
I’adhérence dans A(g) de la sous-Q-algebre engendrée par Ey. On désigne
par P(g) la sous-algebre de A(g) engendrée par A(g) et S(E,). J. Dixmier
construit un homomorphisme Ly et un antihomomorphisme Ry de U(g)
dans A(g). Leurs images sont contenues dans P(g). Soit W, la différence
Ly — Ry. Si Q est un idéal premier g-invariant de S(g), on construit un
idéal & gauche A[(Q) de A(g) qui contient @ et Wy(g). Dans le cas ot
Q est maximal, Aj(Q) coincide avec cet idéal & gauche. On désigne par
A4(Q) lidéal & gauche de P(g) engendré par AL(Q). Soit n le plus grand
idéal nilpotent de g. Pour toute forme linéaire ¢ sur g, on désigne par f la
restriction de £ & n. Soient g(¢) et g(f) les stabilisateurs de £ et de f dans
g. On dira que 'élément p de S(E,) satisfait la condition (C) relativement
A ¢ si le terme constant de p est égal & 1 et si p? est un produit:

sh(%) sh(izi)

LT VI
2 2
ou les images de Aj,...,As par le morphisme canonique de g* dans g(f)*

sont les poids du g(f)-module g/g(¢), comptés avec leurs multiplicités.
Dans le cas ou k est égal & R, les éléments p qui satisfont la condition
(C) relativement & ¢ interviennent dans la formule des caracteres de toute
représentation factorielle normale associée a ’orbite coadjointe de ¢. Le
théoréme suivant est le résultat principal de ce mémoire.

THEOREME. — Soit @ un idéal premier g-invariant de S(g). Soit P
son image par l'application de Dixmier pour g. Il existe un élément p de
S(E,) qui satisfait la condition (C) pour tout point ¢ d’un ouvert de Zariski
de la variété des zéros de QQ dans k ®j, g*. Pour un tel élément, P est égal

a Lg_l [p_lAg(Q)p]'

D’apres les propriétés des idéaux & gauche Ay(Q) et d’aprés la
méthode d’extensions de corps initiée par R. Rentschler, on se rameéne au
cas ou @ est ’annulateur de ’orbite coadjointe d’un point f de g*. On peut
alors supposer g algébrique et égal & la somme de n et de g(f). Dans ce
cas, l'idéal & gauche A4(Q) est maximal et engendré par @ et Wy(n). En
outre, @ est engendré par son intersection avec S(n) et des éléments t + g
ol t est un élément semi-simple de g(f) et ol ¢ est un élément de S(n).
Désignant par o, 'application canonique de S(g) dans U(g), pour un bon
choix de g, t + 04(q) appartient & P. D’apres les résultats de Dixmier dans
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le cas nilpotent et d’apres la maximalité de Ay(Q), Ag(Q) contient I'image
de l'intersection de P et de U(n) par Lg. Puisque tout élément de Ly[U(n)]
commute & tout élément de S(Eg), il reste & prouver que Ay(Q)p contient
les éléments Lg[t + 04(g)]. Un raisonnement par récurrence et un calcul de
dérivée montre qu’il en est bien ainsi.

2. Notations générales.

Dans ce mémoire, k désigne un corps de caractéristique nulle et g
une algebre de Lie de dimension finie sur k£, compléetement résoluble. On
notera G le groupe adjoint algébrique de g et g son algebre de Lie. On
désignera par G, le radical unipotent de G et par u ’algebre de Lie de Gy,.
Lorsque g n’est pas ’algébre de Lie d’un groupe algébrique, on 'identifie
au moyen du théoreme d’Ado a une sous-algebre de Lie de l'algebre de
Lie des endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie sur £ et
on désigne par ¢ son enveloppe algébrique. On note n le plus grand idéal
nilpotent de g et k une extension algébrique, algébriquement close de k.
Dans ce qui suit on rappelle quelques notations qui seront utilisées tout au
long de cet article sans y faire référence. Les résultats énoncés dans cette
section sont contenus dans [3].

2.1. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur k. On note V*
son dual, S(V') l’algébre symétrique sur V et S(V*) lalgebre symétrique
sur V*. On désigne par A(V) Ialgebre de Weyl sur V et S(V*) le complété
de S(V*) pour la topologie V*S(V*)-adique. Soit Ag(V), A1(V),... la
filtration de A(V) par l'ordre des opérateurs différentiels. On utilise sur
A(V) la topologie limite inductive des topologies V*A,(V)-adiques sur
A, (V) et on désigne par A(V) son complété. La structure d’algebre sur
A(V) se prolonge par continuité en une structure d’algébre sur A(V'). En
outre le $(V*)-module sous-jacent & A(V) est canoniquement isomorphe
au produit tensoriel

S(V7) @s+) AV)-

Conformément & 'usage, si W est un sous-espace de V, W désigne
Porthogonal de W dans V*. On désigne par By,w la sous-algebre de A(V)
engendrée par V et W+, et par BVW sa cloture dans A(V) L’idéal & gauche
de By w engendré par W est un idéal bilatére et le quotient de By, par cet
idéal est canoniquement isomorphe & A(V/W). On note by, le morphisme
canonique de By sur A(V/W). Ce morphisme s’étend de maniére unique
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en un morphisme 1tA)\/J/V de EV,W sur A(V/ W). Soit Cy,w la sous-algebre de
A(V) engendrée par W et V*. L’idéal & gauche de Cy,j engendré par W=
est un idéal bilatere et le quotient de Cy, y par cet idéal est canoniquement
isomorphe & A(W). On désigne par cy,w le morphisme canonique de Cy w

sur A(W). Ce morphisme s’étend de maniére unique en un morphisme ¢y, w
de Cy,w sur A(W).

2.2. Pour tout entier i, on désigne par S*(g*) le sous-espace des
éléments homogenes de degré i de S(g*). Soit Sym’(g,S(g)) 'espace des
applications i-linéaires symétriques de g x - -- x g dans S(g). Puisque g est
un k-espace vectoriel de dimension finie, Sym‘(g, S(g)) est canoniquement
isomorphe au produit tensoriel S¢(g*) ®; S(g). En outre, cet espace s’identi-
fie & un sous-espace de A(g) Pour tout = dans g et pour tout entier positif
r, on note E,.(z) I’élément de Sym"(g,S(g)) défini par

E.(x)(y,...,y) = (ad y)"(z).
On désigne par Ly(z) et Ry() les éléments de A(g)

m+%El(a:)+-~-+brET(x)+--~,x— %El(x)+--~+crET(x)+---,
ou by, bo, ..., c1,C2,... sont les coefficients des séries entieres
T T
1—exp(-T) exp(T) -1

L’application Ly est un homomorphisme de I’algebre de Lie g dans I’algebre
de Lie sous-jacente a A(g) L’application Ry est un anti-homomorphisme
de lalgébre de Lie g dans l'algébre de Lie sous-jacente & A(g). Soit
U(g) lalgebre enveloppante de g. On désigne encore par Ly et Ry les
prolongements canoniques de Ly et de Ry a U(g). Pour les filtrations
usuelles sur U(g) et A(g), L, est un morphisme d’algebres filtrées. Pour
tout = dans g, on pose

Wy(z) = Ly(z) — Ry(x).

Alors Wy(z) est un champ de vecteurs a coefficients polynomiaux dont
la valeur en y est [y,z]. En outre, pour tout a dans A(g), le crochet
[Wy(z),a], pour la structure d’algebre de Lie sous-jacente a la structure
d’algebre sur A(g), est I'image de a par I'action adjointe de z dans A(g).
Pour toute dérivation = de g, on note aussi Wy(z) I’élément de A(g) défini
par I'endomorphisme —z de g. La dérivation de A(g), définie par Wy(z),
est I'extension & A(g) de la dérivation z de g.

2.3. Soit 3 le centre de n. Lorsqu’il est de dimension 1, on appelle
quadruplet réduisant dans n tout quadruplet (z,y,z,a) qui satisfait les
conditions suivantes :
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1) [z,y] est égal & 2 et engendre 3,
2) [y,n] est contenu dans 3,
3) a est le centralisateur de y dans n.

Le sous-espace engendré par x et a est alors égal a n.

2.4. Si X est une variéte algébrique définie sur le corps k, pour toute
extension K de k, X (K) désigne I'ensemble des K-points de X.

Si G est un groupe qui opére sur I’ensemble E, pour tout x dans E,
G(z) désigne le stabilisateur de « dans G et G.x désigne 'orbite de z sous
laction de G. Lorsque G est un groupe de Lie d’algebre de Lie g, g(z)
désigne algebre de Lie de G(x).

Si A est un anneau, on dira que I est un idéal de A s’il en est un idéal
bilatere.

3. Les fonctions p.

Soient ¢ une forme linéaire sur k® g et f sa restriction & E%n. La
somme g, de E(% a(f) et de E%n est uriC idéal de E% g qui ne dépend que
de Vorbite coadjointe de ¢. Si x est dans k%g( f), adz normalise g(¢).
La représentation adjointe de E% g(f) dans E(% g définit par passage au
quotient une représentation de k% g(f) dans k& (%) g/9(¢). Soient Ay, ..., As

les poids de cette représentation, comptés avec leurs multiplicités. Puisque n
est un idéal nilpotent, chacun de ces poids se prolonge de maniere unique en
un poids de la représentation adjointe de gg. On désigne ces prolongements
par les mémes symboles et on note pj la série formelle

, Sh% sh%ﬁ
Py = r

T
2 2

Cet élément ne dépend que de l'orbite coadjointe de ¢. C’est une série
formelle de terme constant 1, appartenant & la sous-algebre fermée S(E,,)
de f’(gg), définie en 4.1. On note p¢ la racine carrée de p,, de terme

constant 1.

Soit E; le sous-Q-espace vectoriel engendré par les poids de la
représentation adjointe de g. On désigne par S(Ey) la sous-Q-algebre fermée
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de S(g*) engendrée par E,. Pour tout A dans Ej,, 'extension k-linéaire X
de A & k® g est une combinaison linéaire & coefficients dans Q de poids de
k

la représentation adjointe de k ® g. Puisque g est complétement résoluble,
k

I’application A — X est une bijection de Eg sur EE&Q qui envoie ’ensemble
des poids de g sur celui de k£ ® g. Le prolongement continu de cette bijection
k

4 S(E,) est un isomorphisme de S(E,) sur S(EE®kg). On identifie ces deux

algebres au moyen de cet isomorphisme. Puisque tout poids de g, est la

restriction & g, d’un poids de k® g, le morphisme continu de S(E,) dans
k

é(Ege) qui & A dans Ej associe la restriction de X & gg, est un morphisme
surjectif. On I'appelle le morphisme canonique.

PROPOSITION. — Soit Q un idéal premier g-invariant de S(g). Alors
il existe un idéal semi-premier, g-invariant, Q' contenant strictement Q et
un élément p de S(Eg) qui satisfont la condition suivante: si £ est un zéro
de ) dans E(%) g* qui n’est pas zéro de Q’, I'image de p par le morphisme

canonique de S(E,) sur S(Ej,) est égal a p.

On démontrera cette proposition en plusieurs étapes. Si p est un
élément de S(Fy) et si Q' est un idéal semi-premier, g-invariant de S(k ® g)
k

qui satisfont les conditions de la proposition relativement & un idéal de
la décomposition primaire de kQ, p et l'intersection des conjugués de Q'
sous I’action du groupe de Galois de k sur k, satisfont les conditions de la
proposition relativement & kQ ; donc il suffit de considérer le cas ol k est
algébriquement clos. On suppose qu’il en est ainsi dans la suite de cette
section.

3.1. On désigne par W la variété des zéros dans n* de I'intersection
de Q et de S(n).

LEMME. — Il existe un ouvert de Zariski, non vide, G(k)-invariant,
W{ de W1 qui satisfait la condition suivante: si f et f’ sont dans W1, alors
les tores maximaux de G(f) et de G(f’) sont conjugués sous I’action du
groupe G(k). En outre, les sous-groupes algébriques G(f)G,, et G(f')G,
ont méme algébre de Lie. Si T est un tore maximal de G(f), alors T
stabilise toute forme linéaire sur g dont la restriction a n est égale a f.

D’apres [8] Théoreme 9.3.1, il existe un ouvert de Zariski non vide,
G (k)-invariant, W{ de W tel que pour tout (z,z") dans W{ x W], les tores
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maximaux de G(z) et de G(z') soient conjugués entre eux sous I’action de
G(k). Soient f et f' deux points de WJ. Soient T et T’ des tores maximaux
de G(f) et de G(f’). Les sous-groupes algébriques TG, et T'G, sont
alors les composantes neutres des groupes algébriques G(f)G,, et G(f')Gy,.
D’apres [5] Théoréme 34.4, T et T’ sont conjugués sous l'action de G(k);
donc G(f)G, et G(f')G,, ont méme composante neutre et méme algébre
de Lie. Soit £ une forme linéaire sur g dont la restriction a n est égale a f.
Le morphisme
t—th—4,

est un morphisme de T dans le groupe additif g*; donc il est trivial.

3.2. On note W la variété des zéros de () dans g*. Soit t ’algebre de Lie
d’un tore maximal du stabilisateur dans G d’un point de W{. On désigne
par W, l’ensemble des points de Wi qui sont invariants par t. Soit W
I’ensemble des points f de W{ pour lesquels g(f) et n(f) sont de dimension
minimale. D’apres 3.1, toute G(k)-orbite contenue dans W7 rencontre Wi ;
or W est irréductible; donc Wy contient un ouvert de Zariski non vide, W4
pour lequel la réunion des G(k)-orbites qui le rencontrent est un ouvert
de Zariski de W3. Soient fo un élément de W4 et m un supplémentaire t-
invariant de n(fp) dans n. L’ensemble des éléments f de W3 pour lesquels
m est un supplémentaire de n(f) dans n, est un ouvert de Zariski W, de
Wj. On désigne par W I’ensemble des points de W dont la restriction & n
appartient & Wj. Soient £ dans W et f la restriction de £ & n. Pour tout
z dans t, 'endomorphisme z laisse invariant les sous-espaces g(f) +n, g(f)
et g(¢). En outre, l'image de g(f) par x est contenue dans g(¢) d’apres le
lemme 3.1; or le t-module g(f) + n/n est isomorphe au t-module m; donc
les poids du t-module g/g(¢) sont les poids des t-modules m et g/g(f) + n.
Puisque 0 est le seul poids du t-module g/g(f) + n et que sa dimension
ne dépend pas du point f de W3, les poids du t-module g/g(¢) et leurs
multiplicités ne changent pas quand ¢ varie dans W”.

Soit @' le plus grand idéal g-invariant contenu dans ’annulateur du
complémentaire de W dans W. D’apres le choix de W”, Q' contient
strictement ). On choisit un élément p de S(Eg) dont I'image par le
morphisme canonique de g(Eg) sur S(EM) est py. Soient ¢/ un point de
W qui n’est pas zéro de @', et f’ sa restriction & n. Il existe alors un
point g de G(k) pour lequel W” contient g.¢’. Soit A un poids de la
représentation adjointe de g. Il existe un poids A de la représentation
standard de Penveloppe algébrique g de ad(g) dans gl(g), qui est défini
par la condition suivante : pour tout z dans g, (A, z) est égal & (A, adx).
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La restriction de A & g(f) est poids de multiplicité my du g(f)-module
a/a(f) si et seulement si la restriction de X & t est poids de multiplicité m
du t-module g/g(¢). D’apres ce qui précede, \ satisfait la méme condition
si et seulement si la restriction de X & t est poids de multiplicité my du
t-module g/g(g.¢’). Par suite, \ satisfait cette condition si et seulement si
la restriction de Ao g & g(t) est poids de multiplicité my du g(t)-module
g/8(¢"). La sous-algébre g(t) est lalgébre de Lie d’un tore maximal de
G(f'); or Ao g est égal & \; donc la restriction de A & g(f) est poids de
multiplicité my du g(f)-module g/g(¢) si et seulement si la restriction de
A & g(f’) est poids de multiplicité my du g(f)-module g/g(¢'). Par suite,
pe est égal & py. L’idéal Q' et I’élément p de S(Eg) satisfont les conditions
de la proposition.

4. Sur les algébres de Lie résolubles.

Avec les notations de 3 et de 2.1, on désigne par P(g) la sous-algebre
de A(g) engendrée par S(E;) et A(g). Puisque S(F,) est stable par les
dérivations 6 — [v, 8] pour tout v dans g, le sous-S(g)-module sous-jacent
a P(g) est isomorphe au produit tensoriel

S(Ep)S(5") ® 5(a)-

Si a est une sous-algebre de g, on note By, la sous-algebre de 15(9)
engendrée par By, et par S(Eg) De méme, on désigne par Cy, la sous-
algebre de P(g) engendrée par Cg,a €t par S(Eg) On note by 4 la restriction
de byq & By €t cyq la restriction de & & Cyq. Si tout poids de a est la
restriction d’un poids de g, I'image de cg 4 est la sous-algebre P(a) de A(a).
Cette derniere condition est satisfaite lorsque a est un idéal. Si a est un
idéal contenu dans n, I'image de by o est la sous-algebre P(g/a).

4.1. On utilise ’homomorphisme L; et 1'antihomomorphisme R,
définis en 2.2.

LEMME. — Les images de Ly et de Ry sont contenues dans P(g).

Puisque A(g) contient Lg(xz) — Ry(x) pour tout z dans g, il suffit
de montrer que P(g) contient Lg(z) pour tout = dans g. L’algebre de Lie
g étant complétement résoluble, il existe une base {eq,...,e,} de g dans
laquelle ady se trigonalise, pour tout y dans g. En outre, les éléments
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diagonaux sont les scalaires p1(y), . . . ,un(y), OU f1, . .. ,un sont les poids de
la représentation adjointe. Les coefficients du polyndome caractéristique de
ad y sont alors les valeurs en y de fonctions polynomiales sur g, appartenant
a S(F,); donc d’apres Cayley—Hamilton pour tout entier positif r, on a

ady Z QZ )ei,

ou pour ¢ =1,...,n, g; est combmalson linéaire & coefficients dans S(Ey)
de mondmes de degré au plus n. Par suite, P(g) contient Lg(z) pour tout
z dans g.

4.2. Soit @ un idéal premier g-invariant de S(g). On désigne par V(Q)
la variété des zéros de @ dans (E% g)*. Soit @ 'annulateur dans S(g) de

I’ensemble des points f de V(Q) pour lesquels E%g( f) est de dimension

minimale. Alors Q est un idéal semi-premier, g-invariant de S(g). Soit ¢ un
point de Q qui n’est pas dans Q. On montrera en 7.2 que ’ensemble des
points a de A(g) pour lesquels A(g)Q@ + A(g)W,(g) contient ¢g'a deés que !
est assez grand, est un idéal & gauche qui ne dépend pas du choix de g. On
le note A (@) et on désigne par Ay(Q) I'idéal a gauche de P(g) engendré
par Ag(Q). Dans le cas ot k est algébriquement clos, Ag(Q) ne dépend pas
de g d’aprés [1] (Théoreme 4.5).

THEOREME. — Soit ) un idéal premier g-invariant de S(g). Soit P
son image par 'application de Dixmier pour g. Alors pour tout élément p

de S(Eg) qui satisfait la condition de la proposition 3 relativement & Q, P
est égal a Ly [p~ ' Ag(Q)p)-

Ce théoréme sera démontré en 7.5.

5. Sur les idéaux & gauche de P(g).

Dans cette section ’algébre de Lie g est algébrique. On désigne par
t une sous-algébre commutative de g qui est un supplémentaire de n et
dont I'image par la représentation adjointe ne contient que des éléments
semi-simples.

5.1. On suppose qu’il existe un quadruplet (z,y, z, a) réduisant dans
n au sens de 2.3. Pour toute algebre de Lie ) sur k, on désigne par oy
l’application canonique de S(f) dans U(h).
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LEMME. — Soit g un élément de S(a). Alors on peut trouver un
élément G de S(a) qui satisfait les relations

exp(sadz)(q) — ¢ € S(a)y + S(a)(z — 1)
et exp(sadx)[oa(q)] — oa(q) € U(a)y + U(a)(z — 1),
pour tout s dans k.
On note I et J les idéaux S(a)(z — 1) et S(a)y + S(a)(z — 1) de S(a).
Soit o 'homomorphisme de S(a) dans k[X]® S(a) défini par la relation :
k

a(a)(X) = exp(Xadz)(a), pour tout a dans S(a). Un tel morphisme

existe car ad x est une dérivation localement nilpotente de S(a). Puisque z

appartient au centre de n, 'image de I par « est contenue dans k[X]|®I;
k

donc « définit par passage au quotient un homomorphisme & de S(a)/I
dans k[X]® S(a)/k[X]® J. Soit &' le morphisme de 'algeébre k[X]® S(a)
k k k

dans Palgebre S(a), défini par les conditions suivantes :
1) d(X®1) =y.

2) pour tout u dans a

d(l®u) = Z (=L" y"(ad z)"™ (u).

n!
n>0

Le morphisme o' est bien défini car adz est un endomorphisme
nilpotent. L’image de l'idéal k[X]® J par o est contenue dans I car
k

/(1 ® 2) et &/(1 ® y) sont respectivement égaux & z et & y(l — 2);

donc o' définit par passage au quotient un morphisme &' de 'algébre

k[X]® S(a)/k[X]® J dans Valgebre S(a)/I. Pour tout u dans a, & o a(u)
k k

est égal 4 u et a0’ (1®u) —u appartient & k[X] ® J ; donc les morphismes
k

& et &' sont des isomorphismes, inverses 'un de ’autre. On note ¢ I’élément
de S(a)/I dont I'image par & est la classe de 1 ® ¢. Soit g un élément de
S(a) dont I'image dans S(a)/I est ¢. Alors pour tout s dans k, J contient

exp(sadz)(q) — ¢

Puisque o, est un morphisme n-équivariant pour les actions adjointes de n
dans S(a) et U(a), pour tout a dans S(a) et pour tout s dans k, on a

cgalexp(sadz)(a)] = exp(sad z)[oq(a)].

Puisque y et z sont dans le centre de a, g,(J) est I'idéal de U(a) engendré
par y et z — 1; donc ¢ satisfait la deuxieme relation du lemme.



METHODE DES ORBITES POUR UNE ALGEBRE DE LIE RESOLUBLE 1319

5.2. On suppose que n est de codimension 1 dans g. Soit ¢ un élément
non nul de g pour lequel ad t est semi-simple.

LEMME. — Soit f une linéaire sur g dont le stabilisateur contient
t. Soit Q Pannulateur dans S(g) de lorbite coadjointe de f. On note Qg
Pintersection de Q et de S(n), P 'image de Q par application de Dixmier
pour g et Py intersection de P et de U(n). Alors il existe un élément q de
S(g) qui satisfait les conditions suivantes :

1) Q est Iidéal de S(g) engendré par Qg et t + q.
2) P est 'idéal engendré par Py et t + o4(q).

Pour tout ¢ dans S(n), tout élément u de S(g) s’écrit de maniere
unique

u=ug+ (t+qus + -+ (t+q)w,

ol ug, . ..,u; sont des éléments de S(n). De méme, tout élément u de U(g)
s’écrit de maniére unique

u=1ug+ [t +0g(q)Jur + - + [t + 04()] i,

ol ug, . . . ,uy sont des éléments de U(n) ; donc il suffit de montrer 'existence
d’un élément ¢ de S(n) pour lequel P x @Q contient (¢ + o4(g),t + ¢). On
prouve ’assertion en raisonnant par récurrence sur la dimension n de g.
On suppose ’assertion vraie pour n — 1. Si f est nul sur un idéal b de
g contenu dans n, alors I'assertion du lemme résulte de I’hypotheése de
récurrence appliquée a algebre de Lie g/b et & la forme linéaire sur g/b
que définit f par passage au quotient. Dans ce qui suit, on suppose que
f n’est nul sur aucun idéal non nul de g contenu dans n. Alors 3 est de
dimension 1 et la forme linéaire f n’y est pas identiquement nulle. Soit y
un vecteur propre de adt qui appartient au noyau de la restriction de f
au deuxiéme terme de la suite centrale ascendante de n. Un tel y existe
car t stabilise f. On peut alors trouver un quadruplet réduisant (z,y, 2, a)
dans n pour lequel x est vecteur propre de adt. Quitte & remplacer ¢ par
un élément colinéaire, on peut supposer [t,y] égal & —ey ol € est soit 0 soit
1. On désigne par 2 Porbite coadjointe de f et Qg la variété des zéros de y
dans €). Les applications

Qo xk—Q, (¢ s) — exp(sx).l
et Q- Qo xk, L (exp(—(6,y)2).4 (€,y)),

sont polynomiales et inverses I'une de 'autre; donc €2y est une sous-variété
irréductible de . Soit @’ lannulateur de Qy dans S(g). D’apres ce qui
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précede, 2 est la réunion des exp(sx).Qp o s est dans k ; donc @ est le plus
grand idéal g-invariant contenu dans Q’. Puisque ¢ stabilise f, §2 est I'orbite
de f sous ’action du groupe adjoint de n; or a contient le stabilisateur de
f dans n; donc Qg est l'orbite de f sous I'action du groupe adjoint de a.

Soit b le sous-espace de g engendré par a et t. Puisque, y est vecteur
propre pour adt, h est une sous-algebre de Lie de g. On désigne par Q,
I'intersection de @' et de S(h). Alors @; est 'annulateur dans S(h) de
l'orbite coadjointe de la restriction de f a §; donc d’apres ’hypothese de
récurrence il existe un élément g de S(a) qui satisfait les conditions (1), (2)
du lemme relativement & Q. En particulier, Q' contient ¢ + ¢. Soit § un
élément de S(a) qui satisfait la relation

exp(sadz)(g) — ¢ € S(a)y + S(a)(z - 1),

pour tout s dans k. L’existence de § est assurée par le lemme 5.1. Pour
tout s dans k, on a

exp(sadz)(t +exy) —t = exy + sex(z — 1);

or ' contient t + ¢, y et z — 1; donc Q' contient exp(sadz)(t + exy +7),
pour tout s dans k. Par suite, Q) contient t +ecxy +q. Soit P; 'image de @,
par I’application de Dixmier pour §. D’apres I'hypothese de récurrence, P;
contient t + 0y (g). On désigne par 7 'automorphisme de U(g) défini par la
relation

r(€) =€ - 5(t",€),

ou & est dans g et ou t* est la forme linéaire de noyau n dont la valeur
en t est 1. D’apres [2] Proposition 5.2.6, P est le plus grand idéal bilatere
de U(g) contenu dans I'idéal & gauche L, engendré par 7(P;). Cet idéal
a gauche est stable par §; donc P est l'intersection des idéaux a gauche
exp(sadz)(L) ou s est dans k. Puisque 7(P;) contient y et z — 1, d’apres
les relations

exp(sadz)[t + o4(ezy + 7))
€
=t- g + 04(q) + exp(sad x)[o4(q)] — og(q) + exy + 5(281’ - 1)(z-1),
L contient exp(sadz)[t + o4(exy + )] pour tout s dans k. Par suite, P

contient ¢t + og(exy +q). L’élément § + exy satisfait donc les conditions (1)
et (2) du lemme relativement a Q.

5.3. On suppose g égal & n. Dans ce cas, P(g) est égal & A(g). Si Q
est un idéal g-invariant de S(g), on note ®4(Q) I'idéal & gauche de A(g)
engendré par ) et Wy(g). Soit f une forme linéaire sur g. On suppose que



METHODE DES ORBITES POUR UNE ALGEBRE DE LIE RESOLUBLE 1321

f n’est nul sur aucun idéal non trivial de g. Dans ce cas 3 est de dimension
1. On peut alors trouver un quadruplet réduisant (z,y,z,a). Soit K le
corps des fractions rationnelles & une indéterminée X sur k. Soit 9B la sous-
k-algebre de A(K %)a) engendrée par X, a et lorthogonal de y dans a*.

Elle est quotient de la k-algebre tensorielle T(k[X] ® a ® {y}*) par I'idéal
engendré par les éléments

XRu-—v®X,110u—120v, X0V -0 @ X, v]@vs—vh®@0],
vV —v'®@uv— (v, v),

olt v,v1,v2 sont dans a et ol v/,v],v5 sont dans {y}+. Il existe donc un
unique morphisme ¢ de B dans A(a) qui satisfait les relations

e(a®@v) = a(y)v, e(a @v') = a(y)v',

pour tout a dans k[ X], pour tout v dans a et pour tout v’ dans a* orthogonal
a y. L’image de € est la sous-algebre Bg , de A(a) et le noyau de ¢ est I'idéal
engendré par X — y. On désigne par @ Pannulateur dans S(g) de lorbite
coadjointe de f, par Qo l'intersection de @ et de S(a), par @, l'idéal de
S(K % a) engendré par £~ 1(Qo). Puisque Qq est premier, Q, est premier

et égal & Ke~1(Qo). En outre, Q est I'image par ¢ de I'intersection de Qo
et de ‘B.

5.4. Comme en 5.3, on suppose g égal & n. Soit {ey,...,e,} une base
de g qui satisfait la condition suivante: pour tout i, [g, e;] est contenu dans le
sous-espace engendré par €41, ...,en,. On note {ef,...,er} la base duale.
Pour ¢ = 1,...,n, on désigne par B; la sous-algebre de A(g) engendrée
par g et ef,...,ef. Pour i = 0, on pose: B; = S(g). Si Q est un idéal
g-invariant de S(g), on définit par récurrence une suite croissante d’entiers
1 <j1 <+ < js £n. On lappelle la suite relative & QQ et a la base
{e1,...,en}. L'entier j; est le plus petit entier pour lequel e}, n’appartient
pas & la somme de ®4(Q) et de S(g). On suppose connus ji, . ..,J;. On note
Ji+1 le plus petit entier pour lequel e n’appartient pas & la somme de
B, et de 04(Q).

*
Ji+1

LEMME. — Soit f une forme linéaire sur g. Soit () I’annulateur dans
S(g) de lorbite coadjointe de f. Soient j1,...,js la suite relative & Q et a
la base {e1,...,en}. Pouri=1,...,s, on désigne par 2; la sous-algébre de

A(g) engendrée par g et € ,...,e

*
Ji*
i) Pouri=1,...,s et pour tout élément q du complémentaire de Q

dans S(g), la somme de ®4(Q) et de B, 1 ne contient pas ge},.
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ii) Soit j dans {1,...,n}. Soit i le plus grand entier pour lequel j;
n’est pas supérieur & j. Alors B; est contenu dans la somme de 2; et de

P4(Q)-

i) On suppose qu'il existe un point ¢ du complémentaire de S(g) pour
lequel la somme de ®4(Q) et de B, 1 contient qe;,. Il s’agit d’aboutir a une
contradiction. D’apres le théoréme de Lie, le sous-espace de S(g), engendré
par les g.q ol g est dans G, contient un élément ¢’ du complémentaire de Q
dans S(g), G-invariant modulo Q. Pour tout g dans G, g.€j, est la somme
de €}, et d’un élément de B;,_1; donc B, contient q e, Puisque q est
G-invariant modulo @, il est la somme d’un élément de @ et d’un scalaire
non nul; or B;,_1 contient S(g); donc la somme de ®,(Q) et de B, 1
contient e}, . Ceci est absurde par définition.

ii) Pour tout 4, on désigne par Qlf la somme de 2; et de ®4(Q). On
montre en raisonnant par récurrence sur j que ‘B; est contenu Qlf# siiest le
plus grand entier pour lequel j; n’est pas supérieur & j. Si j; est supérieur a
1, ®4(Q) contient ef. Dans ce cas, B est contenu dans la somme de ®4(Q)
et de S(g). Si j; est égal & 1, B est égal & ;. On suppose I’assertion vraie
pour j — 1 et fausse pour j. Il sagit d’aboutir & une contradiction. Tout
élément a de B; a une décomposition unique

a=ap+aej+--+ al(e;—)l,

ol ag, . . . ,a; sont dans B;_;. On note v;(a) le plus grand entier pour lequel
a; est non nul. Soit a un point de B; qui n’est pas dans 21? et pour lequel
vj(a) est minimal. Alors a est la somme de deux éléments a’e} et a”, ol o
et a” sont des éléments de B; pour lesquels v;(a’) et vj(a”) sont inférieurs
a vj(a). D’apres le choix de a, a’ et a” appartiennent & Qlf& ; donc a’ est la
somme d’un élément a} de 2A; et d’un élément af de I'intersection de B
et de ®4(Q). De méme, a” appartient & I'intersection de B; et de ®4(Q).
En particulier, [af,e}] et [a”,e]] sont des éléments de B; pour lesquels
v;(a) est supérieur a v;([a7, €}]) et & v;([a”, e}]) ; donc A% contient [a?, exl,
[a”,€}], aje; et a”e}. D’aprés 'hypothese de récurrence, e} appartient a
2[2‘*6 ; donc a} e} et a appartiennent & A% . Ceci étant absurde, 9B, est contenu
dans 2[2‘7é

5.5. Comme en 5.3, on suppose g nilpotente. On utilise une base
{e1,.-..,en} de g comme en 5.4. L’espace A(g) est canoniquement isomorphe
a S(g*) ®% S(g). La filtration naturelle sur S(g*) induit une filtration sur
A(g). Pour tout a dans A(g), on note u(a) la filtration de a pour cette
filtration.
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LEMME. — Soit f une forme linéaire sur g. Soit Q) I'annulateur dans
S(g) de lorbite coadjointe de f. Soit j1,...,js la suite relative & Q et 3 la
base {e1,...,en} au sens de 5.4. On désigne par U la sous-algebre de A(g)

engendrée par g et €} ,€

*
VIR P

i) La codimension de 'orbite coadjointe de f dans g* est égale a s.

ii) Il existe des éléments p1,...,ps de Q pour lesquels le déterminant

de la matrice
plae;l] [plve;s]

[psae;l] [psae;s]
n’appartient pas a Q.
iii) Soit L un idéal & gauche de 2l qui contient strictement 2AQ. Alors

lintersection de L et de S(g) contient strictement Q.

iv) L’intersection de U et de ®4(Q) est égale & AQ.

L’idéal k£ ® Q est 'annulateur dans S(k ® g) de I'orbite coadjointe de
k k
f. L’idéal & gauche ®4(Q) est l'intersection de A(g) et de @E@)kg(E@Q).
k
En outre la suite relative a E% Q et & la base {ey,...,e,} coincide avec la

suite relative & Q et & la base {ej,...,e,}; donc on peut supposer k égal a
k pour montrer les assertions (i) et (ii).

i) Soit @f le complété formel de 'anneau local en f des fonctions
réguléres sur n*. On désigne par Dy I’anneau des opérateurs différentiels &
coefficients séries formelles

O ® Alg).
'3 (9)

D’apres [1] (Lemme 4.1), il existe un systeme de coordonnées {z1,...,z,}
sur O¢ qui satisfait les conditions suivantes

1) Tidéal de @f engendré par zg441,...,Zn, coincide avec I'idéal
engendré par @,

2) la forme volume sur G.f
dzi A~ -dzg,
est G-invariante.

Soient 84, ...,0, les dérivations de o ¢ définies par les relations

1 sii=j
8ifgﬂ"{o si i # j.
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Soit 7 I'idéal & gauche de Dy engendré par les opérateurs

81, e ,(9(1 y Ld41y+++yLp-
Alors d’aprés [1] (Lemme 4.1), 'idéal 7 est égal & l'idéal & gauche de
Dy engendré par ®4(Q). Pour ¢ = 1,...,n, on désigne encore par e} la
dérivation de O + qui prolonge la dérivation de S(g) définie par e. D’apres
Passertion (ii) du lemme 5.4, Dy est la somme de Z et de O ;2. Soient 7 le
morphisme canonique de Dy sur Dy /T et @} le sous-anneau des éléments

de Oy qui sont annulés par les dérivations G441, ...,0,. Alors la restriction
dema O’f[e;fl, ..., €] est surjective. Pour i = 1,...,n, on a
n
*
ef =) ;0
=1
oll @ 1,...,0n sont dans Oy. Pour tout (i,j), on désigne par o] ; et
’ ’ 214 A/ . . .

Qi d1r- - Qg les éléments de OF qui satisfont la relation

n

! / A
Q= — E a; 1T € E Oz
I=d+1 d+1<Ll'<n

On note §; Popérateur différentiel d’ordre 1 sur O

n n
/ !
Z a;,;0j — Z Qg
j=d+1 j=d+1
Pour tout ¢, Z contient e} — é;; or la restriction de m au sous-anneau de
Dy, engendré par (9} et 6;,,...,05, est injective; donc la restriction de
*

T a @}[ejl,...,e;fs] est un isomorphisme de (’A)}[e;l,...,e;‘»s] sur Dy/Z. Le

gradué associé a la fitration sur O%[ej,,..., €] | induite par la filtration
usuelle sur Dy est anneau des polynémes & s indéterminées sur (’)}. De
I’isomorphisme ci-dessus, on tire un isomorphisme des gradués associés aux

filtrations canoniques

GrOflej,,...,€;,] = GrDs/T;
or la dimension de Krull de ’anneau local Gr Dy /T est égale a n; donc n
est égal & s+ d.

ii) On rappelle que selon les notations de 5.4, Ql# désigne la somme
de S(g) et de ®4(Q). Soit Q l'idéal de Oy, engendré par Q. On démontre
en raisonnant par récurrence sur ¢ que Q ne contient pas le déterminant de

la matrice
s, Tar] .- €], Taydl

€] xas1] - [€],, Tasil
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Si [€},, Ta+1] appartient & Q alors o ,,, est nul; donc §;, et e}, appartien-
nent a la somme de Z et de @f. Puisque @f est un S(g)-module plat, cela
revient a dire que Qlo# contient le produit d’un élément de S(g), non nul en
[ et de €} . Ceci est absurde d’aprés l'assertion (i) du lemme 5.4; donc Q
ne contient pas [e;‘-1 ,Zq+1]. On suppose I'assertion vraie pour i — 1 et fausse
pour i. Il s’agit d’aboutir & une contradiction. Il existe des éléments non
tous nuls, ¢, ...,q;, de @} qui satisfont les relations

’ ! ! 7
NG a1+t GG g = = QG g T+ 40, g = 0.

D’apres 'hypotheése de récurrence, ¢; n’est pas nul. La somme de 7 et de
Oy contient I’élément

qej, + -+ giej,
Soit M l'image réciproque de lei’E par le morphisme de S(g)’ dans A(g)
(T1,. . 41a) = T1€], + - 1€,

Puisque @f est un S(g)-module plat, le sous—@f—module de O, engendré
par M, est le noyau du morphisme

(r1,--5ms) = m(rief, + -+ 1ef,).
D’apres ce qui précede, ce noyau contient un élément (g1, . . . ,q;) pour lequel
g; n'est pas dans @ ; donc M est non nul et contient un élément (rq,...,r;)

pour lequel r; n’est pas dans . Considérant un point de G.f en lequel r;
est non nul au lieu de f, on voit que e, appartient & la somme de Z et de la
sous-algebre de Dy engendrée par 9] 7 et les éléments ¢} , ..., e} . D’apres
la platitude de © ¢ sur S(g), cela revient & dire que Qlf’&_l contient le produit
d’un élément de S(g), non nul en f et de e;,. Ceci est aburde d’apres le
lemme 5.4.

Soit {p1,...,pe} une famille génératrice de l'idéal Q. D’aprés la

condition (1) ci-dessus, Q contient Zg41,...,Z,. On a donc des relations
[
T =Y YisPi,
=1
ot ¥;1,...,%;. sont dans o ¢. Puisque Q ne contient pas le déterminant

de la matrice
;s Tar1] - [€],,2n]

le],sTar1] ... [€],,Tn)
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il existe une suite ky,...,ks de {1,...,e} pour laquelle Q ne contient pas
le déterminant de la matrice

Iy T P [ Y 2N

€5, Pr,] oo [€],,Pr,]

iii) Soit a un élément de L qui n’est pas dans AQ et pour lequel u(a)
est minimal. On suppose p(a) positif. Il s’agit d’aboutir & une contradiction.
Soit Fjs ,(a) I'ensemble des applications | — i4; de {1,...,u(a)} dans
{1,...,s}. Pour toute famille @ = {a; ;i € E; ()} dans S(g), on note

a la différence
* *
a- Z T ejiu(a) @i

ieEs,y(a)

11 existe une unique famille g pour laquelle p(a) est inférieur & p(a). Dans
ce qui suit, on utilise cette famille et on note @’ la différence de (a — a).
D’apres la minimalité de u(a), o’ n’appartient pas & AQ. Soient p1, ... ,ps
des éléments de @ qui satisfont la condition de ’assertion (ii). D’apres le
choix de g, pour tout j dans Ej ,,(4), on a

[Pjays [ Psrra] -] = Z Z [pjaa)’e;il] e [pjvlu(a)]’e;iu(a)]ai’

1€F5,u(a) 0€6u(a)

ot &, (,) désigne le groupe des permutations & u(a) éléments. Soit b; ;
le terme de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne de la matrice des
cofacteurs de A. Puisque L contient a,p,...,ps, pour tout (I,j) dans
E? Iintersection de L et de S(g) contient

s,u(a)’
* *
E : E : bj17l1 [pja(l) ) ejil] T bju(a)vlu(a) [pja[u(a)] €5, ]ai

. n(a)
1€Es u(a) 0€G,(a)

Conformément & I’'usage, on note §; ; le symbole de Kronecker. En sommant
sur j, il vient

(det A)”(a) Z Z 6l1’ia—1(1) T 6lu(a)via—1[u(a)]a'i €eLn 8(9)7
1€E; ua) 7€64(0)

pour tout ! dans E; ,(,). Les termes non nuls de la somme sont ceux pour
lesquels i 0 0! est égal & I. En outre, le nombre de ces termes est égal au
nombre de permutations qui stabilisent chacune des fibres de ’application
l. Par suite, pour tout [ dans E; ,(,), I'intersection de L et de S(g) contient
(det A)*®)gq;; or Q est un idéal premier qui ne contient pas det A et o’
n’appartient pas & 2Q ; donc pour au moins un [, (det A)"(“)al n’appartient
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pas & Q. La contradiction est ainsi trouvée car 'intersection de L et de S(g)
était supposée égale a Q.

iv) Puisque @ est un idéal g-invariant maximal de S(g), @ est
l'intersection de S(g) et de ®4(Q); or intersection de A et de P4(Q)
est un idéal & gauche qui contient @ ; donc d’apres l'assertion (iii), cette
intersection est égale & 21Q).

5.6. Puisque n est le plus grand idéal nilpotent de g, les poids de la
représentation adjointe de g séparent les points de t. Il existe donc une base
{t1,...,t5} de n* contenue dans E,. On désigne par {t1,...,ts} la base de
t duale de la base {t},...,t5}.

PROPOSITION. — Soit f une forme linéaire sur g dont le stabilisa-
teur contient t. Soit ) Pannulateur dans S(g) de 'orbite coadjointe de f.
Alors I'idéal & gauche de P(g), engendré par Q et Wy(n), est maximal.

On note ®,(Q) I'idéal & gauche de P(g) engendré par Q et Wy(n). Soit
L un idéal & gauche de A/P(g) qui contient strictement ®,(Q). 11 s’agit
de montrer que L est égal & P(g). Soit Lo I'intersection de L et de Cyn.
D’apres le lemme 5.2, il existe des éléments qq, . ..,qq¢ de S(n) pour lesquels
Q contient t; +q1, . . .,tq+ qa; donc Lo n’est pas contenu dans ®4(Q). Soit
A la sous-algebre de P(g) engendrée par n et 'orthogonal de t dans g. Alors
A est contenu dans Cg, et la restriction de ¢y, & A est un isomorphisme
de A sur A(n). Soit Qo l'intersection de @ et de S(n). Puisque t stabilise f,
Qo est 'annulateur dans S(n) de lorbite coadjointe de la restriction de f &
n; donc d’apres lassertion (iii) du lemme 5.5 et d’apres Passertion (ii) du
lemme 5.4, il existe une sous-algebre 2 de A qui satisfait les deux conditions
suivantes : I'intersection de A(n) avec cg . () est égale & ¢y (A)Qo et A(n)
est la somme cg,(A) et de ®,(Qo). Par suite, Ly contient un élément de
S(Eg)2 qui n’est pas dans ®,4(Q). La démonstration de l'assertion (iii)
du lemme 5.5 prouve alors que Ly contient un élément de S(E,)S(n) qui
n’est pas dans g(Eg)QO. Soit [ le plus petit entier pour lequel il existe des
éléments 1, ..., de Q(Eg) et des éléments aq,...,a; du complémentaire
de Qo dans S(n) pour lesquels Ly contient la somme

a1 + -+ Yiar.
On suppose [ supérieur & 1. Il s’agit d’aboutir & une contradiction. Soient

ny,...,N;y4+1 une suite décroissante d’idéaux de n qui satisfont les conditions
suivantes :

n =1, Ny =0, dim(n;) —dim(n;41) =1,
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pour ¢ =1,...,m. On choisit un point e; du complémentaire de n;; dans
n;. Si e; n’est pas dans 3 et si p est un point de S(n;) qui n’est pas dans
S(n;41), on peut trouver un indice j pour lequel [Wy(e;), p] est un élément
de S(n;) dont le degré en e; est inférieur a celui de p. Si e; est dans 3, alors
S(n;) est contenu dans la somme de Qg et de S(n;). Si p est dans S(n) et
si Qo contient [Wy(e;),p] pour tout ¢, alors p appartient & Qo + k; donc
pour p dans S(n), on peut trouver un entier e, au plus égal au produit de
m et du degré total de p, des entiers ji,...,j. de {1,...,m} pour lesquels
Qo + k contient

Wales), [ - Walejn),p] -+ ]]-

Pour tout i et pour tout j, Wy(e;) et t; commutent; donc L contient la
somme

l
> ilWeles)s [+ [Wales), ail .
=1

Pour un bon choix des entiers ji,...,J, il existe un scalaire non nul o,
pour lequel @ contient

Welejo), [+ [Welejy) an] - ]] = an;
donc L contient un élément b ayant une décomposition
b=¢+ d1b1 +---+ Qrey,

ot I est inférieur a I, oll ¢, ¢1, ... ,¢y sont des éléments non nuls de Q(Eg)
et oll by, ..., by sont des éléments du complémentaire de Qo + k dans S(n).
Pour au moins un i, les éléments [Wy(e;), b1, ..., [Wy(e;), bir] ne sont pas
tous dans Qg et Lo contient

P1{Wy(ei), ba] + -+ + du [Wyles), er].

Ceci est absurde d’apres la minimalité de [ ; donc [ est égal a 1 et L contient
un élément non nul 9 de S(Eg). Alors Ly contient [t1+q1, ¢, -, [ta+qa, ¥
qui sont respectivement égaux & [t1,%],. .., [ta, ] ; donc lintersection de L
et de S(E,) contient un élément dont le terme constant est non nul. Tout
élément de S(E,) de terme constant non nul est inversible. Par suite, L est
égal & P(g).

Remarque. — Soit A,(g) la sous-algébre de A(g) engendrée par
S(nt) et A(g). La démonstration ci-dessus prouve que 'idéal & gauche de
A,(g) engendré par Q et Wy(n) est un idéal & gauche maximal. En outre,
®,(Q) coincide avec 'idéal & gauche de P(g) engendré par Q et W,(g). De

méme, cette démonstration prouve que I'idéal & gauche de A(g) engendré
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par Q et Wy(g) est maximal. Ce dernier point résulte aussi de [1] (Corollaire
5.3).

5.7. On suppose ’algebre de Lie g algébrique et 3 de dimension 1. On
utilise un quadruplet (x,y, z, a) réduisant dans n.

COROLLAIRE. — Soit f une forme linéaire sur g non identiquement
nulle sur 3 et dont le stabilisateur contient t. Soit Q annulateur dans S(g)
de Iorbite coadjointe de f. Soit b la sous-algébre de g engendrée par a et
t. On note Q' Pannulateur dans S(b) de I'orbite coadjointe de la restriction
de f abh. Alors ®4(Q) est égal a la somme de f’(g)Wg(g) et du plus grand
idéal a gauche g-invariant contenu dans I’idéal a gauche de ls(g) engendré
par Q' et Wy(a).

Soit L Iidéal & gauche engendré par Q' et Wy(a). On note L’ le plus
grand idéal & gauche g-invariant de ls(g) contenu dans L. On suppose que
®,(Q) est distinct de la somme de L' et de P(g)W,(g). Il s’agit d’aboutir &
une contradiction. D’apres la proposition 5.6, ®4(Q) est un idéal & gauche
maximal; donc cela revient & dire que L’ n’est pas contenu dans ®4(Q). On
utilise les notations de 5.6 et on pose

Ly = LNS(E)A, L = L'NS(E)A, Ly = 8,(Q) N Ly.

Puisque lintersection de L et de Cy , est contenue dans S(Eg)2 + Cy nQo +
CynWy(a), L) n’est pas contenu dans L. Alors d’apres 5.6, L} contient
un élément a de S(EE)S(Q) qui n’est pas dans ®,4(Q). Puisque L’ est n-
invariant, on en déduit, comme en 5.6 que L’ contient un élément non
nul de S(E,). Par suite, Q étant contenu dans L, L' contient un élément
inversible de Q(Eg). Ceci est absurde car L’ est un idéal a gauche strict de

P(g).

6. Un cas particulier.

Dans cette section on suppose g algébrique, 3 de dimension 1 et égal
au centre de g. On choisit une sous-algebre commutative t de g qui satisfait
la condition de 5.6. Il existe alors un quadruplet réduisant (x,y, z,a) dans
n pour lequel z et y sont vecteurs propres de la représentation adjointe de
t dans n. On utilise dans n une base {ey,... e} qui satisfait la condition
de 5.4 et les égalités

1=, em_1 =Y, €m =2
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Il existe une base {t1,...,tq} de t qui satisfait les conditions de 5.6 et les

relations
0 si2<i 0 si2<1
[ti,l‘] = . ) [ti7y] = . )
er sil=i1 —ey sil=1

ou ¢ est soit 0 soit 1. On note {t},...,t5, e},... ek} la base duale de la
base {t1,...,tq,€1,...,em} de g. On désigne aussi par z* et y* les formes
linéaires e} et ef,_;. On utilise les algébres P(g) et S(E,) définies en 4 et
en 3. D’aprés les relations ci-dessus, F4 contient t].

6.1. On désigne par ¢g et ¥y les séries formelles a une indéterminée
T définie par les relations

1 T 1 1
- =) -l
%o T(exp(T)—l ) Vo= 7% t3
En particulier, on a le développement
Yo=by—Tbg+ -+ (=1)"T"bpyo+---,

avec les notations de 2.2. Il existe un unique morphisme continu de Q[[T]
dans S(Eg) dont I'image de T est et}. On désigne par ¢ et ¢ les images
de ¢g et de ¥y par ce morphisme. On note S* la sous-algebre de ls(g)
engendrée par S(E,) et S(g*).

LEMME. — Il existe des éléments ¢, . . . ,pm_1 de S* qui commutent
ay et az et qui satisfont I'égalité
1 .
Ly(ty) =t + 5Wy(ta) — PoWy(z) + p2aWy(e2) + -+ + ¢noWy(em—2)
+Om-1We(y).

En outre, on a

m—1
Ly(y) =y — doW5(y), Lg(ew) = ex + (1 + ¢)Wy(z) + Z ViWy(ei),
i=2
ol Vg, ... ,Yym—1 sont des éléments de S* qui commutent a y et a z.

Dans ce qui suit, pour harmonisation, on pose

fi=ty,.. fa=1ta, far1=€1,. ., frnid = €m.
On note {f},..., fr,q} la base duale. Pour tout couple (i,j) d’entiers
naturels non supérieurs & m + d, on pose

m~+d

[fis £5] = E aj i fi.
1=1
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Pour tout x dans S(g*) et pour tout £ dans g, (x, &) désigne la valeur en &

de la fonction polynomiale sur g définie par x. Pour tout entier r, on note
(r) (r)

X1 5+ Xingq les éléments de S(g*) qui sont définis par la relation
m+td
(ad&)(t) = Y- (7 )i,
i=1

pour tout £ dans g. On trouve alors les relations de récurrence
+1
i = Xhﬁf

r) ()

Pour r =0, X( est égal & 1 et x;

nul pour tout (1, ), Xg ™ est nul si r est positif. D’apres le choix de la base,

on a

est nul si ¢ est positif. Puisque a; ; est

e si (4,7) =(1,1+4d)
;=1 —€ si (4,5) = (1+d,1) ;
0 si (4,4) ¢{(1,1+d),(1+d,1)}
donc x(fﬁd est égal & (—1)"z*(et7)"~! si r est positif. De méme, on a les
relations

0si (j,1) €{(L,m+d-1),(1+d,m+d)}
a£n+d—l,j = est (,0)=10,m+d~-1) et afm_‘_d’j =0,
—esi (j,0) = (1+d,m+d)

pour tout (4,!). On montre alors par récurrence sur r que X( ") commute &
y et & z pour tout ! et pour tout r. D’aprés [3] (Lemme 7.1), on a

La(t) =t + 3Wa(t1) + 3 6iWy(e)
i=1

ou les coefficients ¢1, . .., sont donnés par les égalités
1) 1 1
Z brxgz.d = —113*’(,06, P2 = Z brxgr_}.d )7 ey Om = Z brX£;+d)
r>0 >0 >0
D’apres 4.1 et d’apres ce qui précede, ¢1,...,0,, sont des éléments de S*

qui commutent & y et & z. En outre, Wy(en,) est nul car e,, appartient au
centre de g. De ’égalité de ex et de [t1,z], on tire

Ly(ez) = [Lg(tr), We(2)] = ez + (1 + ¢o) Wy() + Z Wy ()]
=2

;-.

m— i—1

=ex+ (14 ¢5)Wy(z) + ([¢z, ¢laz,1>Wg(ei)'

=2 1=
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D’apres ce qui précede, les coefficients de Wy(ez), ... ,Wy(em—1) commutent
ayetazcar [Wy(x),y] et [Wy(x), 2] sont respectivement égaux a z et a 0.
On montre par récurrence sur 7 1’égalité

(ad€)"(y) = ((—et])", E)y + ™ (—et) " '2.
Par suite, il vient
Ly(y) =y + Y bp(—ct})" ' Wy(y),
r>1

d’ou la deuxieme égalité du lemme.

6.2. Soit ¢ une forme linéaire sur g égale & 1 en 2z et dont le
stabilisateur contient t. La sous-algebre g, de g, définie en 3, est égale
a g. Soit @ 'annulateur dans S(g) de l'orbite coadjointe de ¢. On utilise
Pélément py de S(E,) défini en 3, et I'idéal & gauche ®,(Q) de P(g) engendré
par Q et Wy(g).

LEMME. — Soit P I'image de ) par 'application de Dixmier pour
g. Il existe des éléments q1, . .. ,qq de S(g) qui satisfont les deux conditions
suivantes, pourt =1,...,d :

1) P x Q contient (t; + 04(¢:),t: + i),
2) ®4(Q) contient Lg[t; + Ug(qi)]pzl.

D’apres le lemme 6.1 et d’aprés la remarque 5.6, la condition (2) du
lemme est équivalente & la suivante : ®4(Q) contient [t; + Ly o o4(q;)lp; *-
D’apres 5.2, on peut choisir le quadruplet (z,y, 2, a) de maniére que £ soit
nul en y. On raisonne par récurrence sur la dimension n de g. On suppose
le lemme vrai pour n — 1. Soit h la sous-algebre de g engendrée par t et
a. On désigne par £ la restriction de £ & §. Soit @’ Pannulateur dans S(h)
de Porbite coadjointe de ¢'. Alors Q' contient y et I'intersection Q¢ de Q
avec S(h). Puisque t stabilise £ et ¢, les dimensions des orbites coadjointes
de ¢ et de ¢ sont égales aux dimensions des orbites de £ et de ¢ sous
Paction des groupes adjoints de n et de a; or I'intersection de @ avec S(n)
est I’idéal engendré par I'intersection de @ avec S(a) ; donc la différence des
dimensions des orbites coadjointes de £ et de £’ est égale & 2. Par suite, la
différence des dimensions de h(¢') et de g(£) est égale & 1. Puisque y est
un point de h(¢') qui n’est pas dans g(£), h(¢') est la somme de g(¢) et de
ky. Tout poids de bh se prolonge de maniere unique en un poids de g. Il
en résulte une bijection de Ey, sur E, d’olt un isomorphisme de S(Ey) sur
S(Eg). On identifie ces deux algébres au moyen de cet isomorphisme. On a
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alors
. v ol
sh (%L) sh (———;tl )’ —et} exp(et?) — 1
De = pe [ % —;t; = D¢ €Xp ( 2 ) Et:{ .

Soit P’ I'image de Q' par I’application de Dixmier pour §. Soit b le
plus grand idéal de a contenu dans le noyau de ¢’. Puisque t stabilise £, b est
un idéal de h. On désigne par ¢ le quotient de § par b. Soit ¢ I'intersection du
centre de € et de I'image de t par le morphisme canonique de b sur €. Alors ¢
est le produit direct de ¢ et d’une algebre de Lie algébrique ¥ dont le centre
est de dimension 1 et égal au centre de son plus grand idéal nilpotent. On
désigne par ¢’ la forme linéaire sur ¢ que définit ¢’ par passage au quotient.
Pour tout & dans ¢, by ,(Q") contient & — (¢,§) ; donc d’apres I’hypothese
de récurrence, appliquée & 'algebre de Lie ¢ et & la restriction de £” & ¥, il

existe des éléments ¢, ..., q}; de S(¢) qui satisfont les conditions du lemme
relativement & ¢'. Soient ¢y, . .. ,qq4 des éléments de S(h) dont les images par
by.p sont respectivement gi, ..., g);. Pour tout  dans b, Wy (&) est la somme

d'un élément de P(h)b et d’un élément dont 'image par by o est We[by 5(€)]-
De méme, Ly(§) est la somme d’un élément de P(h)b et d’un élément dont
l’image par by p est Leby p(£)]; or I'idéal & gauche ®(Q’) est engendré par
by, ¢ (Pe[by,5(Q")]) ; donc d’apres I’hypothese de récurrence, ®,(Q’) contient
les éléments

[t + Ly o oy(q1)lpp s - - - [ta + Ly o oy (qa) Py

Puisque Wy(y) est égal & —etjy + z*z et que Q' contient y et z — 1, I'idéal
a gauche de Cyy engendré par Q' et Wy(a) contient x*; donc il est égal a
c;; [®4(Q")]- Pour tout £ dans b, Lg(§) est la somme d’un élément du noyau
de ¢gp et d’un élément de Cyp dont 'image par cgp est Ly(€). Par suite,
pour i = 1,...,d, [t; + Ly 0 04(qi)lpy" appartient  I'idéal & gauche L de
P(g) engendré par Q et Wy(a). Soient @, .. .,qq des éléments de S(a) qui
satisfont la condition du lemme 5.1 respectivement relativement a q, . . . ,qq4-
Alors d’apres le lemme 5.2, P x Q contient les éléments

(ti+og(qr+exy), ti+qtexy), (ta+0y(R),t2+R); - - -, (tat+0y(Ta), tatda)-
On pose

ay = (t1 + Lg 0 04(q1) + ezy)py '

az = [t2+ Lgo og(@)Ip, " - - - aa = [ta + Lg 0 04(qa) Py

Pour i = 1,...,d et pour tout s dans k, exp(sadz)(q;) — ¢; appartient &
'idéal engendré par y et z — 1; or d’apres le lemme 6.1, L contient Ly(y)
et Lg(z — 1); donc x, y, z commutant & p,,', L contient exp(sadz)(a;)
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pour tout s dans k. Par suite, a; appartient au plus grand idéal g-invariant
contenu dans L. D’apres le corollaire 5.7, a; appartient & ®4(Q). Puisque
tz-pe‘,l est la somme de pe_,lti et d’'un élément de S(Eg), a; est la somme de
p;lti et d’'un élément b; qui commute a t}. On a alors les égalités

[t1 + Ly o og(qr + 533?!)]1)5_1

et] > et}

(pe, t1 + b1) exp ( pe_l(Lg o og(exy) — exy)

2 / exp(ety) — 1
et] et] -1 -1 et] ety
-0 () -0 (o () ]
- p( 2 )exp(st’{)—l(p‘Z 1o+ L exP exp(ety)—1
et} et]
+ exp ( 5 ) m_—l [Lg 0 o4(exy) — Exy])
En outre, on a pour i =2,...,d

ety ) ety
2 / exp(ett) —1

[t + Ly 0 0@z " = (bt + bs) exp (
Et* *

i,
2 / exp(ety) — 1
Des deux dernieres égalités du lemme 6.1, on tire

=exp(

1 1 1 1 .
Ly (gmy +5y2) — 2y = 5 Le(2)y + 5 Ly(y)a — zy modulo P(g)Wy(n)

= (% + ¢S6>z modulo P(Q)Wg(l‘l) ;

or on a

[t . <5t* ) et} ] te (st* ) et} ( L )

, €X T X T w1 =3
LR exp(et}) — 1 P exp(et}) — 1 0

donc ®4(P) contient [t; + Ly o 04(qr + exy)lp, ' Par suite, (g1 + exy),
2, - - -, qq satisfont les deux conditions du lemme.

7. Sur les idéaux premiers de 1’algebre enveloppante.

Soit @ un idéal premier g-invariant de S(g). On désigne par P son
image par l'application de Dixmier pour g. On choisit un élément p de
S(Eg) qui satisfait la condition de la proposition 3 relativement a Q.

7.1. On désigne par T' le groupe de Galois de k sur k. Alors I' agit
naturellement dans k®g et dans k® g)*. On utilise la variété V(Q) des

zéros de @ dans (k®g) . Cette sous—varlete de (k®g)* est stable par
k k

laction de I'.
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LEMME. — Il existe un idéal gg de g qui est défini par la condition
suivante : pour tout point f d’un ouvert de Zariski de V(Q), partout dense
dans V(Q), k®gq est I'image réciproque par la représentation adjointe

k

de la somme de E%ﬁ(f) et de k®u. En outre, cet idéal satisfait les deux
k

conditions suivantes :
1) Q est engendré par son intersection avec S(gq),

2) il existe une extension K de k et une forme linéaire f sur K ® gg
k
pour laquelle I'intersection de Q et de S(gq) est 'annulateur dans S(gq)
de l'orbite G.f.
Si f est une forme linéaire sur K ®y g qui satisfait la condition (2), alors
K ® gqg est Iimage réciproque par la représentation adjointe de la somme
k

de K ®g(f) et de K ®u. En outre, I'idéal primitif de U(K ® g¢) associé &

k k k
f par P’application de Dixmier, est un idéal maximal de U(K ® gg).

k

Soit @ un idéal de la décomposition primaire de kQ dans S(k® g).
k
Soit V(Q1) la variété des zéros de @, dans (k®g)*. Alors V(Q) est la
k

réunion des v.V(Q;) ot1 7y est dans I". D’apres [8] (Théoréme 9.3.1), I'idéal
k®9(f) + k®u de k® g ne dépend pas du point f d’un ouvert de Zariski
k k k

non vide 2 de V(Q;). Soit A lensemble des poids de la représentation
standard de k® g dans g qui sont nuls sur k£ ® g(f) pour tout f dans €.
k k
Puisque g est comlétement résoluble, les poids de k ® g sont ceux de g; donc
k

pour tout A dans A, A oad est un poids de la représentation adjointe de g.

On désigne par gg 'intersection des noyaux des poids A oad ou A est dans

A. Pour tout f dans (2, la somme de k® g(f) et de k@ u est 'intersection
k k

des noyaux des formes linéaires A ot A est dans A ; donc gg coincide avec

I’ensemble des points x de g pour lesquels ad z appartient a la somme de

k®a(f) et de k®u, pour tout f dans 2. La réunion €’ des 7.Q ou 7 est
k k

dans I, est un ouvert de Zariski partout dense de V(Q) et pour tout f dans
Q' gg est ’ensemble des points = de g pour lesquels la somme de k ® g(f)
k

et de k ® u contient ad z. Puisque D'intersection de deux ouverts de Zariski

k
partout denses de V(Q) est non vide, gg est 'unique idéal de g qui satisfait
la condition du lemme.

La condition (1) résulte de [9] (III, Proposition 3.5 et II, Proposition
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3.7). D’apres [7] (§ 6), il existe une extension K de k et une forme
linéaire f sur K ® gg qui satisfait la condition (2). Soit K une extension
k

algébriquement close de K. Alors K est une extension de k. Puisque Q est

engendré par 1'annulateur dans S(gg) de l'orbite G.f, f est un K-point de

V; donc K ® gg est I'image réciproque par la représentation adjointe de la
k

somme de K (% 9(f)etde K % u. Soient Qi 'annulateur dans S(K % gg) de
I’orbite coadjointe de f_et Pk l’imag_e_ de Qk par l’app_lication de Dixmier
pour K (% gq- On note f l'extension K-linéaire de f a K % gq et P l'idéal
primitif de U(K % gg) associé a f par 'application de Dixmier. Cet idéal
coincide avec I'idéal engendré par Pk. D’apreés [9] (_III, Proposition 3.5),
les semi-invariants du K %QQ-module quotient U(K % 9¢q)/ Py sont des
invariants; donc Py est un idéal maximal de U (K % gq)- Si P est un idéal
strict de U(K%gQ) qui contient Py, K P contient Pr; or P et Py sont
les intersections de U(K % gq) avec KP et Pg; donc P est égal & Pk . Par

suite, Pk est un idéal maximal de U(K %) 9Q)-

7.2. On utilise les notations de 4.2.

LEMME. — Soit K une extension de k. On suppose que S(K ® g)
k
contient un idéal premier K ® g-invariant Qg pour lequel @Q est Dinter-
k

section de S(g) et de Q. Alors Ay(Q) est intersection de S(g) et de
/K'®kg(QK)‘

On utilise sur A(g) la filtration induite par la filtration naturelle sur
S(g*). Il existe un isomorphisme canonique du gradué associé a cette fil-
tration sur S(g*) ® S(g). Soit o la composition de cet isomorphisme et de

k

lapplication canonique de A(g) dans le gradué associé a cette filtration.
On désigne par Ig l'idéal de S(g*) ® S(g) engendré par @ et I'image de
k
o o Wy. On note Ig, l'idéal de S(K ®g*)® S(K ®g) engendré par Qg
k K k
et I'image de o o W;. On commence par montrer l'assertion dans le cas
ot K est égal & k. Par hypothese, I'idéal de S(K ® g) engendré par @ est
k
Iintersection des idéaux v.Qx ou < est dans I'. Cette intersection étant
Pintersection d’un nombre fini d’entre eux, Q@ est un idéal de la décom-

position primaire de K. Soient qi,...,qs des éléments du complémen-
taire de @) dans @ pour lesquels @ est le radical de I’idéal engendré par
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Q et qi,...,gs. On note Ig 4, 'idéal de S(g*) %)S(g)[qi_l] engendré par I
et I, 4 l'idéal de S(K(%g*) <}X{) S(K%g)[q[l] engendré par Q. L’algébre
S(g*) %(S (9)/Q)[g; '] s'identifie de maniére canonique & une sous-k-algebre
de la K-algebre S(K%g*)%(S(K%g)/QK)[qjl]. Pour un bon choix des

éléments q, . ..,qs, la condition suivante est satisfaite : pour i = 1,...,s,
il existe une sous-algebre A; de S(g*) ®(S(g)/Q)[g; '] qui a les propriétés
k

suivantes :

1) S(K%g*)(}%ﬁ(S(K%g)/QK)[qi‘l] est somme directe du sous-espace

engendré par A; et de I'image de I, 4 par l'application canonique de
S(K© ") @ S(K @g)lg7"] sur S(K ©g°) (S(K ©9)/Qx)la™),

2) S(g*) %)(S(g)/Q)[qi_l] est somme directe de A; et de I'image de

Ig,q, par 'application canonique de S(g*)%(S(g)/Q)[q{l] sur S(g*)%
(S(0)/Qlg; ']-

La condition (1) est démontrée en [1] (3.2). La condition (2) résulte de cette
démonstration. D’apres la condition (1), I, contenant Qg , I, 4 €st un
idéal premier. D’apres la condition (2), I contenant Q, Ig 4, est un idéal
premier. Soit I un idéal de la décomposition primaire de I'idéal KIg 4.
Alors Vintersection de I et de S(K (%) g) est un idéal premier qui contient

Q; or Qg est un idéal de la décomposition primaire de K@ ; donc I contient

un conjugué de Ig, 4 sous I'action de I'. Par suite, I 4, est I'intersection

de Ig, 4, et de S(g*) ® S(g)[g; !]. Pour i = 1,...,s, on note L; I'ensemble
k

des éléments a de A(g) pour lesquels A(g)Q + A(g)W;(g) contient gla des
que [ est assez grand. Pour tout ¢, L; est contenu dans l'intersection de A(g)
et de A, ,(Qx). On suppose qu'il existe un ¢ pour lequel I'intersection
de A(g) et de A, (QK) contient strictement L,. Il s’agit d’aboutir a une
contradiction. Soit a un élément de cette intersection qui n’est pas dans L;
et qui est de filtration minimale. Alors d’apres ce qui précede, pour [ assez
grand I contient ¢lo(a); donc il existe un élément b de I'idéal & gauche
engendré par Q et Wy(g) pour lequel (¢la — b) est de filtration inférieure &
celle de a. Puisque a n’est pas dans Ay(Q), (gla — b) n’est pas dans AL (Q).
Ceci est absurde d’apres la minimalité de la filtration de a. Par suite, L;
est égal a lintersection de A(g) et de Ajq (Qk). En particulier, L; ne
dépend pas de i. Soit ¢ un point du complémentaire de Q dans Q. Si ¢'a
appartient & A(g)Q + A(g)Wy(g) pour | assez grand, alors a appartient
a Mg, o(@K) d’apres [1] (4.5); donc L; contient a. Puisqu’une puissance
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assez grande de ¢ appartient & la somme de @ et de l'idéal engendré par
q1,---,gs, pour tout a dans L;, A(g)Q + A(g)W,(g) contient ¢'a deés que !
est assez grand. L’idéal & gauche L; est donc égal a A (Q).

On suppose que K est une extension transcendante de k. D’apres ce
qui précede, il suffit de traiter le cas olt K est une extension transcendante
pure de K, de degré de transcendance fini. Un raisonnement par récurrence
sur ce degré montre que la preuve de ’assertion se ramene au cas ou K est
le corps des fonctions rationnelles & une indéterminée X sur K. D’apres
ce qui précede, il s’agit de prouver que Ig est Uintersection de I, et de
S(g*) ® S(g). Soit Q I'idéal de k[X]® S(g) engendré par Q. On désigne par

k k
'x Vintersection de Qk et de k[X] % S(g). Alors Qk est égal & KQ',. Soit
q un élément du complémentaire de @ dans Q% de plus bas degré en X.

On note
g X™ + -+ qo,

son développement suivant les puissances de X. Alors ¢, n’appartient pas
a . En utilisant la division euclidienne, on voit que pour tout a dans Q’,
¢!, a appartient & I'idéal engendré par Q et g, dés que [ est assez grand. Soit
A la matrice

qm 0 0

A qm‘—l qtn ' 0
: .0

90 1 0 dm

On désigne par b; ; le cofacteur du coefficient de la i-ieme ligne et de la

j-ieme colonne de la matrice A. On suppose que l'intersection de I, et de

S(g*) ® S(g) contient strictement I. Il s’agit d’aboutir & une contradiction.
k

Soit I I'idéal de k[X] ®[S(g*) ® 5(g)] engendré par Q et coW,(g). Puisque
k k

Ig est premier, on peut alors trouver un élément a du complémentaire de
I dans S(g*) ® S(g), des éléments ao,...,aq de S(g), des éléments, non
k

tous nuls, po,...,p1+m de k qui satisfont la relation
(po+ - pramXF™a - (o + -+ XY)q € I

On peut supposer [ au moins égal & m. La relation ci-dessus est équivalente
au systeme
Qitm Pitm@ Ig
A : - : €| | pouri=0,....,l—m
Q; pia 1 Q
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oo + -+ +gja0 — pja € Ig pour j=0,...,m—1.

Pour j = 0,...,l, on note u; et v; le quotient et le reste de la division
euclidienne de [ — j par (m+1). Puisque le produit de A et de la transposée
de la matrice de ses cofacteurs est égal au produit de ¢+ par la matrice
identité, on en déduit les relations

m—+1
m+1a .

Im j Z bi,m+17vjpl—u]-(m+1)—i+la € IQ-
=1
Pour tout j, on pose
m+1

Bj = Z bim+1—v; Pl—uj(m+1)—it1-
i=1
Alors ¢ *la; — B;a appartient & I pour tout j. D’apreés ce qui précede
I est premier et son intersection avec S(g) est égale & @ ; or il ne contient

pas ¢m*la; donc B, . ..,03 statisfont les relations
Bi+m quH—lpi-i-m Q
A - : el | puri=0,...,l—m.
Bi i Q
En outre, on a pour j =0,...,m—1

qiBo+ - +qoB —antlp; € Q.

Ces relations se traduisent par 1’égalité

(pO + ... +pl+le+m)q:Z+1 — (,80 +--- +ﬁle)q €Q;

donc Qx contient g.,. Ceci est absurde car l'intersection de Qx et de S(g)
est égale a Q.

7.3. Soit V un k espace vectoriel de dimension finie. On note K une
extension de k. Soit W un sous-Q-espace vectoriel de dimension finie de V*.
On désigne par S la sous-algébre de S(V*) engendrée par V* et la cloture
de S(W) dans S(V*). On note A la sous-algebre de A(V) engendrée par
A(V) et S, Sk et Ak les sous-K-espace vectoriels de A(K (%V) engendrés

respectivement par S et A.

LEMME. — Soit Ly un idéal a4 gauche de Ay . On suppose que Ly
est engendré par son intersection L(Ig) avec A(Vk). Soit L I'intersection de

Lk et de A. Alors L est 'idéal & gauche engendré par I'intersection L)
de L(KO) et de A(V).
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Soit E un S(V*)-module de type fini. On pose :
E= S®S(V*) E, Ex =S(K® V") ®s(v+) FE et E; = Sk ®s(v+) E.

Puisque Lk est le sous-Sk-module engendré par ng), le lemme résultera
de l’assertion suivante : soit E\( un sous-Sk-module de E;, engendré par
son intersection Fi avec Ey ; alors Dintersection de F/‘; et de E est le
sous-S-module de E, engendré par l'intersection de Fi et de E.

On raisonne par récurrence sur la dimension n de W. Pour n égal a
0, A est égal & A(V). On la suppose vraie pour n — 1. Soit m un entier
positif pour lequel on a une suite exacte courte

0— Kerr — S(V))™ 5L E — 0.
On désigne aussi par 7 'extension K-linéaire de 7 & S(K ® V*)™. Soient
k

Ji limage réciproque de Fx par 7 et fK le sous—S’(K ® V*-module de
k
S(K ® V*)™, engendré par Jx. Vu I'hypothese sur Fi, Jx est intersection
k
de S(V)™ et de Jk. Il suffit donc de montrer que l'intersection J de Jx et
de S(V*)™ engendre l'intersection de S™ et de Jg. Soit {X1,...,X,} une
base de W. On note W’ le sous-Q-espace de V*, engendré par Xo,...,X,
et V'’ un supplémentaire de X; dans V* qui contient W’. On désigne par S’
la sous-algebre de S(V') engendrée par S(V') et la cléture de S(W') dans

~

S(V'). Pour tout entier [, on pose
G'=S(V)™ 4 -+ X!S(V)™, G'=(S)"+---+ XL(S)™

Soient Gl et Gl les sous-K-espaces de S7 engendrés par G! et G,
Soit JL D'intersection de Jx et de G%. On note ﬂK le sous-K S’-module
engendré par Jk. On choisit | assez grand pour que J& contienne une
famille génératrice, {a1,...,as}, du souS—S(K%V*—module Ji. Soit M le

sous-S(K ® V’)-module de S(K % V*)™, engendré par la famille
k

{Xiaj; 0<i<l, 1<j<s}
On a la somme directe de sous-K S’-modules
(*) Sp =Gl o XISy

On utilise la projection pry sur le deuxieme facteur. C’est un morphisme
de K S’-modules et on a la suite exacte courte de S(K ® V’)-modules
k

0—Jk - M 25 XHIS(KovH)™,
k
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or, S(W) est un S(W)-module plat; donc J est le noyau de la restriction de
pr, au sous-module de S} engendré par M. Par suite, JL. est Dintersection
de G et de Jk. En outre, Ji est lintersection de ﬁ:{ et de GY%. Soit
J' Dintersection de JY et de G'. Alors, d’aprés I’hypothese de récurrence
appliquée au S(V’)-module G' et au sous-K S’-module ﬁK, Pintersection de
ﬂK et de G' est le sous-S(W)-module engendré par J*. De la somme directe
de sous-S’-modules
g™ — al ® )({-‘»15'”17

et de (%), on tire I'inclusion

JxkNS™c J' 4+ xi+igm,
Pour [ assez grand, J' contient une famille génératrice de J; donc l'inter-
section de J, k et de S™ est le sous-S-module engendré par J.

7.4. On suppose gq distinct de g.

LEMME. — L’idéal & gauche Ay(Q) de A(g) contient I'orthogonal de
gg dans g.

Dans le cas ol k est le corps des nombres complexes, le lemme résulte
de [1] (Théoréme 4.3) car la somme de V(Q) et de g est égale a V(Q). Dans
le cas général, k est limite inductive de corps isomorphes & des sous-corps
de C; donc d’apres le lemme 7.2, A(Q) contient gg.

7.5. On démontre dans cette sous-section le théoreme 4.2. On rai-
sonne par récurrence sur la dimension de g. Si g est une algeébre de Lie
commutative, Wy(g) est I'espace nul, p est égal & 1 et P est égal & Q. On
suppose l’assertion vraie pour toute algebre de Lie complétement résoluble
de dimension inférieure & celle de g. On consideére les deux cas suivants :

1) g est distinct de g,
2) g est égal & gg.

1) Soit p un élément de s(Eg) qui satisfait la condition de la proposition 3
relativement & Q. Si A est une forme linéaire sur g nulle sur gg, on note
7x et 0, les automorphismes de U(g) et de A(g) qui sont définis par les
conditions suivantes:

a(v) = v+ (\v), O(v) =v+ (A\v), 0() =17
pour tout (v,v’) dans g x g*. On désignera encore par @, le prolongement
continu de 6y & P(g). Pour tout u dans U(g), on a la relation

Lg[ra(u)] = 0xLg(u)].
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D’apres le lemme 7.1, pour tout A dans géj, Q@ est stable par 6. Par
suite, Aj(Q) et Ay(Q) sont stables par 6y ; donc Ly '[Ag(Q)p] est stable
par 7x. En particulier cet idéal est engendré par son intersection avec
U(gg). Soit Qo intersection de @ et de gg. On désigne par Py l'image
de Qo par l'application de Dixmier pour g¢g. Alors Py est I'intersection
de P et de U(gg). L'image de U(gg) par Ly est contenue dans Cj g, .
D’aprés 3, cq 4, (p) satisfait la condition de la proposition 3 relativement &
Qo ; donc d’apres I’hypothese de récurrence, L, Ql [Agg (Qo)cg gq ()] est égal
a Py. D’apres le lemme 7.4, ¢’ ; Q [Ag(Qo)] est contenu dans l'intersection de
Ag(Q) et de Cy g, ; or cette intersection engendre I'idéal a gauche A4(Q);
donc Py est Iimage réciproque par Ly de intersection de Ag(Q)p et de
Cygq- Par suite, P est égal a L' [Ay(Q)p].

2) On suppose g égal & gg. On considere les quatre cas suivants:

1) g est algébrique et @ est Pannulateur d’une orbite de la représen-
tation coadjointe,

2) g est algébrique et @ est quelconque,
3) Q est annulateur d’une orbite de la représentation coadjointe,
4) @ est quelconque.

2-1) Soit, f un point de la variété des zéros de @Q dans g*. Puisque g
est égal a gg, l'orbite coadjointe de f est fermée et coincide avec la variété
des zéros de @ dans g*. En outre, d’aprés la remarque 5.6, 'idéal a gauche
Ag(Q) est égal & l'idéal & gauche ®4(Q) de P(g), engendré par Q et Wy(n).
On suppose que f est nul sur un idéal non nul, a, de n contenu dans 3. On
utilise la sous-algebre By, de P(g) et on désigne par b 'algebre de Lie g/a.
Soient @’ et P’ les images de Q) et de P par les morphismes canoniques

S(g) — S(h), U(g) — U(h).

Alors P’ est I'image de Q' par I'application de Dixmier pour h. L’image
de p par by, satisfait les conditions de la proposition 3 relativement &
Q' ; donc d’aprés ’hypothese de récurrence, P’ est I'image réciproque de
Ay(Q')bg,a(p) par Ly. L'idéal & gauche Ag(Q) est engendré par by ; [Ay(Q')];
or By, contient Lg[U(g)]; donc P est égal & L' [Ag(Q)p]-

On suppose que le noyau f ne contient aucun idéal non nul, contenu
dans 3. Dans ce cas, 3 est de dimension 1. On désigne par @)y l'intersection
de @ avec S(n) et on utilise les notations de 6.2. Soient Py 'intersection
de P et de U(n). Alors P, est 'image de Qo par I'application de Dixmier
pour n. Soit u dans Py. Soit L I'idéal & gauche de P(g) engendré par Ly(u)



METHODE DES ORBITES POUR UNE ALGEBRE DE LIE RESOLUBLE 1343

et ®4(Q). Puisque L contient t; + q1,...,tq + qq4, l'intersection de Cy,
et de L est engendrée par Lg(u), Qo et Wy(n). Son image par ¢y, est
alors l'idéal & gauche de A(n) engendré par L,(u) et ®,(Qo). D’apres [3]
(Théoreme), ®,(Qo) contient L,(u); donc L est un idéal & gauche strict
de P(g). D’aprés la proposition 5.6, ®4(Q) est un idéal & gauche maximal;
donc ®4(Q) contient Ly(u). Puisque Lg[U(n)] commute & p, ,4(Q)p contient
Ly(Fy). Par suite, d’apres 6.2, ®4(Q)p contient Ly(P). D’apres le lemme
7.1, P est un idéal maximal de U(g); donc P est égal & L' [®4(Q)p).

2-2) Soit K une extension de k qui satisfait la condition (2) du lemme
7.1. On désigne par f une forme linéaire sur K ® g pour laquelle @ est
k

Pannulateur dans S(g) de l'orbite coadjointe de f. Soit Qg l’annulateur
de cette orbite dans S(K ® g). Soit Px 'image de Qx par 1’application de
k

Dixmier pour K(®g). Alors d’apres (2] (6), P est I'intersection de Pk et
k

de P. Pour tout point ¢ d’un ouvert de Zariski partout dense de V(Q), p
est égal & py. Soit K une extension algébriquement close de K. Alors f est
un K-point de cet ouvert de Zariski. Par suite, p est égal & py. D’apres la
remarque de 5.6, A (Qk) est un idéal & gauche maximal de A(K % 9);

donc Alg, (Qk) est lintersection de Axe,q(@Kk) et de A(K%g). Par

suite d’apres les lemmes 7.2 et 7.3, A4(Q) est l'intersection de Axg,5(Qk)
et de P(g); donc P est égal & L' [Aq(Q)p].

2-3) Soit f un point de la variété des zéros de g*. Puisque g est égal
& g, la variété des zéros de () est égale a G.f. On utilise I’enveloppe
algébrique e de g définie en 2. L’application de E, dans Ey qui a A associe
sa restriction & g est un isomorphisme de E, sur E;. Cet isomorphisme
se prolonge de maniére unique en un isomorphisme continu de S(Ee) sur
S(Eg) On identifie ces deux algebres au moyen de cet isomorphisme. Soit
Q' l'idéal de S(e) engendré par Q. Puisque g est égal & gg, ¢ est la somme
de e(f) et de son plus grand idéal nilpotent; donc d’apres 3.2 et 3.1, p
satisfait la condition de la proposition relativement & @Q'. Par suite, d’apres
(2-2), L71[A.(Q’)p] est 'image P’ de Q' par 'application de Dixmier pour
e. Puisque e est la somme de e(f) et de son plus grand idéal nilpotent, e
est la somme de ¢(f) et de g; donc g(f) est le stabilisateur dans g de toute
forme linéaire sur e qui prolonge f. Vu l'arbitraire de f, avec les notations
de 7.2, cela revient a dire que I 4 contient coWy(ad §) pour tout £ dans e et
pour tout ¢ dans le complémentaire de Q dans Q ; donc d’apres 7.2, AL (Q)
contient Wy(ad &) pour tout £ dans e. Puisque @ engendre @', I'intersection
de C, 4 et de I'idéal & gauche de P(g), engendré par Q et W,(e), est I'idéal
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a gauche de C. 4 engendré par @ et W,(e); donc I'image de lintersection
de C, 4 et de A¢(Q’) par c. g4 est contenue dans Ag(Q). L’image de U(g) par
L, est contenue dans C, g; or P est l'intersection de P’ et de U(g); donc
P est contenu dans L '[Ag(Q)p]. D’apres le lemme 7.1, g étant égal & g,
P est un idéal maximal de U(g); donc P est égal & L' [p~'Ay(Q)p]. On
traite le cas (2-4) comme le cas (2-2) en utilisant (2-3).
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