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POINTS PERIODIQUES D’APPLICATIONS
BIRATIONNELLES DE P2

par Charles FAVRE

Introduction.

Soit f : P2 --» P? une application birationnelle de P? définie en
coordonnées homogenes par trois polynomes de degré d premiers entre eux
dans leur ensemble. On dira que f est générique si, pour tout n > 0,
F~™(I(f)) est fini ou I(f) désigne ’ensemble des points d’indétermination
de f. En dynamique, le cardinal de I’ensemble des points périodiques, et
plus précisement son type de croissance en fonction de la période, est tres
intéressant, lié en particulier a I’entropie du systéme. Nous nous proposons
d’examiner le cas des applications birationnelles génériques. Pour cela, nous
utilisons comme ingrédient principal le théoréme de Bézout. Pour 'utiliser
dans toute sa force, il est nécessaire de bien définir les multiplicités d’une
solution d’un systéme, ce que nous rappelons dans la premiére partie. Nous
prouvons alors le théoreme central :

THaEOREME 0.1. — Soient f : P? --» P? une application birationnelle
générique de P2, et Fix" le nombre de points périodiques non-critiques
de f™ (comptés avec multiplicité). Si Fix™ est fini pour tout n > 1, il existe
une constante D > 0, telle que, pour tout n > 1,

d™ +2 > Fix" > d" — D.

Mots-clés : Application birationnelle — Espace projectif — Point périodique — Dynamique
holomorphe — Multiplicité.
Classification math. : 32H50 — 32H04 — 32C30.
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On en déduit que 'on peut canoniquement associer & f un courant
T+ positif fermé de bidegré (1,1). Celui-ci est défini comme limite de la
suite de courants

L enye
o= (fM)w

oll w est la forme kihlérienne de Fubini-Study de P2?. Ceux-ci n’ont qu’un
nombre fini de singularités, on peut donc définir leur auto-intersection. On
a alors le théoréme :

TuEOREME 0.2. — Soit f : P2 --» P2 une application birationnelle
générique de P%. Notons I {° la réunion des ensembles d’indétermination des
itérés successifs de f, c’est un ensemble dénombrable. Il existe une fonction

numérique fio : I — R% de masse totale ) poo(2) =1 telle que
z€I$°

lim T;F AT = Z Loo(2, f+)6..

n—oo oy
z€I¥

Si L(T™), ’ensemble des points de P? au voisinage desquels le potentiel
de Tt n’est pas borné, admet un voisinage Stein, on peut définir la self-
intersection uy = T AT™, et sous ces hypothéses, le théoréme précédent
se réécrit

THEOREME 0.3. — Soit f* birationnelle, générique; supposons que
L(T*) admette un voisinage Stein, alors

fr =Y poo(2, f1)6-.

zelf

A noter que cette hypothése n’est pas de nature dynamique. Ce
théoréme est vraisemblablement valable en toute généralité.

Dans un article & venir, nous nous intéresserons plus généralement au

cas des applications méromorphes quelconques.

Remerciements. — Tous mes remerciements & N. Sibony pour son aide
et ses remarques durant la rédaction de cet article.
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1. Préliminaires : multiplicité d’idéaux et théoréme de
Bézout, produit extérieur de courant.

1.1. Multiplicité et théoréme de Bézout.

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons quelques résultats liés
a la définition des multiplicités d’idéaux.

Notations :
o Of désignera I’espace des germes holomorphes en 0 dans C™.

o Si 7 est un idéal de OF, V(Z) sera le germe de variété analytique
défini par 7 en 0.

ProPosITION 1.1 (voir [M76], p. 120). — Soit Z C Of un idéal tel que
V(Z) = {0}. Alors il existe P; € Q[X] tel que pour tout £ >> 0,

dimc(OF/TY) = Pr(0).

Le polynéme Pr est de degré n et son terme dominant est de la forme
w(Z)/n!, ot u(T) € N*.

DEFINITION 1.2. — La multiplicité de Z en 0 est par définition
Pentier u(Z).

ProposITION 1.3.
o ) C o = w(Th) > p(Zz).
o u(T*) = p(T) x k™.

DEFINITION 1.4. — Un idéal T C Of tel que V(I) = {0} est
dit d’intersection complete s’il est engendré par exactement n fonctions

Iz(fla"')fn)-

Dans le cas des idéaux d’intersection complete, le calcul de la
multiplicité s’avere plus simple.

ProrosiTiON 1.5. — Multiplicité des idéaux d’intersection compléte
(voir [S65])
w(Z) = dime OF /T.
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DEFINITION 1.6. — Si 7 est un idéal de A anneau commutatif intégre
unitaire, on définit I'idéal Z appelé cléture intégrale de T

d
I= {meA; Jd €N, ay € IF, xd=Zakxd"k}.
k=1

DErINITION 1.7. — Soient g € Of, et T un idéal de Of. On note :

o |g| < |Z| si il existe (f1,---, fr) € Z, et C > 0 tels que 'on ait, au
voisinage de 0,

lgl <C Y Ifil.
=1

o |T1| < |Z2| si pour tout g € T4, |g| < |Z2|.

THEOREME 1.8 (voir [LT72]).
{9519l <17} =T.

Le résultat fondamental sur la croissance des idéaux est la proposition
suivante :

ProposITION 1.9 (voir [LT72]).

wZ) = u(@).

CoROLLAIRE 1.10.

1Z:] < |Z2| = u(Z1) > u(Zz).

On peut donner une définition équivalente de la multiplicité en
termes topologiques. Nous verrons dans la suite que les deux définitions
(algébriques et topologiques) ont leurs propres attraits.

Soit donc comme précédemment Z C Of un idéal tel que V(Z) = {0}.
L’anneau Of étant noethérien, on peut choisir fi,..., fy un systéme fini
de générateurs de Z (k > n). Ces fonctions sont toutes définies dans un
voisinage U de 0. On introduit alors f : U — (C*,0), f = (f1, -, fx)-
L’application f est localement propre. Posons Y = f(U). Alors Y est un
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germe en 0 d’ensemble analytique de CF, irréductible, et de dimension n.
L’application f induit un revétement ramifié de degré d de U sur Y. On
définit

ue(Z) = d x p(0,Y),

ou u(0,Y) désigne la multiplicité de Y en 0. Celle-ci est définie
géométriquement comme le degré d’une projection générique sur un sous-
espace linéaire de dimension n dans C* (voir [M76], p. 75 et 122).

Dans le cas des idéaux d’intersection compléte, Y est un ouvert de C™.
La multiplicité se réduit alors p(Z) = deg(f).

THEOREME 1.11 (voir [M76]).
pe(Z) = pu(Z).

En application directe, on a le lemme

LEMME 1.12. — Soit Z un idéal de OF tel que V() = {0}, et
g:(C",0) — (C™,0) un revétement ramifié de degré local d. Alors

w(g*I) = dp(I).

Dans la suite, on aura aussi besoin de définir une notion de multiplicité
d’intersection de deux variétés (voir [M76], p. 85 et 122).

Soient donc V;, V> deux germes de variétés analytiques de dimension
respective p et ¢ dans (C™,0), avec p + ¢ = n. On définit Z(V;) les idéaux
des germes analytiques s’annulant sur V;.

DeériNiTION 1.13. — Si Vi N V2 = {0}, on définit la multiplicité
de lintersection de Vi avec Va2 en 0 par p(0,Vi NVa) = u(Z) ou
I=I(Vh)+Z(Va).

On peut aussi donner une définition géométrique de cette multiplicité.
Dans un voisinage de 0 choisi convenablement, une perturbation linéaire
de V; va produire génériquement d points d’intersection avec V3, chaque
intersection étant tranverse. Cet entier d est la multiplicité (0, Vi N V3)
définie ci-dessus.

Rappelons maintenant le théoreme de Bézout dans P¥, qui sera ’outil
principal dans toute la suite.
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THEOREME 1.14 (théoréme de Bézout). — Soient donnés k polynémes
Py,---, P, homogénes en k + 1 variables, et V; = Pi-l(O) C P*. Supposons
k
que () V; soit fini. Alors le systéme

i=1

Vie{l,---,k}, Pizo,--+,2x) =0

k
admet exactement [ deg(P;) solutions dans P*, comptées avec multiplicité.
=1
La multiplicité en un point p est celle de I'idéal engendré par les germes de

fonctions en p définies par les k polynémes dans une carte locale.

1.2. Produit extérieur de courants.

Enfin, rappelons quelques définitions de produits extérieurs de
courants positifs fermés. Nous nous plagons ici dans le cadre précis dont
nous aurons besoin dans la suite. Pour de plus de détails on se référera
a [FS95] ou [De92].

Soient Ty et T, deux courants positifs fermés définis dans C2. On
note u; (¢ = 1,2) des potentiels psh tels que ddu; = T;, et o, = T; Aw
leur mesure trace, avec w la forme de kdhler canonique. On note aussi
L(u;) Pensemble des points au voisinage desquels u; n’est pas bornée. Si
u; € LY(o1,), on peut définir le courant positif fermé que 1'on notera
dd®u; A Ty = Ty A T3 par la formule

Ty ATy := ddc(usz).
On a le critére d’existence suivant :

ProposiTION 1.15. — Si L(u1) admet un voisinage Stein, u; € L(oT,).
On peut donc dans ce cas définir le produit extérieur T; A T5.

On a alors le théoréme de convergence suivant :

ProrosiTION 1.16. — Supposons que L(u;) admette un voisinage
Stein, et soient ul et uy deux suites de fonctions psh décroissantes
respectivement vers u; et uy. Alors on a convergence faible au sens des
courants

ddu? A dd°uf — dd®uy A ddus.
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2. Points périodiques d’une application
birationnelle de PZ2.

Soit f : P2--+ P2 f = [fo : f1 : f2] que 'on supposera toujours
dominante (i.e. génériquement de rang 2). Les f; sont des polyndmes
homogenes de degré d, et on peut les supposer premiers dans leur
ensemble. L’ensemble I(f) des points d’indétermination de f est défini

par lintersection ﬂ £71(0), et est donc fini. Le degré algébrique de f est

par définition d, = d Le degré topologique d; de f est le cardinal d’une
fibre générique, ou le maximum des cardinaux des fibres finies. Lorsque
d; = 1, f est dite birationnelle. Si p € P?, on définit

o u(p, f) la multiplicité de p comme point d’indétermination de f,
c’est-a-dire la multiplicité en p de 'idéal défini par les trois fonctions (f;)
dans des coordonnées locales; si p n’est pas un point d’indétermination, on
posera u(p, f) = 0;

o Usix(p, f) la multiplicité de p comme point fixe de f (sous-entendu

p € I(f))-

L’application f est dite générique si, pour tout n > 0, f~"(I(f)) est
fini.

Remarque. — Lorsque f est birationnelle, f est générique si et
seulement si son inverse f~! l'est (voir [Si98]).

Dans toute la suite, lorsque ’on parlera du degré d’une application
rationnelle sans plus de précision, on entendra toujours le degré algébrique.
De plus, #E désignera toujours le cardinal (sans multiplicité) de
I’ensemble E.

2.1. Cardinal de ’ensemble d’indétermination d’une application
méromorphe de P2,

PROPOSITION 2.1. — Soit f : P2 --» P? une application rationnelle de
degré algébrique d, et de degré topologique d;. Alors on a

>z f)=d2 -

zeP?

Remarque. — En particulier, si f est birationnelle de P? dans lui-méme
de degré d, le nombre de points d’indétermination (avec les multiplicités
précisées ci-dessus) est d2 — 1.
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Cette formule donne le nombre de points d’indétermination de f
avec une multiplicité particuliere. Notons #I(f) le cardinal de I(f) sans
multiplicité. L’ensemble ¥ des points critiques est défini par ’annulation
du polynome det(9F;/0z;) de degré 3d — 3 ou les F; sont des relevés a C?
des f;. Pour toute application birationnelle de P?, f induit une surjection
entre les composantes irréductibles de (1) et I(f). Dans ce cas, on a en
fait toujours #I(f) < 3d — 3.

Démonstration. — Soit @ = [ag : @1 : 3], un point de P? tel qu’il
existe U € V(a), vérifiant f~1(U)NI(f) = 0 et #f~(a) = d;. Un tel point
existe toujours car I(f) est fini.

On consideére alors le systéme dans P3
(S) fi(2) = ait?, i=0,1,2,

ol z = (29, 21, 22) et t est une variable supplémentaire.

1) S a un nombre fini de solution, car I(f) et f~!(a) sont finis, et
ScI(f)ufHa).

2) Dans t = 1, S se réduit a f; = a;, ¢ = 0,1,2. On a exactement
d: x d solutions, car on peut multiplier une solution du systéme S ([z : t])
par une racine d-iéme de 'unité ¢ ([Cz : t]) sans changer de point dans P2.
Les multiplicités sont de plus conservées.

3)Si[p:0] €S8, pe I(f). Calculons la multiplicité de S en un tel
point. On peut supposer que p = [0 : 0 : 1], et on se place dans la carte
(z,y) = C? = P2 — {23 = 0}. On cherche & comparer

w(p, f) = w(0,{fi(z,y)}) avec ps(p):=p(0,{fi — ait?})

toutes les multiplicités sont prises en 0). On introduit I’idéal
( p p

Ir = (fi — a:T)i=0,1,2-

On a du(Zr) = ps(p) par 1.12.

On va prouver Pestimée : il existe C > 0 telle que pour tout |T'| < 1,
d(f,Ta) > C|f|, ou ce qui est équivalent

(1) Y 1fi - T > CIfP%.

1=0,1,2
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Dans ces conditions, |f;| < |Zr| pour tout ¢ € {0,1,2}. Donc fo, f1, f2
appartiennent & Z7. Et, pour o; # 0,

T=(T—£)+£efp

On a alors les inclusions

IT C (fO?fl»f?vT) - TT-

D’ou
I‘L(IT) = /"‘(TT) = l“(fﬂ’fl’fz,T) = ”’(anfl? f2) = iu’(pa f)
Donc ps(p) = du(p, f)-

Prouvons maintenant lestimée (1). Par hypothese, il existe € > 0
tel que pour tous |z|,|y| < 1, on a d(f[z : y : 1,@) > €, ou d est la
distance de P? induite par la métrique de Fubini-Study. La distance d peut
se calculer & l’aide des relevés des points dans C3 muni de la métrique
euclidienne canonique,

z W )

dp2 (z,w) =infd¢;3(lzl ) I_W_I

(fo, f1, £2)/1£]
(for f1, f2)

(fo, Fr, £2)/1f] oT/|T|

Figure 1

Analysons géométriquement le probléme (voir figure 1). Soit T' € C tel que
|T'| < 1. On se place dans le plan réel contenant 0, f, et Ta. Notons II la
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projection orthogonale du point f = (fo, f1, f2) € C? sur la droite réelle
passant par 0 et aT'/|T|, et m > 6 > 0 la mesure de I’angle entre les deux
droites (0, f) et (0,aT/|T|). Si 6 > %w,

d(f,Ta) > |f|.
Sinon on a
d(f,Ta) > d(f,1I) = sin(0)| f|.

Or sin(6) > sin(%G), et 2sin(50) = d(f/|f|,aT/|T|) > e. Donc

1
2
d(f,Ta) > Le|f|.

Ceci termine la démonstration de 'inégalité (1).

Le calcul des multiplicités en chaque solution et le théoréme de Bézout
donnent

B =dxd+dx Y p(z,f).
z€P?

Le résultat s’en déduit immédiatement. O

2.2. Multiplicités des points d’indétermination des itérés d’une
application méromorphe de P2.

Pour I’étude dynamique des applications méromorphes de P2, il est
nécessaire de calculer les multiplicités des points d’indétermination des
itérés successifs.

Fixons quelques notations. Soit f : P2 --» P2 une application

méromorphe de P? de degré d. On notera Gr(f) C P? x P2 I’adhérence du
graphe de f, m et w2 les projections respectives de Gr(f) sur le premier et le
second facteur. Si z € I(f), f(z) désignera simplement f(z) = 7o 0wy *{2}.

PROPOSITION 2.2. — Soient f, g : P? --» P2 deux applications
rationnelles de degré respectifs d et £. Soit z € P2, et supposons (H)
que g~Y(I(f)) soit discret au voisinage de z. Alors

2) wzfog)=duz9)+ >, n((z0a),Gr(g) Ny {a})ula, f).

acg(z)NI(f)

Ici, p((z,@),Gr(g) N7y {a}) désigne la multiplicité au point (z,a) de
Pintersection de I'adhérence du graphe de g avec la variété m; *{a}.
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Remarque. — L’hypothése (H) implique la finitude de chaque terme
du second membre.

La formule précédente s’applique en particulier lorsque g = f™.

COROLLAIRE 2.3. — Soit f birationnelle générique. On a pour tout
n >0,

1) si z € I(f),
Wz f = Pulz )+ Y wlen f);
a€fr(z)NI(f)
2) siz ¢ I(f"),
wz, ) = u(f™(2), f)-

De plus, pour tout z € P?, la suite u(z, f*)/d*" a une limite que I’on

note poo(2, f), et on a (2, f) > 0 si et seulement si z € |J I(f™).
n>0

On peut donc calculer les multiplicités des points d’indétermination
des itérés de f par récurrence en fonction des multiplicités u(z, f), et des
positions des images par f de ’ensemble critique de f~*.

Démonstration. — Soient F, et G des relevés de f et g & C3 — {0}.
On peut supposer que z = [0 : 0 : 1], et on choisit des coordonnées z,y au
voisinage de z. On introduit les deux idéaux

I, = (Fo(G(z,y,1)), Fi(G(z,y,1)), F2(G(z,y,1))),

I2 = (GO(*T7 Y, 1), Gl (.'L', Y, 1)3 GQ(ZZ, Y, 1))
Par définition, on a u(Z1) = u(z, f o g), et u(Zz) = p(z,g9). On remarque
tout d’abord qu’on a toujours I'inclusion Z; C Z§.

1) Premier cas : g(z) N I(f) = 0.

On peut alors trouver une constante strictement positive C' > 0, telle
que, pour tous |z, [y| < 1,

G(z,y,1) ”
F|—"—"—=||>C.
’ [lG(iE, y,1)]

Ceci implique alors que |F(G(z,y,1))| > C|G|®. Donc I§ C T, et

w(T) = w(I3) = d’u(Zs),
par la proposition 1.9. On en déduit la formule en remarquant que la somme
dans ’égalité (2) est nulle.
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2) Deuzxiéme cas : z n’est pas un point d’indétermination pour g.

On utilise la définition géométrique de la multiplicité. L’application g
induit un revétement ramifié de degré u((z,g(2)), Gr(g) N 75 *(g9(2))) d’un
voisinage de z sur un voisinage de g(z). Le degré d’une application étant
multiplicatif relativement & la composition des applications, le résultat s’en
déduit immédiatement par 1.12.

3) Cas général.

La méthode est de perturber I'application f pour faire apparaitre
chaque terme de la somme séparément.

1(f) N g(2)

9(2)

Figure 2

Choisissons donc un parametre réel &, et une famille continue de
matrice A. € GL(C3) telle que :

(a) Ao =1d,
(b) I(fe) N g(2) =0,
avec f. = f o A.. On notera aussi F, = F o A,.

On interpréte géométriquement la multiplicité de f o g en 0 comme
le degré de la composée Il o F' o G en 0, ou II est une projection générique
de (C3,0) — (C2,0) fixée dans toute la suite. Le degré est invariant par
perturbation, donc pour ¢ assez petit u(z, f o g) est simplement le nombre
de solutions avec multiplicité de

(S) Ilo F, 0 G(2) =0.

Soit donc « une solution de (S). Deux cas se présentent : soit G(a) = 0, i.e.
a = 0; soit g(a) € I(f.). Comme I(f.) N g(z) = 0, la multiplicité de (S)
en 0 est égale & d?u(z, g) par 1.
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Notons {a,...,ax} = g(2) N I(f), et af = AZ';. En un point z§;
vérifiant g(zf;) = of, la multiplicité de (S) est égale, par 2), a

w(af, fe)u((25, af), Gr(g) Ny (af)).

Or une perturbation par un automorphisme de P? ne change pas les
multiplicités aux points d’indétermination ; donc

/’l’(aze" fE) = ,u(ai, .f)

L’intersection géométrique se préservant par perturbation, on a aussi
> w((25,0),Gr(g) Ny (af)) = u((z, ), Gr(g) Ny ().
J

Donc on a bien

p=d’u(z,g) + E p((z, 1), Gr(g) N3 (e)) (e, f)- 0

Démonstration du corollaire. — Les deux premieres affirmations
résultent simplement de la combinaison de l'application de la formule
obtenue ci-dessus avec g = f" et de la remarque suivante. L’application f™
étant birationnelle, la projection w2 de Gr(f™) sur la deuxiéme composante
est génériquement bijective, et 'hypothése (H) est bien vérifiée dés que f
est générique. Donc p((z, a), Gr(f*) N7y () = 1.

Notons
va(2) = iz, ) /&2,
Alors
v (2) = va(2) + s
ou C, = > u(a, f) est un entier majoré par le nombre total
a€fm(2)NI(f)

de points d’indétermination d?> — 1. Donc la série (v,4+1 — vy,) converge,

et poo(2,f) = lim v,(2) existe. D’autre part, le fait que v,(2) > 0 si
n—oo

et seulement si z € I(f™), et la croissance de la suite v, impliquent

léquivalence oo (2, f) > 0 si et seulement si z € |J I(f™). ]
n>0
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2.3. Points périodiques d’une application birationnelle de P?,
applications.

Nous voulons maintenant estimer le nombre de points périodiques
d’une application birationnelle. Commengons par démontrer un résultat
général pour une application méromorphe quelconque de P2. A désignera
la diagonale dans P? x P2,

THEOREME 2.4. — Soit f : P? --» P? de degré d telle que A N Gr(f)
soit fini. Alors

1+d+d>= Y u(p,AnGr(f))+ Y. ulzf).

pEGI(f)NA zeI(f)

Dans le cas ol f est birationnelle, et si p = (2,2) avec z € I(f),
w(p, A N Gr(f)) s’interpréte naturellement comme la multiplicité comme
point fixe de z pour l'inverse (si celui-ci est bien défini en ce point).

Fixons quelques notations. Soit f une application birationnelle de P2.
On notera :

e f_ son inverse;

o I := I(f+) indifféremment ’ensemble d’indétermination et son
cardinal;

« Fix le nombre (avec multiplicité) de points fixes non critiques p de
f+ (ou de maniere équivalente de f_), i.e. tels que f(p) =petp g [L UI_.
Les mémes notations avec I’exposant n désignerons les mémes ensembles
ou quantités associés & f3.

TuEorREME 2.4. — Toute application f, birationnelle, générique
admet une infinité de points périodiques. Plus précisément, si Fix™ est
fini pour tout n > 1, il existe D = D(f4) > 0 tel que, pour tout n > 1,

d" +2 > Fix" > d" - D.

En particulier, dans ce cas,
1 . pn NM—00
- log Fix" —— logd.

Remarque. — Les deux hypotheéses birationnelle et générique sont en
fait essentielles. Notons le résultat beaucoup plus délicat : lorsque f est
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un automorphisme polynomial de C?, générique comme application de P?,
Bedford, Lyubich et Smillie (voir [BLS93]) prouvent

1 -
- log #{f™(2) = z; z selle} == logd.
Cet asymptotique est & rapprocher du résultat suivant de Briend
(voir [B97]). Si f : P2 — P? est holomorphe,
1 -
~ log #{f"(2) = z; z répulsif} —— 2logd.
Exemple 1. — L’application birationnelle
flzo: 21 : 22) = [2022 + 22 : 2120 + 22 : 2]
se réduit & f(z,y) = (z + 1,y + z?) dans C2, et ne posséde aucun point

périodique en dehors de son ensemble d’indétermination.

Exemple 2. — Soit f[z : 21 : 22] = [22(20 + 22) : 22 : 23]. Cette
application est bien générique et le seul point périodique est situé sur
I’hyperplan a l'infini 2, = 0. Sa multiplicité est égale a 1.

Remarque. — Pour des automorphismes polynomiaux de CZ2,
Phypothése de généricité implique directement la finitude de Fix™. Il n’en
est cependant rien en général.

Exemple 3. — Soit en effet

flzo : 211 22] = [20(21 + 22) 1 21(20 + 22) : 22(20 — 221)].

L’ensemble d’indétermination de f est réduit aux trois points {[0: 0 : 1],
[0:1:0],[1:0°:0]}; son ensemble critique est formé de trois hyperplans
292122 = 0, et chaque composante irréductible est envoyée sur un point fixe,

flzo=0}=[0:1:-2] O,
firnn=0}=[1:0:1]0,
flz2=0}=[1:1:0] O.

Cependant, sur la droite zg = 21, f est conjuguée & 7 — —7 — 1; tous les

points de cette droite sont donc 2-périodiques.

Considérons f, : P2 --» P? une application birationnelle de degré d.
On définit la fonction de Green sur C3 par

G*(Z) := lim zl%log|1?;:(z)| = lim G} (2),

ott Uon a fixé F, un relevé a4 C3 de f.
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COROLLAIRE 2.6 (voir [Di97], [Si98]). — La fonction Gt est psh,
non-dégénérée, et vérifie I'équation fonctionnelle G* o Fy = dG*.

Remarque. — La non-dégénérescence de la fonction de Green G pour
les applications birationnelles a été démontrée initialement par Diller [Di97],
avec une autre méthode, en utilisant des estimations volumiques, et par
Sibony [Si98] pour des applications rationnelles quelconques.

Démonstration. — On a toujours une inégalité du type

|F+(2)] < ClZ).
On en déduit que la suite
GE+Y logC/d
k>n
est une suite décroissante de fonctions psh. Donc Gt := lim G} existe, et

n—oo
définit une fonction psh. L’équation fonctionnelle découle de

+ — g+
(;n 01Q+-—-d(;n+1.
Pour conclure, il suffit donc de voir que Gt est non-dégénérée. Or ceci

résulte facilement du théoréme 2.5 : Gt est en effet fini en tout point
périodique. O

Rappelons que I'on peut définir T;} (resp. Tt) des courants positifs,
fermés, de bidegré (1,1) dans P2, & partir des fonctions psh homogenes G
(resp. GT) par la formule 7*T;F = dd°G; ol = est la projection naturelle
de C3 — {0} sur P? (voir [FS92]). On notera de plus

==y rn
n>0 n>0
la réunion des ensembles d’indétermination des itérés de fi. On peut
énoncer le théoréme principal :

THEOREME 2.7. — Soit f+ : P2 — P? une application birationnelle
générique,

lim T AT = ) poo(2, f1)6-.

n—o00 <
z€Iy

Se pose alors la question de savoir quand peut-on appliquer la théorie
générale des intersections de courants (proposition 1.15 et théoréme 1.16) au
courant T'F, afin de définir son auto-intersection. Notons L(T*) ’ensemble
des points de P? au voisinage desquels Gt n’est pas localement bornée. On
peut alors reformuler le théoreme 2.7 sous la forme :
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THEOREME 2.8. — Soit ft : P2 — P? une application birationnelle
générique telle que L(T) admette un voisinage Stein. Alors on peut définir
naturellement la mesure uy = Tt AT* dans P?, et

by = Z oo (2, f+)82-

zelye

L’exemple suivant nous indique que L(T™*) peut étre assez gros.
Il répond aussi & une question de Diller (voir [Di97]) sur Dexistence
d’applications birationnelles génériques telles qu’il existe un p € I~ avec
GTn-1(p) = —00

Exemple 4. — 1l existe deux constantes b et ¢ non nulles, telles que
I’application birationnelle définie par

flz :w:t] = [wt + cz(w +t) : w(t + b2) : t(w + b2)]

vérifie les propriétés :
DI(f)={0:0:1],[0:1:0],[1:0:0]};
2) I’ensemble critique de f est réduit aux trois hyperplans zwt = 0;

3) fz=0=1:1:1], flw=0)=[c:0:0b O, f(t =0) =
[c:b:0] O;

4) hyperplan A = {w = t} est f-invariant, et f|a est conjuguée &
une rotation irrationnelle;

5)[1:1:1) € I;
6)[1:0:00e U fr1:1:1];

Si G est la fonction de Green associée a f,

7) G(1,1,1) = —o0.

Les assertions 1), 2), 3) et 5) impliquent que f est générique, tandis
que 7) implique que ’ensemble des poles de G contient le point [1:1: 1], et

donc z = 0. En particulier, I’ensemble {G = —oo} des péles de G n’admet
aucun voisinage Stein.

Démonstration. — Les assertions 1), 2) et 3) sont immédiates. Sur A,
ona

flz:w:w] = [w(w + 2c2) : w(w + b2) : w(w + bz)].
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En particulier A est bien invariante. Remarquons tout d’abord que

rna=Jfm(:0:0).

n>0

11 suffit donc, pour prouver 5), de vérifier que [1:0:0] ¢ U f™[1:1:1].
n>0

En coordonnées [z : 1: 1] sur A, f se réécrit

Posons V = 4/4b+ (2c — 1)? en choisissant la solution de partie réelle
positive. Si V # 0, les deux points z4 = (2¢ — 1 £ V)/2b sont les deux
points fixes de f. Le changement de coordonnées 7 = z — 2_/z — 24
conjugue f a

(2¢ = 1)2 +4b+ V(2c+ 1)T = b
(2c—1)2+4b—V(2c+1) =~

HORE

Dans ces coordonnées, le point [1 : 0 : 0] est le point 79 = 1, et le point
[1:1:1] correspond & 71 = z_ — 1/2z4 — 1. Soient ¢ et ¥ € [0, 1] deux réels
fixés, avec 1 non entier. Il est alors possible de choisir b et ¢, tels que

o T1(byc) = €™V £ 1,
o O(b,c) = &%,

Pour prouver cela, il suffit de prouver que le systéme algébrique
suivant admet des solutions dans C3 :

(2c—1)2 +4b+ V(2c+ 1) = —e*™®((2c — 1)® + 4b — V(2c + 1)),
2—2b—1-V = e*™(2c— 20— 1+ V),
V2 = (2¢—1)% 4 4b.
Le systéme a l'infini se réécrit
4c? + 2V = —4e%m9 % 4 2%V,
2c—2b—V = ¥ (2c - 20+ V),
V2 = 4¢?,

qui ne possede pas de solutions non-nulles. On en déduit que le nombre de
solutions dans P2 du systéme initial est fini, égal & 4, et toutes les racines
sont localisées dans C3.
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Maintenant par [Di97], G(1,1,1) = —oo est équivalent 4 la divergence
de la série

1
SZZ E 2—nlogd(fn[1.1.1],.[+),
n>0

qui dans notre cas se majore par

1 1 ;
S < Z o log| f*(r) — 1] = Z o log| e® (¥ +ne) _ 1|

n>0 n>0
log 2
on

= Z 2% log|sin(m (v + ne))| + Z

n>0 n>0

1 1
<> o log|[{y + ng}| + 5m log 2,
n>0 n>0
ou {z} dénote la partie fractionnaire de z. On choisit alors ¢ = — %, et

2 b
¢ =3 1/2° avec a, défini par récurrence,
n>0

2an—1

ag=1 et apy1 =2 + an.

On a alors 'estimée
1 an—1 1 An —An41
Joan=T log{y +2%" "¢} < JaenT log 2

an"q?+11 9
22011 1

< —log2.

IN

Donc S = —o0 et G(1,1,1) = —oo. On conclut la démonstration en
remarquant que, pour tout n € N, on a {¢p+n¢d} # 0 car ¢ est transcendant ;
donc 5) est vérifié. a

Démonstration du théoréme 2.4. — Pour étudier les points fixes de f,
on étudie le systéme (S)

(S) fi(z) = 2zt 1, i=0,1,2.

Comme précédemment, (S) a un nombre fini de solutions; on peut donc
appliquer le théoreme de Bézout.

Les solutions de (S) dans t = 1 conduisent aux points fixes de f. Pour
un point fixe p de f dans P2, il y a exactement d — 1 solutions de S se
projetant sur p (on peut multiplier la variable ¢ par une racine de 1'unité
¢4~1 = 1), ayant toute la méme multiplicité que p.
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Le point [0: 0: 0 : 1] est solution avec la multiplicité 1.

Soit donc [p: 0] =[0:0: 1: 0] une solution de (S) avec p € I(f). Par
définition, et en reprenant les mémes notations que précédemment,

ps(p) = p(0, {fo—at®™! f — gt~ fo —t471})
= (d = 1Du(0,{fo — xf2, f1 — yf2}).
On note
n= ll(0, {fo—zf2, f1L - yf2})-
Soit g. : (C2,0) — (C2,0),
9e(z,y) = (fo — xfa +e1f2, 1 — yfo + €2f2),

ol ¢ = (g1,€2) est un couple choisi tel que (0,0,e1,e2) ¢ Gr(f). On
a deg(go) = p. Par homotopie, on aura deg(g.) = p. Par hypothese
(0,0,e1,e2) ¢ Gr(f), donc m[Gr(f) N A.] évite le point (0,0) avec
A, = {(z1,22,%1 + €2,72 + £2)}. Donc

fo

f2

pour une certaine constante strictement positive. D’out

B3) Vizl,lyl <1, |fof* < %(|$f2 — fot+erfol’ + |yfa — fr + e2£2)?).

Calculons g 1(0) (avec multiplicité naturellement). Dans fo # 0, on est
réduit a

2 fl 2
Vlzl, lyl < 1, |x— +51| +‘y—f—+eg1 >6>0,
2

i.e > w(z,Gr(f) N A.). On obtient donc
2€Gr(f)NA.

> w(zGr(f)nA) = > p(zGr(f)nA)
z€Gr(f)NA. z€Gr(f)NA
points par déformation.

Calculer le nombre de préimages dans fo = 0 revient a estimer
p(0,Z) := u(0,{fo — zfa +€1f2, fr — yf2 + €2fa}).

Mais I'inégalité (3) implique que f, € Z. On en déduit que Z D (fo, f1, f2),
et

w(T) = wT) = u(fo, f1, f2) = u(p, f)-

Au total, on aura prouvé que

d3=1+(d—1)[2p(z,f)+ Z u(z,Gr(f)ﬂA)]. O

z€I(f) z€Gr(f)NA
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Figure 3. Graphe de f

Démonstration du théoréme 2.5. — Supposons que Fix™ soit fini pour
tout n > 1. Notons
o FP:= Y u((z,2),Gr(fH) NA),

zeIi

o« FT: ezl:" ,LL((Z, Z),Gl'(fz) n A) = Zzelf ,Uﬁx(Z, fn)

Le théoréme précédent nous donne, pour tout n > 0,
Fix" +F} + F" + [T =1+ d" + d*",
i.e.
Fix" +F} 4+ F" =d" + 2.

Pour conclure, il suffit donc de prouver que F} et F” sont finis. Le
raisonnement étant analogue dans les deux cas, on se restreindra & F'}'. Soit
donc p € I?. Comme f_ est générique, f" est définie au voisinage de p pour
tout n. La multiplicité de Gr(f}) N A au point p peut donc s’interpréter
simplement comme la multiplicité de p comme (éventuel) point fixe de f".
On utilise alors le résultat suivant de Shub-Sullivan [SS73].

Soit g : (C2,0) — (C2,0) un germe holomorphe. La suite ugx(0,9™)
est bornée.

On peut donc introduire D le réel :

D= ma‘x{:u’ﬁx(pa ff)ap € I+7n 2 0}
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Maintenant si p (€ I7) est f_-périodique, son orbite intersecte nécessaire-
ment I*. En effet, un point possédant au moins deux préimages par f_
appartient & I'*t. De plus, la multiplicité d’un point périodique est invariante
le long de son orbite. On a donc

w((p,p), Gr(f1)NA) < D.

On en déduit la majoration
F}? < D(d*N - 1),

ol N = max min {n, f*(z) = z} (avec la convention min §) = 0). Le résultat
z€Ilt+ neN*

s’en déduit immédiatement.

Pour conclure le théoréme, i.e. prouver que toute application
birationnelle générique admet une infinité de points périodiques, il suffit
de réutiliser le résultat de Shub-Sullivan dans le cas ou Fix™ est fini pour
tout n > 1, et de remarquer que sinon le résultat est immédiat. O

Démonstration du théoreme 2.7. — Remarquons tout d’abord que
L(T;}) = I}, et qu’en dehors de I}, le courant T est une forme lisse. On
peut donc bien définir T,; A T;}.

Choisissons alors p = [pg : p1 : p2] un point périodique de fy non
critique. Quitte & remplacer f par un itéré (T'" reste alors inchangé), on
peut supposer que p est fixe. Choisissons de plus deux hyperplans H; = 0
et Hy = 0 distincts, et s’intersectant en p. Posons

Go(2) = % log(|H1[* + | Ha[?),
puis
—~ 1 ~
Gn(Z) = 5 Go o FL(2),

avec F'? un relevé a C3 de f?. On note T? le courant positif fermé associé
5 (on
aGTh.

LeEMME 2.9. — Soient hy, hy deux germes holomorphes de (C2,0) tels
que T = (hq, hy) vérifie V(ZI) = {0}. Alors

(dd®)*log(|ha| + |ha|) = u(Z)6o.
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Le lemme donne alors

~ ~ 1 n 1
TPATE = & > u(z, f)6: + == 6,

2n
zelf,_‘ d
Admettons I’estimée
—~ Cin + C. 1
(@) |Ga(2) - Ga(2)| < 5= + o logdist(n(2),p),

avec C;, Co deux constantes fixes. On a alors convergence uniforme
locale sur tout compact de 71 (P? — {p}) de la suite Gn — G, — 0,

et T A T+ T AT;f — 0 faiblement dans P2 — {p}. On déduit alors du
corollaire 2.3,

Ty NI o py — Z Poo (2, f+)02.
z€Iy —{p}

On applique alors le méme raisonnement & un autre point périodique
distinct de p pour conclure.

Prouvons maintenant ’estimée (4). On notera
H(Z) = (Hy(2), Ha(2)).
1l existe C > 0 tel que, pour tout Z € C3,
|Z| dist(n(Z),p) < |H(Z)| < C|Z|.

L’inégalité de droite est immédiate; celle de gauche résulte du fait qu’on a
choisi deux hyperplans s’intersectant transversalement en p.

Soit Z ¢ m~1(I%). On applique I'inégalité précédente & F™(Z) pour
trouver

é |F™(2)| dist(f™(n(2)),p) < |H(F™(Z))| < C|F™(Z)|.

Si A minore le module des valeurs propres de la différentielle de f en p, on
peut minorer la distance dist(f(7(Z)),p) :

dist(f(7(Z)),p) > Adist(n(Z),p).
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Cette inégalité est en effet vraie dans un voisinage de p, et comme p est
non-critique, et f est birationnelle, elle reste valable pour tout point de P2.
On en déduit par récurrence sur n € N,

dist(f™(r(2)),p) > A™dist(m(Z),p).

D’ou
Ar .
Yol |F™(2)| dist(m(Z),p) < |H(F™(2))| < C|F™(Z)|,
dans C® — 7~!(I7) puis partout dans C® par continuité. On en déduit
l'inégalité (4) en passant au log. |
Démonstration du théoréme 2.8. — Le théoréme découle facilement

du théoréme 2.7 précédent. En effet, on a vu que la suite

était

k>n

décroissante, donc les hypothéses nous permettent, d’une part

d’aprés 1.15 de définir T+ A T+, d’autre part d’aprés 1.16, de conclure
que T,F ATH STHATH. O
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