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Introduction.

Soient K un corps de caractéristique 0, X un schéma lisse de type fini
sur SpecK, D le faisceau des opérateurs différentiels usuel sur X (16.8 de
(7]), et U 'ouvert complémentaire d’un diviseur sur X. Comme I’'immersion
J : U — X est affine, le faisceau j.D et les j.D-modules cohérents se
comportent cohomologiquement comme sur l'ouvert complémentaire du
diviseur. Nous montrons ici un analogue p-adique de cette remarque, dans le
cas des D-modules arithmétiques introduits par P. Berthelot, d’abord pour
des schémas formels projectifs lisses, munis d’un diviseur ample, puis pour
des schémas formels projectifs et lisses munis d’un diviseur, et qui sont
birationnellement équivalents & un schéma projectif du type précédent.
L’analogue du faisceau j,D sera le faisceau des opérateurs différentiels
a singularités surconvergentes le long du diviseur. Ce résultat rapproche
le point de vue de Berthelot de celui de Z. Mebkhout et L. Narvaez-
Macarro, qui introduisent un faisceau d’opérateurs différentiels sur un
schéma faiblement formel de Meredith ([13]). Nous préciserons ce lien en 6.

Soient V un anneau de valuation discrete complet d’inégales ca-
ractéristiques (0, p), d’uniformisante 7, K le corps des fractions de V, S le
schéma formel SpfV, X un schéma projectif lisse sur S de dimension rela-
tive IV, que 'on munit d’un diviseur relatif ample Z, et ¢ 'ouvert affine
complémentaire du diviseur. Les réductions modulo 7 de ces schémas seront
désignés par respectivement par Xo, Uy, Zg et Sp. Si F est un Ox-module,
on notera Fq = F @K . Dans [4], P. Berthelot construit le faisceau des

opérateurs de niveau m sur X : Dﬁvm). Ce faisceau est filtré par les faisceaux

des opérateurs différentiels d’ordre < n notés DEY"?T)L P. Berthelot introduit

aussi dans [4] des coefficients B(™), munis d’une structure de Dfx,m)—modules,
et qui sont définis localement par B(™ = Ox[T/( T - p), si f est une
équation locale du diviseur Z. On pose alors, D}m’ (o) = B™ @ Df\,m),

5&»’”) son complété p-adique et Djv q(o0) = lim ﬁ‘g(m)q(oo) qui est le faisceau
’ _— )

des opérateurs différentiels a pdles surconvé;gents le long de Z. Ce fais-
ceau est cohérent & droite et & gauche et on dispose de théorémes A et B
(4.3.6 de [4]). Des exemples de D:'Y’Q(oo)—modules cohérents sont donnés
par les images directes par spécialisation des isocristaux sur Xy, surcon-
vergents le long de Zy, d’aprés un résultat de P. Berthelot (4.4.12 de [4)).
Ces coefficients sont acycliques sur X d’apres le résultat de P. Berthelot de
l’appendice de [10]. Nous montrons ici plus généralement que les DL’Q(oo)—
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modules cohérents sont acycliques sur X'. En outre, les sections globales
du faisceau D;’Q(oo) forment une algebre cohérente et il existe une équi-

valence de catégories naturelle entre les ’DR, q(o0)-modules cohérents et les

rx ,D;'\_,,Q(oo))—modules cohérents. On dira que X" est DL,Q(oo)—afﬁne si
ces deux propriétés sont vérifiées et si on dispose en outre d’un théoréeme
d’acyclicité pour les DL,Q(oo)—modules cohérents. Nous donnons enfin une
version relative du théoreme d’acycliclité.

Pour étendre ce résultat d’affinité au cas de certains schémas pro-
pres et lisses, nous montrons un théoréeme d’invariance birationnelle (déja
exposé dans [8]) : si deux schémas munis de diviseurs sont birationnelle-
ment équivalents, les foncteurs image directe et inverse pour les modules
cohérents sur le faisceau des opérateurs différentiels a poles surconvergents
sont exacts et se réduisent respectivement & I'image directe (comme O-
module) et & une extension des scalaires. Ceci généralise un résultat de
P. Berthelot pour les isocristaux surconvergents (cf. 2.3.1 de [3]) et permet
de généraliser le théoreme principal comme annoncé.

Le résultat d’affinité était déja connu dans le cas de 1’espace projectif,
vu comme compactification de I’espace affine de dimension N (cf. [9]). Dans
ce cas, les sections globales du faisceau d’opérateurs DL,Q (c0) s’identifient
a la complétée faible de ’algebre de Weyl

An(K)' = { Y apztoliapek
LEN,kEN
et 3¢>0,n<1 tels que |ag < cnlﬁlﬂﬂ},

ollzy, ...,z sont des coordonnées sur 'espace affine et 9% = [] OFi [k;! les
opérateurs différentiels correspondants. Dans le cas de ’espace projectif, vu
comme compactification de G1Y, le calcul des sections globales du faisceau
d’opérateurs DL’Q(OO) se fait de la méme fagon que dans [9] et ces sections
globales s’identifient &

By(K)' = { Y axetd¥:iqueK
I€Z keN
et 3¢>0,n<1 tels que |azx| < cnIMHU},

ot r1,...,zx sont des coordonnées sur GYN. On dispose ainsi d’une
interprétation géométrique des By (K)T-modules cohérents. Notons que
cette algébre contient 1’algebre d’opérateurs aux différences p-adiques sur
GY introduite par F. Loeser ([12]), pour traiter le principe de Boyarski.
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Le résultat présenté ici montre en particulier la cohérence des algébres
An(K)' et By(K)T, qui sont des résultats assez techniques & établir si ’on
procede 2 la main (la cohérence de Ay (K)' était déja traitée dans [13] par
Z. Mebkhout and L. Narvaez-Macarro).

Donnons maintenant une idée de la démonstration du théoréme
principal. Le point essentiel consiste & montrer qu’un D},Q(oo)-module
cohérent est acyclique, ce que l'on commence par montrer dans une
situation infiniment ramifiée. Soit V(%) = V[X]/(»*X — 7) qui est un
anneau de valuation discréte complet d’indice de ramification sur V égal

a p* et d’uniformisante 7y, la classe de X. Soit A = lim V(). 1’anneau A
—

E
est cohérent et il est facile de voir que le faisceau d’opérateurs différentiels
A®DI\, Q(o0) est un faisceau d’anneaux cohérent. On montre en fait un
V b

énoncé d’affinité pour cet anneau A®’DL Q(oo). L’énoncé analogue pour
v oA

D_Lyq(oo) s’en déduira par fidele platitude de A sur V.

L’idée de la démonstration du théoréme principal est de considérer
une filtration croissante de A ® DIY q(o0) par des faisceaux d’opérateurs

é\(m ,m) g m ,m)

différentiels p-adiquement complets , et tels que les -modules
cohérents soient acycliques. Cette 1dee était déja exploitée dans le cas de
lespace projectif dans 3.2.2 de [10] (et sans extension des scalaires).

Indiquons comment construire les é’\( Q’m) Nous commengons pour
cela par une construction générale. Nous 1ntrodulsons de nouveaux coeffi-
cients B B , munis d’une structure de D b )_module et qui, sur un ouvert
U tel que Z(\U = V/(f), sont donnés par : By = Oy[T)/(f*""'T - m).

Soit B\(m) le complété p-adique de B(m) Ces faisceaux g( ) forment un
systeéme inductif d’algébres et comme en 4.2.5 de [4], on peut construire
des faisceaux d’opérateurs différentiels B! pe W ® Df\, ). Ces coefficients ont

les mémes propriétés cohomologiques que les coefﬁaents analogues intro-
duits par P. Berthelot (cf. Pappendice de [10]) L’intérét est que si I'on
part d’un l? )_module cohérent &, le module B ™) ® &£ est engendré par
ses sections globales a 7r-pres des que m' est assez grand. Fixons un tel
m’ tel que les faisceaux B} B ® D sment engendrés par leurs sections
globales a m-pres pour tout n < p™ et posons £ = 7lV*2, Le sous-faisceau

de g( -algebres de B, B @ D( ™) engendré par les ¢iT'(X, B ) D(mi))

pour ¢ < p™ forme un sous-faisceau d’opérateurs différentiels noté 8,(1,7" m,
Le point clé est que ce faisceau est filtré de telle fagon que Palgebre graduée
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associée soit commutative et un quotient d’une algebre symétrique du type
E(m) ® S(0%). Cette propriété de I’algébre graduée est analogue au fait
que sur Pespace projectif ’algebre graduée gr,D(™ est un quotient d’une
algebre symétrique d’une somme directe de faisceaux amples, utlhsee dans
[10]. Le premier corollaire est la cohérence du faisceau complété 5 ™™ dy
faisceau Efym ™ En outre, des arguments identiques & ceux utilisés dans
(10] permettent de montrer que les g(m,’m)-modules cohérents sont acycli-
ques. De meme on montre qu’il y a une equlvalence de catégories naturelles
entre les £y’ ™ ’m -modules cohérents et leurs sections globales.

Notons maintenant S(*) = SpfV*), x*) = §*) x x et f; la projec-
tion X*) — X. Pour un entier x et une suite croissante d’entiers conve-

nable (u,,), on considére Em) = él'\/(\,"(’,"nﬂz Q On dispose d’un homomor-

phisme d’anneaux injectif canonique lim €Q ™o A®'D (oo) En 5.2.3,

on construit explicitement une sectlon a cette appllcatlon, ce qu1 montre
que c’est un isomorphisme. La propriété d’acyclicité des A ® D&Q( 00)-
modules cohérents se déduit alors de celle des g(Qm)-modules cohérents.
De méme, il existe une équivalence de catégories naturelle entre les

A® Dl,’Q(oo)—modules cohérents et leurs sections globales qui sont des
N'x,A® ’DI\,YQ(oo))—modules cohérents. On déduit de cela le théoréme de
D, o(co)-affinité de X.

Le point clef de la démonstration du théoreme d’invariance biration-
nelle est la cohérence par image inverse par un morphisme birationnel f
entre deux schémas ) et X', munis de diviseurs. On montre, via un lemme
de géométrie rigide et des estimations p-adiques, que le faisceau qui permet
de calculer 'image inverse s’identifie au faisceau des opérateurs différentiels
(sur Y), & poles surconvergents le long du diviseur.

Je remercie Pierre Berthelot pour I'intérét qu’il a manifesté pour ce
travail et ses remarques pertinentes lors d’un exposé sur cet article : j’espere
que le texte qui suit y a gagné en clarté.

1. Préliminaires.

1.1. Notations.

Nous reprenons ici les notations du début de I'introduction. On notera
de plus k le corps résiduel de V, V; = V/xt, S; le schéma SpecV; et X
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un schéma formel projectif et lisse sur S, de dimension relative N. Nous
noterons X; = S; Xxs X et «; 'immersion fermée X; — X.

Par hypotheése, X est muni d’'un diviseur relatif ample Z, ce qui
signifie que pour tout 7 € N, Z x X; est un diviseur ample de X;. Il existe
alors un plongement 2 dans un espace projectif formel ) de dimension M

tel que, si [yo,- -, yn] sont les coordonnées projectives sur ), le diviseur
Z s’identifie & 17 1(V (yo))-

Notons Oy (1) le twist de Serre sur Y. Le faisceau 1*Oy(1) sera noté
Ox(1) et s’identifie au faisceau inversible associé au diviseur Z : L(Z). Si
r € N, le faisceau O (r) sera le faisceau O (1)®" et si € est un O x-module,
le faisceau &(r) sera le faisceau &£ 6@ Ox(r).

X

Lorsqu’il sera nécessaire de préciser le diviseur, le faisceau ’Djviq(oo)
sera noté DIY’Q(TZ)‘

Si A est un faisceau de V-algebres, D_; (A) (resp. D%, (A), Dy, ¢(A),
Dgarf (A)) sera la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée des complexes
de A-modules & gauche cohérents (resp. parfaits) qui sont & cohomologie
bornée supérieurement (resp. bornée). On rappelle qu'un .A-module est
parfait s’il admet localement une résolution a degrés bornés et a termes
localement projectifs de type fini. Si A est de dimension cohomologique

finie, les notions de cohérence et de perfection coincident.
1.2. Description locale des opérateurs différentiels sur X.

Nous aurons besoin d’une description en coordonnées locales des
faisceaux vam). Pour les justifications des affirmations qui suivent, nous
renvoyons & [4]. Si k est un entier, v, (k) est sa valuation p-adique et
q,(cm) désigne le quotient de la division euclidienne de k par p™. Si k =

(k1,--+,kn) est un multi-indice, on note
ot =TTa
i

Si V est un ouvert de X muni de coordonnées locales z1, - - -,z N, le faisceau
D™ est le Oy-module libre de base les

Q(E)(m) — Hagfi)(m),
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m

N . (k:) - .
ol les opérateurs 9, ™ vérifient la relation

ki (ki) .
gtk _ gk
g -

lopérateur 9., étant la dérivation usuelle par rapport & z;. Le faisceau
Dg,"g est le Oy-module libre de base les 8% avec |k| < n. L’algébre

J
graduée gr, 'Dg,m) est engendrée par les classes des éléments ai’j Yem) pour
Jj <m (2.2.5 de [4]). Nous utiliserons aussi les inégalités suivantes :
k| L
B~ Nlog, (&l + 1) BE) < -
|k| Np (m) |k|
————— — Nlog, (k| +1) = —— < vp(q ! _—
p(p—1) A p(g ) prp—1)

2. Les coefficients B.

Introduisons V, k, S, X, Z comme en 1.1 et S le Z,)-schéma SpecV'.
Nous définissons les coefficients B pour un S-schéma formel lisse X' mais il
va de soi que les énoncés et définitions qui suivent s’adaptent au cas d’un
S-schéma lisse.

2.1. Définitions.

DEFINITION 2.1.1. — Soient f € I'(X, Ox) et 7 un entier multiple de
p™*1. On pose B(f,r) = Ox[T)/(f"T — ). Nous avons alors un énoncé
identique & la proposition 4.2.1 de [4].

ProposiTiON 2.1.2. — (i) Il existe sur B(f, r) une structure canonique
de vam)-module compatible avec sa structure de O y-algébre.

(ii) SigeI'(X,0x) et f' = gf, ’homomorphisme
pg : B(f,r) = Ox([T)/(f'T ~m) — B(f',r) = Ox[T"]/(f"T" — ),
défini par py(T) = g"T" est D™ -linéaire.

(iii) Si r est un multiple de p™*! avec m’ > m, la structure de
DY -module de B(f,r) est induite par sa structure de D) -module.

La démonstration est la méme que celle de 4.2.1 de [4]. Pour la
définition des objets nous renvoyons a [4]. Soit P% ., le voisinage a
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puissances divisées partielles de niveau m de X'. Pour montrer (i) il faut
définir une m-PD-stratification, i.e. des isomorphismes de P% (m)-algébres
En :

P},(m) 58; B(f1 T) = B(.ﬂ T) (’%\4 ’P:\lf‘,(my

vérifiant une condition de cocycle. Par fonctorialité, on se rameéne au
cas des S-schémas et au cas ou X = SpecV[t] et f(t) = t. Soient
t1h =t®1,ta = 1@t € Oxxx et A la m-PD-algebre polynomiale
A = VI[t1](t2 — t1)(m)- Si I est le m-PD-idéal de cette algebre et 11"} la
filtration m-PD-adique, ’algebre P}’(m) s'identifie & A/I{"t1}, On définit

ensuite un élément o™ (¢, t,) € I par la relation mo\™ (t1,t5) = t§ — ¢T,

T, =1®T € Py @Ox[T], T = T®1 € Ox[T] ® Py ,,,y €t un
homomorphisme ¢,, de (m)-PD-algebres :

Pim) @ Ox([T1/(#'T = m) — Ox[T]/(t"T =) ® P, (),

par la formule ,(T3) = Ti(1 + Tipt™ (t1,t2))~), ce qui a un sens car
<P£«m) (t1,t2) est nilpotent dans Py ..

L’égalité <p£"‘) (t1,t2) +™ (to,t3) = ot (t1,t3) entraine la condition

de cocycle . Les assertions (ii) et (iii) se montrent de fagon identique & ce
qui est fait dans [4].

Les applications p, données en (ii) de la proposition permettent de
définir par recollement le faisceau B(Z,p™*!) si Z est un diviseur relatif
de X. Dans la suite, nous noterons By = B(Z,p™*!) si le diviseur Z
est fixé. D’apres le (ii) de la proposition, ce faisceau est muni d’une action
de vam). Il découle de (iii) que I'on dispose de morphismes de faisceaux
DV-linéaires : BY" — B pour m’ > m.

Soit E(Xm) I’algebre complétée de BEYm). Cette algebre est cohérente,
a sections noethériennes sur les ouverts affines et hérite d’une structure

de 5fvm)-module compatible avec la structure de O y-algebre. En outre, on
dispose d’homomorphismes d’anneaux ﬁfvm)-linéaires g(Xm) — By, pour
m’ > m. En fait, nous ne considérerons dans la suite que la structure de

’Df\,m)-module de BA(Xm), qui est a fortiori compatible avec la structure de O -

module de BY™ et telle que les flaches BY™ — B soient D™ -linéaires.
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2.2. Opérateurs différentiels a coefficients B.

D’apres la formule de Lelbmtz pour les opérateurs dlfferentlels, Pac-
tion du faisceau D ) sur BY® pe ) permet de munir le faisceau B\(Xm ) ® D(m)

d’une structure de faisceau d’anneaux pour tout m’ > m (cf. 2.3.5 de [4]).
Ce faisceau d’anneaux est muni d’une filtration par l’ordre des opérateurs
différentiels déduite de celle de D;m) et le gradué associé & cette filtration
est noethérien sur les ouverts affines. La famille des ouverts affines sur les-
quels Z est défini par une équation locale est une base d’ouverts de X. Si
VY C U sont deux tels ouverts,

BEIWV) =0x,(V) ® B W),
Ox. U)

Xi
et les algebres BEZ')(V) sont plates sur Bg("z) (U). Il en est de méme des
algebres complétées.
Ceci permet de voir que les faisceaux E(Xm,) c()X) DEYm) vérifient les hy-
X

potheses de 3.1.2 de [4] et qu’ils sont cohérents & droite et & gauche. On
dispose d’autre part pour m; > m et pour m} > max{m;,m'} d’homo-
morphismes de faisceaux d’anneaux : g(m ) ® D(m) — 1/3\("11) ® D(ml). La

m’)

structure de B -module de B}, B ® D( ) sera toujours donnee par la

multiplication & gauche sur ce falscea,u d’anneaux.
2.3. Propriétés des B-modules cohérents.

Replagons-nous dans la situation de 1.1. Si p est la multiplication par
m+1

yb il existe une suite exacte analogue & A.2 de [10] :
0= S(Ox(™) "= S(Ox (™) = B — 0.

Les résultats établis par P. Berthelot dans ’appendice de [10] restent donc
valables dans notre situation. Les énoncés qui suivent sont aussi vrais

les BY™-modules cohé E iculi 1 iti
pour les B, “-modules cohérents. En particulier, nous avons la proposition
suivante.

ProposiTION 2.3.1. — Soit £ un B;m) -module cohérent. Alors :

(i) II existe des entiers r et a, tels que I'on ait un homomorphisme
surjectif

é(xm)(—r)ar — €.
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(ii) Pour tout n > 1, H*(X,£) est un V-module de type fini de
torsion.

(iii) II existe un entier r¢ tel que pour tout entier r > rg et tout k > 1
on ait H*(X,£(r)) = 0.

Nous utiliserons aussi une propriété de finitude des sections globales
d’un B\(Xm)-module cohérent. Un calcul analogue & celui effectué dans 3.1.1.3
de [8] montre que I'(Y, Bg,m)) est noethérien, et donc aussi I'(Y, é\(ym))‘ Ce
calcul montre aussi que ’algébre Bg,m) vérifie la condition (D) énoncée en 4.1
de [10]. Un corollaire est que si £ est un Bg,m)—module cohérent, I'(X, &) est

de type fini sur T'(X, Bg,m)) (4.1.2 de [10]). A partir de 13, de ce qui est fait
dans [10; sur la finitude des sections globales, des propriétés cohomologiques
des Bg,m et des Zg’\g,m)—modules cohérents, il n’est pas difficile d’en déduire

que si € est un lfi’\(ym)-module cohérent, ['(Y,£) est un I'(Y, g(ym))-module
de type fini. En particulier, I'(X, BY") est une algebre finie sur I'(), gg)m))

puisque B\(Xm) ~ z*l?ém). Finalement, on obtient la proposition :

PropPosITION 2.3.2 — Si £ est un ﬁ(Xm)-module cohérent, I'(X, E) est
un I'(X, E(Xm))—module de type fini.

Ajoutons I’énoncé suivant.

ProposiTiON 2.3.3 — Soit £ un Efvm) -module cohérent. 1l existe alors

un entier m; > m tel que, pour tout entier m’ > m1, il existe une suite
!
exacte de l%\(Xm )-modules cohérents :

(B\(Xml))a - B\(me) ® &—=Cp —0,
By

ol a est un entier et wC,,» = 0.

Démonstration. — 1l suffit de montrer I’énoncé pour un Bg,m)-module
cohérent puisque B\(Xm) o~ Z*B\(ym). D’apres la proposition 2.3.1, il suffit de
montrer le résultat pour £ = Z’S\(ym)(—r) avec r € Z. Comme le faisceau

gg")(—r) est engendré par ses sections globales comme B;g}m) -module si 7
est négatif, on peut supposer que r est strictement positif. Soit U; I’ouvert
D4 (y1). On calcule

pm+1
ByM () ~ V{%} ™ (ﬂ) .
Y ) k1 Yo
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En outre, le module B\g,m)(—r)(Ul) est le B\(ym)(Ul)-module libre de base %
!
Supposons maintenant que m’ > max{log,(r)—1,m} (i.e. p™t1 > r), alors

F= (%)
T\
Yo Yo

. 212 ™
Comme ceci est vrai pour tout [, I'élément — se prolonge en un
Yo
élément de T(Y, B™)) et définit un morphisme By )-linéaire o : BJ™) —

g(ym’)( —r). On voit facilement sur chaque U; que ce morphisme est injectif.

m!+1 m/+1

00 WA P~
% — e B (—r)(U)).
(yz) yr Y (=)

T

T s

De plus, sur Uy, ? = (%) —, de sorte que le conoyau de o est annulé
1 l Yo

par 7. D’ou finalement ’assertion.

3. Construction des algéebres £.

Soit X un schéma formel comme en 1.1. Nous indiquons ici la
construction des algebres d’opérateurs différentiels décrits dans I'introduc-
tion. Donnons d’abord une construction a m fixé.

3.1. Construction du préfaisceau d’algébres
d’opérateurs différentiels A.

Dans la situation générale de 1.1 nous construisons ici, pour m’ assez
grand, un sous-faisceau d’anneaux du faisceau d’opérateurs différentiels
’
ﬁxm) ® vam). Ce sous-faisceau est filtré et le gradué associé a cette
Ox

filtration est un quotient d’une algébre du type Z/S\(/;” ) gg) Sox(0%) pour
X

un certain entier a.

3.1.1. Préliminaires.

Soient Df{,",)l le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre < n, et ng
un entier. D’aprés la proposition 2.4.3, il existe m’ > m tel que pour tout

!
n < ng, les faisceaux gxm) ® Dfl,m) soient engendrés par leurs sections
ox

n

globales a 7 pgés. En particulier, pour tout n < ng, il existe des suites
exactes de BY")-modules

B @B @ D{™) - B @ DY - c, -0,
rx,Bg") Ox Ox "
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ou 7C, = 0. Dans la suite, nous Supposerons que m' est ﬁxe, vérifiant
cette propriété, et nous noterons B = I/B\(m) D(eo) = g(m) ® D(m)

Dy (o0) = BY™) ®’Dm) B=T(X,B).

3.1.2. Définitions.

Comme D(o) est sans torsion, car c’est un faisceau localement libre
sur B, qui est sans torsion (lemme 4.3.3 de [4]), c’est aussi le cas de
I'(X,D(x)). Notons &€ = 7VN*2 A; = £'T(X,Di()) pour i >0 et A; = B
pour ¢ < 0.

Soient &/ un ouvert de X et [ l’application de restriction
I'(X,D(x)) — D(oo)(U). Quand il n’y aura pas d’ambiguités, cette appli-
cation sera simplement notée . Soit maintenant A(U) la sous-B(U )-algebre
de D(oo)(U) engendrée par ly(Ao) + - -+ + lu(An,). Les A(U) forment un
préfaisceau et, comme groupe abélien, A(U) est engendré par les éléments

- Py, avec s € N et P € I(A)U---Ul(An,) UBWU).

Si K et H sont deux parties de A(U), on note K-H le sous-groupe
abélien engendré par les P-Q avec (P,Q) € K x H.

LEMMA 3.1.2.1 — Soient U un ouvert affine de X et i,j deux entiers
< nyg. Alors :

(i) [BU),U(A)] € BU)-U(Ai-1),
(it) BEU)-U(A:)-BMU)-1L(A;) € BU)-UA)UA)+BU)-U(Ai—1)-1(A,).

Démonstration. — Montrons d’abord (i) : pour ¢ € {0, 1}, ’assertion
est claire. Supposons que ¢ > 2. Soient P un opérateur de A; et b € E(U)
L’opérateur P peut s’écrire P = £'Q ol Q est une section globale de D; ().
L’opérateur [I(Q),b] est dans D;_1(c)(U) de sorte que d’apres les suites
exactes données en 3.1.1, 7[l(Q),b] est dans E(U)'I(F(X,Di_l(oo))). On
en déduit que £1(Q), b] est dans B(U)-I(A;_1), Cest-a-dire que [I(P),b] €
BU)-U(Ai-1).

Le (ii) résulte immédiatement de (i) d’aprés la formule suivante.
Si (P,b) € Ai x BU) on a Dégalité : I(P)b = bl(P) + [I(P),b] €
BU)I(A:) + BU)-1(Ai-1).

Posons R(U) le E(U )-module engendré par les produits P; - - - Ps avec s € N
et P, € l(Al) U cee U l(Ano).
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ProposITION 3.1.2.2. — Sill est un ouvert affine de X, on a ’égalité
RU) = AU).

Démonstration. — Le B(U)-module R(U) est naturellement inclus
dans A(U). Comme ce module contient tous les I(4;), il suffit de montrer
que c’est en fait une B (U)-algebre. Par linéarité, il suffit de montrer que les
produits aP; - - - P,bQ1 - - - Qv avec a,b € E(U), P; € l(Ar,), Q; € I(Ay)),
pour i < n et j < n', sont dans R(U). On procede pour cela par récurrence
sur n. Le cas n = 0 est clair. Ecrivons ensuite Pégalité

(*)  aPr- PpbQi- - Qm=aPy - Pooa([Pn,b] + bFP)Q1 -+ Q.

D’aprés le lemme précédent, Popérateur [P,,b] est dans B(U)-I(A,,_1) et
on conclut en utilisant I’hypothese de récurrence.

3.1.3. Filtration d’anneaux du préfaisceau A.

Etant donné des entiers s, n on définit Qsn={re{l,...,no}* tels
que |r| < n}. Soit A, (U) le sous-B(U)-module de A(U) engendré par

~

{P,---P;, seN, telsque Vi < s, P, € BU)-I(A,) et r € Qs 5}

Les groupes A, (U) définissent un préfaisceau A, de B-modules et A, est
un sous-préfaisceau de A, 1. Le préfaisceau Ay s’identifie au faisceau des
coefficients B.

Il est clair que Ay (U)-Ap (U) C Apin (U), si bien que le préfaisceau
de modules gradués GBN Ap1(U)/An(U) est un préfaisceau de B-algebres.
ne

Cette filtration ne coincide pas a priori avec la filtration induite par
Pordre des opérateurs différentiels. Cependant, le préfaisceau A, est un
sous-préfaisceau de Dy, (o).

LEMME 3.1.3.1. — Si U est un ouvert affine de X, A, (U) est le sous-
B(U)-module de A(U) engendré par {P; --- Ps, s € N, telsque Vi < s, P; €
I(Ar,)etr € Q)

La démonstration de ce fait résulte du (ii) de 3.1.2.1.

Fixons maintenant ng = p™ et deux entiers 7 et j, inférieurs & p™. L’entier
p™ intervient ici car le faisceau D(co) est engendré par les opérateurs
d’ordre inférieur ou égal & p™, comme BA(U)-algébre. On utilise ce fait
dans la proposition suivante pour voir que le gradué du préfaisceau A est
commutatif.
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LEMME 3.1.3.2. — Sild est un ouvert affine de X muni de coordonnées
locales, on a les inclusions :

(1) [[(A8),UA)] C Aigj—1U),
(i) [BA)-UAD), BU)-UD)] C Ais—1 (U).

Démonstration. — Commencgons par (i). D’apres le lemme précédent,
il suffit de montrer que

(1(8:), U(A))] C scitj—12reQ, ips— BU)- WA, )-BU)-U(Ar,)

- BU)UA,).
Soient (P,Q) € A; x Aj et (P',Q") € I'(X,D;(0)) x I'(X,Dj(0)) tels
que P = &(P') et Q = £71(Q’). Le commutateur [I(P’),1(Q’)] est dans
Ditj—1(c0). D’apres 2.2.5 de [4], tout opérateur de Dy, (co) () s’écrit comme
somme de produits d’au plus [n/p™]+ N opérateurs d’ordre < p™, ([n/p™]

désigne ici la partie entiére de n/p™). En particulier, [[(P’), [(Q")], qui est
d’ordre < 2p™, se décompose :

(PN = > bePr P,
|kl=N+2

ol bx € B(U), les opérateurs Py, sont d’ordre ; et tels que |r| <i+j — 1.
Chaque opérateur 7Py, se trouve dans B(U)-I'(X, Dy, («)). On voit ainsi
que

aVRUP) Q) € Y. BU)T(X, Dy, () BU)-T(X, Dy, (),
|r|<iti—1
et finalement que
[P,Ql =M (P, U@ e > BuU)UA,) - BU)A,,),
|zl<i+j—1
d’otr le (i).

Soient maintenant a,b € B(U), P et Q des opérateurs de D(so). On a
alors la formule

[aP,bQ] = ab[P, Q] + a[P, b1Q + bla, QP.
Le (ii) du lemme résulte donc du (i) et du (i) du lemme 3.1.2.1.

ProposiTion 3.1.3.3. — Si U est un ouvert affine de x muni de
coordonnées locales, on a I’inclusion

[An(u)’ Apr (U)] c An+n’—1(u)~
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Cette proposition implique que l’algebre graduée & A, +1(U)/ An(U) est une
n

E(U)-algébre commutative. Nous noterons désormais ce préfaisceau gr,.A.

Démonstration. — Il suffit pour cela de vérifier que [aP; - - - Ps,bQ1 - - -
Qs], avec a,b € BU), P; € I(Ar,) pouri < s, Q; € l(AT;) pour j < §', se
trouve dans Aj|4|r|—1- On établit cette propriété d’abord dans le cas ou
s est égal & 1 et s’ quelconque, en raisonnant par récurrence sur s’, puis
pour s fixé et s’ quelconque, en procédant par récurrence sur s.

Le cas ol s et s’ sont égaux & 1 provient du lemme précédent. Ensuite,
pour tout s’ > 2, on a la formule suivante :

[aP,bQ1Q2 - Qs] = bQ1[aPy,Q2 - Qu] + [aP1,0Q1]Q2 - - - Qs

Par récurrence sur s’, on en déduit le cas s = 1. Le passage de s &
s+ 1, pour s’ quelconque, se déduit d’une formule analogue.

3.2. Faisceaux d’algébres d’opérateurs différentiels 8/(Ym”m).

3.2.1. Définitions.

’
Fixons un entier m et soit m’ un entier tel que les faisceaux B\(Xm ) ®

N

nym,)l soient engendrés par leurs sections globales & 7 prés pour tout

’
n < p™. On définit alors 85\,7" "™ e faisceau sur X associé au préfaisceau
A correspondant & m et m’ introduit en 3.1.2. De méme, les faisceaux

7
S((Ymn’m) sont les faisceaux associés aux préfaisceaux A, introduits en 3.1.3.

On introduit enfin les faisceaux 8)((':’,’7") = Sf‘fm,’m)/ Wigfvm/’m),

a(m’,m) — 1 (m’,m)
Ex hg_r_l Ex, -

(2

Dans les démonstrations nous noterons B = B\(Xm’), B =T(X,B), £ =
EST™, Ea = ESN™ Ex, = ELT™ et E= EYT™.

3.2.2. Cohérence des algébres complétées éi(l,mém)

Les faisceaux va’fl,;’m) sont des BY")-modules cohérents comme fais-
ceaux image d’homomorphismes de g(xm )_modules cohérents. D’autre part,

m,»m)

7
il existe un homorphisme canonique lim 8; n S,(Ym ’m), qui est un iso-
o,

n
morphisme au niveau des germes et est donc un isomorphisme. On déduit
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des applications produits A x A — A une structure de faisceau d’anneaux
sur £ ™. La filtration par les S{({fln’m) est une filtration d’anneaux dont
le gradué associé est le faisceau associé au préfaisceau gr,.A. Il résulte de
la proposition 3.1.3.3 que le morphisme canonique
',m) (m’, s (m’,
gé(\;tln " x gX',:Ln'm) - S.«(Yiznﬁ’/gxftlnm’—l

est nul au niveau des germes et donc qu’il est nul. La [3\(;" ’)-algébre graduée
gr,£(m™) est donc commutative.

ProrosiTiON 3.2.2.1. — Il existe un entier a, une algébre graduée
S(0%) dont Ialgébre sous-jacente est isomorphe & S(0%), dont les com-
posantes homogénes sont libres de rang fini sur Oy, et telle qu’on ait une
surjection graduée g(xm )_linéraire

By o 8(0%) — gry" ™ 0
X

Démonstration. — Reprenons les notations de 3.1.2. Les modules
A; sont des B-modules de type fini d’apres la proposition 2.4.2. 11 existe
des entiers s, a = p™s et des générateurs P, ,---,P; s des modules A;
pour tout ¢ < p™. Soient Q; ; la classe de I[(P; ;) dans A;(X)/Ai_1(X) et
{T; ; }o<i<pm,j<s des indéterminées. On en déduit une application B-linéaire

gé@ ®OxT;; — gryA — gr,t
X
Ti; = Qi

qui induit un homomorphisme de faisceaux
B ® S(®0xT; ;) X gr,E,
Ox

et pour tout ouvert affine &/ muni de coordonnées locales, un homomor-
phisme d’anneaux

BoS@0xTi)U) % gr,AU) — gr).

Sur un tel ouvert, un élément de gr,, A(U) s’écrit comme somme d’éléments

aP;...P; ou P; est la classe dans gr,, A(/) d’un élément P; de I(A,,) tels
t
que Y. 7; = n. En décomposant chaque P; comme combinaison linéaire &
i=1
coefficients dans B des images par | des générateurs de A; et en utilisant
la commutativité de gr, A(U), on voit que gr, A(Uf) est dans I'image de A;,.
L’homomorphisme A est donc surjectif au niveau des germes, et est donc
surjectif.
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Ce morphisme n’est pas gradué si ’on considére la graduation usuelle
de lalgebre symétrique. Soit S(O ) lalgebre graduée dont ’algébre sous-
jacente est ’algébre symétrique S(O%) et dont la graduation est la gradua-
tion d’algébre définie par le fait que T; ; est de degré ¢ pour tout ¢ < p™ et
j < 5. On a alors ’énoncé voulu avec cette algebre.

PropoSITION 3.2.2.2. — (i) Les faisceaux 8(m ™) sont des E(Xm’)-
modules cohérents.

!
se . m ,m N . <.
(ii) Le faisceau 5{(‘{ ) est a sections noethériennes sur les ouverts
affines.

(iii) Les faisceaux S&T,’m) sont des faisceaux d’anneaux cohérents a
sections noethériennes sur les ouverts affines.
(iv) Le faisceau é‘}ml’m) est un faisceau cohérent & sections noethé-
riennes sur les ouverts affines.

Démonstration. — Par définition, on a des suites exactes de faisceaux
0—-&-1— &, —gr,€—0.

L’algebre gr,€ est cohérente sur 'algebre B® S(0%), dont les composantes
homogenes sont des B-modules cohérents. En particulier, les modules gr,&
sont des B-modules cohérents. Par recurrence a partir de & ~ B on voit
que les modules &,, sont des faisceaux de B-modules cohérents. Ceci montre
(). En particulier, les faisceaux &, sont acycliques sur les ouverts affines et
le gradué gr,£(U) s’identifie aux sections sur U du faisceau gradué gr,&.
L’algébre commutative gr,€(U) est un quotient de ’algebre de polynémes
a coeficients dans Blf) : B{U) ® S(0%). Comme B(U) est un anneau
noethérien, cette algébre est noethérienne et donc aussi ’algébre graduée
gr,£(U). La noethérianité a gauche et & droite de P’algébre £(U) en résulte
(1011 5.3 de [6]). En outre, le faisceau £ est acyclique sur les ouverts affines,
puisque c’est le cas des faisceaux &,, qui forment une filtration croissante
et exhaustive de &, et que, sur le schéma formel X qui est un espace
topologique noethérien, la cohomologie commute a la limite inductive.

Le faisceau & est sans p-torsion car c’est un sous-faisceau de B® Dgcm).
Si U est un ouvert affine de X' et U; louvert obtenu par changement de
base sur X;, on a des suites exactes courtes

0— EU) S EU) — Ex,(Us) — 0.

11 s’ensuit que les algebres Ex,(U;) sont noethériennes & gauche et &
droite. En outre, les faisceaux £x, sont des Ox,-modules quasi-cohérents,
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comme limite inductive des faisceaux &,/7£, qui sont quasi-cohérents.
Tout ceci montre qu'ils sont en fait cohérents (3.1.3 de [4]).

La cohérence des faisceaux &€ se déduira du fait que les hypotheses

a et b de 3.3.3 de [4] sont vérifiées. Le faisceau £ est limite inductive de

B-modules cohérents &, tels que &, = lim &, /n*E,. En outre, nous venons
—

de voir que 'anneau I'(U4, £) est noethérlien a droite et & gauche pour tout
ouvert affine Y. Les conclusions de 3.3.3. de [4] s’appliquent donc dans
notre situation et le faisceau € est cohérent a gauche et a droite. Nous en
déduisons aussi des théorémes A (3.3.9 de [4]) et B (3.3.11 de [4]). Comme
corollaire, nous utiliserons dans la suite que si M est un E-module cohérent,
le sous-Z-module de torsion de M est lui aussi cohérent et est de torsion
finie.

4. Propriétés cohomologiques des E(A_f:’clz’m)-modules
cohérents.

Reprenons les hypotheéses de 3.2.1 et commengons par étudier la
situation & un niveau fini et & donner quelques propriétés.

4.1. Etude de la situation a4 un niveau fini.
Notons C le faisceau de By )-algebres B & S(0%).
X

LEMME 4.1.1. — Le faisceau C est un faisceau de O y-algébres qui est
cohérent et & sections noethériennes sur les ouverts affines.

Démonstration. — 11 résulte de la cohérence des faisceaux B que,
si V est un ouvert affine inclus dans un autre ouvert affine U, B(V) est
une B(U)-algebre plate. Si M est un C(U)-module, le produit tensoriel
C(V) ® M s'identifie 3 B(V) ® M et C(V) est un C(U)-module plat. En

cu) E(U)
outre, algebre C(U) est isomorphe & I’algébre de polynémes E(u )T5,5], qui

~

est noethérienne par noethérianité de B(U/). Tout ceci montre la cohérence
de C (3.1.1 de [4)).

Soit C un faisceau de Ox-algebres graduées, C; ses composantes
homogenes. Si M = &M}, est un C-module gradué, le module M(r) est
gradué par M(r) = @My(r). Si ¢ est un entier relatif, M|i] est le module
gradué défini par (M(i])r = M.
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LEMME 4.1.2. — Si M est un C-module gradué et cohérent, il existe
des entiers relatifsry, ... ,ry, des entiers sy, ...,sy et pour tout 1 <i < N,
des s;-uplets (o4, ..., at), tels que I'on ait une résolution

:EIiC(—rN)[ajy] —- — & C(~r)[a}] = M — 0.

Démonstration. — Rappelons d’abord qu’un B-module cohérent est
un quotient d’un certain B(—r)® pour certains entiers a et r (A.6 de [10]).
Les composantes homogenes de C sont des B-modules cohérents. Si M un
C-module cohérent gradué, les composantes homogeénes de M sont donc
des B-modules cohérents. Ainsi le module M est limite inductive de sous-
modules B-cohérents. Comme X est quasi-compact et C est noethérienng,

on peut donc trouver une surjection : C®€& — M — 0, ol € est un B-
B
module cohérent. En écrivant que € est un quotient de B(—r)%, on construit

ainsi une surjection C(—r)* — M — 0. On construit facilement & partir de

13 une surjection graduée éIC(—r)[ai] — M — 0 (2.3.3 de [10]). Le reste
1=

de 'argument est identique & 2.3.4 et 2.3.5 de [10].

LEMME 4.1.3. — Si M est un C-module cohérent, il existe un entier
r € Z tel que

Vk > 1, Vs > r, H¥(X, M(s)) = 0.

Démonstration. — Notons d’abord que cet énoncé d’acyclicité est
vrai pour les B-modules cohérents. Il existe un entier ro tel que pour tout
entier r supérieur & ro, les groupes H¥(X, B(r)) soient nuls. Donnons-nous
une résolution graduée de M comme dans le lemme précédent. En passant
aux composantes homogenes, on obtient une résolution des My par les
Ck+a;(—7'z-). Soit r un entier supérieur & max{r; + ro}1<i<n. Le module
M(r) est alors résolu par des C-modules gradués dont les composantes
homogenes sont des sommes directes finies de modules du type g(r +7i),
qui sont acycliques. Iiinalement, le module M(r) admet une résolution de

longueur N par des B-module acycliques et est donc acyclique.

La surjection C — gr, &™) fait de gr,£(™" ™ un C-module cohérent
gradué auquel on peut appliquer le lemme. Pour énoncer la proposition
suivante, on fixe un entier p > rq tel que pour tout k£ > 1 et tout r > p, les
groupes H¥ (X, gr £(™' ™) (r)) soient nuls.
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ProposITION 4.1.4. — (i) Vr > p, Vi, Vk > 1, H’“(X,S;Z’I’m) (r)) =0.

(ii) Si M est un Sggll’m)-module cohérent, le module M(r) est
acyclique pour r assez grand.

Démonstration. — Commencons par (i) et considérons un entier r > p
et les suites exactes courtes

0 = &n(r) = Ensa(r) — 81,416(r) — 0.

D’apres ’appendice de P. Berthelot & [10], le module &y(r) =~ B(r) est
acyclique. D’apres le lemme précédent, les modules gr, £(r) sont acycliques.
En passant a la longue suite de cohomologie et en raisonnant par récurrence
sur n, on voit que &,(r) est acyclique pour tout entier n. Comme 1’espace
topologique X est noethérien, la cohomologie commute & la limite inductive
et pour tout entier k,

H*(X,E(r)) = l_iinHk(X,En(r)).

Ceci montre finalement que £(r) est acyclique.
Comme €& est sans torsion, il existe des suites exactes courtes
0— E(r) S E(r) = 7iEx,(r) — 0.
En passant & la longue suite exacte de cohomologie, on voit que les faisceaux
Ex, (r) sont acycliques.

Montrons (ii). Sur le schéma X;, M est limite inductive de ses sous-
Ox,-modules cohérents. D’apres (iii) de 3.2.2.2, il existe un module £x,-
cohérent F et une surjection E£x,linéaire £x, (’)® F — M. D’autre part, il

X,

k2
existe des entiers a et r et une surjection Ox,(—r)* — F. De proche en
proche, on peut ainsi construire une résolution de longueur N de M

Ex,(—TN)™ — ... > Ex,(-r)" > M —0.
En particulier si r > max{p + r;}i<n, le module M admet une résolution
de longueur N par des modules acycliques et est acyclique.

4.2. Passage aux complétés.

ProposITION 4.2.1. — (i) Si M est un é\f\,m”m)—module cohérent, il

’ ~, ’ a
existe des entiers et a et une surjection £5" "™ -linéaire (5 (m’,m)( —r)) -
M —0.
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(i) II existe un entier r tel que Vs > r, Yk > 1, H¥(X, M(s)) = 0.

Démonstration. — Compte tenu de la proposition précédente, la

démonstration de (i) est identique & celle de 3.3 de [10], £ jouant le role de
Dm),

Pour r > p, les conditions de Mittag-Leffler sont trivialement vérifiées
par les groupes H*(X,£(r)) pour tout entier k. On en déduit que, pour
tout k,

H* (X, E(r)) = lim HF (X, Ex,(T)).

1

En particulier, les modules & (r) sont acycliques pour tout r > p.
D’apres le (i), il existe une résolution de longueur N de M

g(—rN)“N - 5(_,~1)‘11 - M—=0.

Ainsi, sir > max{p+r;}i<n, le module M admet une résolution de longueur
N par des modules acycliques et est acyclique.

COROLLAIRE 4.2.2. — Si M est un é:({?(sm)-module cohérent,
(i) Ies groupes H*(X, M) sont nuls pour tout k > 1,

(i) M admet une résolution libre de rang fini sur gfgém).

Démonstration. — Soit r un entier tel que le module M(r) soit
acyclique. Le noyau et le conoyau de 1’application [?g,m ) ﬂ’»l’?\:(vm )(r) sont
a support dans le diviseur Z et sont donc de p-torsion finie car ce sont

des B\g,m )-modules cohérents. En étendant les scalaires & Bq, on trouve
finalement un isomorphisme

Bq % Bq(r).
En identifiant M(r) & M ® éq('r), on voit que cette application induit
Bq

un isomorphisme E-linéaire M ~ M(r). En particulier, le module M est
acyclique.

Montrons (ii). Il existe un £-module cohérent N tel que M ~ A’ ‘% K.

Donnons-nous une résolution de A" comme dans la démonstration de 4.2.1.
On trouve alors une résolution libre de rang fini de M en tensorisant
cette résolution par K et en identifiant Eq(-r) & Eq via lisomorphisme
BQ(—T) ~ BQ.
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Soit Eg"/’m) = (X, g();?(;m)) (noté Eq dans les démonstrations), et ¢

le foncteur qui & un E(Qm "™ _module de présentation finie M associe le

faisceau associé au préfaisceau U g/(ggm) ® M. Le faisceau (M)

Bmm)

est un é‘}’?dm)—module cohérent.

ProposITION 4.2.3. — (i) L’algébre Eg”’/’m) est cohérente.

(ii) Les foncteurs ¢ et I' induisent une équivalence de catégories
(m/,m) g(m’,m)

entre les EQ -modules cohérents et les £ " -modules cohérents.
Démonstration. — Commengons par montrer que les fongeurs @ et
I' induisent une équivalence de catégories entre la catégorie des Eg" ™)
modules de présentation finie et celle des é’xxmdm)—modules cohérents.
Si M est un gq-module cohérent, M admet une résolution libre de
rang finie & deux termes

L_1—oLy—>M—0,

ouL_;~ 5;3 pour un certain a; et ¢ € {0, 1}. Par acyclicité de I, on obtient
une résolution de I'(X, M) en passant aux sections globales. Comme le
module T'(X, £_;) est isomorphe & un E%, ceci est une présentation de
T'(X, M), qui est donc un Eq—module de présentation finie. Le foncteur I'
est donc & valeurs dans la catégorie des Eq-modules de présentation finie.

Si M et M sont respectivement un Eq—module cohérent et un gq-
module cohérent, il existe des isomorphismes canoniques M — T o (M)
et ¢ o I'(M) — M qui sont trivialement des isomorphismes si M et M
sont des modules libres de rang fini. Avec les notations précédentes, on a
un diagramme dont les lignes sont exactes et dont deux colonnes de gauche
sont des isomorphismes

pol(X,L_1) — @ol(X,Ly) — o', M) — 0
! ! 1
L_4 — Ly — M — 0.

On en déduit que la derniére fleche est un isomorphisme.

Réciproquement, partons d’une présentation de M par des modules
libres de rang fini L_; — Ly - M — 0, ou L_; ~ E&’ Toujours par
exactitude de I', on a un diagramme dont les lignes sont exactes et dont les
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deux premieres colonnes sont des isomorphismes

L_, — Lo — M - 0

1 ! 1
Fop(L-1) — Top(Loy) — TopM) — 0.

Il en résulte que la derniere fleche verticale est un isomorphisme.

La cohérence de EQ se montre a partir de cette équivalence et de la
cohérence de £q comme le corollaire 5.2.2 de [10].

5. Démonstration du théoréme principal.

Soit e l'indice de ramification de V. D’apreés le critere d’Eisen-
stein, le polynéme XP* — 7 est irréductible dans V[X]. L’anneau V*) =
VIX]/(X P ) est integre et est un anneau de valuation discréte complet
d’inégales caractéristiques (0, p) , de corps des fractions E®) et d’indice de
ramification pFe. On notera 7, la classe de X modulo X - p : c’est une
uniformisante de V(*) et la topologie mx-adique coincide avec la topologie
p-adique. Sil > k, il existe une injection canonique i ; : V&) - v définie
par : iy (mg) = ﬂfl—k et qui fait de V® un V(¥)-module libre de type fini.

Notons maintenant A = lim V(¥) | et définissons

—
k
p*-1
N, = & V7l';:,
n=1

un sous V-module de V(¥). Les Ny forment un systéme inductif gradué et
on pose N = lim Ng. Il est clair que la somme V + N est égale & A. En
—

[
outre, l'intersection V[N est égale & lim(V (| Ng) et est nulle. Comme
—

P
V-module, A se décompose donc A ~ V & N. En particulier, A est un
V-module fidelement plat.

Soient S = SpfV, S®*) = SpfV(¥) | ¥ = SpecA et S; = SpecV/p'V.
Pour [ > k, on dispose de morphismes d’espaces annelés :

o808k 58

Introduisons en outre un schéma formel X lisse et projectif sur S,
muni d’un diviseur relatif et ample Z (nous emploierons les notations
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de 1.1). Définissons X*) = X x5 S, f; les premitres projections :
X®) — X et pourl > k, fi1, : XD — x*) En particulier X(® s’identifie
canoniquement 3 X. Nous noterons encore : X = X x5 X, le produit fibré
étant pris dans la catégorie des espaces anneles, f la premiere projection :
X > Xet ¢k les deuxiemes projections : X - xk),

205 x0T 5

Les schémas formels X(%) sont lisses sur S*) et nous introduisons les
coefficients B X"(’,z) ainsi que les faisceaux d’opérateurs différentiels Dg") =

’DE\’”/lz% D(m)( ) = E(Xm)éﬁfvm) DL’ (oo) = hm 5‘(,("1) (oo) ®K sur X, et, sur

les schémas X (¥ les faisceaux Dx(k) ’ng)/s(k)’ B\(xm ® pi™ v pour m’

convenable, ainsi que les faisceaux kaE\,m)(oo) et leur complété p-adique
f*ﬁ(m) (oo)
kX .

Rappelons que d’apres la propriété de changement de base enoncee

en 2.2. 2 de [4], il existe des isomorphismes d’anneaux canoniques pim P k) ~

fe D" p¥ , ces isomorphismes provenant d’isomorphismes entre les faisceaux

d’opérateurs d’ordre inférieur ou égal a n : DEY(,Z) ~ f,’:D(m)

Remarquons d’autre part que les faisceaux f,:Df\,m), resp. f *ﬁf\,m)(oo),
resp. f*DL,Q(oo) s’identifient aux faisceaux f‘l(V(k)®'D£\,m)), resp. f1
(A9 DY (), resp. fH(A® DY g(=)).

5.1. Cohérence de A@DR},Q(OO).

Remarque. — Il existe un isomorphisme d’anneaux canonique :

DY) = fi DY (resp. fzBL @D, () = f DY (o).

Démonstration. — Les faisceaux V*+1) @ D (c0) sont p-adique-
%0

ment complets car V(5+1) est isomorphe & une somme directe d’un nombre
fini de copies de V(¥), Il s’ensuit que les faisceaux f,’:Df\,m) (o0) sont complets.
On obtient I'isomorphisme cherché en passant aux complétés dans les
isomorphismes f,:BS(m) ®D§?(L,Z) ~ fiD (m)( ).

PROPOSITION 5.1.1. — Le faisceau f*D}, Qo) = lim 1A% ®D(m) a()

k m
est un faisceau d’anneaux cohérent.
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Démonstration. — Le faisceau f;ﬁf{")(oo) est le complété p-adique
du faisceau d’anneaux f,’:Df\,m)(oo). Ce faisceau est filtré par I’ordre des
opérateurs différentiels et le gradué associé a cette filtration s’identifie,
par platitude de fi, & f,’c‘gr,’DEYm)(oo). En particulier, si & est un ouvert
affine de X, f,’:gr,Dg_,m) (c0)(U) est une f,’;BEYm) (U) algebre de type fini, donc
noethérienne. Il en résulte que le faisceau f;DEYm)(oo) vérifie les conditions
a et b de 3.3.3 de [4]. Le faisceau f;ﬁfym)(oo) est donc cohérent & gauche
d’apres la proposition 3.3.4 de [4].

Si M est un V(*) ® DY (00)-module & gauche, le module V*+D) @ M
V)

sidentifie & (VEH) @ DYV (o)) ® M. Comme V*+1) est un
VR RDY™ (o0)

V()_module plat, le faisceau d’anneaux V (k+1) ®ﬁg\,m)(oo) est plat & droite
sur V) @ DU (o0). Ainsi le faisceau Cei1fii1 Dy D™ (o0) est plat & droite et
a gauche sur ¢ ' f{ D(m) (00). Le méme raisonnement donne la platitude a
gauche. Comme ces faisceaux sont cohérents, on voit par passage a la limite

inductive sur k, que les faisceaux f *vam)(oo) sont des faisceaux d’anneaux
cohérents & gauche.

N

Si M est un A® ﬁfvm)(oo)—module 4 gauche, le produit tensoriel
A®DT ™ (x)) ® M sidentific 3 AQDY () ® M.l
A®DY™ (o0) v DY (00)
résulte alors du théoréme de platitude & gauche et & droite de D(m+1)(oo)
sur ’BEY"T) (00) (3.5.3 de [4]), que les faisceaux d’anneaux A®D(m+1)(oo) sont
plats & gauche et & droite sur A ® X)Q(oo). Les faisceaux f*Dg'gl)( )
sont donc plats & gauche et & droite sur f *’55\,"%(00) Comme ces faisceaux
sont cohérents, cela montre que le faisceau f *’Dj\,’Q(oo) = lgn f *ﬁg%(oo)
™

est un faisceau d’anneaux cohérent.

5.2. Une autre filtration du faisceau f *DI\,,Q(oo).

Nous construisons dans cette partie une filtration d’anneaux du fais-

ceau f*’D q(o0) & partir des faisceaux € X(k)’"g introduits précédemment.
Comme les é\;('?k,’"g-modules cohérents sont cohomologiquement triviaux

sur X nous en déduirons un résultat analogue pour les f*'DIY,Q(oo)-

modules cohérents et finalement pour les DL’Q(oo)-modules cohérents.
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Nous déduirons de méme de cette filtration qu’il existe une équivalence de
catégories entre les 'DIY’Q(oo)—modules cohérents et leurs sections globales.

LEMME 5.2.1. — Soient k,l, m des entiers fixés.

Ei) Il existe un homomorphisme d’anneaux canonique et injectif
k41,6 x (k) X (k1) *
(if) Il existe un homomorphisme d’anneaux canonique et injectif
. (m+1) (m)
Qklm - fk+l,ka(k) - BX(k+,).
(iii) II existe une application O y(x+-linéaire injective By 1m : BEY"(’,B )
k . . Lo
— f,j+l kBE\,"(':; ) et un entier c tels que la composée By i,m © 0k,1,m Soit égale
a p° fois I'identité.

On dispose d’applications analogues en passant aux complétés.

Démonstration. — 11 suffit de montrer le lemme dans le cas ou ! = 1.
Plagons-nous sur un ouvert U de X tel que Z soit donné sur U par I’équation
f = 0. L’ouvert obtenu par changement de base sur les X'¥) sera aussi
noté U. On a alors les égalités suivantes :

fl:+1 kBE\:'"(Lk)(u) = Oy k+1) [T1]/ fpmHTl — k),
Fisa, kBngfl)(U) O x4 T3]/ Ty — ),
Bx<k+1) U) = Oxrn [T)/(fP7 To — Th41).

Montrons (i). Définissons vy : Oxw+n[Th] — B;(L,ZH) (U) par vu(Ty) =

wi’;iTz. Compte tenu de la relation wfc’ 41 = Tk, OD v01t que Yy passe au
quotient en un homomorphisme d’anneaux fi,, ;B (k) (u) - B (k+1)( ),
toujours noté vy. De plus, il est facile de vérifier que ces apphcatlons Yy se
recollent & I’aide des homomorphismes p, définis en (ii) de 2.2 pour donner
un homomorphisme d’anneaux comme cherche L’injectivité découle du fait
que les deux faisceaux fi,; kB( ) et B (k +1) sont des sous-faisceaux de
O x4y [1/ f] d’apres 4.3.3 de [4] et que 'application considérée est induite
par lidentité de Oy x+1)[1/f]-

On définit ensuite ay : fi,, B (U) — BYo.., ) par a(T3) =

T%. On vérifie facilement que ces homomorphismes se recollent pour donner
1 .

un homorphisme de faisceaux ok k+1,m : fry1, kB(T:,' ) B("(’Hl), qui est

injectif pour la méme raison que précédemment.

On définit ensuite une application 3;, : Bg?z woU) = fig kBg?,;t 1)( U)

@K, en envoyant Ty sur T4 L fP" P=DTy. Observons que 8, (TF) est
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égal & w,lc_p ( f”m+2T3)”‘1T3 et est donc égal & T3. En particulier, 5;,(T%)
est un élément de f; +1,kBEr"<Ll$1) (U). Soit n un entier naturel que 'on
décompose n = pg + r avec r < p. L’élément 3,(T5) est alors égal a
(B1,(T5))16,,(T5). On voit ainsi que 7 0;, (Bg?z +1(U)) est & valeurs dans
f;;+1,kBEY"<’,$1)(U). Posons finalement B xt1,mu = PP~ 0 qui est & va-
leurs dans fi kBEY"(l:; 1)(Ll )- On voit facilement que B k+1,m,u est injective.
D’autre part, sur U, la relation Bk k+1,mu © Ok k+1,m = P°id est vérifiée.
Cela permet de recoller les applications Sk k+1,u en un homomorphisme

O y+1)-linéaire ayant les propriétés souhaitées.

Soit ' lensemble des triplets d’entiers (m',m, k) tels que (m',m)
satisfont la condition 3.1.1 sur X*). On ordonne Q' comme suit :

(mg, ma,l) = (m}, my, k) siet seulement si my > mg, mj > my, | > k.

LEMME 5.2.2. — Soient (m}, mg,l) = (m{,m1, k) des triplets d’éléments
de Q. On dispose d’homomorphismes d’anneaux canoniques injectifs

7 !’
. * (mlyml) (mz,m2)
(i) RN =& )

. "\(m/ ,ml) "(m' ,mz)
(1) fixxi =&

Démonstration. — Notons D) (o) = Bm) @ plm) D) (o) =

, 206 = Bx X)) Py
B\(XT,Z)) ®D£Y"(’f)), Ay et A les sous-préfaisceaux de DEY"(’;)) (c0) et de Dg'(’f))(oo)

respectivement, construits & partir de (m},m;) sur X*) et de (mh, m2)
sur X® comme en 3.1.2. D’apres le lemme précédent, on dispose d’ho-

. . ! m}
momorphismes canoniques fl*ké(x"f,i)) B\(X(f)) .

£, D™ gidentifient aux faisceaux D™ | d’olt des fleches injectives
L= x(k) n x) n

* y(m1) (m2) : >
fixD Xk g D X et finalement des homomorphismes d’anneaux

— De plus, les faisceaux

An
Px®, DI (00) B T(X O, DY (c0)).

Soient & = 7rlN+2, & = 7r,1cv+2, U un ouvert de XV un ouvert de

X*) contenant DE\,"(llz))(oo)(V, ) — DEY"(’IZ,)(oo)(U). La sous—g(X":,%) (U)-algebre

de DE::["))(oo)(U) engendrée par les é?F(X(l),DfY"Zf))(oo)) pour n < p™

contient la sous py» (B\(X"(l,é)) % ))-algébre engendrée par les ¢\, (T(X®,

Dg?,:))(oo))) pour n < p™:. On en déduit, pour tout ouvert V contenant

fix(U), des fleches canoniques Ag(V) — A;(U), et des homorphismes
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fljkl.Ak(L{) — A;(U). En passant aux faisceaux associés et en étendant

. L 1. . (mi,m1) (mb,m2)
les scalaires, on en déduit des homomorphismes /", &, =& -

Par platitude de f;x, le faisceau fl’jkc‘,'fg,é)’m’)
i kDﬁv"(L,:) (00). L’injectivité de la fleche (i) se déduit donc de I'injectivité de

la fleche : f} kDE:(L,:))(oo) - D(;(‘ﬁ)(oo)

est un sous-faisceau de

La fleche (ii) s’obtient en passant aux complétés puisque le faisceau
A(ml ,my)

?
d’anneaux [/, €50

est complet.

Soient maintenant £ = [log, (N + 2)] + 1, (ol [z] désigne la partie
entiére d’un réel z), v,,, = m+k et u,, une suite croissante d’entiers naturels
telle que (U, m,vy,) soit dans Q' pour tout entier m. On note £(™) le

faisceau d’anneaux £ ;(T’m) Em) son complété p-adique et (3, ’application

B0, v tm - BA(;(’;‘i) — fx B A(; ™) donnée par le (iii) du lemme 5.2.1. Il existe

un entier c tel que By, 0 ag v, u., SOit égal & p©id.

L’application 3, induit une application

B\(;{L‘l) ®D$Z3m) = fon (ﬁ;M) ®D5{'n)) )

qui est injective car les faisceaux Dgxzm) sont plats sur O y(vm). Si on passe
aux complétés p-adiques, que l'on tensorise par K, et que 'on applique
@}, on obtient une application €/,. Posons &,, = p~°€/, : ceci définit un

homomorphisme injectif de faisceaux d’anneaux
ColES o il fr, (BEBDTY ().

En passant a la limite inductive, on trouve un homomorphisme de
faisceaux d’anneaux injectif ¢ : hm (P—151m) — f *DI\.’,Q(‘X’)’
m
ProprosITION 5.2.3. — L’homomorphisme de faisceaux d’anneaux ¢ :
hm w‘lgm) —> f*'DL’Q(oo) est un isomorphisme.

Démonstration. — 11 suffit de montrer la sur3ect1v1te Pour cela,
nous construisons des applications 6,, : ¢, . 1 fva& Q( o0) — (pvnlﬁ. 2§(m+2),
telles que la composée €m+2 o 6, soit égale a l’inclusion canonique de

* m+2
Ol fa DYy (o) dans @32 fr DY (w).

Soit U un ouvert affine de X muni de coordonnées locales z1,...,ZN.
Nous reprenons les notations de 1.1 pour les opérateurs différentiels de
niveau m et nous notons m’ = u,, ;2. L’ouvert obtenu par changement
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de base sur les X(¥) sera toujours noté U. Notons &,,,, = n)*+2. Par
hypothese,

+2 m+2
— ¢p™ (p*-N-2)— 1
p - §Um+2 7r'Um+27r’Um+2

et exposant p™+2(p~® — N —2) — 1 est positif. D’autre part, pour tout k; <

p™+2, Pélément m,, 00" ™ est dans BUT) | U(T(X 02, BT @
(m+2) )

xV(m+2) ki
(ki) (m
7rvm+2§vm+za (m+2) € B\( (um+2) l(Akl)

m+2

Finalement, pour tout k; < p , on a l'inclusion

pai(ki)(m-FZ) c g(m+2)(u)

Observons maintenant que d’aprés 2.2.5 de [4], tout opérateur Q(&)W“)
est produit d’au plus [|k|/p™*2] + N opérateurs d’ordre < p™*+2. On voit
finalement que pour tout k£ € N, on a 'inclusion

p([IEI/Pm+2]+N)Q<E)(m+2) € gm+2(u)'

Rappelons 1’égalité
(m) |

B m) = &_’_6(&)(m+2).
= qkm+2)!—
Notons enfin
q(m+2)|
m+2 k
Ap (k) =v (p(“kl/P +N)ZE q(m)' ).
[

D’apres les inégalités rappelées en 1.2, un majorant de A(k) est

|E| ) |E| || Np
+ N |+ - + Nlog, (|k| +1 + —_—
(pm+2 pmt3(p—1) pm(p-1) gl + 1)+ 77
soit encore
—|&|
e+l + Nlog,(lk| + 1) + C,

C étant une constante. La fonction A,,(k) est donc majorée pour tous k
par une constante c¢. On vient ainsi de montrer qu’il existe un entier c tel
que, pour tous k l’element p68<k> (m) est dans £(M+2), Rappelons de plus

* p(m
que le faisceau f, +2’m By ) est un sous-faisceau de B™ S omi2) d’apres le
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lemme 5.2.1. On en déduit une application canonique : p© f,;}er I (B\(Xm) ®

’vam))(U) — EM+2)(Y). Si 'on recouvre X' par un nombre fini d’ouverts
affines munis de coordonnées locales, on peut en fait choisir ¢ assez grand
pour que l’on ait une application naturelle &,

vm+2, o (BY B ® D(m)) £m+2)

En passant aux complétés, en tensorisant par K et en appliquant <p;”11+2,
on obtient une application §/,. Posons finalement 6, = p~°6,,. L’homo-
morphisme §,, est alors un homomorphisme de faisceaux d’anneaux

—1 px J(m) "(m+2)

1D (o) = ) 8.

Sur un ouvert ¥ du recouvrement considéré de X, on voit que, par
construction,
(m)‘
I - 8(k>(m+2)

Emiy2 O 5m(Q(E>(m)) —

On en conclut que la composée sm_,_z o 6,, est égale & 'inclusion canonique
de ;1 frx D(m) q(o0) dans ¢! D(m+2)(oo) et que ’homomorphisme &
est surjectif.

'Um+2

5.3. D;’Q(oo)-afﬁnité des schémas projectifs.

Nous noterons F(™) les faisceaux d’anneaux O 1g(m) DJ' Qo) =

r'(x, DX,Q(oo)) et, dans les démonstrations, D = Dx,Q(oo), D= DX’Q(oo).
Commencons par quelques lemmes classiques.

LEMME 5.3.1. — Si M est un f*Df\,,Q(oo)—module cohérent, il existe
un F™_module cohérent M(™) tel que ’on ait un isomorphisme
M ~ f*D} Q(oo) ® MM,
Fm)
LeMME 5.3.2. — Soient C' une V-algebre, D une V-algébre qui est
un C-module a droite fidélement plat. Si D est une algébre cohérente a

gauche, alors C' est aussi cohérente & gauche et un C-module & gauche M
est cohérent si et seulement si D ((X;’ M est un D-module & gauche cohérent.

Démonstration. — Ce lemme résulte du fait qu'un C-module & gauche
M est de type fini si et seulement si D%) M est un D-module & gauche de
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type fini. En effet, supposons que D ® M soit un D-module de type fini
Io}

engendré par les éléments (u;)1<i<. Décomposons, pour tout 1 < i < 7,

n
u; = Zdi'j ®m,;j, ou di,j €D et m;; € M.
Jj=1

Considérons ’application C-linéaire & gauche A

C”‘TL — M
Cij T M
L’application D-linéaire 1 ® A déduite par extension des scalaires est
surjective, ce qui implique, par fidele platitude de D, que A est surjective
et donc que M est de type fini.
Si M est un DL,Q(oo)-module de présentation finie, on note p(M)

le faisceau associé au préfaisceau U +— DI\,’Q(oo)(U) ® M, qui est
D}, (o)
un DL’Q-module cohérent. L’anneau I'(X,A ® ’DIY,Q(oo)) s’identifie &

A <§> DI\_,,Q(oo) par platitude de A sur V. On notera 1 le foncteur analogue

a @ pour les A ® DIY’Q(oo)—modules cohérents et qui est & valeurs dans la
catégorie des f*’Df\,’Q(ao)-modules cohérents.

THEOREME 5.3.3. — Soit X un schéma formel projectif muni d’un
diviseur ample. On a alors les propriétés suivantes :

(i) Si M est un DI\,’Q(oo)-module cohérent, H*(X, M) = 0 pour
tout entier k > 0,

(ii) le module M admet une résolution libre de rang fini sur X.

(iii) L’anneau DI\,’Q(oo) est cohérent et les foncteurs ¢ et I' indui-
sent une équivalence de catégories naturelle entre les DL’Q(oo)-modules

cohérents et les DIY Q(oo)-modules cohérents. En outre ces deux foncteurs
sont exacts.

Démonstration. — Commencgons par montrer le méme énoncé pour
les f*D-modules cohérents et les A<‘X/> D-modules cohérents. Si M est un

f*D-module cohérent, il existe un entier m et un ]?gn)-module cohérent
M tel que

M= lm 5 © M.

m'>m 5—'\("")
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Par passage & la limite inductive & partir de (i) de 4.2.2, on voit que M
est acyclique. En partant d’une résolution & deux termes de M(™ ((ii)
de 4.2.2), en étendant les scalaires & f*D, on obtient une résolution & deux
termes de M. En itérant le procédé on trouve une résolution libre de rang
fini de M. Le (iii) se montre alors comme 4.2.3 et A® D est une algébre

v
cohérente. En particulier, on déduit du lemme 5.3.2 que D est une V-

algébre cohérente. Si M est un D-module de présentation finie, il existe un
isomorphisme canonique

-1 ~ -1
(A® f D)AgD(AQ‘?M)—(A@f D)@ M,

v

soit encore un isomorphisme canonique
Y(AQM) = fo(M).

En outre, il découle du théoreme de changement de base pour les mor-
phismes plats qu’il existe des isomorphismes canoniques pour tout entier k&
et tout Ox-module F

HF(X, f*F) ~ A@Hk(x, F).

Appliquons cette propriété au cas ou M est un D-module cohérent :
f*M est un f*D-module cohérent et d’apres ce qui précede, les groupes
H*(X, f*M) sont nuls pour tout k > 1. Par fidele platitude de A sur V,
cela entraine que les groupes H*(X', M) sont nuls pour tout & > 1.

Si M est un D-module de présentation finie, il existe un homomor-
phisme canonique M 5T o p(M). Le module A®T o p(M) s’identifie &
v

[(X, f*o(M)) et donc & I'(X,9(A ® M)) et ’homomorphisme 1 ® a :
AQ‘?M — (A ® M) n’est autre que ’homomorphisme canonique corres-

pondant & 1. Cet homomorphisme est un isomorphisme de sorte que « est
un isomorphisme.

Si M est un D-module cohérent, le module T'(X, f*M) s’identifie &
A (‘X/>F(X ,M) et est un A @ D-module cohérent. Il découle du lemme 5.3.2,

que T'(X, M) est un D-module cohérent. Notons S ’homomorphisme ca-
nonique ¢ o I'(X, M) — M. L’homomorphisme 1 ® § obtenu en éten-
dant les scalaires de V 4 A s’identifie & I’homomorphisme canonique
Yo I'(X, f*M) — f*M, qui est un isomorphisme. Ceci entraine que £
est un isomorphisme.
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Le foncteur ¢ s’étend naturellement en un foncteur toujours noté ¢
de D;)h(DIY‘Q(oo)) vers Dc;)h(Djl’,Q(oo))‘ Par dévissage, on en déduit le
théoréme suivant.

THEOREME 5.3.4. — Avec les hypothéses du théoréme précédent,
les foncteurs ¢ et RI' induisent une équivalence de catégories entre

D,(Dk,q(=)) et Dy (Dl o ().

Remarque. — On peut aussi déduire de cette équivalence de catégories
certaines propriétés algébriques de I’anneau DL’Q(oo). Ainsi, en procédant
comme en 5.2.5 de [10], on montre que, si V est un ouvert affine de X, le
module ’DIY’Q(oo)(V) est un DL’Q(oo)—module a droite plat.

De plus, la démonstration du théoreme principal s’adapte de fagon
évidente au cas des modules a droite et tous les énoncés précédents sont
aussi vrais pour les modules a droite.

5.4. Enoncé du théoréme principal dans le cas relatif.

Le fait que la base soit de dimension relative 0 sur SpfV n’intervient
pas dans les démonstrations. Supposons que S soit un V-schéma formel,
que X soit un schéma relativement projectif, et lisse sur S. Il existe alors
un diagramme commutatif

x <& Py
f
N
S
Notons ¥i,...,yn les coordonnées projectives sur ’P"SV et supposons que

le diviseur sur X, & partir duquel on construit le faisceau a poles sur-
convergents DL /s Q(oo), soit donné par 1’équation yo = 0. Notons ¢ le

foncteur qui, & un f*’DL /s Q(oo)—rnodule de présentation finie M, asso-

cie ’DIY /s Q(oo) ® M. La méme démonstration que précédemment
’ £+DYy 5.q()
fournit alors le théoreme suivant.

THEOREME 5.4.1. — (i) Si M est un DL /S’Q(oo)-module cohérent,
RF f,M = 0 pour tout entier k > 0,

(ii) le module M admet une résolution libre de rang fini sur X.

(i) Le faisceau d’anneaux f*DI\, /s q(o0) est cohérent et les fonc-
teurs ¢ et f induisent une équivalence de catégories naturelle entre les
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f*D:’Y / SYQ(oo)-modules cohérents et les D:’Y / S,Q(oo)-modu]es cohérents. En
outre ces deux foncteurs sont exacts.

Remarque. — Ce résultat est bien entendu aussi valable pour les
modules & droite. En particulier, on voit que le faisceau D:’g_ X,Q(oo), qui
est un DL,Q(oo)-module a droite cohérent défini dans la section suivante, est

acyclique pour f,. Ce résultat intervient dans le calcul de la transformation
de Fourier effectué en 4.3 de [8].

6. Question de la comparaison
avec le faisceau d’opérateurs introduit
par Z. Mebkhout et L. Narvaez-Macarro.

Le résultat précédent permet d’énoncer la question de la comparai-
son entre les ’DL,Q(TZ)-modules introduits par P. Berthelot et les modules
sur le faisceau d’opérateurs différentiels introduits par Z. Mebkhout et
L. Narvaez-Macarro. La réponse a cette question ne découle pas immédia-
tement du théoréme principal 5.3.3 et nous ’aborderons ultérieurement.
Nous nous contenterons ici de formuler cette question.

Soit X un schéma formel lisse sur SpfV, muni d’un diviseur relatif Z
et U Pouvert complémentaire du diviseur. On suppose que U est affine et
on note O(UT) la sous-algebre de O(U) des séries qui sont surconvergentes,
c’est-a-dire 'ensemble des éléments f de O(U) tels qu’il existe des éléments
T1,...,7; de OU), des polyndmes p; € m[z1,...,zy], et une constante c
tels que

oo
z=2pj(m1,...,xk) et degp; <c(j+1),
—

ou deg est le degré du polynome considéré. A cette algebre faiblement
convergente, on peut associer un schéma faiblement formel de Meredith
noté Ut (cf. 2 de [14]). D’aprés le théoréme 1.4 de [15], les schémas
Ut x Spec(V/7*) et U x Spec(V/m*) sont isomorphes. En particulier, du
fait que U est lisse, I’algébre O(UT) est formellement lisse et son module
des différentielles est projectif de type fini (4.6 de [15]).

Suivant Mebkhout et Narvaez-Macarro (4.2.1 de [13]), on note leﬁ v

le sous-faisceau de Homy (Oy+,Oy+) des endomorphismes P pour lesquels
il existe une constante c telle que pour tout i > 1, la réduction mod 7* de
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P soit un opérateur différentiel d’ordre < c(i + 1). D’aprés 4.4 de [13], si
z1,...xyN sont des coordonnées locales sur un ouvert V1 de UT,

tels que |ayx| < cnwﬂ“}.

La question est de savoir s’il existe une équivalence de catégories na-
turelles entre les DL Q(‘“Z)-modules cohérents et les D;rﬁ /v © Q-modules
’ v

cohérents. Dans le cas ou X est projectif et ou le diviseur Z est am-
ple, il suffit en fait de comparer les sections globales I'(X’ ,DL’Q(TZ)) et

LU, Dy )y ©Q).

Par exemple, dans le cas de ’espace projectif, le schéma faiblement
formel associé & I'ouvert complémentaire du diviseur est ’espace affine de
dimension N et les deux faisceaux considérés ont mémes sections globales,
la complétée faible de l’algebre de Weyl de dimension N. Comme les
DL’Q(TZ)-modules cohérents (resp. les D;rﬁ /V§>Q-modules cohérents),

corespondent aux modules cohérents sur l'algebre des sections globales
F(X,DL’Q(TZ)) (resp. T(UT, DLT/V %) Q)), on a bien une équivalence de

catégories dans ce cas.

7. Un résultat d’invariance birationnelle.

Dans toute la suite, sauf mention contraire, le schéma de base S est de
nouveau le schéma formel SpfV. Nous considérons X et ) deux schémas
formels lisses sur S, Z — X, T — Y des diviseurs relatifs, U et U’ les
ouverts complémentaires, Z; — X;, T; — Y;, U; et U] la réduction de la
situation modulo 7. On suppose que I’on a un morphisme f : Y — X,
qui envoie U’ dans U et qui induit des isomorphismes f~}(U) ~ U’ et
iU ~u.

Si D est un faisceau d’anneaux cohérent, la catégorie dérivée des
complexes de D-modules cohérents (resp. parfaits) & cohomologie bornée
(resp. en degrés négatifs) sera notée D% (D), resp. Dgarf(D), resp. D_, (D),

coh
resp. D, (D).

Nous revenons aux conventions de P. Berthelot pour les coefficients
B(™)  telles qu’elles sont rappelées dans I'introduction : si € est une équation
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locale de Z; nous noterons Bg(";) le faisceau défini localement par

B = Ox,[T)/(€" ' T - p),

é(xm) son complété p-adique et Bf, = li_r)n l/?\(xm).
m
Nous utiliserons abondamment la proposition 4.3.12 de [4], selon la-
quelle un DIY,Q(oo)-module cohérent est nul si et seulement si sa restriction

a Pouvert complémentaire du diviseur est nulle.

7.1. Rappels sur les images directes et inverses
des D'(x)-modules.

Dans cette sous-section, nous supposons seulement que f(U') C U.
Nous rappelons ici des deﬁnltlons et résultats de [1] et [2]. Si F est un
B —module (resp. un B module), nous noterons

F=B{) @ F (resp. By ® 7).
Y Ox; Ox

Introduisons d = dimX — dim) et f; le morphisme induit ¥; — X;. On
dispose alors d’un homomorphisme canonique : fi_lBgZ’) — B&T) . On note

DY) =By @ [P () =B ® DR,
fi_13§<":) fi_loxi

c’est un f; lD(m)(oo)—module a droite et un D( )( )-module & gauche.
Notons encore

D™ (o) = Lim DY, (cc)
2
et

DL_»X,Q (00) = lg)n Dg;"l).x,q (°°)

ou encore D;)_, x,q(TT ), si 'on souhaite préciser le diviseur. On introduit
d’autre part

DY)y, (00) =@y, 8 DY, 4, () B faxt
Y; X3
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c’est un f[ng(":) (o0)-module & gauche et un Dg,fb)(oo)-module a droite.
Nous introduisons de plus

DEY (o) = lim DY) Ly(o) =Gy ® Dyla(e) ® fTaR
’L v f B

et
’Dj&_y,q (o) = ﬁ_ﬂ“ vanzy,q (00)s
m

encore noté DL(_MQ (7).

Si M appartient a Dc—oh(’D:rY’Q(TZ)), on pose

FM) =D (1) &  fFLM)d
DL o(12)

Si NV appartient & Dc—oh(Dg,’Q(T'T )), on pose

FAN = Rf*( heyo(T) & N).

D, (17)

On définit de la méme fagon 'image directe & un niveau fini f;,, 'image
inverse 4 un niveau fini f;, J(rm) et f(™)'. Toujours d’apres [1] et [2], le
foncteur f' (resp. f, f (m)') préserve la cohérence dans le cas ot f est lisse
et le foncteur fi (resp. fit et fim)) préserve la cohérence dans le cas ou f
est propre.

7.2. Un énoncé de cohérence.

Dans cette partie, on suppose seulement que f induit une immersion
ouverte f~1(U) — U'. Nous aurons besoin de considérer les fibres généri-
ques (au sens de M. Raynaud, cf. [16]) des schémas formels intervenant ici.
Ce sont des espaces analytiques rigides Xk et Yg. On rappelle que 1’'on
dispose d’un homomorphisme de spécialisation sp: X — X. Si Z est une
partie localement fermée de X, le tube de Z dans Xk est par définition
|Z|= sp~1(Z), qui est un ouvert de Xx. Nous commengons par quelques
lemmes techniques.

LEMME 7.2.1. — Soient V un ouvert affine de ) sur lequel T est défini
par I'équation{ =0 et h € B A(m) QoWNOWND(E)). Alors il existe m’ € N
tel que ph € gg,ml)(V).
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Démonstration. — Du fait que Oy est sans torsion et que & n’est pas
d1VISeur de 0 modulo p, il existe une injection O(V)/pO(V) - O(V)[1/€]/
V)[1/€]. Soit maintenant h € B A(m)( V)N OV N D(E)), alors il existe
T € @m)(l}) et b’ € Bg,m OV)[1/€]q tels que h = k' + r. En fait
h' est dans Bg'g NOWVND()). On en déduit 'existence d'un ng € N
tel que £"h' =k € O(V)g OV D(£)). Choisissons s minimal tel que
p’k =1¢€ O(V). Si s = 0, cela signifie que k € O(V);sis>1,i(l) =0oul
est I'image de | dans O(V)/pO(V). Donc ! s’écrit pl’ avec I’ € O(V) et on
a la relation p*~'k = I' € O(V), ce qui contredit la minimalité de s. On
voit finalement que k£ € O(V) et il suffit alors de choisir m’ > m tel que
p/E™ € B\(ym/)(V) pour obtenir le lemme.

LEMME 7.2.2. — Avec les hypothéses du lemme précédent, soit h €
Oy (V) tel que h soit inversible sur V N D(§), alors il existe m’ € N tel que
ph~t e B (V).

Démonstration. — Soit Vi la fibre générique de V. On continuera &
utiliser les notations U’ et 7 pour l'intersection de ces espaces avec V et on
notera U’ et Z leur réduction modulo =, |U’[ et ]Z| leurs tubes dans V.
Les hypotheses signifient que h € Oy, (Vi) est inversible sur |U’[. Donc
Pensemble analytique des zéros de h dans Vi, V(h), est inclus dans |Z'|.
Sur V(h), la norme spectrale |€|,, de £ atteint son maximum en zo € V' (h).
Comme z( €]Z[, il existe a < 1 tel que [£(z0)| < o < 1. Finalement, sur le
tube fermé défini par ]§ |sp = @, h est inversible, ce qui revient précisément
3 dire que h™! € B, ™) (V) pour m assez grand. On peut alors appliquer le
lemme précédent a h et cela conclut la démonstration du lemme.

ProrosiTioNn 7.2.3. — Il existe un isomorphisme canonique de
D;,Q(TT)—modules :

D}, o((T) > D}, o (7).

Démonstration. — L’idée de la démonstration est de faire un chan-
gement de base pour le faisceau DL,Q(TT)’ comme pour le lemme 4.4 de
[5]. Tout d’abord, D;_} X,Q(TT) est un DLYQ(TT)-module & gauche et le
module D;,_, X(“T ) posséde une section canonique 1 ® 1, de sorte que I'on
a une fleche canonique A :

D;),Q(TT) - D;’—-»X,Q(TT)
P — P-(l@l).
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Voir que A est un isomorphisme est une question locale; on peut donc sup-
poser que X est un ouvert affine muni de coordonnées locales z1,...,znN,
sur lequel le diviseur Z est donné par une équation £ = 0. On peut aussi
supposer que Y est affine, muni de coordonnées locales y1,...,yn. Soit
J Vinjection de &’ dans Y. D’apres 4.3.10 de [4], les faisceaux D}’Q(TT)
et DI, x,Q(1T) se plongent respectivement dans j. j*’D;,’Q(TT) et dans
Js j*’D;,_, X’Q(TT). De plus, en restriction a U, application A est un iso-
morphisme. Cela montre que A est injectif sur ). Pour voir que A est
surjectif, nous construisons une section de A. Nous examinons d’abord la
situation & un niveau fini. Fixons m € N, ’application A provient d’une ap-
plication A\, : I'(Y, Dg,m)) — T, Dg,"ﬁ y)oul'(Y, Dg,m)) est le Oy-module
libre de base les Qﬁ,&)("‘) et (Y, D;(vm_,) x) est le Oy-module libre de base les

Q;E)("‘). Considérons les sous-Oy-modules libres M = & (’)yQ:(E&)('") et
|kl<p™
N= o Ong(;’E)("‘). 1l existe un diagramme commutatif :
|k|<p™

M — jxol,{’ ®M
N < 5,040 QN.

La fleche & droite est la fleche induite par \,, sur 'ouvert U’, qui est un
isomorphisme car la restriction de f & U’ est simplement une immersion
ouverte. Finalement 1® ),, est un isomorphisme. Cela signifie que det),, €
Oy et que (detA,,)~! € Oyr. On peut donc appliquer le lemme 7.2.2 et on
en déduit que p(det),,)™! € T'(Y, lfi\g,m,)) pour un certain m’ > m. En
d’autres termes, si j < m, p-A;! (8;’:”('")) e B™) (V) ® Dg,m) (). De plus,
en restriction & U’, \,, est un isomorphisme d’anneaux et on a la relation

N0 0 ) = MO NG @5 ).

Les opérateurs 9™ sont produit d’au plus [|k|/p™] + N opérateurs
d’ordre < p™ (ou [z] est la partie entiere d’un réel z), de sorte que l'on
trouve finalement que pour tout k € NV,

p[IEI/p"‘HN)\;l(Q;@"")) € B™)(y) @ D™ ().

Soit maintenant mg € N. Appliquons ce qui précede & m = mg + 2.
Cela signifie qu’il existe m’ € N tel que, pour tout k,

pUEI/P™ M) -1 B motay ¢ Bm) () @ Dimot2) ().
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De plus, nous avons la relation

®) et ®
mora(@ ™) = = A (@),
(o))

On conclut alors, comme pour la démonstration de 5.2.3, qu’il existe un
entier c tel que, pour tout k,

CcC\— E m m' m'
P AL @F ™) e BS™) @ DY) ().

Posons maintenant fim, = p°A,l et pmgms l'injection canonique de
Dg,"fA,’Q(oo) dans 'Dg;n:?xyq(oo). Alors, f,, induit une application entre
les faisceaux : gg;mo) ® fpi) - B\‘.(ym') ® Dg,m,). Par passage aux
complétés et apres tensorisation par K ,,0n en déduit une application
Vme =D~ “fime: Dg)"i?zy’q(oo) - Ag,m )(§)D§,mQ) . Par construction, on a la pro-
priété que A 0 Vg = Pmo,m’. Par passage a la limite sur my de toutes ces
applications vy,,, on trouve une application v : D;_, X’Q(TT ) — 'D;,,Q(fT ),
qui est une section de A, si bien que A est surjectif.

COROLLAIRE 7.2.4. — Avec les hypothéses du début de la sous-section,
soit M € D, (DY o(12)). Alors f'M € D, (D}, o(1T)).

Démonstration. — Par dévissage, on peut supposer que M est réduit &
un seul module DI\,’Q(TZ )-cohérent, toujours noté M. L’assertion est locale
sur la base, si bien que ’on peut supposer que X est affine et que M admet
une résolution (L, ) par des DL,Q(TZ )-modules libres. Le complexe f'M est
donc calculé par le complexe : ’D;_, +(1T) ® Lo qui est a terme DL,Q(TT)—
cohérents d’apres le lemme 7.2.3. On en déduit que f'M € Dc_oh(D&Q(TT))
et la proposition.

7.3. Théoréme d’invariance birationnelle.

A partir de maintenant dans tout le reste de cette sous-section,
on consideére le cas ott f~}(U) ~ U’ et ou f induit un isomorphisme :
U'" — U. Dans la suite, on identifie U et U’. De 'isomorphisme donné
en 7.2.3, on déduit qu’il existe un morphisme canonique de faisceaux p :
f“lDL,Q(TZ) — ’D;’Q(TT), induit par I’application :

f_lpfv,Q(TZ) - D;-»X,Q(TT)
P — 1® P.
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Il est clair sur &/ que p est un homomorphisme d’anneaux, si bien que
c’est vrai sur tout ). Via cet homomorphisme, tout DL’Q(TT )-module &

droite ou & gauche peut étre considéré comme un f‘lDL,Q(fZ)-module
a droite ou a gauche. L’isomorphisme A est alors un isomorphisme de
D;,’Q(TT ) % f‘l’DL,Q(TZ)—bimodules puisque c’est vrai en restriction &
u.

LEMME 7.3.1. — Il existe un isomorphisme canonique de f~ IDIY,Q (fZ)x
o('T)-bimodules

&ySDL’Q(TT)S&§ ~wy® (*:r) ® f o3t

y y y

Démonstration. — Précisons que 'on munit @y ® Dy Q(*‘T ) ®
FBY
31
fl@3! de la structure de f ‘1DLYQ(TZ)-m0dule a droite qui provient de
la structure tordue de DT (TT )—module a gauche. Il existe un morphisme

canonique : wy Q™ B v.Q ® floy X , qui est un isomorphisme sur U et
f iR

qui est donc un 1somorph1srne sur tout Y. Cet isomorphisme s’étend par

linéarité pour donner un isomorphisme B;-linéaire

Comme le produit tensoriel sur B;, est pris pour la structure naturelle de
D;,Q(TT)—module, cette fleche est DL,Q(TT)-linéaire a droite entre ces deux
modules cohérents. De plus, on dispose d’injections bi—’D&Q(TT )-linéaires

wy@DyQ(TT) ® f Wx = JxJ (Wy@DyQ(TT) ® f 1~—l)

y
et
&y ® D}, o(1T) ® 03" = j.j" @y © D}, o('T) ® 31).
By By By By

Il suffit donc de vérifier la f ‘ID;’Q(TZ )-linéarité & gauche en restriction &
U, ce qui est clair.

ProprosITION 7.3.2. — Avec les hypothéses du début de la section,
supposons de plus que f soit propre. Soient M et N des modules res-
pectivement D&Q("T ) et ’DIY’Q(TZ)—cohérents. Alors les faisceaux H™ f'N'
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et H"f4 M sont nuls pour n # 0, les faisceaux H°f'N et H°f. M sont
cohérents, et il existe des isomorphismes canoniques

fiM~ M et fIN~DL(T)  ®  fTIW
f1DL o (F2)

Démonstration. — Tout d’abord, il résulte de [1] que f; préserve la
cohérence. D’apres le lemme précédent,

fi+M = Rf, ((wy® o) ® oz ® M)
181,

T
B, Dyo('7)

~ Rf. ((u)y D, () ®a3!) ® M) )
Bl B}, DI, o(17)
Or le passage & I’adjoint induit un isomorphisme canonique de bi-D;’Q(TT)—
modules entre D;’Q(TT) et @y S D;’Q(fT) ;Xf) @3, si bien que fyM =
hY v

Rf*(D§,7Q(TT) ®Y M) qui est isomorphe & Rf.(M). Mais si i > 1, les
modules R'f, M sont des D;YQ(TT)-modules cohérents dont la restriction
a U est nulle, si bien qu’ils sont nuls sur tout ).

Pour ce qui est de l’image inverse, elle est cohérente d’apres le corol-

laire 7.2.4 et les modules Tor? (tz)(D}_*y(TZ),N) sont des D;,’Q(T’T)-

modules cohérents qui sont nuls sur U et qui sont donc nuls. La formule
résulte alors du fait que l'on a un isomorphisme de D;,’Q(TT)—modules a

gauche D}, o (17) ~ y-»x (7).

THEOREME 7.3.3. — Avec les hypothéses de la proposition précédente,
f' et f, induisent une équivalence de catégories entre Dcoh(D;’Q(TT)) et

coh(D (TZ))

Nous utilisons ici le fait que le faisceau d’anneaux D;,Q(f’f ) est de
dimension cohomologique finie. Nous renvoyons & [11] pour une démonstra-

tion de ce résultat. En particulier, la catégorie Dparf( Y Q(T’T)) coincide

avec la catégorie DY ( yﬁQ(TT)) (de méme pour Dparf(DL’Q(TZ))). On
peut donc appliquer le théoréme de dualité relative de A. Virrion (cf.
[17]) et son corollaire qui est la formule d’adjonction 9.12 de [6], pour
voir qu'il existe des homomorphismes canoniques dans Dcoh(D;’Q(TT)))

et dans D%, (D}, (2)

M= M et fLf'N—N.
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Pour montrer que ce sont des isomorphismes on peut alors supposer que
M et que N sont cohérents et placés en degré zéro. Il résulte alors de la
proposition que les modules f'f. M et f, f'N sont cohérents et placés en
degré zéro. D’autre part, il est évident que sur 'ouvert U ces morphismes

sont des isomorphismes. La conclusion provient donc encore une fois de
4.3.12 de [4].

Remarques.

(i) Notons que cette équivalence de catégories coincide bien, pour les
images directes par spécialisation d’isocristaux surconvergents, avec
Péquivalence de catégories décrite en 2.3.5 de [3]. En effet, notons
fk le morphisme induit par f au niveau des fibres génériques :
Yk — Xg. Alors encore d’apres 2.3.5 de [3], si E est un isocristal
sur X surconvergent le long de Z, il lui correspond fx E, sur Vk. Or,
d’apres 1.5 de [8], sp, f5 E est isomorphe & f'sp,E. D’ou la remarque.

(ii) Soient M et N respectivement un D;Q(*T)-module cohérent et
un ’DL’Q(TZ)-module cohérent, nous noterons par abus de notation
faiM=Hf Met f'N =H°f'N. Comme le module f!f+D§,7Q(TT)
s'identifie & f'D}, o (12), le module £, D}, o (T) s'identifie 3 D}, o (*2).
En particulier, les sections globales I‘(y,D&Q(*'T )) s’identifient &

rx, DI\,,Q(TZ)). De plus, par acyclicité de f, on a des isomorphismes
canoniques, pour tous k > 0,

H*(Y, M) ~ H*(X, fy M), HF(Y, F'N) ~ H*(X, N).

Le (ii) de la remarque permet d’énoncer la proposition suivante.

ProposITION 7.3.4. — Soient X et ) deux schémas formels vérifiant
les hypothéses de la section 7, tels que X (resp. Y) vérifie la conclusion
du théoréme 5.3.3, alors ) (resp. X ) vérifie & son tour la conclusion du
théoréme 5.3.3.

En d’autres termes, le schéma X est Df\,’Q(oo)—aﬁ"me si et seulement
si Y est D;’Q(oo)-afﬁne.
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