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RESEAUX DE COXETER-DAVIS ET
COMMENSURATEURS

par Frederic HAGLUND

Introduction.

Si F est un sous-groupe d'un groupe G, Ie commensurateur de F
dans G est Ie sous-groupe de G forme des g e G tels que T H g ' T ' g~1 est
d'indice fini dans F et g ' Y ' g~1. Si G est un groupe de Lie reel semi-simple
(connexe, de centre fini et sans facteur compact) et F un reseau de G (i.e.
un sous-groupe de G discret et de covolume fini), Margulis a montre que r
est arithmetique si et seulement si son commensurateur dans G est dense
dans G (cf. [13], [17]). Bass et Kulkarni dans Ie cas des arbres bihomogenes,
puis Liu dans Ie cas d'un arbre quelconque revetant un graphe fini, out
montre que Ie commensurateur de tout reseau cocompact est dense (c/. [2]
et [12]).

Le but de cet article est de construire de nombreux complexes
simpliciaux de dimension 2, avec un groupe d'automorphismes localement
compact non discret, et muni d'un sous-groupe discret cocompact (un
groupe de Coxeter) dont le commensurateur a la meme propriete de densite
que dans les theories de Margulis, Bass-Kulkarni et Liu.

Notre methode fournit par exemple des reseaux arithmetiques au
sens de Margulis sur des immeubles de Tits hyperboliques. Elle pourrait se
combiner avec le theoreme de superrigidite des commensurateurs de Burger-
Mozes dans les espaces CAT(-l) pour donner des resultats de rigidite des
reseaux de Coxeter-Davis de ces espaces (c/. [5], et aussi [13], [8]).

Mots-des : Complexes polygonaux - Espaces CAT(O) - Groupes de Coxeter -
Commensurateurs.
Classification math. : 20Fxx - 20F55 - 51E24 - 51F15 - 51K10.



650 FREDERIC HAGLUND

Dans tout Particle, k designe un entier >_ 4 et L un graphe fini (sans
boucle ni arete double), tels que ou bien k > 6, ou bien L n'a pas de circuit de
longueur 3. Nous appelons (k, L)-complexe un complexe polygonal X (i.e. un
complexe cellulaire de dimension 2 dont les applications d'attachement sont
localement injectives, cf. [1]), simplement connexe, dont chaque polygone
a k cotes et chaque sommet un link isomorphe a L. Nous munissons Aut(X)
de la topologie compacte ouverte, pour laquelle ce groupe est localement
compact, totalement discontinu, eventuellement discret. Ces complexes et
leurs symetries out etes etudies independamment par divers auteurs (c/. en
particulier[l],[3],[4],[10],[ll],...).

Si k est pair, soit W(k, L) Ie groupe de Coxeter dont la matrice de
Coxeter est la matrice d'adjacence du graphe L, ou les 1 et les 0 out etes
remplaces par des ^k et des oo respectivement.

THEOREME. — II existe un (k,L)-complexe naturel A(A;,L), muni
crime action fidele naturelle de W(k, L), verifiant les proprietes :

1) A(k, L) possede une metrique naturelle CAT(O), et meme, si k > 8
ou si L n'a pas de circuit de longueur 3, une metrique CAT(-l).

2) W(k,L) est un reseau uniforme de A(A;,L), i.e. un sous-groupe
discret cocompact de Aut(A(A;, L)).

3) Aut(A(A;,L)) est discret si et seulement si Ie seui automorphisme
du graphe L fixant toute Petoile d^un sommet est ridentite de L.

4) Si L n'a pas de circuit de longueur 3 et si k est divisible
par 4, Ie commensurateur de W(k,L) dans Aut(A(A;,L)) est dense
dans Aut(A(A;, L)).

Nous construisons A(k^L) a la partie A, par les techniques de
M. Davis : Ie complexe A(A;,L) est la realisation geometrique «propre»
du groupe de Coxeter W(k,L), deja introduite et etudiee par Davis et
Moussong (c/. [6], [7], [14]). Nous montrons la densite du commensurateur
a la partie B, en utilisant un resultat de convexite combinatoire etabli a la
partie C.

Pour m > 2, notons Wm,k Ie groupe de Coxeter engendre par les
reflexions par rapport aux cotes d'un A;-gone regulier d'angle au sommet
Tv/m (dans Ie plan euclidien si m = 2 et k = 4, hyperbolique sinon). Si L
est un immeuble de dimension 1 dont les appartements sont des circuits
de longueur 2m, alors A(fc,L) est la realisation geometrique au sens de
Davis-Moussong d'un immeuble de type Wm,k, dont les chambres sont les
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polygones de A{k, L) et les appartements sont isomorphes au pavage plan
fait de A;-gones reguliers d'angle au sommet 7r/m. Si de plus L est classique
et epais (par exemple Ie plan projectif sur un corps fini), il possede des
automorphismes non triviaux fixant Petoile d'un sommet, et nous pouvons
appliquer Ie theoreme :

COROLLAIRE. — Pour tout m-gone generalise fini, classique et epais L
et tout entier k > 4 divisible par 4, il existe un immeuble de type
Wm,k, tel que Ie link de chaque sommet est isomorphe a L, dont Ie
groupe d'automorphismes est non discret et possede un reseau uniforme de
commensurateur dense.

Je remercie beaucoup Frederic Paulin, qui m'a incite a etudier les
commensurateurs des reseaux d'un complexe polygonal, et m'a grandement
aide a rediger Ie present article.

A. La construction de Davis (lorsque k est pair).

Commengons par munir tout (k, L)-complexe X d'une metrique
CAT(O). Si on rend chaque arete de X isometrique au segment unite, et
chaque polygone de X isometrique au polygone euclidien regulier ayant k
cotes de longueur 1, alors Ie link metrique de chaque sommet de X
a une systole superieure a 27T (car ou k > 6, ou L est sans cycle de
longueur 3). Done la metrique de longueur associee a la metrique plate par
morceaux sur X est localement CAT(O), done egalement globalement, X
etant simplement connexe (c/ [15] pour les generalites sur les polyedres
metriques a courbure negative ou nulle). Dans la suite, c'est toujours cette
metrique localement plate et convexe que nous considererons sur les (A;, L)-
complexes. Cependant, si k > 7 ou si k ^ 5 et L n'a pas de circuit de
longueur 3, Ie plan hyperbolique contient des A;-gones reguliers, et d'angle
au sommet 27r/m, ou m represente la longueur d'un plus court circuit de L
(si L ne contient aucun circuit, on pose m = 4) : la metrique de longueur
associee sur X est alors CAT(-l).

Les donnees locales k et L etant fixees, un premier probleme est la
construction d'un (A:, L)-complexe possedant un reseau uniforme, c'est-a-
dire un groupe d'automorphismes discret et cocompact.

Au lieu de considerer un (fe, L)-complexe comme reunion de fc-gones,
adoptons Ie point de vue dual. Autrement dit, prenons la premiere
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subdivision barycentrique X1\ et regroupons tous les triangles de X'
contenant un meme sommet XQ de X en un bloc (dit de centre xo).

Nous pouvons alors considerer Xf (ou X) comme reunion de ses
blocs, avec plusieurs avantages sur Ie point de vue polygonal. D'abord,
la regularite locale est conservee : de meme que tous les polygones de X
sont isometriques, de meme tous les blocs de X' sont isomorphes (ce sont
des copies du cone sur la premiere subdivision barycentrique de L). La
combinatoire des blocs est aussi simple que celle des polygones : tandis
que deux polygones distincts se touchent en un sommet ou une arete, deux
blocs distincts se touchent au centre d'un polygone ou Ie long d'une facette
(definie comme la reunion des segments geodesiques joignant Ie milieu
d'une arete fixee de X au centre de chacun des polygones la contenant).
En revanche, les blocs ont un meilleur comportement global du point de
vue de la convexite, comme en temoignera la partie C. Enfin, si nous
considerons Pexemple des pavages plans reguliers lorsque k est pair (c/.
figure ci-dessus), nous voyons que Ie groupe W engendre par les reflexions
(hyperboliques ou euclidiennes) par rapport aux droites prolongeant les
facettes d'un bloc B fixe est un groupe de Coxeter preservant Ie pavage,
et simplement transitif sur les blocs. Si deux facettes d'un meme bloc sont
distinctes mais adjacentes, elles font un angle egal a 27r/k. On constate
egalement qu'on obtient toutes les symetries du pavage si on rajoute a W les
isometries du plan preservant B (ces dernieres isometrics normalisant W).
Ces considerations suggerent la construction suivante.

A.I. Le groupe de Coxeter W(k,L).

Dans tout le reste de la partie A, Rentier k est suppose pair.

Prenons la premiere subdivision barycentrique de L, donnons aux
sommets de L le poids 1 et aux milieux des aretes de L le poids 2. Puis
formons le cone B de base L et de sommet un point XQ, auquel nous donnons
le poids 0. Nous appelons bloc (abstrait) le complexe 2-dimensionnel pondere
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ainsi obtenu. Notons que si X est un quelconque (k, L)-complexe, tous les
blocs de X' sont isomorphes a B (par une application preservant les poids).
Appelons f acetic de B Petoile dans L' d'un sommet de L (i.e. un sommet
de poids 1 de L ' ) ; ainsi, L1 (Ie «bord» de B) est reunion des facettes de B.

Pour chaque facette (/) de B, considerons un symbole generateur s^.
Imposons la relation (s^ ' s^ = 1, si les deux facettes distinctes 0 et ^
se touchent, ainsi que les relations (^)2 = 1 pour chaque facette (f) de B.
Le groupe de Coxeter ainsi defini est W(k,L). Suivant M. Davis, on peut
maintenant construire « Pappartement de W(k,L) sur B» (c/ [6]).

A.2 Le (fe, Z)-complexe A(k,L).

Munissons W(k,L) de la topologie discrete, et formons le produit
W(k, L) x B. Sur cette reunion disjointe de copies de B, definissons les
relations de 0-adjacence (pour 0 une facette quelconque de B) :

(w,x) et ( w ' , x ' ) sont (^-adjacents si et seulement si
x ' = x € (j) et w' = w • s^.

Dans toute la suite, nous noterons A{k, L) le quotient de W(k, L) x B
par la relation d'equivalence engendree par les 0-adjacences, et [w, x} Pimage
de (w.rr) dans A(k,L). Puisque W{k,L) agit a gauche sur W{k,L) x B,
et que les (^-adjacences font intervenir des multiplications a droite, Faction
passe a A(k, L) : nous 1'appellerons Faction naturelle de W(k, L) sur A{k, L)
(pour cette construction et ces notations, cf. [6]).

A.2.1. PROPOSITION .

1) A(k,L) est (la premiere subdivision barycentrique of) un (k,L)-
complexe.

2) faction naturelle de W{k, L) sur A(k, L) est simplement transitive
sur les blocs.

3) Le groupe fini G = Aut(L) a une action naturelle sur A(k, L), qui
normalise celle de W(k, L). Le normalisateur de W(k, L) dans Aut(A(/c, L))
est le produit semi-direct de W(k, L) et de G.

Demonstration. — Notons p : W(k, L) x B —> A(k, L) la projection
canonique.

1) Par definition des (^-adjacences, deux couples (w, x) et (w', x ' ) sont
identifies dans A(fc, L) si et seulement si x = x ' et il existe des facettes
(,61,...,^ de B telles que x e 0i D ... D <^ et w' = w • s ^ - ' ' s^.
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Done la restriction de p a chaque bloc de {w} x B est injective : on
peut parler des blocs de A{k,L) (ce sont les p({w} x B)), ainsi que de ses
facettes, de ses sommets (de poids 0,1 ou 2). Deux blocs distincts ont des
interieurs disjoints; idem pour les facettes.

Une facette p({w} x </>) de A(k,L) est contenue dans au plus deux
blocs : p({w} x B) et p{{w • s^} x B).

Mais, dans un systeme de Coxeter, les generateurs sont effectivement
d'ordre 2 (autrement dit non triviaux) : done toute facette de A(k,L)
est contenue dans exactement deux blocs. II en resulte que A(k, L) est la
premiere subdivision barycentrique d'un complexe polygonal (dont tous les
sommets ont un link isomorphe a L).

Si P est un polygone de A(k,L) de centre ^2 = [^^2], ^ nombre
de blocs de A(k,L) contenant $2 (^-e. : Ie nombre de sommets de P) est
Pordre du sous-groupe diedral de W(k,L) engendre par s^ et s^, ou ^
et 0' sont les deux facettes de B se touchant en x^. Or, dans un systeme
de Coxeter, Pordre du produit s.t est effectivement Ie nombre m^ prescrit
dans la presentation (et non un diviseur strict). Done P a k cotes.

II reste a montrer que A(k, L) est simplement connexe. D'apres un
resultat de Davis [6], th. 10.1, il suffit de montrer que si 5<^, . . . ,5<^
engendrent un sous-groupe fini de W(k, L), alors ^>i U ... U (/)n est connexe.
Or, si <^i U ... U (f)n n'est pas connexe, il faut que deux des facettes (^ et (f)j
soient disjointes : mais alors s^ • s^ est d'ordre infini.

Le (A;, L)-complexe A(A;, L) est en fait la realisation geometrique
«propre» de W(k^L) definie par Davis (et Moussong, pour la partie
metrique CAT(O)), c/. [6], [7] (et [14]).

2) I/action de W{k,L) est simplement transitive sur les blocs de
A(fc, L), par definition de ceux-ci.

On peut remarquer que le stabilisateur de la facette p({w} x (f)) est
le groupe d'ordre deux engendre par la reflexion w ' s^ ' w~1, et celui du
polygone de centre [w.a^] est le groupe diedral d'ordre k engendre par
w ' s^ ' w~1 et w ' s^' ' w~1 (ou (j) et ^ sont les deux facettes de B se
touchant en x^).

3) Tout element / de G = Aut(L) a un unique prolongement conique
a B (encore note /), et induit un automorphisme de (W(k^ L), S) — toujours
note / — par la formule f{s^) = Sf^). L'action f((w,x)) = (f(w),f(x))
passe a A(fc,L). En particulier /([l.rr]) = [1,/(^)], done / fixe le bloc
fondamental p({l} x B), note B dans la suite.
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Un calcul immediat montre que, si / et w € W{k^ L) sont consideres
comme des automorphismes de A{k^ L), on a / o w o f~1 = /(w).

Reciproquement, soit (p un automorphisme de A (A:, L) normalisant
W(k^L). Le bloc <^{B) est Pimage de B par un unique w 6 W{k,L)
(cf. 2). Notons y?o Papplication w"1 o y?, qui fixe le bloc fondamental, et /
P automorphisme de B (et done de L) induit par ^po. L5 automorphisme
e == f~1 o (pQ normalise W(k^ L) en fixant B point par point. En utilisant 2)
et le fait que toute facette est contenue dans exactement deux blocs, on en
deduit facilement que e = 1, done que y? est dans le produit semi-direct de
W(k, L) et de G. D

A. 2.2. Remarques. — Tous les (A;, L)-complexes X ne sont pas
necessairement isomorphes a A(A;,L), meme s'ils sont reguliers, car, pour
certains links, on peut rencontrer des obstructions «locales)).

Par exemple, les deux blocs de centres les extremites d'une arete a
de X ont en commun la facette transverse aa ; s iX=A(A: ,L ) , leur reunion
est un complexe V isomorphe au double du bloc B le long d'une de ses
facettes. Or, pour la plupart des links L, il existe un complexe V ' fait de
deux copies de B ayant exactement une facette 0o en commun, mats qui
n'est pas un double de B le long de 0o '' il suffit que L possede une facette 0o
et un automorphisme / de (/)Q ne se prolongeant pas a L, le recollement
de B avec lui-meme par / est alors un tel V. Si L est le 1-squelette de
Poctaedre a 2n sommets, n > 3, on peut prendre pour / un (2n — 3)-cycle
de Pensemble des 2n — 2 aretes adjacentes a un sommet :

Pour construire un (A;, L)-complexe non isomorphe a A(A;,L), il suffit
d'assembler convenablement des copies de V, ce qui est possible pour
des raisons de convexite (c/. [1]). Si on veut un exemple admettant un
reseau uniforme, on prend k divisible par 4, on forme un systeme de
Coxeter (W{k,V')^S) avec un generateur pour chaque facette du bord
de V (c'est-a-dire distincte de (^0)5 et comme matrice de Coxeter :
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• ^>,0 = 1 ;

• rn^^ = oo si (f) et (j)' sont des facettes disjointes de QV ;

et, sinon :

• m^^i = j k si (f) et 0' sont dans un meme bloc de V ;

• ^,<^ = \ k si </) et (j)' sont dans deux blocs distincts de V.

La construction de Davis avec W(k^ V) et V fournit A{k, V1) =
W{k,V) x V f^, un {k, L)-complexe W(k, y^-homogene, non isomorphe
aA(A;,L).

Meme si les voisinages reguliers d'aretes presentes ci-dessus sont tous
isomorphes, il peut surgir des differences entre les voisinages reguliers de
polygone, c'est-a-dire les reunions des blocs de X touchant un polygone P.
C'est Ie cas lorsque L est un graphe complet; les (k, L)-complexes sont alors
parmi les premiers exemples d'espaces hyperboliques generalises introduits
par M. Gromov (c/. [9], p 389).

Par exemple, si L est Ie graphe complet a quatre sommets, il y a
exactement deux classes d'isomorphisme de voisinages reguliers de polygone
(voir figure ci-dessous). La premiere classe est celle apparaissant dans
A(k,L\ et nous avons construit dans [11] Punique complexe M(k,L)
dont tous les polygones ont leur voisinage dans la deuxieme classe. II se
trouve que M{k^L) est aussi homogene que A(/c,L). Pour k = 6, A{k,L)
est reunion de plans euclidiens (paves par des hexagones reguliers), done
n'est pas hyperbolique au sens de Gromov, alors que M(k,L) admet un
reseau uniforme et ne contient pas un seui plat, done est hyperbolique.
Quoique tous deux hyperboliques, A(A;, L) et M(A;, L) continuent a n'etre
pas quasi-isometriques pour k > 6.
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A.3. Rigidite de L et de A{k,L).

Si 0 est une facette de L, notons Aut^(L) Ie stabilisateur de (j) dans
Aut(L); et p^ Ie morphisme de restriction de Aut^(L) dans Aut(^>). Nous
disons que L est rigide si p^ est injective quelle que soil la facette 0, et
que A(k,L) est rigide si Aut(A(A;,L)) est discret. Les rigidites locales et
globales sont equivalentes :

A.3.1. PROPOSITION. — Si L est rigide, alors tout isomorphisme entre
(fc, L)-complexes est completement determine par sa restriction a un bloc.
En particulier, A(k,L) est rigide, son groupe d'automorphismes est Ie
produit semi-direct de W(k, L) et de Aut(L).

Reciproquement, si L contient line facette (po telle que p^ n^est pas
injective, alors A(k,L) n'est pas discret.

Demonstration. — Seule la deuxieme partie n'est pas immediate.
Supposons done que (/)Q est une facette telle que p^ n'est pas injective, et
soit / € Aut(L) tel que / 7^ idjr,, mais f\^ = id^o; nous noterons encore /
l^automorphisme induit sur W(k, L) et A(k, L). Nous allons montrer que /
vaut Pidentite sur un arbre T, reunion de facettes de A(A;,L), separant
A(k, L) en deux composantes connexes.

Pour simplifier, nous supposons k divisible par 4. Pour chaque
facette of) touchant 0o, ^ 7^ ^Oi soient x^ Punique point de (f> H 0o? et c^
Pelement (s^ ' s^)'2 (qui induit une symetrie centrale sur Ie polygone
de A(k,L) de centre x^). Notons F^ Ie sous-groupe de W(k,L) engendre
par les c^, et considerons la reunion T^ des facettes de A(k, L) de la forme
w ' (f)o, avec w € F^. Comme / vaut Pidentite sur (f>o, on a f(s^) = s^ pour
toute facette (/) touchant 0o; done chaque c^ est invariant par /, et / vaut
Pidentite sur T^.

Nous pouvons considerer :

• Ie produit libre F00 des groupes d'ordre 2 engendres par chaque c^;
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• Parbre de Cayley-Davis T^° (F00 x ^o)/^ (ou n est la relation

qui vaut Pidentite sur

identifiant (w^x^) et (w • c^, :r^));

• et Ie morphisme naturel TT : F^0

chaque c^.
^

Comme c^(a^) = a*^, il existe une (unique) application p de T00

sur T^o, TT-equivariante, valant Pidentite sur 0o. En fait, la reunion des
deux facettes c^(0o) et (J)Q est geodesique dans A(A;,L), au voisinage
de leur intersection (c'est ici que sert Phypothese k divisible par 4) :
done p est une isometric locale. La metrique de A{k, L) etant CAT(O), ses
geodesiques locales sont des geodesiques globales, done p est un plongement
isometrique. Finalement, p et TT sont des isomorphismes, et T = T^ est un
arbre geodesique, fixe par /.

L'automorphisme / agit non trivialement des deux cotes de T (car
c'est Ie cas sur les deux blocs contenant <^o). Nous construisons alors un
nouvel automorphisme g de A(A:,L), en imposant g = id du cote de T
contenant 1'interieur de B et sur T, et g = f du cote de T contenant
Pinterieur de s^.B. Nous obtenons ainsi un automorphisme non trivial
de A(fc, L) qui vaut Pidentite sur B. Ensuite, on remarque que B contient
necessairement une facette 0i dont Ie centre est deplace par /, done disjointe
de (J)Q. Alors les conjugues de g par r71, avec r = s^ ' s^, sont distincts
pour tous n > 0, et triviaux sur B.

Done Aut(A(A;,L)) n'est pas discret.

Le cas ou k est seulement divisible par 2 n'est que techniquement plus
penible; Parbre a considerer est celui evoque par le dessin suivant :
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A.3.2. Exemples.

Si L est un graphe complet, Ie 1-squelette d'un n-cube, d'un n-octaedre
ou d'un dodecaedre, alors L et A(k, L) sont rigides.

Considerons maintenant Ie cas ou L est un m-gone generalise fini. Un
appartement de L est un circuit de longueur 2m; un demi-appartement
est un segment de longueur m. Pour tout demi-appartement cr, on peut
considerer Ie sous-groupe F(a) de Aut(L) forme des elements fixant chaque
facette dont Ie centre est a Pinterieur de a. On dit que L a la propriete de
Moufang si Ie groupe F{a) est transitif sur Pensemble des appartements
contenant a (ce, quel que soit a). En particulier, si Ie graphe -L a la propriete
de Moufang et est epais, alors il n'est pas rigide.

D'autre part, ces hypotheses sur L sont equivalentes au fait d'etre un
immeuble de Tits de rang 2 epais classique (pour toute cette discussion,
voir [16]).

B. Densite du commensurateur de W(k,L).

On fixe k et L verifiant toujours la condition de convexite (C), avec k
pair. Notons :

• B Ie bloc fondamental de A{k^ L) (c'est-a-dire Pensemble des points
de la forme [1, .r], avec x € B) ;

• Q Ie groupe topologique des automorphismes de A(k^L) et Qo Ie
stabilisateur de B dans Q ;

• C Ie commensurateur de W{k^ L) dans Q^ et Co Pintersection C Fl Go;

• Bn la suite de sous-complexes de A{k^L) defini par Bo = B, et
Bn-\-\ est la reunion des blocs de A(fc, L) touchant Bn-

B.I. THEOREME. — On suppose k divisible par 4, et la maille de L
superieure ou egale a 4. Alors C est dense dans Q.

Demonstration. — Comme C contient W(k, L), il est transitif sur les
blocs de A(k, L) : il suffit done de prouver que Co est dense dans Go-

Soil alors Q un element de Qo, et montrons qu'on peut Papprocher
autant qu'on veut par un element de Co- Autrement dit, que pour tout n > 0,
il existe un gn € Co qui coincide avec g sur Bn-
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Fixons done n >_ 0 et notons gn la restriction de g a Bn : c'est un
automorphisme de Bn, puisque g(B) = B. Nous allons montrer que A(k^ L)
est pave par des copies de Bn et etendre gn a ce pavage comme a la partie A.

Pour simplifier, nous supposons k > 4. Soil alors E^ Pensemble des
facettes du bord de Bn; notons B(0) Punique bloc de Bn contenant (f) 6 E^.
Alors Ie lemme combinatoire C.I de la section suivante decrit Failure locale
du bord de Bn : si 0 et 0' sont deux facettes distinctes et adjacentes de ce
bord, ou bien B((/)) = B^) et c'est Ie seui bloc de Bn contenant 0 D 0', ou
bien les seuls blocs de Bn contenant 0D0' sont -0(0) et 5(0'), d'intersection
une troisieme facette 0".

On pose, dans Ie premier cas, m^^i = ^fc, et m^^i = ^.k dans
Ie second. On complete la matrice de Coxeter sur Eyi par m^^ = 1 et
m^^f = oo lorsque (f) et 0' sont disjointes. On obtient ainsi un systeme de
Coxeter (W(k^ Bn), S71) avec un generateur s^ pour chaque facette 0 de Eyi,
et les relations (^ • s^)^^ = 1.

Munissons Ie produit W(k^ Bn) x Bn de la relation d'equivalence "R!
engendree par les identifications (w,x) = (w.s^.x) des que x G 0. Alors
Panalogue de la proposition A.2.1 est vraie pour A', Ie quotient de
W(k^Bn) x Bn par 7 '̂. L'espace A' est un (A;, L)-complexe dont W(k^Bn)
est naturellement un reseau. De plus, tout automorphisme de Bn agit
sur En en preservant les nombres m^^i, done induit un automorphisme du
groupe W(k, Bn), et agit sur A' d'une unique facon W(k, Bn)-equivariante.
Notons gn ce prolongement W (k, Byj-equi variant de gn a A' : il ne nous
reste plus qu'a relier A' et A(k, L), en representant W(k^ Bn) dans W(k, L).

Si 0 est une facette du bord de Bn, elle est Pimage par un w € W(k^ L)
d'une unique facette (f>o de 9B; w est bien defini a multiplication a
droite pres par s^y, done s^ = w ' S^Q ' w~1 est bien definie (c'est en
fait Punique reflexion de W(k^L) dont Pensemble des points fixes dans
A(fc, L) contient 0). Supposons que 0 et ( / ) ' soient deux facettes du bord de
Bn dont Pintersection est Ie centre x^ d'un polygone de A(fc, L). Alors, en
considerant Paction du produit s ^ ' s ^ ' sur Pensemble des blocs contenant x^,



RESEAUX DE COXETER-DAVIS ET COMMENSURATEURS 661

et en utilisant la simple transitivite de W(k, L) sur les blocs de A{k, L), on
voit que Pordre du produit est exactement m^^.

Done s^ ^ s^ definit un morphisme (p de W{k,Bn) dans W(k,L).
I/application (w,x) ^ (p(w).x de W(k,Bn) x Bn dans A(k,L) est
compatible avec 7Z/, done definit une application ^ : A' —> A(k,L),
simpliciale, equivariante sous W(k,Bn) et valant Pidentite sur Bn. Mais
comme -0 n'identifie pas deux blocs distincts contenant une meme facette,
et compte tenu du fait que les polygones de A' et A{k, L) out Ie meme
nombre k de sommets, Ie morphisme -0 est en fait un revetement, done un
isomorphisme. Ceci entraine que (p est injectif, d'image Ie sous-groupe Wn
de W(k, L) engendre par les s<^ of) e S^. Alors la conjuguee cjn = '0o^o-0-1

est un prolongement de gn qui normalise Wn, done appartient a C, puisque
Wn est d'mdice fini dans W(k, L). Q

B.2. Remarques.
Si k = 4, on a s^ == s^, pour (f) et (f)' deux facettes distinctes adjacentes

de QBn non contenues dans un meme bloc. Nous definissons alors une autre
structure d'espace a faces sur Bn. Au lieu de prendre S71 comme ensemble de
faces, nous prenons pour faces les intersections avec QBn des ensembles de
points fixes d'une reflexion s^, pour (f) une facette de 9Bn. La demonstration
precedente fonctionne a nouveau.

Si on remplace Phypothese du theoreme precedent par : k divisible
par 12 (et L quelconque), la conclusion subsiste, avec presque Ie meme
argument. En effet, la remarque C.2 permet de decrire Ie bord de Bn : il y
a une nouvelle allure locale possible, qui amene a poser m^^ = 1 fc, d'ou
Phypothese de divisibilite sur fc.

C. Combinatoire des blocs au bord d^une n-boule.

Dans cette partie, Pentier k n'est plus suppose pair; X designe un
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(k, L)-complexe quelconque. Si B est un bloc de X, soient BQ = B et Bn-^-i
la reunion de tous les blocs touchant Bn. Les (Bn)n>o forment la suite
(croissante) des n-boules de centre B. Le bord de Bn est la reunion des
facettes contenues dans un seui bloc de Bn-

L'allure locale de Bn au voisinage de son bord est tres simple :

C.I. PROPOSITION. — Supposons la maille de L superieure ou egale
a 4. Soient X un {k,L)-complexe et Bn une n-boule de X. Alors Bn est
convexe dans X. Plus precisement, si P est un poly-gone de X centre sur
le bord de Bn, alors les sommets de P contenus dans Bn sont consecutifs
sur OP; il y en a au plus deux.

Demonstration. — On munit X de sa metrique CAT(O) (c/. partie A :
tous les triangles de la premiere subdivision barycentrique de X out pour
angles 7T/2, 7 r / k (au centre des faces de X) et Tr/2 — i r / k (aux sommets
deX)).

Nous allons utiliser une condition combinatoire locale de convexite :

Pour qu'une reunion connexe F de blocs de X soit convexe dans X , il
suffit que, pour tout polygone P de X dont le centre est sur le bord de F,
les sommets de P contenus dans F soient consecutifs sur 9P, en nombre
inferieur ou egal a ^ k.

F convexe F non convexe

Nous laissons au lecteur la demonstration (par des arguments
classiques de geometric des complexes polygonaux CAT(O), Pinclusion
de F dans X preserve la geodesie locale, done est une isometrie globale).
La condition est d'ailleurs evidemment necessaire.

Les blocs de X sont done convexes. Ainsi, I'intersection d'un bloc B1

avec une reunion convexe de blocs - en particulier, avec un autre bloc - doit
etre un sous-complexe convexe de B' : ce ne peut etre que B1\ une facette
de B1\ le centre d'un polygone touchant B' (un 2-sommet de B'\ ou le vide.
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Soient Po un polygone de X et V(Po) la reunion des blocs de X
touchant Po. Les blocs de V(Po) sont les blocs de X contenant Ie centre
de Po (en particulier V(Po) est connexe). Un polygone P de X dont Ie
centre est sur Ie bord de V{Po) est simplement un polygone touchant Po,
avec P 7^ Po : mais comme les polygones de X sont convexes, PnPo est soil
un sommet, soil une arete de <9Po. Comme 2 < j k, ceci entraine que V(Po)
est convexe dans X.

Pour etablir la proposition, nous allons montrer un lemme plus
general :

C.2. LEMME. — Si une reunion F de blocs est connexe et verifie la
conclusion de la proposition C.I, alors il en va de memo pour la reunion
V(F) des blocs de X touchant F.

(C.I s'obtient alors en iterant Ie fait precedent a partir de F = BQ.)

Soil done F une reunion connexe de blocs de X telle que pour tout
polygone P centre sur <9P, les sommets de P H F sont consecutifs sur 9P
et en nombre inferieur ou egal a 2.

Comme 2 < j/c, F est convexe dans X.

Notons P{F) (resp : P{V{F))) Pensemble des polygones de X centres
sur OF (resp : oV{F) ). Alors V(F) = FU ( U V(P)). Done, deja, V{F)

PeP{F)
est connexe, et V{F) contient F dans son interieur.

Soil P € P{V{F)) : alors les sommets de P contenus dans V(F) sont
les centres des blocs de V{P) touchant F. Comme Ie centre de P est dans un
bloc touchant P, V{P) DP est non vide; mais cette intersection ne contient
aucun bloc (sinon Ie centre de P serait contenu dans Pinterieur de V(F)).
Or V(P) et F sont convexes dans X. Done V(P) D F est une reunion
convexe de 2-sommets et de facettes, contenue dans Ie bord de V{P). Peu
de configurations sont possibles :

1) V(P) DP contient au moins deux facettes. Par connexite, V(P) r\F
contient deux facettes 0 et (f)' se touchant au centre x^ d'un polygone
de P(P). Notons B(0) et 5(0') les seuls blocs de V(P) contenant
respectivement (f) et (f)' (on ne peut pas avoir B((f)) = B^) = B, sinon
par convexire B C V(P) D P), et 0" la facette B{(f)) H B(<^) (figure page
suivante).

I/angle de 0 et 0' avec 0" en x^ est Ok = 27r/k. Si k > 4, alors 2ajc < TT
et, par convexite au voisinage de .1:2, Ie complexe V(P) H F doit contenir
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B((f)) et B(0'), ce qui est exclus. Done k = 4, et les circuits de L sont
de longueur au moins 4. Ceci entraine qu'une facette de V{P) touchant (f)
(resp. 0') distincte de 0' (resp. de 0) est contenue dans B(^>) (resp. B(^')),
done fait un angle de 27r/k < TT avec (f) (resp. 0'), et ne peut etre dans
V{P) n F (meme argument que ci-dessus).

BW.
O-k^ •^k

B(4>')

Finalement, V(P) n F = 0 U <^', et les blocs de V{F) contenant Ie
centre de P sont B((f)) et 5(^').

2) V(P) H F contient une seule facette of). Alors, par connexite,
V(P) H F = 0. Soit B Ie bloc de Y(P) contenant 0; Ie centre de B a deux
voisins sur 9P, centres de deux blocs B\ et B^.

Les autres blocs de V(P) rencontrent B au centre de P (non contenu
dans (,6), done ne touchent pas -F :

On a Failure desiree, mais peut-etre trois blocs dans V(P) D V{F).
En fait, si B\ et B^ touchent V(P) H F == <^), la reunion des trois facettes
<^, Bi D B et £?2 H B contient un cycle de longueur trois du bord de B - en
contradiction avec Phypothese sur la maille de L.

3) V(P)nF ne contient aucune facette. Alors, par connexite, V(P)r\F
est reduit au centre y ' z d'un polygone de P{F). S'il existe une facette (f)
contenant y^ et Ie centre de P, alors les blocs de V(P) contenant y^ sont
les deux blocs de X situes de part et d^autre de 0. Sinon, y^ est contenu
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dans un unique bloc de V^(P), et Failure locale est bien celle annoncee :

V'2 y2

P ^ < > P

C.2. Remarques.

Si la maille de L est 3 et si k > 6, on a presque les memes conclusions
que ci-dessus : la borne 2 devient 3, comme il resulte de la demonstration
precedente (configuration n° 2).

La proposition C.I exprime que toutes les n-boules de X sont
convexes, ce qui constitue Pavantage technique majeur du point de vue
dual, les boules combinatoires definies a partir de polygones n'etant pas
convexes pour k > 4.
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