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0. INTRODUCTION

En 1977 Gelfand et Gindikin ont proposé une nouvelle approche
de l'analyse harmonique d'un groupe de Lie G (cf. [GG77]). Dans cette
approche on considère une fonction de L^ÇG) ou une distribution sur G,
comme une somme de valeurs au bord de fonctions holomorphes définies
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dans des domaines d'une complexification (5e de (5. L'espace de Hardy,
introduit par Oishanskii en 1982 (cf. [Ols82]) lorsque G est un groupe de
Lie simple hermitien, ainsi que les travaux de Stanton concernant la série
discrète holomorphe (cf. [Sta86]), constituent une première étape de ce
programme. La décomposition en sous-espaces irréductibles de l'espace de
Hardy fait intervenir les représentations de la série discrète holomorphe
de G.

Les résultats d'Olshanskii se généralisent naturellement aux espaces
symétriques de type hermitien, (voir [H0091], J. Hilgert, G. Ôlafsson et B.
0rsted, 1991). L'espace de Hardy H2'(5) d'un espace symétrique de type
hermitien G/H est un espace de fonctions holomorphes sur un domaine
G-invariant 5, dans l'espace complexifié Gc / H ^ ^ vérifiant une condition
de type Hardy. L'espace de Hardy H^CE.) possède un noyau reproduisant,
appelé noyau de Cauchy-Szegô. Parmi les espaces symétriques de type
hermitien se trouvent les espaces symétriques de type Cayley. Le dual
riemannien D = G / K d'un tel espace est un espace symétrique hermitien
de type tube.

Le but de cet article est le calcul explicite du noyau de Cauchy-Szegô
de H2^) d'un espace symétrique de type Cayley M = G/H en utilisant
les algèbres de Jordan euclidiennes.

Dans la section 2, on donne une description explicite du spectre de
l'espace de Hardy H2^). Pour cela on introduit les fonctions coniques et on
calcule explicitement leurs normes dans -L^G/Jf). Le résultat s'exprime à
l'aide de la fonction c de Harish-Chandra de l'espace symétrique riemannien
TQ ^ G / K , qu'on note CT» •

Dans la section 3, on établit une expression du noyau de Cauchy-
Szegô de H2 (S) sous forme d'une série faisant intervenir la fonction CT^, la
fonction c de l'espace symétrique c-dual AT de M. et les fonctions sphériques
de l'espace symétrique ordonné M.

On établit, dans le cas où la dimension de l'algèbre de Jordan V
associé à M. est un multiple de son rang, un isomorphisme entre l'espace de
Hardy H2 (S) (non-commutatif) et l'espace de Hardy classique H2^ x D)
(commutatif) du bi-disque. On obtient ainsi une deuxième formule pour le
noyau de Cauchy-Szegô.

Je tiens à remercier Jacques Faraut pour ses nombreuses et intéres-
santes discussions au cours de l'élaboration de ce manuscrit, et aussi Wolf-
gang Bertram pour ses remarques intéressantes concernant le théorème 2.1.



NOYAU DE CAUCHY-SZEGÔ 99

1. ESPACE SYMÉTRIQUE DE TYPE CAYLEY

1.1. Description géométrique à l'aide des algèbres de Jordan.

Soit V une algèbre de Jordan simple euclidienne de dimension n, de
rang r et d'élément unité e. On note ̂  le cône symétrique associé à V. Soit
Th le domaine tube de base Q, dans l'espace complexifié Ve = V + iV,

T ^ = V - { - i Ç l = { z = x - ^ - i y : x ç V , y ç ^ } .

Soit D le disque unité de Ve pour la norme spectrale, D = [z e Ve:
\z\ < 1}, avec \z\ = ||^D^||^ et l'opérateur zOw étant défini par zBw =
L(zw) + [L(z),L(w)}. L(z) désigne Pendomorphisme de Ve défini par
L(z)w = zw.

On note c la transformation de Cayley définie sur Ve par

c(z) =i(e+z)Çe-z)~1.

On montre dans [FK94], Theorem X.4.3, que le tube îh est l'image du
domaine borné D par la transformation de Cayley. La frontière de Shilov
S du domaine borné D se réalise comme l'ensemble des éléments z de Ve

inversibles qui vérifient z~1 = z (cf. [FK94], Theorem X.4.6). On note
G(7h) (resp. G(D) ) le groupe des automorphismes holomorphes de îh
(resp. D). Les groupes G(îh) et G(D) sont des groupes de Lie vérifiant
G(ïh) = cG(D)c~1. Notons G (resp. G°) la composante connexe neutre de
G(D) (resp. G(ïh) ). Alors G° = cGc-1. On note G(^) (resp. G(S) ) le
groupe des automorphismes linéaires qui préservent Cl (resp. E) et Go (resp.
U) la composante connexe neutre de G(^2) (resp. G(S)). Les groupes Go
et Î7 sont deux formes réelles du groupe de structure Str^0) de l'algèbre
de Jordan Ve. Si on note Qo l'algèbre de Lie de Go alors Qo est égale à
l'algèbre de Lie siv(V) du groupe de Lie Str(Y). La décomposition

0o = ^o +Po,

où îo est l'algèbre des dérivations Der(V) de V et po = {L(n) : u ç V},
est une décomposition de Cartan de Qo' L'algèbre de Lie u de U s'écrit

u = to + îpo

(cf. [FK94], p. 55 et Proposition X.3.1, p. 193).

On considère le groupe Gc engendré par les translations complexes,
le groupe de structure St^l^) et l'automorphisme involutif s défini par
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s(z) = —z~1. C'est un groupe de Lie complexe et les groupes G(Tb) et
G(D) sont des sous-groupes fermés du groupe 0e.

Soit Q le sous-groupe de 0e engendré par les translations complexes
et le groupe de structure St^V0). Donc Q = StîÇV^Qo est le produit
semi-direct du groupe St^l^) et du groupe Qo des translations complexes.
L'espace homogène X = 0e/Q est une variété complexe compacte, l'appli-
cation de Ve sur l'espace X définie par z —>• gQ^ avec

g(w) = s(w) -h z

définit un plongement de Ve dans X d'image dense. Ainsi l'espace X est
une compactification de Ve. On peut donc voir D et Th comme des parties
de X (cf. [Far95]). L'algèbre de Lie 0e de 0e est l'algèbre des champs de
vecteurs X sur Ve de la forme

X(z)=u-^Tz-P(z)v,

avec u^v e Ve, T e sitCV^. On identifiera X au triplet (u^T^v) et ainsi

5e ̂  Ve x siv^) x Ve.

Le groupe G{Tfl) est engendré par G(fî), le sous-groupe N~^~ de G^îh)
constitué des translations et l'automorphisme involutif 5 (cf. [FK94], p.
207). On note Q° (resp. s) l'algèbre de Lie de G(Tçî) (resp. G(D)). Les
algèbres de Lie Q° et Q ont la même algèbre complexifiée Qc. L'algèbre de
Lie 0e est la sous-algèbre de 0e constituée des champs de vecteurs réels,

0e = {(u,7>) \u,v e y, r e 50} ̂  v x ̂  x y.
C'est une forme réelle de 0e. L'algèbre de Lie fl est une autre forme réelle
de 0e,

fl^w.B.^lweV^Beu}.
L'application

^(n,!»-^-^'^)

est une involution de Cartan de Q° et on a

r := {x € 0e : e^x) =x}= {(n,r, -n) : u e y, r e e,},
p0 := {X e 0e : ̂ (X) = -X} = {(îz,L(î;),n) : u^y e V}.

L'algèbre de Lie 9e est semi-simple et hermitienne. (cf. [Sat80], Proposition
7.1, p. 28).

L'application

6: (w,r,w) —> -(w,r*,w) = (-w,r,-w)
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est une involution de Cartan de Q et

ê:=^={(o,r,o) : reu}^u,
p := Q-° == {(w,0,w) : w e Ve}.

Le sous-groupe compact maximal K de G relativement à 6 est égal à U.
L'algèbre de Lie Q est semi-simple et hermitienne.

On note H^ (resp. H^) le stabilisateur de rrio = (e, —e) dans le groupe
G (resp. G°). On vérifie que

Jfi =^2=00(3°.

Dans la suite on notera H ce sous-groupe. On montre que l'espace ho-
mogène M. = G/H est un espace symétrique de type hermitien. De
plus c'est un espace symétrique de type Cayley ([Ola91], Définition 5.7),
(cf. [Kou93]).

On présente ci-dessous le tableau des paires (g, t) correspondant aux
espaces symétriques hermitiens de type tube irréductibles et les paires (5,1))
correspondantes pour lesquelles G/H est un espace symétrique de type
Cayley.

Q ^ ^

sp(n, R) su(n) C îR sl(n, R) © R
5u(n, n) su(n) C 5u(n) C îM s\(n, C) © R
50* (4n) 5u(2n) e îR su* (2n) e M
so(2,n) so(n)Cî]R 5o(l,n-l) CiR
^(-25) ^6 0 îM C6(_26) e M.

Dans [Kou94], Lemme 4, on montre que le groupe G opère transitivement
sur la variété S x S \ TVs, où

N^. = {(z, w) e E x S : A(2; - w) = 0},
et A(^) désigne le déterminant de z dans l'algèbre Ve, et que l'espace
symétrique de type Cayley M = G/H est isomorphe à E x S \ N^
(Théorème 6).

Comme l'algèbre de Lie Q° (resp. g) est semi-simple et hermitienne
donc, d'après le théorème de B. Kostant (cf. [Seg76], p. 30), il existe dans
0e (resp. Q) un cône régulier (i.e convexe, fermé, pointu et d'intérieur non
vide) invariant par la représentation adjointe (voir aussi [Vin80] et [Pan81]).
À un tel cône C de Q° (resp. 5), Oishanskii associe un semi-groupe r(C)
contenu dans le groupe complexifié G^ de la forme

r(C)=Gexp(iC)
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(cf. [Ols81], Theorem 3.5). Soit Cmax (resp. C^x) un cô^ régulier invariant
qui est maximal dans Q (resp. ^c) contenant (0,î7,0) (resp. -(e,0, -e)).

z

PROPOSITION 1.1 (Théorème d'Olshanskii).

(1) r(G^x) = {g e 0e : ̂  c D}
(2) r(c^) = {g e 0e : ̂ D c D}

(cf. [Ols81], Theorem 6.2).

THÉORÈME 1.1.

%ax = [x e s' : x(^) ççi^ve v}
(cf. [Ch95], Théorème 2.1).

1.2. Sous-espace de Cartan et homomorphisme
de SL(2,C)7' dans 0e.

Fixons un repère de Jordan { c i , . . . , Cr} de V c'est-à-dire un système
complet d'idempotents primitifs deux à deux orthogonaux. Soit a le sous-
espace de Cartan de p° de la forme

r / r \ ^
a={ ^I^^^).0 ^,eR^

l V j=i / J
On montre dans [FK94], p. 112, que A := expa est de la forme

r / r \ \
A=\p E^ : ^ > O ^ C G , .

l \ j=i / J

On note A le système de racines A^,^) et A~^ le système de racines
positif associé à la chambre de Weyl positive a^ définie par

K \ ^
a+ = °^jL(cj)^\ e a : 0 < ̂ i < t^ < ... < ir Y

.7=1 / J

Soit l'élément Xo = (0,J,0) de 0e. Les valeurs propres de ad (Xo) sont 1,
0 et -1. Soit 7^ l'élément de a* défini par

/ r \
7z 0,^^L(c,),0 =ti, l ^ i ^ r .
\ j=i /
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Ainsi

A^ = {a e A+ : a{Xo) = 0} = ÏJ(7,-7z) : i < A,

Ai = {a e A+ : a(Xo) = 1} = {7, : 1 ̂  < r} U ÏJ(7z + 7j) : î < A,

et A4' == A^UAi. La multiplicité de la racine 7^ est égale à 1. On note d la
multiplicité commune des racines .(7^ -7^) et -(7j +7z). La demi-somme
des racines positives p s'écrit

p=\ ̂  ^a= l^(n+d(2^-r-l))^= l^(l+d(^-l)h„
Q<=A+ z=l \ - / ^ ^i

où mo: désigne la multiplicité de la racine a. On note

^ = Y^ ^ n! = Z^ flS.
açA^ aeAi

n= 1^ ôS =fto+ni,
a<EA+

et
-/Vo == expito, N-t = expni, 7V = expn,

où g^ est le sous-espace radiciel associé à la racine a. Notons que 7V = NoN-^
est le produit semi-direct de No et de Ni. On montre dans [FK94], p. 212,
que No est le sous-groupe triangulaire strict dans le groupe de structure
St^V^) et que TVi est le groupe des translations complexes dans (3e.

Considérons Phomomorphisme d'algèbre de Lie 6 : $1(2, CY —> 0e

défini par
è(Xi,...,x,)=ëi(Xi)+...+è,(x,),

où Qk '- s[(2,C) —> 5e est Phomomorphisme défini par 6^ ( ] =

(c^0,0),è^ ^=(0,0,Cfc),etè^Q _°^=(0,2L(cfc),0).

Comme le groupe SL(2, C) est simplement connexe, on peut remonter
les homomorphismes 6 et Qk à des homomorphismes de groupes de Lie,
qu'on note respectivement Q et 0^,

Qk:SL(2,C)—0e

Ok ( /. -. ) == Tack ? °ù roLCk est la translation définie sur Th par Tac,, (z) =

z-^-ack, Qk ̂  ^ J = T^ = JOT/^OJ avecj(z) := z-1, 6^^ i ) =

-P(e + (7 - l)cfe), (cf. [Loo77], lemme 9.7).
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L'homomorphisme 6 de 5L(2, CY —> 0e est donc défini par

Q(g)=Qi{gi)' 62(^2) -e,(^),

si ^ = (^i,. • . , ̂ r). Notons que, si g = (^i , . . . , gr) avec g,, = ( k k ] ,
\ Cfc OA; /

alors

( r \ r ,
^/ \ Y^ \ V^ Ûfe/^fc + Okw g '̂E^,^^,

et que 6 applique SU(1, l)7' dans G{D).

On note ̂  le stabilisateur de rrio === (e, —e) dans 0e, e et —e
étant considérés comme points de X = 0e/Q. Dans l'espace symétrique
complexifié A<c = 0 e / I I e de .M on considère le domaine complexe

5 = n^^ax)^
où C^ax est l'intérieur de Cmax (ce domaine a été introduit par J. Hilgert,
G. Ôlafsson et B. 0rsted dans [H0091]).

THÉORÈME 1.2.

5 = {(z,w) ç D x D | A(z - w) ^ 0}

(cf. [Ch95], Théorème 3.1). Dans [0096], Theorem 4.2, Ôlafsson et 0rsted
démontrent ce résultat avec des méthodes qui n'utilisent pas les algèbres
de Jordan.

2. ESPACE DE HARDY

L'espace de Hardy ^(S) est l'espace des fonctions holomorphes /
sur 2 vérifiant

ll/f == sup / [/(^^«x).
7er(c^j J G / H

On montre dans [H0091], Theorem 2.2, que l'espace H2 CE.) est un espace
de Hilbert et l'opérateur valeur au bord b défini par

bf{x) = lim /(7.a*)
^e^er^y'' /

est une isométrie de H2 CE.) dans J ^ C G / H ) qui est G-invariante, la limite
étant prise au sens L2.
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Le semi-groupe r(-Cmax) opère dans Jf^S) par

(^(7)/)(0 = /(rt).

Posons Cj; = ci + • • • + Cj;, 1 ̂  J < r. Le sous-espace
y0') = {n ç y : L(e^)zt = u}

est une sous-algèbre de rang j. Soit A^(n) = detj(pj(u)) le déterminant
relativement à la sous-algèbre V^ de la projection orthogonale pj(u) de
u sur y^. Alors Aj est un polynôme homogène de degré j appelé mineur
principal d'ordre j relativement au repère de Jordan { c i , . . . , c^}.

Si m = (mi , . . . , rrir) C V, on pose, pour z dans Ve,

A^) = Ai^1-7^^2-7^ ... A^)^.

Soit P l'espace des polynômes sur Ve et r la représentation de K^ dans V
définie par

(r{g)p)(z)=p(g-lz).

On note
J.\ := {m= (mi,...,m^) e Z7' |mi > m^ > ' ' ' > mr},

Z^ := {m= (mi,...,m^) ^rL\.\mr > 0}.

Si ni e ^ri-(-, on note Pm le sous-espace de P engendré par les polynômes
r(^)Am, g € ^. Si m e Z!j_ est tel que m^ < 0 alors l'élément

m' = m— rrir = (mi — m^ . . . , my—i — m^, 0)

est dans Z^._^, et dans ce cas on définit l'espace Pm de la façon suivante :

Pm^A^pIpep^}.
Les éléments de T^m sont des fractions rationnelles qui sont holomorphes
sur l'ensemble J^ des éléments inversibles dans Ve. Tout élément de Pm
est uniquement déterminé par sa restriction à E.

Soit m e Z7}., on note Tm la restriction de r à Pm' Si l'espace Pm
est muni de la norme de -^(S), la restriction à K de la représentation
7-m est unitaire. Notons que le stabilisateur de e dans K^ noté Ko^ est
égal à K H H. On montre dans [FK94], p. 247, que les représentations
(^imPm) sont deux à deux inéquivalentes. Et que toute représentation
unitaire irréductible sphérique de K, c'est-à-dire admettant un vecteur Ko-
invariant, est équivalente à l'une des représentations (ïm^m). Et que la
fonction sphérique <Ï>m définie par

(x) = / ^m(kx)dk^m(x
J K a
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est un vecteur JCo-invariant de la représentation (7m, T^m) et c'est l'unique
vecteur 7^-invariant vérifiant <î>m(e) = 1.

Pour m e Z!;., on note (7im,7^n) la représentation obtenue par
induction holomorphe à partir de (ïm^m). Donc H^. est un sous-espace
hilbertien de l'espace 0(D,Pm) des fonctions holomorphes sur D à valeurs
dans Pm.

Dans la suite on suppose que m = (mi, . . . , nir) € TL\.

2.1. Fonctions coniques.

Une fonction F holomorphe sur 5 est dite conique s'il existe un
caractère continu \ de A tel que

T{o)F = ^(a)F, Va e A
dT(X)F =0, VX e n.

PROPOSITION 2.1. — La fonction Fm, ^m(^w) = Ani(^-1^) est
conique, et toute fonction conique est proportionnelle à Pune des fonctions
^m.

La démonstration est analogue à celle de la proposition XI.2.1 dans
[FK94].

On considère l'espace symétrique de type Oishanskii 0e /G et l'invo-
lution a de 0e associé à la paire (G^, G),

a(X-^iY)=X-iY, (X,Ves),

(cf. [FH094], section 3). Donc

() := {Z ç 0e : à(Z) = Z} = g

q := {Z e 0e : ^(Z) = -Z} = ̂ .

La décomposition
fl^^P,

avec É = Ï + îp et p = ̂  + p, est une décomposition de Cartan de 0e. On
note M le centralisateur de A dans J?o et m son algèbre de Lie,

f f r \ 1m = ^ X ç ̂  | X. ^t^ = 0, V^; e R Y
l \j=i / J
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Soit t une sous-algèbre de Cartan de ç, donc de 5, contenant ia. On montre
que t = 1+20, où [ est un sous-espace abélien maximal de m. Le sous-espace
(ii) est un sous-espace abélien maximal de p H q = iî. On choisit dans
Af := A^^ît) un système de racines positives, qu'on note A^ ([FH094],
section 3) et on pose

n. = E rê-
o'eA^

Notons Ni := exprit et Mc := M exp(ùn), d'algèbre de Lie m^ complexifiée
de m.

LEMME 2.2.

(i) Le semi-groupe r(Cmax) vérité r(Cmax) C MA^AG.

(ii) Si un élément 7 de r(Cmax) s'écrit 7 = nmexp(X)^, avec g ^ G,
X e a, m € Adf^ et n ç Ni alors

X C (îGniax) n a.

Démonstration.

(i) D'après [FH094], Corollary 3.2 (avec des notations différentes),
r(C^ax)cMexp(ît)G.

Puisque t = = l + î a e t l C m alors exp(ît) C M^A, Et donc r(Cmax) C
M^AG^.

(ii) Un élément 7 e r((7max) se décompose en 7 = nexp(Z)^, avec
n ç TVf, Z e ît et g G G. D'après le théorème de convexité de Neeb,
(cf. [Nee94], Theorem 1.7), Z ç î(Cniax H t). Or Z = X + Y avec X e a et
Y e m^ et, d'après [H096], Lemma 4.5.2, p. 116,

X C (îCmax) Ha. D

PROPOSITION 2.3. — Soit m e Z!j__p Si Fm € I ^ ^ G / H ) alors
F^ ç ̂ (5).

Démonstration. — La norme de Fm dans Jf2(5) s'écrit

ll̂ nll̂  sup / |^(7rF)|2^.
^ercc^j JG/H

Or 7 e r(C7^x) <= M^AG', c'est-à-dire qu'il existe n e N^ m ç Mc,
X e a et g ç. G tels que

7 = nm exp(X)g.
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Donc
/ [F^x^dx^ 1 \F^(nmexp(X)g.x)\2dx.

J G / H J G / H

Et comme la fonction Fm est invariante par M (c'est-à-dire pour tout
k ç M, T{k)Fm = Fm) et est constante sur l'intersection d'une orbite de
Ni avec 5, et que la mesure dx est G-invariante alors

/ \F^x)\2dx= ( \F^(exp(X).x)\2dx
J G / H J G / H

= ( ^(expx)!2!^^)!2^
J G / H

^^(expX)!2!!^!!2^/^

où ^m est un caractère continu de A défini par
/ / r \\

1 r» / V^ \ 1 1 TT \ —2m,
Xm P E^ -II^ •

\ \j=i / / j=i
r

Puisque X ç. a alors il existe ti ç. R, (1 <_ i < r) tels que X = ^ tiLÇci).
i=l

Donc
^m(expX) = e-(<i^i+-+*rm.)^

r

D'après le lemme 2.2, X € (îC'max) H û = {S /^fe) : ̂  ^ 0}? de plus
î=l

mi > ms > • • • > ynr ^ 0- Donc

|Xm(expX)|<e-^l+•••+^mr<l.

D'où
||Fm|| < \\F^\\L^{G/H) < 00. D

Calculons maintenant la norme de Fm dans .^(G/Jf). Pour cela on
utillise une formule d'intégration établie par M. Flensted-Jensen (cf. [FJ80],
Theorem 2.6, p. 263, ou [HS94], Theorem 2.5, p. 110) : pour toute fonction
/ intégrable sur M.,

{ f(x)dx= f ( f(HexpXt).ma)D(t)dkdt,
J M. J K Jb+

OÙ

DW:= ncch^n^^))^^^))',
l<i<r i<j v v / / i<j v v / /
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dx est une mesure invariante sur G/H et dk la mesure de Haar normalisée
de K. On note b le sous-espace abélien maximal de p défini par

^{^-^È^-^-^ÈÏ^I^^}
l \ .7=1 j=l ) )

et 64" la chambre de Weyl positive définie par

b + = { X t e b | 0 < ^ i < . . . < tr}'
Posons B := expb. On montre qu'un élément bf de B est donné par
^t = ©(p) avec ^ = (^i,. . . ,^), et

ch4 zsh4

5fc= -^ ^2 ' ^ € R -V-îsh^- ch-^-y

Et que

/_ \ ^ ch^+zsh^
bt • ^Wk = ̂  ——^j-—————L^-

\fc=i / fc=i-îsh—^+ch—
Cfc-

L'espace symétrique G / H est isomorphe à E x S \ N^, et tout élément x
de G/ff s'écrit

x = (u, v) = g • rrio, (g 6 G).

LEMME 2.4. — Si x = (u,v) = g • mo est un élément de l'espace
symétrique G/H et si g = kbfh, k 6 K, bt € B et h € H alors

(u-v\ . (^ 1 \(^^•Lç^j-
Démonstration. — Soit x = (u,v) = g • rrio un élément de G/IÏ'.

Comme p e G alors g = kbfh, k e K, bt e B et h ç H. Ainsi
a; = kbfh ' mo.

Comme H laisse invariant le couple (e, —e) alors a; = Â;6t • mo et
(n - v) = k • {bt • e - 6t • (-e))

_, ̂ | c4+^h^ -ch^sh^

'Éï[_^h^+ch^ ^sh^+ch4

^ ^ ^ 2

Cfc-

Donc
^-v\ ^ /_ i

=k• E^ÏÏT-^ • D
2 ; ^^
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LEMME 2.5.

/ \F^x)\2dx=\\^I^
J G / H

m y ^m

OU

r ( r \
I^= ^m ^(ch^)-2^ D(t)^,

t/b+ \k^l )
et II ||s est la norme de l'espace L^E).

Démonstration. — En appliquant la formule d'intégration ci-dessus
et le lemme précédent à la fonction Fni? on obtient

f iFm^l2^- / / ^(kbf.m^D^dkdt
J G / H J K Jb+

= / D(t)dt [ A^f /cf^——c,)) dk.Jb+ J K \ y—^k 77
\ \ K— ± / /

D'après [FK94], Corollary XI.4.2, p. 232,

( / r \ \ 2 / r \

1 A- k ^——c, dk=\\^\\i^^^(cht,)-2Ck].
J K \k=lw^k ) ) \k=l )

Donc
r r ( r \
/ \F^(x)\2 dx = \\^\\i / ^ y(ch4)-2^ D(t)^. D^ A+ v^ y

LEMME 2.6. — Si F est une fonction intégrable sur V et Ko-
invariante alors

r r ( r \
\ F(x)dx=C F |Fsh^c,D(t)^i . . .
Jv JQ^ \i^ ) dtr/^ \i=i

f r -\
où C est une constante positive et Ç+ = ^ ̂  tzCi 11\ < ' • • < tr f .

U=i J

Démonstration. — D'après [FK94], Theorem VII.2.3, p. 104,

r r ( r \
\ F(x)dx=Co F[^aiCi}T[(aj-ai)dda^..da^
Jv JQ^ \i^ j i < j

où Co est une constante positive. On pose a^ = shti donc dai = (cht^) dti.
Ainsi

r r ( r \
\ F(x) dx=Co F ^ shtiCi TT (sh^ - sh^)^ TT ch t, dtz ... d^
7ï7 //^ \ ^ 1Jv JQ+ \i=l / i<j i=l
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i shtj-shti = 2sh (t——^) ch (ti-^) alors l'intégrale s'écritet comme ! [intégrale s (

d^^^nH^rnH^))-
JJch^i...d^. D
î=l

LEMME 2.7.

. / A-n,. (e + x2) dx,
Jv

An = Ci / A-n,. (e + a;2) da;,
^y

avec rn* = (m^, . . . , mi) si m = (mi, . . . , rrir), et C\ est une constante.

Démonstration. — On applique le lemme précédent à la fonction F
définie par

F(x)=^[{e+x2)'1]

alors

f r ( r V1'
/ ^[{e+x2)-l]dx=C $„ e+^sh^cj £>(t) dti.. .dtr.
^ JQ+ \ ^i ) _

/ r \~1 r
OT ( e + E (shtz)2 c, ) = S (ch^)~2 c,, par suite

\ 2=1 / î==l

r r ( r \
/ ^m[(e+^2)~ l]&=C / ^ ^(ch^)-2^ D(t)^i...d^
Jv JQ^ \^ )

c'est-à-dire que
! ^[(e+x2)-1}

Jv
^m[(e+^2) }dx=CI^

donc

^m=^ /> ^-m-(e+^2) dx=C^ ( A-^(e+.r2) ̂ .0 Jv Jv

Dans la suite on note ci la fonction définie par

ci(À):=n5(À,, j)n5(^+À,,j) .
î=l v / i<j v /

où A = ( A i , . . . , Ar) et B (x, y) désigne la fonction bêta définie par

o^_r(^r0/)B(x,y)=
T(x+y) '

D
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F (x) est la fonction gamma usuelle.

LEMME 2.8. — L'intégrale /m est finie si et seulement si rrir >. —r
et alors

Im = Ci ci (m - p ) ,

1 /n d .\
ou p = (pi,..., pr) avec pj = - - + - (2j - r - 1) .

z \r z /

Démonstration. — D'après [Far92], la fonction c\ vérifie

/ A_A (e + x2) dx = ci (\ + p - n) .
Jv v 7 /

Donc
An = Ci I A_m. (e + x2) dx = Ci ci (m* + p - n) .

Jv \ r /

Or ci (A) = ci (A*) donc

An = Ci ci Cm + p* - ̂ Y

77' Ti Tt
Or ̂  — — = pr-î+i — — = —pi, c'est-à-dire p* — — = —p. D'où

r r r
Im = Ci ci (m-p).

L'intégrale Jm ^st finie si et seulement si m — p > 0, c'est-à-dire

mi > p i , (1 < i < r).

Et comme m\ > m^ >_ ' ' ' > rrir et pi < p2 <: ' ' ' <: Pr = — — 7.5 alors 7m
77 1 77 "1

est finie si et seulement si rrir > — — -. Le fait que rrir € Z et — C -Nr 2 r 2
achève la démonstration. D

On note Co (resp. 07^) la fonction c de Harish-Chandra de l'espace
symétrique riemannien fî ^ Go/Ko (resp. Th c± G / K ) . D'après [Far92],
p. 319

^ W = Co (A) ci (A).

On montre dans [FK94], p. 314, que
2 _ Co (m - p)

"^ - -̂ -Fpp
le second membre étant pris comme

Cp (m - p) Cp (m -h g - p)——-—— = lim ———-———r—.
Co (-P) ^o Co (e - p)
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THÉORÈME 2.1. — Fm € L2 ( G / H ) si et seulement si rrir > n, et
alors

\WL2ÇG/H)=^^{m-p)

où fî est une constante, et par définition,

I f \ T ^çî^+S-P)Cy.(m - p ) = lim —^—-————^-.
^o Co(e-p)

Démonstration. — On sait que

/ \F^(x)\2dx=\\^\\iI^.
J G / H

De plus d'après le lemme précédent

Im = 0 ci (m - p).
D'où le résultat. D

2.2. Spectre de l'espace de Hardy.

La restriction de la représentation T de r(-Cmax) à G, notée TT, est
une représentation unitaire Cmax-dissipative, c'est-à-dire

(Z d7T (X) f\f) > 0, VX e Gn,ax,V/ ç ^(S)00,

où ^(S)00 est l'espace des vecteurs C00 de ^(S). Par suite TT se
décompose en somme de représentations unitaires irréductibles et Cmax-
dissipatives. Si (TT,?^) est une représentation unitaire irréductible qui
intervient dans la décomposition de ^(S) alors

(1) (7r,7<) est Cmax-dissipative,

(2) il existe un vecteur distribution Jf-invariant non nul ^,

(3) pour tout / e H°° le coefficient (/ | TT (g) ̂ ) est de carré intégrable
sur G / H .

-—— H
On note r(Cmax)2 l^ensemble des classes de représentations unitaires

irréductibles vérifiant (1), (2) et (3). Pour À e r(C^nax)2 . so[t (^^H'i (2))
un représentant de A. Alors d'après [H0091], Theorem 3.4, l'espace -H'2 (S)
se décompose sans multiplicité,

^(2) = © ff^S),
•\er(c'n,.x);
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et le sous-espace ^(^(S)) est le plus grand sous-espace invariant de
L2 ( G / H ) qui est Cmax-dissipatif.

THÉORÈME 2.2. — Si mr > — alors la fonction Fm engendre unr
sous-espace invariant irréductible H^(E) et

^(5)= 9 J^(2).^mv
r>3-

Démonstration. — C'est une conséquence du théorème 3.4 de
——-— H

[H0091]. Soit Aer(Cmax)2 ? alors ̂ (5) contient un vecteur de plus haut
poids qui est une fonction conique Fm- Puisque Fm appartient à .^(S),

77 V)
mr>—. Ainsi il existe m unique, avec mr>.—<, tel que Jf^(5)=jFf^(5). D

3. NOYAU DE CAUCHY-SZEGO

Le noyau reproduisant de ^(S), appelé noyau de Cauchy-Szegô,
s'écrit S (71,72) = So (7! 7i) avec 7^ = 7~1. On vérifie que

^(Z)= Z^ CA(7rÂ(7~l)^|^),
Aer(^a,)^

où ̂ \ est un vecteur distribution ff-invariant non nul de TT\ et c\ est une
constante qui dépend du choix de f^|}\.

3.1. Première formule pour le noyau de Cauchy-Szegô.

On note 0e Pinvolution de Q° définie par

^(^T»^,-^),

pour tout élément (u^T^v) e V x Qo x V de Q°. Donc

y := {x e s6 : 0e (X) = x} = {(u,T,u) : u € y, r e u = f),
qc := {X e 0e : 0e (X) = -X} = {(n,L(î;),-n) : u,v çV}= zq,

et
S^r+q^^+îq,
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c'est-à-dire que Q° est l'algèbre de Lie c-duale de Q. Soit Af == G0 / H l'espace
symétrique c-dual de M = G / H . Le cône Cmax C q0 défini par

Cmax :== {(.U, 2L (v) , -u) : U + V <E -^, U - V C (ï}

est invariant par Ad (H). Il définit sur Af une structure causale invariante
pour laquelle Af est un espace symétrique ordonné et globalement hyper-
bolique ([Far95], p. 48).

On note A6 le système de racines A (^c, a) et A04" le système de
racines positives associé à la chambre de Weyl positive a^. Soit l'élément
Xo = (0,J,0) de 0e. Les valeurs propres de ad (Xo) sont 1, 0 et -1. Donc

A^ = [a ç ̂  : a(X,) = 0} = S - (7, - 7z) : z < J'L

AÏ = {a e A^ : a (X,) = 1} = {7. : 1 < ̂  r} U T J (7. + 7, ) : ^ < 3 \,

où 7^ est l'élément de a* défini dans la section 1.2. Notons que A^ =
A^ U A^. On remarque que

1 v-^
P ''= ^ ^ m^ a = p.

aç:^c+

On note
n:= ^ fl^, 7V:=expn

açA^

et N := (7e (A7'). On vérifie que

f r 1
C m a x n a = { X e a | V a e A î : a(X) < 0} = ^ ^-L(c,) |^- ^ 0 ^.

l j=i J
Donc Cmax est un cône maximal dans q° (ce qui est noté Cmax dans [FH094],
section 2, p. 935). On pose

S={geGC : g.mo > nio} .

Alors S est un semi-groupe fermé et S = exp(cmax)^ (cf. [FH094],
Theorem 4.1).

LEMME 3.1. — Le semi-groupe r(Cmax) vérifie

r(Cmax) H G0 = S-1 = exp (-Cmax) ̂ .

Démonstration. — Soit r0 la conjugaison de 0e par rapport à G^,
c'est-à-dire l'involution antiholomorphe de G^ telle que

GC={9eGC\rc(g)=g}.
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Si 7 = exp (X) g e r(Cmax) H (7e avec X e (îCmax) et g e G, alors, d'après
l'unicité de la décomposition polaire dans r(Cmax)î

T^X)^, T^)^,

c'est-à-dire

^e^Cmax^^^-c^ax) et g^G^G^H. D

LEMME 3.2.

r(Cn,ax) n 0e c TVA^.

Démonstration. — On a 0e (5) = S'"1 car si s == (expX) h ç. S alors
0e (s) = (exp 0e (X)) 0e (^) = (exp -X) h car X e c^ax C qc et /i e H. De
plus

0e (A^AU) C NAH,

car (7e (A^) = 7V, a0 (A) C A et a0 (H) = H. Comme 5' C NAH, ([FH094],
Corollary 3.2). Le résultat découle du lemme précédent et des deux relations
précédentes. D

L'ensemble NAH est un ouvert de G°. Pour g € NAH, on pose

g = nexpA(g) h, {n e 7V, A(g) e a, h e Jif).

Dans la suite on note OH (g) '-= exp A (g).

La fonction sphérique ip\ (A G 0e* ) de l'espace symétrique ordonné
G0 / H est définie sur l'intérieur S'0 de S par

^)= 1 e^-^^dh^ [ aHW^dh^
J H J H

(on note ax := e^^) pour a = expX e A et À € 0e*).

Si ^ est un élément de l'ouvert H AN de G° alors

fir = /iexpÂ(^)n, (h e iîf, Â(^) ç a, n e N).

On note a^ (^) := exp A (g).

La fonction c de l'espace symétrique ordonné Af = G C ^ H ^ qu'on
notera c/^, est définie par l'intégrale

WW = jC ^(n)-^^)^, (À € 0e*).
J N H H A N

(Les conditions de convergence sont précisées dans [FH094]] et [Far95].)
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Vecteurs distributions Jf-invariants.

PROPOSITION 3.3. — Soit u ç Pm. La forme linéaire définie sur
H^par

Ln(f)= t {^(h)f\u)dh
J H

est continue. Elle définit un vecteur distribution ^u qui est H-invariant

OW=L,(/).

Démonstration. — Remarquons d'abord que l'espace Pm peut être
considéré comme un sous-espace de Hm et l'évaluation / —> f (0) est la
projection orthogonale de T-im sur Pm- Par suite, pour / e 7^, u e V^
on a (TTn, (h) f\u) = (^ (h) f (0) |n)̂ . Or

7^mWf(0)=T^(K(h))f(h-1.0).

Donc

1^. (/) | < ! \ (ïm (^ (^)) / (ft-'.O) |n)^ \dh
JH m

<N|sup||/(z)|| [ \\r^(h))\\dh.
zçD J H

Le lemme suivant nous fournit alors le résultat, car s i / G ^Sî?

sup 11/^)11 <oo.
zçD

LEMME 3.4. — Si rrir > - alorsr

1 ||(Tm(^)))||^<00.
JHJ H

Démonstration. — La décomposition de Cartan de ï) s'écrit

ï )=(ent))e(pnï))=j<,epo,
avec

çni)=j,={(o,r,o) |reU^^,
pn()=po={(n,o,n)|ney}.

Le sous-espace Oo de po défini par

Oo = ^^•c,,0,^^c, |t,e
<j=i j=i /
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est un sous-espace de Cartan de ï). Le sous-groupe H s'écrit alors

H = KoAoKoi

où Ao := expdo est le sous-groupe de H des éléments
//chti shti\ fchtr shtr\\

^""VY^l C h t j ' " ' \ s h t r C h t r } } '

et e : SL (2, R) —> 0e rhomomorphisme défini dans la section 1.2. Comme

K,(k^atk^) = k^(at)k^, (Vû^ e Ao), (VA;i,A;2 € Ko),

alors, pour un choix convenable de la mesure de Haar de H,

t II (ïm (^ W)) \\dh = / II (r^ (/. (a,))) II Do (t) da,,
J H • ^A^

OÙ ^

^w^nf811^^) et ^^^p^-j < f c v /
r / r r \ -j

^"l S^'0^^^ e a o | t i < t 2 < — < ^ .
t \ j = i j=i / J

De plus
ffcht sht\\ ( 1 0 ^

K ,, , , = cht ,
\\sh^ ch^y ^ o dit]

donc ^ -i

/ t(at)=9((chïi" ° ) , • • • , (diTr 0 ) ) .
\ \ 0 chti/ \ 0 chtr//

Ainsi / 1 \"11 / ï \"1'-
' (Tm "•('•»> «= (s?) -(aï;) •

et
. . / l \ m l / l ^ m T '
/ \\(r^^(h)))\\dh= / ——— ... ——— A,(é)^.
J^ J{ti<t2<-<t^} V^^l/ \Chtr/

Comme ch tj > 1 et mi >, m^ > " • > rrir ^ — alors

/ ||(Tm(^W))||^<Jl,
Jff

où rJi := / (chtl•••ch^) - î Do(t)dt.
J{ti<t2-'-<tr}
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Donc pour montrer le résultat il suffit de montrer que l'intégrale Ji est
finie. Posons

J2 = / A(e+:r2)-î dx.
Jn

Un élément x de 0, peut s'écrire
r

x=k^etjCj, k C Ko, (^i < ii < • • • < tr),
j=i

r r

(e + x2) = k^ (1 + e2^) ̂  = 2A^e^ ch^ c,.
j=i j=i

Donc
/ r \ — —

A(e+a; 2 )~ î =2- n JJe^ cht, .
\j=i /

Si on pose
/ r \-î

/(a;):=A(e+:z:2) ; A(^)^ = 2-71 Mjch^-
\j=i /

alors
J2== f f(x)^{x)~^ dx.

Jn
Donc, d'après [FK94] Corollary VI.2.4, p. 105,

r ( r \
J2=2n-rc, / / Y^e^c,\D^t)dt.

J{tl<t2<-<tr} \j^ )

Par suite
J2=2- rC<,Jl.

On déduit le résultat du fait que l'intégrale 3^ est finie (voir la démonstra-
tion du corollaire X.2.5, p. 193 dans [FK94]). D

D'après la description du spectre de ̂ (S), le noyau de Cauchy-Szegô
So de ^2(5) s'écrit, pour 7 e r(C^),

W- E c(^^)(7^m(7"l)^l^)î

m^>(n/r) v ' /

où c(m,n) est une constante qui dépend du choix de u obtenue par la
relation suivante : pour tout / € ^SS?

1 \(f\^(g)^\2dg=c(m,u)\\f\\2.
JG/H
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Soit u = Um un vecteur de plus haut poids de la représentation 7-m. On
note '0m le vecteur distribution '0^ associé à Um-

sow= ^ ^m^^7"1^"11^-\/ / \ ^v111? ^m)mr>.{n/r)

LEMME 3.5.

cf.n.̂ l̂ t̂m-,,).

Démonstration. — Pour tout / e T^m?

1 \ (/ |7Tn. (^) ̂ n) |2^ = C (m, U^) ||/||2.
^G/^

Si / = ZAm alors

(1) / 1 (î^m km (ôO ̂ m) |2^ = C (m, Hm) ||^m||2.
^G/^

On pose Fo (g) = (um \^m (9) '0m)- La fonction Fo est conique donc

F^g)=F^(e)F^(g)

== (^ml^m)^m(p).

Donc

(2) \\Fo\\i^G/H) = 1 (^m | ̂ n) |2 ll^mll^^/^.

Les relations (1) et (2) et le fait que ll^ml^^/^) = c^ (m - p) achèvent
la démonstration. D

LEMME 3.6. — Si f ç L1 (H) et est M-invariante à droite alors

{ f (h) dh = ( f(h (n)) an (n)-^ dn
J H JNnHAN

(cf. [Ola87], Lemma 1.3).

LEMME 3.7.
(^ml^m) . . ^

^nF-=w(m+p)•

Démonstration.

(^m|^m) = / (7Tm (h) Hm|^m) dh.
JH
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On pose
f (K) = (7Im(/l)Um|^m).

Si n e N H H AN alors n = h (n) a H (n) n (n). Donc

Ti-m (n) Um = Ti-m (h (n)) Ti-m (ajy- (n)) Ti-m (n (n)) Uni

= Ti-m (^ (n)) Tim (a^ (n)) u^

= CLH (^)m TI-m (^ (^)) ̂ m.

Ainsi TI-m (^ (^)) ̂ m = ÔH (^)-m Trm (^) ÎAm et

/ (h (n)) == (TI-m (^ (^)) ÎAmI^m)

= CLH (n)""1 (7rm (^) ̂ m|^m)

= an (^r"1 (^m|7rm(^)*^m).

Or n^ e N donc
/(^(^))=a^(n)-m||^||2.

En appliquant le lemme précédent à la fonction / on aura

(^m | ̂ m) = hm||2 /_ ^ (n)"^^^ dn = ||̂ ||2 ̂ (m + p). D
J N H H A N

PROPOSITION 3.8.

c(m,nm) = QM^m) c^(m+p) c^(m-p).

Démonstration. — C'est une conséquence directe du lemme 3.5 et
du lemme précédent. D

D'après ce qui précède, pour 7 e IX^max)?

S M= V _________1_________ (^m(7~l)^m|^m)
2-^ C^ (m + p) C^ (m - ?) (^ml^m)

mr> —
r

Calculons (TI-m (7-l) '0m 1 ̂ m) •

(Trm (7~1) ^m \^= ! (7rm (^-1) ^m | ̂ m) ̂ .
J^f

On pose, pour 7 ç r(G^x)^

/(7)=(^m(7-l)^m|^m).

Alors / est une fonction invariante à gauche par H.
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LEMME 3.9. — Si 7 ç r(Cmax) n G0 alors
/(T^a^-'TOmkn),

avec 7~1 = nan^'^h e NAH.

Démonstration. — Si 7~1 = na^ (7~1) ^ € NAH alors
/ (7) = (^m (^) TTm (û^ (7~1)) ^ml^m)

= (^mkm (û^ (7~1))* Trm (^)* Um)

car û^ = a et n^ € ^V. Donc
/ (7) = ('0m|7Tm (a^ (7~1)) î^m)

=ajf (7~l)m(^m|^Am).
D

PROPOSITION 3.10. — Pour tout 7 e r(Cmax) H G0,
(7rm (7~1) ^m|̂ m) = (^m|îAm)^p-m(7~1)-

Démonstration. — Si 7 e nCmax^G^ alors ̂ h~1 ç ^(C>max)^GC =
flrexp(-(c^lax^a))7:f, ([FH094], Theorem 4.2). Donc d'après le lemme
précédent

(TTm (7~1) ^m|̂ m) = [ f (7^~1) dh ̂  ( OH (h^-1)"1 ( |̂̂ ) d/l.
JH JJÏ

D'où le résultat. D

COROLLAIRE 3.11. — La fonction sphérique y?m se prolonge holo-
morphiquement à F (—C^x)-

Démonstration. — D'après la proposition précédente, pour tout 7 ç
iXCn^nG0,

(^Tm (7-l)V?m|V;m) = ('0m|^m)^p-m(7~1)-

Le résultat découle alors du fait que la fonction
7 ——^ (Trn^^ml^m)

est holomorphe sur T (—C^ax)- [:1

Finalement on a la formule suivante pour le noyau de Cauchy-Szegô
de ̂ (S) :

THÉORÈME 3.1. — Pour 7 e r(C^x)»

50 (7) = ̂  e^(n,+,)^(^-,) ̂ -"^-1)-
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3.2. Isomorphisme avec un espace de Hardy classique.

TiDans toute cette section on suppose que — ç N. (On note que

^l^-D^N.)
L'espace de Hardy H2 (D) est l'espace des fonctions / holomorphes

sur D vérifiant

II/II^(D)= sup { \f(ru)\2da{u)<^.
v / 0<r<l7E

L'espace de Hardy H2 (D x D) est l'espace des fonctions / holomorphes
sur D x D vérifiant

II / I I^(DXD) = 8UP / |/(n.^i, r^) |2 da (ni) d(j{u^ < oo.
0<ri,r2<lJExE

En général on ne peut pas faire agir le groupe G dans l'espace de Hardy
H2 (D), mais seulement un revêtement d'ordre deux de G.

Soit G l'ensemble des couples (p, (p) où g e G et y? est une fonction
holomorphe sur D telle que

^^(aw—,
où \ est le caractère de K^ = Str (Ve) correspondant à A i.e, pour k ç K^,

A(^)=x(fc)A(^) .

(Remarquer que Det k = \ (k)^.)

On définit un produit sur G de la façon suivante :

(Pl^l) '{92^2) ==(^2,<^3),

OÙ

^3 (z) = <^i (^2.^) y^).
L'ensemble G est alors un groupe de Lie et son algèbre de Lie est égale à
l'algèbre de Lie s de G (cf. [KV78], p. 14).

L'application ^ : G —> G définie par

^ (?) = 9.

si g = (g, (p) e G, est un homomorphisme surjectif de noyau Ker z/i =
{(e, 1), (e, -1)}. On pose, pour g = (^, <^) ç G,

^(^)=^).
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Le groupe G opère dans H2 (D) par

^(9)f)(z)=^(9~\z)~lf(9~l-z)-
On pose, pour g e G^,

a(<^)=x((^U
et

/ A (^ - ̂ .w)(3(g,z,w) = ——————.
A [z — w)

Pour g fixé, /? est une fonction rationnelle en z et w. (Cette fonction a été
introduite par J. Faraut et S. Gindikin dans [FG96], p. 144.)

PROPOSITION 3.12. — S i g ç . 0e alors, pour tout z, w ç D,

(3 (g, z, w)2 = a (g, z) a(g, w).

Démonstration.

(a) Montrons d'abord que si deux éléments g^ et g^ de 0e vérifient
l'égalité de la proposition alors g\g^ la vérifie aussi. Notons que

/?(gl.g2^.w)=A(gly-gl.g2•w)
A (z — w)

^ A (gig'2-z- 9i92' w) ^(g^.z-g^.w)
A (92'z - gï.w) A (z - w)

= (3(gi,g2'z,g2'w) i3(g^z,w).
Donc

/? {9i'92, z, w)2 = a ( g i , g 2 ' z ) a (g^g^w) a (g^ z) a(g^ w).

Or a ((7, z) vérifie la propriété de cocycle suivante :

^ {9i92, z)=a (g^g^z) a(g^ z).

Donc
(3 (9i-92, z, w)2 = a (gig2,z) a(g^,w).

(b) Si g ç Str (Ve) alors

a(g,z)=x((Dg),)=^9)-
De plus "(-")-A^?'^
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Donc
/? (g, z, w)2 = a (g, z) a (g, w) = \(g)2.

Si g est une translation complexe, c'est-à-dire qu'il existe u ç. Ve tel que
g (z) = z + u, alors, d'une part

^(p^)=x((^),)=i
et d'autre part

(s (ff' ''w)2 = [^ç-y]2 = 1 =a ̂  ̂ ^w)-
Si g = s alors

a(g,z)=x((Dg)^=x(-P(z-l))=(———

Or A (w-1 - z-1) = A (2;)-1 A (w)~1 A (z - w) (cf. [FK94], Lemma X.4.4,
p. 200). Donc

A(w-1-^-1) 1
^'^ = A(.-w) = A(.)A(w)-

La propriété (a) et le fait que 0e est engendré par St^l^), 5 et les
translations achèvent la démonstration. D

LEMME 3.13. — Si g = (g, (p) ç G alors, pour tout z,w ç D,

^ (^ z) p, {g, w) = /3(g, z, w)~?.

Démonstration. — Pour z, w ç D fixés, on note B la fonction définie
sur G par

^tô)==^(^M<7,w).

La fonction B est invariante à droite par (e ,—l) , donc est une fonction
définie sur G == G/ {(e, 1), (e, -1)}. De plus, pour g e G,

B (g, z, w)2 = ̂  (g, z)2 ^ (g, w)2

= [a(g,z)a(g,w)}~s:

=[/î(^,w)2]-".
Donc

6(p,2;,w)=±/3(p,^,w)-11.

Or pour g = e
B (e, z, w) = (3 (e, z, w)"^ = 1.
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D'où le résultat puisque G est connexe. D

Le groupe G opère dans H2 (D x D) ^ H2 (D) <g) H2 (D) par la
représentation TT 0 TT qu'on note 71-0 : pour / € H2 (D x D),

(^o(g)f)(z,w) =^(g~\z)~1 p,(g~\w)~1 f(g~1 .z,g~^ .w).

La représentation 71-0 est triviale sur le noyau de '0, donc en fait le groupe
G opère dans H2 (D x D) : pour g ç. G,

(^ (?) /) (^) = /3 ((T1,^)^ /((r1.^"1^).
On considère la sous-algèbre de Cartan t de î contenant ia, déjà définie dans
la section 2.1. On montre qu'un élément / de H2 (D x D), vecteur C°° de
la représentation Tï-o, est un vecteur de plus haut poids de la représentation
Ti-o si et seulement si

d7To (X) / = 0, (X en)

71-0 (a) / = r] (a) /, (a e exp(îa)),
où 77 est un caractère de exp (îa). Un élément a € A^^ s'écrit

a=p(^\,c\ (À,eC*)
\j=i /

et un caractère rj de A^" s'écrit 77 (a) = ^m (û) = n A~ rn3, (?nj e Z).
j=i

PROPOSITION 3.14. — Si / est une fonction de H2 (D x D) qui
est un vecteur de plus haut poids de la représentation 71-0, alors il existe
m = (mi, . . . ,m-r) € ^j-^- ^ Q^ / ISOJ^ proportionnelle à la fonction
conique -Fm ^^ ̂  caractère rj correspondant est égal à ^m+22--

Déiï2oz3stratioji.

(a) Soit f ç. 0(D x D\ l'espace des fonctions holomorphes sur DxD^
vérifiant dTi-o (X) f = 0, pour tout X = (u, 0,0) G ni, alors

{Df)^(u^u)=0
et il existe F ç 0 (D), l'espace des fonctions holomorphes sur D, telle que/(,,»)^(^").

(b) Si de plus / est un vecteur de plus haut poids de la représenta-
tion TI-o,

d7ro(X)/=o, (Xeno)
^o (a)f=rj (a) /, (a e exp(îa)),
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et par suite

-^F (exp tX.z) \t=o =0, (X e fto)

^ (a)"2 / (a-1 • z) = ï? (a) / (2), (a e exp (ia))
ou

/(a.z)=x(a)" »7(a-1)/^).

Une fonction holomorphe sur D vérifiant ces conditions est proportionnelle
à un polynôme conique,

F(z)=c^(z)

où m e V^, et
77(a)=Xm+^

(cf. [FK94], Proposition XI.2.1). D

On considère l'opérateur

A ' . H ' ^ Ç D x D ) —>0(E),

défini par
(A/)(z,w)=A(^-w)?/(z,w),

où 0 (5) est l'espace des fonctions holomorphes sur 5. On va démontrer
que A est un isomorphisme unitaire de H2 (D x D) sur H2^). Pour cela
on aura besoin des deux lemmes suivants.

LEMME 3.15. — Soit (7r,7<) une représentation unitaire et Cmax-
dissipative de G. Si E est un sous-espace invariant de H qui contient les
vecteurs de plus haut poids alors E est dense dans Ji.

Démonstration. — La représentation (7r,7<) est unitaire et Cmax-
dissipative donc

U = (3) mxHx.
--̂ - H

Àer(c'max)2
Soit F un sous-espace fermé invariant de H contenant les vecteurs de plus
haut poids. On note F1' son orthogonal dans H. Comme chaque sous-espace
/H\ est engendré par un vecteur de plus haut poids alors F1- est orthogonal
à tous les U\. Donc F1- = {0}. D

On note H(DxD) le sous-espace de H2(DxD) engendré par les
7To(p)^mî avec gçG et m e Z!j__p De même on note £T(5) le sous-espace de
^(S) engendré par les 7r(p)Fm, avec geG et m\ > m^ > • • • > rrir >. -.

r
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D'après le lemme précédent H (D x D) (resp. H (5)) est un sous-
espace dense de l'espace de Hardy H2 (D x D) (resp. H2 (2)).

LEMME 3.16. — Soient T^i, T^ deux espaces de Hilbert et E un
sous-espace dense dans H\. Soit T une isométrie de E dans H'z tel que T {E)
soit dense dans 7^2 alors T se prolonge en un isomorphisme isométrique de
Wi sur Uï.

THÉORÈME 3.2. — L'opérateur A est un isomorphisme unitaire de
H2 (D x D) sur H2 (5) qui entrelace les représentations 71-0 et TT.

Déinonsération.

(a) Si / est une fonction de H2 (D x D) telle que Af appartienne à
H2 (5) alors

(Ao^(g))(f)=(7r(g)oA)(f).

En effet

(-4 (TTo (g) /)) (^ w) = A (z - w)^ (TTo Çg) f) ̂  w)

= A (z - w)^ f3 {g-\z,w) î f (^-l.^-l.w)

= A {g-\z - g-\wY f {g-\z,g-\w}
=(7r(g)Af)(z^w).

(b) Si / est une fonction de H2 (D x D) telle que Af appartienne à
H2 (5) alors

11-4/11 = II/II^(DXD).

Vérifions d'abord que

\\bf\\L^^)=\\b(Af)h^G/H^

où b désigne l'opérateur valeur au bord.

II^II^EXE)- / I/MI2^)^^)
JExE

et

\\b{Af)\\Î2(G/H)= t |(A/)(^w)|2|A(^-w)|-^da(^)da(w)
JExE

= IMlî xE).

Le résultat découle alors du fait que b est une isométrie.
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(c) En appliquant le lemme précédent à H\ = H2 (D x D), H^ =
H2 (5), E == H (D x D) et T la restriction de A à H (D x D) en remar-
quant que A {H (D x D)) = H (5), on en déduit que A est un isomorphisme
unitaire de H2 (D x D) sur H2 (5). D

3.3. Une deuxième formule pour le noyau de Cauchy-Szegô.

Soit SD le noyau de Cauchy-Szegô de l'espace de Hardy H2 (D), c'est-
à-dire que pour tout / e H2 (D),

f(z)= 1 S D ( z ^ x ) f ( x ) d a ( x ) .
JE

Donc pour tout f ç H2 (D x D),

f(zi,Z2) = / SD (^1,^1)^(^2,^2) / (^1,^2) da(xt)da(x2).
./ExE

LEMME 3.17. — Le noyau de Cauchy-Szegô S de H2 {S) s'écrit

5(..^,^,^)=[A('1^^^]%.(^.,^)^(Z,,^),

pour tout ^1,^2 e D et x\^x^ € S.

Démonstration. — Soit / ç H2 (D x D),

/(^i,^) = / SD(z^,x^)SD(z2,x-2)f(x^,X2)da(x^da(x^.
JExE

On note F l'image de / par Pisomorphisme A c'est-à-dire que

/ (^1^2) = A (2:1 - ̂ r5 F(^i, 2:2).
Donc

A^l-^)"^^!,^)

= / 5'D(^i,^i)S'D(^2,^2)A(a;i -a^)"^ ^(3:1,^2)^(^1)^(^2).
JExE

Ainsi

^(^1,^2)= / 5'D(^i^i)S'D(^2^2)A(^i -^2)^ A(a;i -a;2)-?

JEXE

xF (a;i, 3:2) |A (a:i - 2:2) |121 |A (a;i - x^) {'^da (x^) da(x^.
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Donc

S (^1,^2, x^x^} =A(^i -^^A^i -^2)^ ^(^1,^1)^(^2, ̂ 2).

Or x\ = x~^1 et X2 = a^ et puisque

A (^r1 - ̂ -1) = A (^i)-1 A (^)-1 A (x^ - x,)

le résultat annoncé s'en déduit. D

LEMME 3.18. — Pour tous z,w e D,

SD (z,w) = (-1)^ A (w-1)^ A(^ - w-1)-?.

Démonstration. — Comme SD est une fonction holomorphe en z et
antiholomorphe en w il suffit de montrer l'égalité pour z = w ç. D, c'est-à-
dire de montrer que

SD ̂  z) = (-1)' A (z-1) ' A (z - Z-1)-' .

De plus les deux membres de l'égalité sont invariants par K. Comme tout
élément z de D admet une décomposition polaire, il suffit de montrer
l'égalité pour z = x ç. V. Pour tout x ç. V,

SD (x,x) = A (e - x2)'^ , (cf. [FK94], p. 270),

et
A {x-^ A {x - x^Y^ = (-1)^ A(e - x2). D

THÉORÈME 3.3. — Pour tous éléments Ci = (zi,^) et ^ =
(wi,W2) d e ' E c^ D x D\ ND,

g ( . fA^-^A^-wr1) ' !"
^'^-[A^-wr^A^-^-1)] •

Démonstration. — C'est une conséquence des deux derniers lemmes.
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