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0. INTRODUCTION

En 1977 Gelfand et Gindikin ont proposé une nouvelle approche
de l'analyse harmonique d’un groupe de Lie G (cf. [GGT77]). Dans cette
approche on considére une fonction de L?(G) ou une distribution sur G,
comme une somme de valeurs au bord de fonctions holomorphes définies
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dans des domaines d’une complexification G€ de G. L’espace de Hardy,
introduit par Olshanskii en 1982 (cf. [Ols82]) lorsque G est un groupe de
Lie simple hermitien, ainsi que les travaux de Stanton concernant la série
discréte holomorphe (cf. [Sta86]), constituent une premiére étape de ce
programme. La décomposition en sous-espaces irréductibles de 1’espace de
Hardy fait intervenir les représentations de la série discrete holomorphe
de G.

Les résultats d’Olshanskii se généralisent naturellement aux espaces
symétriques de type hermitien, (voir [HO@91], J. Hilgert, G. Olafsson et B.
Orsted, 1991). L’espace de Hardy H%(Z) d’un espace symétrique de type
hermitien G/H est un espace de fonctions holomorphes sur un domaine
G-invariant Z, dans l'espace complexifié GC¢/HC, vérifiant une condition
de type Hardy. L’espace de Hardy H?(Z) posséde un noyau reproduisant,
appelé noyau de Cauchy-Szegd. Parmi les espaces symétriques de type
hermitien se trouvent les espaces symétriques de type Cayley. Le dual
riemannien D = G/K d’un tel espace est un espace symétrique hermitien
de type tube.

Le but de cet article est le calcul explicite du noyau de Cauchy-Szego
de H?(Z) d’un espace symétrique de type Cayley M = G/H en utilisant
les algébres de Jordan euclidiennes.

Dans la section 2, on donne une description explicite du spectre de
I’espace de Hardy H?(Z). Pour cela on introduit les fonctions coniques et on
calcule explicitement leurs normes dans L?(G/H). Le résultat s’exprime &
P’aide de la fonction ¢ de Harish-Chandra de ’espace symétrique riemannien
Tq ~ G/K, qu’on note cry,.

Dans la section 3, on établit une expression du noyau de Cauchy-
Szego de H?(Z) sous forme d’une série faisant intervenir la fonction cry,, la
fonction c de ’espace symétrique c-dual N de M et les fonctions sphériques
de ’espace symétrique ordonné N

On établit, dans le cas ou la dimension de ’algebre de Jordan V
associé & M est un multiple de son rang, un isomorphisme entre 1’espace de
Hardy H?(Z) (non-commutatif) et 'espace de Hardy classique H2(D x D)
(commutatif) du bi-disque. On obtient ainsi une deuxiéme formule pour le
noyau de Cauchy-Szego.

Je tiens a remercier Jacques Faraut pour ses nombreuses et intéres-
santes discussions au cours de I’élaboration de ce manuscrit, et aussi Wolf-
gang Bertram pour ses remarques intéressantes concernant le théoréme 2.1.



NOYAU DE CAUCHY-SZEGO 99

1. ESPACE SYMETRIQUE DE TYPE CAYLEY

1.1. Description géométrique a 1’aide des algébres de Jordan.

Soit V une algebre de Jordan simple euclidienne de dimension n, de
rang 7 et d’élément unité e. On note (2 le cone symétrique associé a V. Soit
Tq le domaine tube de base Q dans ’espace complexifié V€ =V + iV,

To=V+iQ={z=x+iy:2€V,yeQ}.

Soit D le disque unité de VC pour la norme spectrale, D = {z € VC:
lz| < 1}, avec |z| = ||20%||2 et Popérateur zOw étant défini par 20w =
L(zw) + [L(z), L(w)]. L(z) désigne I’endomorphisme de VC défini par
L(z)w = zw.

On note ¢ la transformation de Cayley définie sur VC par
c(z) =i(e+z)(e—2)""

On montre dans [FK94|, Theorem X.4.3, que le tube T est l'image du
domaine borné D par la transformation de Cayley. La frontiere de Shilov
¥ du domaine borné D se réalise comme I’ensemble des éléments z de V°
inversibles qui vérifient 27! = z (cf. [FK94], Theorem X.4.6). On note
G(Tq) (resp. G(D) ) le groupe des automorphismes holomorphes de Tq
(resp. D). Les groupes G(Tg) et G(D) sont des groupes de Lie vérifiant
G(Tq) = cG(D)c™!. Notons G (resp. G¢) la composante connexe neutre de
G(D) (resp. G(Tq) ). Alors G¢ = c¢Gc™!. On note G(2) (resp. G(X) ) le
groupe des automorphismes linéaires qui préservent 2 (resp. X) et G, (resp.
U) la composante connexe neutre de G(Q2) (resp. G(X)). Les groupes G,
et U sont deux formes réelles du groupe de structure Str(VC) de l'algebre
de Jordan VC. Si on note g, l'algébre de Lie de G, alors g, est égale &
Palgebre de Lie ste(V) du groupe de Lie Str(V). La décomposition

go = Eo =+ Po,

ou &, est algébre des dérivations Der(V') de V et p, = {L(u) : u € V},
est une décomposition de Cartan de g,. L’algebre de Lie u de U s’écrit

u==& + Po
(cf. [FK94], p. 55 et Proposition X.3.1, p. 193).

On considere le groupe G engendré par les translations complexes,
le groupe de structure Str(VC) et Pautomorphisme involutif s défini par
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s(z) = —z71. C’est un groupe de Lie complexe et les groupes G(Tq) et
G(D) sont des sous-groupes fermés du groupe GC.

Soit Q le sous-groupe de GC engendré par les translations complexes
et le groupe de structure Str(VC). Donc @ = Str(VC)Q, est le produit
semi-direct du groupe Str(VC) et du groupe @, des translations complexes.
L’espace homogéne X = GC/Q est une variété complexe compacte, I’appli-
cation de VC sur I’espace X définie par z — gQ, avec

9(w) = s(w) + z

définit un plongement de VC dans X d’image dense. Ainsi ’espace X est
une compactification de V€. On peut donc voir D et T, comme des parties
de X (cf. [Far95)). L’algeébre de Lie g€ de GC est ’algebre des champs de
vecteurs X sur VC de la forme

X(2) =u+ Tz — P(2)v,
avec u,v € VC, T € ste(VC). On identifiera X au triplet (u,T,v) et ainsi
g€ ~ VE x ste(VC) x VE.

Le groupe G(T) est engendré par G(f2), le sous-groupe Nt de G(Tg)
constitué des translations et ’automorphisme involutif s (cf. [FK94], p.
207). On note g° (resp. g) lalgeébre de Lie de G(Tq) (resp. G(D)). Les
algebres de Lie g¢ et g ont la méme algébre complexifiée g€. L’algebre de
Lie g° est la sous-algebre de g€ constituée des champs de vecteurs réels,

o ={(u,T,v) |u,v eV, TE€go} =V xgox V.

C’est une forme réelle de g€. L’algebre de Lie g est une autre forme réelle
de g%,
g ={(w,B,@)|w e VE, Beu}.

L’application
6°: (u, T,v) = —(v, T',u)

est une involution de Cartan de g° et on a
E={Xeg:0°(X)=X}={(n,T,—u):ueV, T et}
p¢={Xeg®:0X)=-X}={(u,L(v),u) :u,v e V}.

L’algebre de Lie g° est semi-simple et hermitienne. (cf. [Sat80], Proposition
7.1, p. 28).

L’application
0:(w,T,w) — —(w,T*,w) = (—w, T, —w)
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est une involution de Cartan de g et
t:=g¢° ={(0,7,0) : T €u} ~u,
p:=g"%={(w,0,9) : we VC}.

Le sous-groupe compact maximal K de G relativement & 6 est égal a U.
L’algebre de Lie g est semi-simple et hermitienne.

On note H; (resp. H2) le stabilisateur de m, = (e, —e) dans le groupe
G (resp. G°). On vérifie que

H,=H,=GNG".

Dans la suite on notera H ce sous-groupe. On montre que ’espace ho-
mogéne M = G/H est un espace symétrique de type hermitien. De
plus c’est un espace symétrique de type Cayley ([Ola91], Definition 5.7),
(cf. [Kou93)).

On présente ci-dessous le tableau des paires (g, ¥) correspondant aux
espaces symétriques hermitiens de type tube irréductibles et les paires (g, b)
correspondantes pour lesquelles G/H est un espace symétrique de type
Cayley.

g ¢ )
sp(n,R) su(n) @R sl(n,R) @R
su(n,n) su(n) ®dsu(n) ®iR sl(n,C)dR
s0*(4n) su(2n) @R su*(2n) ® R
so0(2,n) so(n)® iR so(l,n-1)®R
e7(—25) ¢ DIR ee(—26) D R.

Dans [Kou94], Lemme 4, on montre que le groupe G opére transitivement
sur la variété ¥ x ¥\ Ng, ou

Ny = {(z,w) e Ex X: A(z —w) =0},
et A(z) désigne le déterminant de z dans l’algébre VC, et que I’espace

symétrique de type Cayley M = G/H est isomorphe & ¥ x X \ Ny
(Théoréme 6).

Comme D’algebre de Lie g° (resp. g) est semi-simple et hermitienne
donc, d’apres le théoréme de B. Kostant (cf. [Seg76], p. 30), il existe dans
g° (resp. g) un coéne régulier (i.e convexe, fermé, pointu et d’intérieur non
vide) invariant par la représentation adjointe (voir aussi [Vin80] et [Pan81]).
A un tel cone C de g° (resp. g), Olshanskii associe un semi-groupe I'(C)
contenu dans le groupe complexifié GC de la forme

I'(C) = Gexp(iC)
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(cf. [Ols81], Theorem 3.5). Soit Cyax (resp. CE

¢ ax) UN cOne régulier invariant

1
qui est maximal dans g (resp. g¢) contenant (0,¢/,0) (resp. 5(6, 0,—e)).

PROPOSITION 1.1 (Théoréme d’Olshanskii).
(1) T'(Cmax) = {g € G® : gD C D}
(2) T(Cax) = {9 € G¢: gD C D}

(cf. [Ol1s81], Theorem 6.2).

THEOREME 1.1.
Céox=1{X€g°: X(v) €Q, Vv eV}

max

(cf. [Ch95], Théoréme 2.1).

1.2. Sous-espace de Cartan et homomorphisme
de SL(2,C)" dans GC.

Fixons un repere de Jordan {ci,...,c.} de V c’est-a-dire un systéme
complet d’idempotents primitifs deux & deux orthogonaux. Soit a le sous-
espace de Cartan de p© de la forme

a= {(0,ith(Cj),0> 1t € R}

On montre dans [FK94], p. 112, que A := expa est de la forme

A= {P(thcj) th > O} C Go.-
j=1

On note A le systéme de racines A(g®,aC) et A* le systéme de racines
positif associé & la chambre de Weyl positive a* définie par

T
at = {(o,zth(cj),0> €Ea:0<t; <ty <... <tr}.
j=1

Soit 1’é1ément X, = (0,1,0) de gC. Les valeurs propres de ad (X,) sont 1,
0 et -1. Soit y; I’élément de a* défini par

T
Yi (O,thL(Cj),()) =t1;, 1 SZ S’I‘.
Jj=1
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Ainsi

A::{QGA+ZC¥(XD)=O}={%(’Yj—')’i)ii<j},

A1={a€A+:a(Xo)=1}={%—:lgigr}u{—;—(’yi+'yj):i<j},

et AT = ATUA,. La multiplicité de la racine v; est égale & 1. On note d la

1 1
multiplicité commune des racines 5(’)’]‘ — ;) et 5(%- + 7). La demi-somme
des racines positives p s’écrit

=3 Z maa—zz( + (22——7‘—1))%——22(1+d(z—1))'yz,

acAt
ol m, désigne la multiplicité de la racine a. On note

~:Zg§7 ﬁlzzgga

aca? a€A,
~ C ~ ~
= E 9o = Wo +ny,
acAt

et
N, = expfi,, N1 = expfiy, N = expf,

ot1 g€ est le sous-espace radiciel associé & la racine a. Notons que N = N,N;
est le produit semi-direct de N, et de Ny. On montre dans [FK94], p. 212,
que N, est le sous-groupe triangulaire strict dans le groupe de structure
Str(VC) et que N; est le groupe des translations complexes dans GC.
Considérons ’homomorphisme d’alggbre de Lie © : sl(2,C)" — g€
défini par
6(Xy,...,X,) =6:1(X1)+---+6,(X,),

~ ~ 1
ot O : sl(2,C) — g* est 'homomorphisme défini par O (g 0) =

(60,0,0), b (0 0) (0,0, cx), et O ((1) _01) = (0,2L(ck),0).

Comme le groupe SL(2, C) est simplement connexe, on peut remonter
les homomorphismes © et ©; & des homomorphismes de groupes de Lie,
qu’on note respectivement © et Oy,

Oy : SL(2,C) — G°
O ((1) clv = Tacy) Ol Tac, est la translation définie sur T par 7o, (2) =
10 - , . . 0
z+ack, Ok g 1) = TBex =JoThe0f avec j(z) :==2z71,6 0 1) =
P(e+ (v —1)ek), (cf. [Loo77], lemme 9.7).
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L’homomorphisme © de SL(2,C)" — G est donc défini par
O(g) = ©1(g1) - O2(92) - - - ©+(gr),

i ; ar b
si g = (91,---,9r)- Notons que, si g = (g1,...,9r) avec gx = (c: d:)’

alors
T

a agpx + by
© =) ——— ¢y,
et que © applique SU(1,1)" dans G(D).
On note HC le stabilisateur de m, = (e,—e) dans GC, e et —e

étant considérés comme points de X = G€/Q. Dans I’espace symétrique
complexifié MC = G¢/HC de M on consideére le domaine complexe

E =T(Chax)Mo,
ou C",‘;lax est I'intérieur de Cpax (ce domaine a été introduit par J. Hilgert,
G. Olafsson et B. @rsted dans [HO@91]).
THEOREME 1.2.
= ={(2,w) € D x D|A(z —w) # 0}
(cf. [Ch95], Théoréme 3.1). Dans [0296], Theorem 4.2, Olafsson et @rsted

démontrent ce résultat avec des méthodes qui n’utilisent pas les algebres
de Jordan.

2. ESPACE DE HARDY

L’espace de Hardy H?(Z) est 1’espace des fonctions holomorphes f
sur = vérifiant

IfII>= sup / Y |f(v.z)|?dz < oo.

YET(CLax) /G/

On montre dans [HO@91], Theorem 2.2, que I’espace H2(Z) est un espace
de Hilbert et opérateur valeur au bord b défini par

bf(z) = lim : f(y.z)

y—e, YET(CY .«

est une isométrie de H2(Z) dans L2(G/H) qui est G-invariante, la limite
étant prise au sens L2.
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Le semi-groupe I'(—Cpax) opére dans H2(Z) par
(TMAHE) = F(r719).

Posons e; =c; +---+¢j, 1< j <r. Lesous-espace
VO ={ueV:Lieju=u}

est une sous-algebre de rang j. Soit A;(u) = det;(p;(u)) le déterminant
relativement & la sous-algébre V) de la projection orthogonale p;(u) de
u sur V. Alors Aj est un polyndome homogene de degré j appelé mineur
principal d’ordre j relativement au repére de Jordan {c,,...,c.}.

Si m = (my,...,m,) € Z", on pose, pour z dans VC,

Am(z) = A1(2)™ 7™ Ag(2)™ 7™ L AL (2)™.
Soit P I’espace des polyndmes sur VC et 7 la représentation de K€ dans P
définie par

(T(9)p)(2) = p(g™"2).
On note
7y :={m=(my,...,my) EZ" |my >mgy>--->my},
7, ={m=(my,...,m,) € Z} |m, > 0}.

Sim € Z7_,, on note P, le sous-espace de P engendré par les polynémes
7(9)Am, g € K. Sim € Z'_ est tel que m, < 0 alors I’élément

m' =m-m, = (m; —m,,...,my_1 —m,,0)
est dans Z7_,, et dans ce cas on définit I'espace Pp, de la fagon suivante :

P ={A"Dp|p € Pm}

Les éléments de P, sont des fractions rationnelles qui sont holomorphes
sur Pensemble JC des éléments inversibles dans VC. Tout élément de Py
est uniquement déterminé par sa restriction a X.

Soit m € Z’ , on note T, la restriction de 7 & Py,. Si 'espace Ppm
est muni de la norme de L?(X), la restriction &4 K de la représentation
Tm st unitaire. Notons que le stabilisateur de e dans K, noté K,, est
égal & K N H. On montre dans [FK94], p. 247, que les représentations
(T, Pm) sont deux & deux inéquivalentes. Et que toute représentation
unitaire irréductible sphérique de K, c’est-a-dire admettant un vecteur K,-
invariant, est équivalente & 'une des représentations (7m,Pm). Et que la
fonction sphérique ®,, définie par

<I>m(z)=/K A (kz)dk
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est un vecteur K,-invariant de la représentation (7m,Pm) et c’est 'unique
vecteur K,-invariant vérifiant ®p,(e) = 1.

Pour m € Z7, on note (mm,Hm) la représentation obtenue par
induction holomorphe & partir de (T, Pm)- Donc H,, est un sous-espace
hilbertien de I'espace O(D, Py, ) des fonctions holomorphes sur D & valeurs
dans Pm.

Dans la suite on suppose que m = (my,...,m,) € Z.

2.1. Fonctions coniques.

Une fonction F' holomorphe sur = est dite conique s’il existe un
caractere continu x de A tel que

T(a)F = x(a)F, Va€e A
dT(X)F =0, VX e€n.

PROPOSITION 2.1. —  La fonction F, Fn(z,w) = Am(z ;w) est

conique, et toute fonction conique est proportionnelle & I’'une des fonctions
Fu.

La démonstration est analogue a celle de la proposition XI.2.1 dans
[FK94].

On consideére I’espace symétrique de type Olshanskii GC/G et I'invo-
lution & de g€ associé & la paire (G©,G),

(X +iY)=X -1y, (X,Y €yg),

(cf. [FHO94], section 3). Donc
h:={Zeg®:5(2)=2}=g

§:={Zecg®:6(2)=-2}=1ig.

La décomposition
g“ =t+5,

avec =t +ip et p = i€ + p, est une décomposition de Cartan de gC€. On
note M le centralisateur de A dans K, et m son algebre de Lie,

m= {X S EOIX.<thCj) =0, ‘v’tj ER}

Jj=1
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Soit t une sous-algebre de Cartan de €, donc de g, contenant 4. On montre
que t = [+4a, ou [ est un sous-espace abélien maximal de m. Le sous-espace
(it) est un sous-espace abélien maximal de p N g = & On choisit dans
A := A(g®, it) un systéme de racines positives, qu’on note A;" ([FHO94],
section 3) et on pose

N = Z gg

0¢€A‘+
Notons N; := expng et MC := M exp(im), d’algebre de Lie mC, complexifiée
de m.
LEMME 2.2.
(i) Le semi-groupe I'(Cinax) vérifie I'(Cmax) C N\MCAG.

(ii) Si un élément v de T'(Cpax) s’écrit v = nmexp(X)g, avec g € G,
X € a, m e M et n € N alors

X € (iCpmax) Na.

Démonstration.
(i) D’apres [FHO94], Corollary 3.2 (avec des notations différentes),
I'(Cmax) C Nyexp(it)G.
Puisque t = [+ ia et [ C m alors exp(it) € MCA. Et donc I'(Cpax) C
NMCAG.

(ii) Un élément v € I'(Cmax) se décompose en v = nexp(Z)g, avec
n € Ny, Z € it et ¢ € G. D’apres le théoréeme de convexité de Neeb,
(cf. [Nee94], Theorem 1.7), Z € i(Cnax Nt). Or Z =X +Y avec X € a et
Y € m®, et, d’apres [HO96], Lemma 4.5.2, p. 116,

X € (iCpax) Na. ]
PROPOSITION 2.3. — Soit m € Z,. Si Fy, € L*(G/H) alors
Fm € H2(S).
Démonstration. — La norme de Fy, dans H?(Z) s’écrit
IFalf = sup [P0l da.
VEN(Clax) JG/H

Or v € T(CY,,) C N\MCAG, c’est-a-dire qu'il existe n € N, m € MC,
X €aetgeG tels que
v =nmexp(X)g.
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Donc
/ | Fon(y2)? dz = / |Fon(nm exp(X)g.2) 2 d.
G/H G/H

Et comme la fonction Fy, est invariante par M (c’est-a-dire pour tout
k € M, T(k)Fm = Fm) et est constante sur l'intersection d’une orbite de
N¢ avec Z, et que la mesure dz est G-invariante alors

/ |Fon(v2) 2 d = / | Foa (exp(X).2) 2 dov
G/H G/H

= [ hm(exp X)P |Fin(o)]? do
G/H

= |Xm(exp X)|* | Fall32(c/m)»

ol Xm est un caractére continu de A défini par

Xm (P(Z Ajc,)) = »*™.
J=1 =1

r
Puisque X € a alors il existe ¢; € R, (1 <7 <) tels que X = ) t;L(¢;).
=1

Donc

Xm(exp X) = e~ (imat+trms),

D’apres le lemme 2.2, X € (iCpax) Na = {> piL(¢;) : p; > 0}, de plus
~
mi > mg > --->m, > 0. Donc '
[Xen(exp X)| < e~ (1t ttme <,
D’ou
[ Fmll < | FmllL2(6/m) < 0o O
Calculons maintenant la norme de Fy, dans L2(G/H). Pour cela on
utillise une formule d’intégration établie par M. Flensted-Jensen (cf. [FJ80],

Theorem 2.6, p. 263, ou [HS94], Theorem 2.5, p. 110) : pour toute fonction
f intégrable sur M,

/M f(z)dz = /K-/b+ f(k.(exp Xt).m,)D(t) dk dt,

D)= [] (@t ][] (ch (f—;ﬁ))d 11 (sh (ti;—t-))d

1<i<r i<j i<j
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dz est une mesure invariante sur G/H et dk la mesure de Haar normalisée
de K. On note b le sous-espace abélien maximal de p défini par

T T
. t; . t;
b= {Xt = (’LZEJCJ',O,—ZZEJCJ'> lt:, € R}
j=1 j=1
et b la chambre de Weyl positive définie par

BT ={X¢ €b|0<t; <--- <t}

Posons B := expb. On montre qu’'un élément by de B est donné par
by = O(g) avec g = (g1,---,9r), €t
t t
chEk ish;k
gk = tk tk , tk e R.
—ish-% ch=E
ish < 5
Et que

123 .
r r  ch—pux+ish—
k=1 k=1 —ish Eﬂk + ch )

L’espace symétrique G/H est isomorphe & ¥ x ¥\ Ny, et tout élément x
de G/H s’écrit
z = (u,v) =g - my, (g €G).

LEMME 2.4. — Siz = (u,v) = g-m, est un élément de I'espace
symétrique G/H et si g = kbsh, k € K, by € B et h € H alors

(“;”) —k- (Z“lﬁ%)

Démonstration. — Soit z = (u,v) = g -m, un élément de G/H.
Comme g € G alors g = kbih, k € K, by € B et h € H. Ainsi
x = kbih - m,.

Comme H laisse invariant le couple (e, —e) alors = kbg - m,, et
(u—v)=k-(b-e—by-(—e€))

t t
r b pishE _ i
_ 2 2 2 2
—k‘k 1 —ishtk +chtk isht’c +chtk *
- 2 2 2 2

Donc

u—v - 1
( 3 )—k-(;chtkck). O
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LEMME 2.5.
[ 1Fn@P dz = [ Am] I
G/H

ou

Im = /b+ B (Z(ch tr) "2 ck) D(t) dt,

k=1

et || ||s est la norme de I'espace L*(%).

Démonstration. — En appliquant la formule d’intégration ci-dessus
et le lemme précédent a la fonction Fy,, on obtient

/G/H Fm(@)l* dz = /K /b [ Fra(kbe.mo) [ D(t) dk d

=/b+D(t)dt/K Am<k(gchltkck>) 2

D’apres [FK94], Corollary X1.4.2, p. 232,
2
T 1 i
k = | Aml% ®m hty) ek ).
/K Am( (1; chtkck>) dk = || Amll5: <;(C tk) ck)

Donc
[ VFa@ P dz = 180l [ @ (Z(chm-z ck) D)dt. O

k=1

dk.

LEMME 2.6. — Si F est une fonction intégrable sur V et K,-
invariante alors

/VF(a:)dx=C/Q+F<;sht,-c,-)D(t)dt1...dtr

T
ot C est une constante positive et Q4+ = {Z tici [t1 <--- < tr} .

=1
Démonstration. — D’aprés [FK94], Theorem VIIL.2.3, p. 104,
T
/ F(x) dr = Ca/ F(Z aici> H(aj - ai)d da,1 e dar,
4 Q+ i=1 i<j

ou C, est une constante positive. On pose a; = sht; donc da; = (cht;) dt;.
Ainsi

T T
/ F(m)dz:Co/ F(Zsht,-c,-) [ sht; —sht;)* [ ch tidty ... dt,,
v Q+ \i=1

i<j i=1
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ti+tj
2

e, r (e Mo (452)) T (45%))’

=

et comme sht; —sht; = 2sh ( ! 5 l) ch ( ) alors I'intégrale s’écrit

[ cntidty ... dt.. o
=1

LEMME 2.7.
Im = C’1/ A+ (e +2?) dz,
\%

avec m* = (m,,...,my) sim= (my,...,m,), et C; est une constante.

Démonstration. — On applique le lemme précédent a la fonction F
définie par .
F(z)=®m[(e+2°%) )

alors

/V<I>m[(e+x2)‘1]dw = C’/Q+<I>m [(e+i=zl(sht,~) ci) }D(t) dty . ..dt,.

T -1 T
Or (e + 3 (shty)? ci> = 3" (cht;) "2 ¢, par suite
i=1 i=1

/ Oml(e+2?) dz=C [ @m (Z (cht;) 2 ci) D (t) dt; ...dt,
|4 Q+

i=1
c’est-a-dire que
/ Oml(e +2°) ) dz = Clm,
v

donc

Imzi/ B_ne (e+$2) dg;:C'l/ A_m* (e+z2) dx. O
C 1% 14

Dans la suite on note c; la fonction définie par
J 1 d
()= HB ()\,-, 5) IIB <,\i + X, 5) ,
=1 1<g
ou A = (A1,...,Ar) et B(z,y) désigne la fonction beta définie par
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T (z) est la fonction gamma usuelle.

. L .. . n
LEMME 2.8. — L’intégrale I, est finie si et seulement si m, > —
T

et alors
Im=Cici(m—p),

5 1/n d, .
oup=(Pl,...,pr)aveij:§(;+§(2J_r_1)>.

Démonstration. — D’apres [Far92], la fonction c; vérifie

2 — _n
/VA_A(e—I-:c)dx—cl ()\—l—p r)'

Donc
Im:C'1/ A_m- (e+.z'2) dxr =Cic <m*+p—2).
v r

Or ¢; (A) = ¢1 (A*) donc

Im:C’101 (m+p*—z:—)

Or p; — o= Pr—i+tl — o= —p;, C’est-a-dire p* — o= —p. D’ou

Iy = Cre1(m — p).
L’intégrale I, est finie si et seulement si m — p > 0, c’est-a-dire

m; > p;, (1SZST)
n 1
Etcommem1ngz---ZmretplSpgﬁ---gprz-—-—g,alorsIm
r

n 1 n 1
est finie si et seulement si m, > — — 5 Le fait que m,, € Z et — € EN
T r

acheéve la démonstration.

On note ¢, (resp. cr,) la fonction ¢ de Harish-Chandra de 1’espace
symétrique riemannien Q ~ G,/K, (resp. Tqo ~ G/K). D’aprés [Far92],
p- 319

cra(A) =co(A) e1 (V).
On montre dans [FK94], p. 314, que
Am 2 _ Co (m — p)
I8ml = 220,
le second membre étant pris comme
colm=p) _ . colmte—p)
¢ (—p) =0 o (e —p)
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THEOREME 2.1. — Fp, € L?2(G/H) si et seulement si m, > ;, et
alors
“Fm“2L2(G/H) = ﬁC'Tn(m —p)

ou 3 est une constante, et par définition,

/ _ 1 CTn(m+5_p)
CTQ(m p) - é!l_l'no CO(E _ p) .

Démonstration. — On sait que
[ 1P @) Pde = Al L.
G/H
De plus d’apres le lemme précédent

I, = Bec; (m—p).

D’ou le résultat. ]

2.2. Spectre de ’espace de Hardy.

La restriction de la représentation 7 de I'(—Chax) & G, notée 7, est

une représentation unitaire Cy,,x-dissipative, c’est-a-dire
(@ dm(X) flf) >0, VX € Crax,Vf € H*(E)>™,

ol H?(Z)™ est lespace des vecteurs C* de H?(Z). Par suite 7 se
décompose en somme de représentations unitaires irréductibles et Ciyax-
dissipatives. Si (7,H) est une représentation unitaire irréductible qui
intervient dans la décomposition de H2(Z) alors

(1) (7, H) est Cmax-dissipative,

(2) il existe un vecteur distribution H-invariant non nul %,

(3) pour tout f € H*™ le coefficient (f | 7 (g) ©) est de carré intégrable
sur G/H.

— H
On note I'(Crax), ’ensemble des classes de représentations unitaires
— H
irréductibles vérifiant (1), (2) et (3). Pour A € I'(Crax), , soit (mx, HZ (E))
un représentant de A. Alors d’aprés [HO@91], Theorem 3.4, Pespace H?(ZE)
se décompose sans multiplicité,
H'@E)= B HE),

— H
A€ (Cmax),
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et le sous-espace b(H 2(E)) est le plus grand sous-espace invariant de
L? (G/H) qui est Cpax-dissipatif.

, N . n .
THEOREME 2.2. — Sim, > — alors la fonction F,, engendre un

r
sous-espace invariant irréductible H2 (=) et

H(E) = P HLE).

n
my>2

Démonstration. — C’est une conséquence du théoréme 3.4 de

—_— H
[HO®91]. Soit AET'(Crmax)s , alors HZ(Z) contient un vecteur de plus haut
poids qui est une fonction conique Fy,. Puisque Fy, appartient & H?(E),

n . . . -— -
me>=—. Ainsi il existe m unique, avec me2—, tel que H2(Z)=H2 (Z). O

3. NOYAU DE CAUCHY-SZEGO

Le noyau reproduisant de H?(Z), appelé noyau de Cauchy-Szegd,
s’écrit S (y1,72) = S, (ngl) avec y# = 5~1. On vérifie que

So() =D ex(mO ealpa),

— H
AET (Cmax),

ol ) est un vecteur distribution H-invariant non nul de 7 et c) est une
constante qui dépend du choix de ¥y.

3.1. Premiére formule pour le noyau de Cauchy-Szego.

On note o€ I'involution de g¢ définie par
o (u,T,v) = (v, =T, u),
pour tout élément (u,T,v) € V X g, x V de g°. Donc
h={Xeg’:0°X) =X} ={(w,T,u):u eV, T €t} =h,
¢ ={Xeg°: 0°(X)=—-X}={(v,L(v),—u): u,v € V}=iq,
et
g°=b"+q°=b+1iq,
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c’est-a-dire que g€ est ’algebre de Lie c-duale de g. Soit N' = G¢/H 1’espace
symétrique c-dual de M = G/H. Le cone cpayx C q° défini par

Cmax = {(u,2L (v),—u) : u+veE -Qu—veQ}
est invariant par Ad (H). I1 définit sur A une structure causale invariante

pour laquelle A est un espace symétrique ordonné et globalement hyper-
bolique ([Far95], p. 48).

On note A° le systéme de racines A (g% a) et A°t le systéme de
racines positives associé & la chambre de Weyl positive a*. Soit 1’élément
X, = (0,1,0) de g°. Les valeurs propres de ad (X,) sont 1, 0 et -1. Donc

A§+={aeA°+:a(Xo)=0}={%(7j—’7i):i<j}’

1
Af:{aEAC+:a(Xo)zl}={’y,-:1S1:ST}U{§(’)’1;+’)’J')2’I:<].},

ol «; est I’élément de a* défini dans la section 1.2. Notons que At =
ASt U AS. On remarque que

1
pc:=§ Z Mo @ = p.
a€Act
On note

n:= Z gy N :=expn
aclAct

et N := o°(N). On vérifie que

Cmaxma:{XEGIVCtEA({ : a(X) SO}= {thL(Cj)ltj SO}

=1
Donc ¢ppax st un cone maximal dans g€ (ce qui est noté Cyax dans [FHO94],
section 2, p. 935). On pose

S={g€G°:g9g.m,>m,}.
Alors S est un semi-groupe fermé et S = exp(cmax)H (cf. [FHO94],
Theorem 4.1).
LEMME 3.1. — Le semi-groupe I'(Cpax) vérifie
[(Cmax) NG° = §l= exp (—Cmax) H.

Démonstration. — Soit 7¢ la conjugaison de GC par rapport & G¢,
c’est-a-dire 'involution antiholomorphe de G€ telle que

G°={geG®|r°(g) =g}
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Siy =exp(X) g € I'(Crmax) NG avec X € (iCmax) €t g € G, alors, d’apres
l'unicité de la décomposition polaire dans I'(Cpax),

(X)=X, 1°(9) =gy,
c’est-a-dire

X € (iCmax) Ng° = (—Cmax) € g€GNG®=H. n]

LEMME 3.2.
T'(Cmax) NG® C NAH.

Démonstration. — On a c°(S) = S~! carsi s = (expX) h € S alors
0°(s) = (expo® (X)) o®(h) = (exp—X)h car X € cppax C q° et h € H. De
plus

0°(NAH) Cc NAH,

car 0¢(N) =N, 0°(A) C Aet 0°(H) = H. Comme S C NAH, ([FHO94],
Corollary 3.2). Le résultat découle du lemme précédent et des deux relations
précédentes. 0O

L’ensemble NAH est un ouvert de G¢. Pour g € NAH, on pose
=nexpA(g9)h, (n€N, A(g) €a, h € H).
Dans la suite on note ay (g9) := exp A (g)-

La fonction sphérique ¢y ()\ € ac*) de I’espace symétrique ordonné
G°¢/H est définie sur l'intérieur S° de S par

©x (g) =/ e(P_)\yA(hg))dh =/ ag (hg)P—)\ dh,
H H

(on note a* := eMX) pour a =exp X € A et X € a®*).
Si g est un élément de 'ouvert HAN de G¢ alors
g=hexpA(g)n, (h€H, A(g) €a,n€N).
On note ag (g) := exp A (g).

La fonction ¢ de lespace symétrique ordonné N' = G¢/H, qu'on
notera cp, est définie par I'intégrale

en(N) =/NOHAN ag(n)~APdn, (A€ d®).

(Les conditions de convergence sont précisées dans [FHO94]] et [Far95].)
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Vecteurs distributions H-invariants.

PROPOSITION 3.3. — Soit u € Pp. La forme linéaire définie sur
‘HeS par

Luf) = [ (R ) £1)
est continue. Elle définit un vecteur distribution ,, qui est H-invariant

(f | wu) = Lu(f)'

Démonstration. — Remarquons d’abord que ’espace Py, peut étre
considéré comme un sous-espace de Hy, et I’évaluation f — f(0) est la
projection orthogonale de H,, sur Pn,. Par suite, pour f € HY, u € Pn,
on a (m (k) flu) = (mm (k) £ (0) [u)p,,. Or

Tm (h) f (0) = Tm (% (R)) f(R™.0).

Donc

Lu (NI [ 1 (5 0) £ (170 1)l
< Jlull sup |1 (2) / 7em (5 (B)) || .
zeD H

Le lemme suivant nous fournit alors le résultat, car si f € H,

sup [|f (2) || < oo.
zeD

n
LEMME 3.4. — Sim, > - alors

/H | (m(s(R))) |k < oo

Démonstration. — La décomposition de Cartan de b s’écrit

b:(tnb)ea(pnb):%o@po»

avec B
enh =8, ={(0,T,0) |T € &,} ~¥,,

pOb=p, = {(u,0,u)|ucV}.

Le sous-espace a, de p, défini par

T T
ap = { (thcj,O,thcj) ]tj € R}
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est un sous-espace de Cartan de . Le sous-groupe H s’écrit alors
H = K,A.K,,
ou A, := expa, est le sous-groupe de H des éléments
4 =0 <(cht1 shtl) . (chtr shtr)) ,
sht; cht; sht, cht,
et © : SL (2,R) — G® ’homomorphisme défini dans la section 1.2. Comme
k(kiatks) = kik(as)ke, (Vai € Ao), (Vk1,k2 € K,),

alors, pour un choix convenable de la mesure de Haar de H,

J 1 G5 @)= [ 1 (5 221 1 D0 (9 de,
H - Jag

ou
d
D,(t)=]] (sh %) et A} :=expal,
i<k
T T
aj = {(thcj,O,thcj) € a,,ltl <tg <+ < tr}.
j=1 j=1

De plus

cht sht _ % 0
#\\sht cht)) "\ B t cht /)’
donc 1

1
k(at) = O cht; 0 yoooy | cht, 0 .
0 Cht1 0 Chtr

Iom@l=(55) - (35)
et

JACGONEE /{h<t2<._.<t,} (h%)m (ﬁ)m Dy(t) dt.

n
Comme cht; > 1et my >my >--- > m, > — alors
T

Ainsi

J 1 (e < 33,
H

3, = / (chty---cht,)™ D, () dt.
{t1<t2-<t,}
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Donc pour montrer le résultat il suffit de montrer que ’intégrale J; est
finie. Posons

Jo = / A (e+m2)_% dx.
Q
Un élément x de 2 peut s’écrire

r
.’L‘=k2€tj6j, kEKo, (tl <t2<"~<t1-),

j=1
(e+2?) =k (1+€)c;=2k) e cht;c;.
7j=1 j=1

Donc .

Ale+2z?) " =277 <H e's chtj> .

Jj=1
Si on pose
f(x)=A(e+ z2)_% Az)* =277 (HChtj)
j=1

alors

Jo = / f(z)A(z)" " dz.
Q
Donc, d’apres [FK94] Corollary VI.2.4, p. 105,

Jy = 2""ca/ f e'ic; | D, (t) dt.
{ti<t2<---<tr} (Z 7

=1
Par suite
Jo=2"T¢,d;.
On déduit le résultat du fait que 'intégrale J, est finie (voir la démonstra-
tion du corollaire X.2.5, p. 193 dans [FK94]). O

D’apres la description du spectre de H?(Z), le noyau de Cauchy-Szegd
S, de H?(Z) s’écrit, pour v € I'(C2,.),

S = Y o (Mem(r V)00 | ),

er("/T) C(m’ u)

ol c¢(m,u) est une constante qui dépend du choix de u obtenue par la
relation suivante : pour tout f € HZ,

/ | (f 17 (9) ) [*dg = ¢ (0, ) [ £]1%
G/H
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Soit 4 = um un vecteur de plus haut poids de la représentation 7,. On
note ¥m le vecteur distribution v, _, associé & um-.

S = Y o (T om | Gim)-

e (o) CC Um)

LEMME 3.5.

| (tm[thm) 2

c(m,um) = WC'TQ(m - p).
m

Démonstration. — Pour tout f € HE,
[ 10 1 (0) ) g = c om, ) 11
G/H
Si f = um alors
(1) [t (9) ) Pl = 51, )
G/H

On pose F, (9) = (Um |Tm (9) ¥m)- La fonction F, est conique donc

Fo(9) = Fo (€) Fm (9)
= (um | %¥m) Fm(9)-

Donc

(2) IFoll32(c/m) = | (um |%m) * | Fall32c)m)-

Les relations (1) et (2) et le fait que ||Fm||%2(G /H) = C1,, (M — p) achévent

la démonstration. O
LEMME 3.6. — Si f € L' (H) et est M-invariante & droite alors

/ f(h)dh = /~ f(h(®))ag (R)~* dn
H NNHAN
(cf. [Ola87], Lemma 1.3).

LEMME 3.7.

Toalf = ox o)

Démonstration.

(Uum|¥m) = /H (Tm (B) Um|tm) dh.
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On pose
f (h) = (T (h)tm|um).
Si i€ NN HAN alors i = h(d) ag () n (7). Donc
Tm (1) m = Tm (B (7)) Tm (@H (7)) Tm (7 (7)) Um
= Tm (h (7)) Tm (@# (7)) Um
=ag (7)™ mm (h (7)) Um.
Ainsi T (A (7)) Um = @ (7)™ Tm () Um et
f(h(n)) = (mm (h (7)) Um|um)
=ag (7)™ (Tm (R) Uen|tm)
=ag (7)™ (um|Tm(R)*Um).
Or ! € N donc
f(h(R) = am (@)™ luml®.

En appliquant le lemme précédent a la fonction f on aura

(tm | Ym) = [[tm? /_ aw (7)) i = |um? en(m + p). O
NNHAN

PROPOSITION 3.8.
& (m, um) = (¢mtum) CN (m + P) C'ITQ (m - ,0)-

Démonstration. — C’est une conséquence directe du lemme 3.5 et
du lemme précédent. a

D’apres ce qui préceéde, pour v € I'(C2.y)s

B 1 (7rm (7_1) ¢m|¢m)
So(v) = Zn ey (m + p) ch,n (m — p) (¥m|tm) .

mp> —

Calculons (Tm (Y7!) ¥m | ¥m)-
(o (V") i ) = [ (T (17™") | ) s

On pose, pour v € I'(C2,.),
f)= (Wm('y—l)’/’mlum)-

Alors f est une fonction invariante & gauche par H.
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LEMME 3.9. — Si«y € I'(Cnax) N G¢ alors

) = aa (Y1) (Yrmum),
avec y~! = nag(y~')h € NAH.

Démonstration. — Siy~! =fag (y~!) h € NAH alors
f)= (7rm (7)) ™m (an ('Y_l)) 'lpm|um)
= (¢m|7fm (am (’y_l))* Tm (R)" um)

car af = a et A € N. Donc

f(n)= ("/’mlﬂ'm (aH (7_1)) 'U'm)
=ay (7_1)m (¥m|tm)-

PROPOSITION 3.10. —  Pour tout ¥ € I'(Cpax) N G<,
(Tm (Y7") ¥ml¥m) = (¥mltm) Pp—m(Y™1).

Démonstration. — Si<y € I'(Ciax)NG® alors Yh™! € I'(Crax) NG =
H exp (— (cmax N a)) H, ([FHO%4], Theorem 4.2). Donc d’aprés le lemme
précédent

(Tm (v‘l)wmh//m)=/Hf(7h‘l)dh=/HaH (PY™)™ (Ym|um) dh.

D’ou le résultat. (]

COROLLAIRE 3.11. — La fonction sphérique @y, se prolonge holo-
morphiquement 4 T’ (—C%,..).

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, pour tout vy €
T'(Cmax) N G°,
(Wm ('7_1) 1pmh/"m) = (Ym|um) ‘Pp—m(7~1)-
Le résultat découle alors du fait que la fonction
¥ — (Tm (7) Ym[¥m)
est holomorphe sur I' (-C2,,). O

Finalement on a la formule suivante pour le noyau de Cauchy-Szego
de H%(Z) :

THEOREME 3.1. — Pour v € I'(CS,,),

Se() =Y

oy on (m+p) &, =)

‘Pp—m(’Y—l)-
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3.2. Isomorphisme avec un espace de Hardy classique.

n
Dans toute cette section on suppose que - € N. (On note que

n d 1

L’espace de Hardy H? (D) est I’espace des fonctions f holomorphes
sur D vérifiant

11320y = sup / | (ru) 2 dor () < oo.
or<lJyg

L’espace de Hardy H? (D x D) est I'espace des fonctions f holomorphes
sur D x D vérifiant

1 Boxmy =, s _ [ 1f (rvus,raua) P do (us) dor ) < o0
X

<ry,r2<l

En général on ne peut pas faire agir le groupe G dans ’espace de Hardy
H? (D), mais seulement un revétement d’ordre deux de G.

Soit G ’ensemble des couples (g, ¢) ol g € G et ¢ est une fonction
holomorphe sur D telle que

0 (2)” =x((Dg),)™",
ol x est le caractére de K€ = Str (V) correspondant & A i.e, pour k € K€,
A (k.z) = x (k) A(2).
(Remarquer que Detk = x (k)z*l.)
On définit un produit sur G dela fagon suivante :

(91,01) - (92, v2) = (9192, ¥3),

#3(2) = p1(92-2) p2(2).

L’ensemble G est alors un groupe de Lie et son algebre de Lie est égale a
lalgebre de Lie g de G (cf. [KV78], p. 14).

L’application E G — G définie par
¥ (9) =9,
sig=(g¢p) € G, est un homomorphisme surjectif de noyau Kery =
{(e,1),(e,—1)}. On pose, pour g = (g9,¢) € G,

u (g’ z) = ‘p(z)'
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Le groupe G opere dans H? (D) par
(7(3) f)(2) =n(3™"2)

On pose, pour g € GC,

-1

flg™t.2).

a (ga Z) = X((Dg)z)a

et
A(gz—gw)

A(z —w)

Pour g fixé, 3 est une fonction rationnelle en 2z et w. (Cette fonction a été
introduite par J. Faraut et S. Gindikin dans [FG96], p. 144.)

B(g,z,w) =

PROPOSITION 3.12. — Si g € G alors, pour tout z,w € D,

B(9,2z,w)* = a(g,2) a(g,w).

Démonstration.

(a) Montrons d’abord que si deux éléments g; et g, de G vérifient
I’égalité de la proposition alors g; g, la vérifie aussi. Notons que

A(9192.2 — g192.w)
A(z —w)

_A (9192-2 — 9192.w) A(g2.2 — go.w)
A (g2.z — g2.w) Az —w)

= B(91,92-2, g2.w) B(g2, 2, w).

ﬂ(gl-g?,z')w) =

Donc
B (91-92,2,w)" = a(g1,92-2) @ (g1, 92-w) @ (g2, 2) (g2, ).
Or «a/(g, z) vérifie la propriété de cocycle suivante :
(9192, 2) = a(g1,92.2) (g2, 2).
Donc
B(91-92:2,w)" = a (9192, 2) (9192, w).
(b) Si g € Str (VC) alors

a(g,2) = x((Dg),) = x(9)-

De plus

B(g,2,w) = %g(::—i;)—w—) = x(9)-
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Donc
B(g,2,w)? = a(g,2) a(g,w) = x(9)*

Si g est une translation complexe, c’est-a-dire qu'il existe u € VC tel que
g (2) = z + u, alors, d’une part

a(g,z) =x((Dg),) =1

et d’autre part

o5 = |20

2
= 1=a(g,2)alg,w).

Si g = s alors

_ -1)"
a(0,2) = x((Dg),) = x (P (7)) = L1
A(2)
OrA(w-21)=A(2)""Aw) ' Az — w) (cf. [FK94], Lemma X.4.4,
p- 200). Donc
A(w-271) 1

Floaw)=— G —w ~ AG AW
La propriété (a) et le fait que GC est engendré par Str (VC), s et les
translations achévent la démonstration. 0O

LEMME 3.13. — Sig=(g,9¢) € G alors, pour tout z,w € D,
1(,2) 1 (,w) = B(g, z,w) ™.

Démonstration. — Pour z,w € D fixés, on note B la fonction définie
sur G par

B(g) = 1(3, 2) n(g, w).
La fonction B est invariante a droite par (e,—1), donc est une fonction
définie sur G = G/ {(e, 1), (e,—1)}. De plus, pour g € G,
B(g,2,w)? = p(9,2)° (g, w)?
=[a(g,2) a(g,w)] "
=[8(g,2,w)*]" 7.
Donc
B(g,zw) = £8(g, z,w)" .

Orpourg=e
B(e’z’w) =ﬂ(e’z’w)_: = 1‘
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D’ou le résultat puisque G est connexe. ]

Le groupe G opere dans H2(D x D) ~ H?(D) ® H? (D) par la
représentation © ® # qu’on note 7, : pour f € H? (D x D),
~ - -1 . -1, _ -
(10 (@) ) (zw) =p (37 2)  p (G w)™ flg 20 w).
La représentation 7, est triviale sur le noyau de ¥, donc en fait le groupe
G opere dans H? (D x D) : pour g € G,
(70 (9) f) (z,w) = B (97" 2,w) ™ flg7 2,97 w).
On considere la sous-algebre de Cartan t de £ contenant ia, déja définie dans
la section 2.1. On montre qu’un élément f de H2 (D x D), vecteur C*° de

la représentation ,, est un vecteur de plus haut poids de la représentation
T, Sl et seulement si

dry (X)f =0, (X €F)
To (0,) f=n (a) 5 (a € exp(ia)),

ot1 7) est un caracteére de exp (ia). Un élément a € AC s’écrit
T
a= P(Z,\jcj), (A; €C*)
=1

T
et un caractere n de AC s’écrit 17 (a) = xm (a) = [] A;zmj, (m; € Z).
i=1

PROPOSITION 3.14. — Si f est une fonction de H? (D x D) qui
est un vecteur de plus haut poids de la représentation w,, alors il existe
m = (my,...,m,) € Z7, tel que f soit proportionnelle & la fonction

conique Fr, et le caractére 1) correspondant est égal & Xm+z .

Démonstration.

(a) Soit f € O (D x D), Vespace des fonctions holomorphes sur Dx D,
vérifiant dm, (X) f =0, pour tout X = (u,0,0) € a1, alors

(Df)(z,w) (u,u) =0
et il existe F' € O (D), ’espace des fonctions holomorphes sur D, telle que

f(z,w)=F(z;w).

(b) Si de plus f est un vecteur de plus haut poids de la représenta-
tion m,,

dro (X) f=0, (X €,)
To(a) f=n(a) f, (a € exp(ia)),
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et par suite
EdZF (exptX.2) |t=0 =0, (X €1,)
x(@)77 f(at-2) =n(a) f(2), (a€exp(in))

ou

fla-2)=x()% n(a™?) f(2).
Une fonction holomorphe sur D vérifiant ces conditions est proportionnelle
a un polynéme conique,
F (2) = cAm(2)
oum€Z,,et
n(a) = Xm+z2,
(cf. [FK94], Proposition XI.2.1). O

On considére 'opérateur
A: H?(D x D) — O(E),

défini par .
(Af) (z,w) = A(z —w)" f(zw),

out O (E) est l'espace des fonctions holomorphes sur =. On va démontrer
que A est un isomorphisme unitaire de H? (D x D) sur H2(Z). Pour cela
on aura besoin des deux lemmes suivants.

LEMME 3.15. —  Soit (w,H) une représentation unitaire et Cyax-
dissipative de G. Si E est un sous-espace invariant de H qui contient les
vecteurs de plus haut poids alors E est dense dans H.

Démonstration. — La représentation (m,H) est unitaire et Cpax-
dissipative donc
H = @ m ,\H A

—— H
/\EF(Cmax)z

Soit F' un sous-espace fermé invariant de H contenant les vecteurs de plus
haut poids. On note F'* son orthogonal dans H. Comme chaque sous-espace
H) est engendré par un vecteur de plus haut poids alors F'* est orthogonal
A tous les Hy. Donc F+ = {0}. a

On note H(DxD) le sous-espace de H2(DxD) engendré par les
To(9) Fm, avec g€G et m € Z7, . De méme on note H(ZE) le sous-espace de

H?(E) engendré par les m(g)Fm, avec geG et m; > mg > --- > m, > n
T
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D’apres le lemme précédent H (D x D) (resp. H (E)) est un sous-
espace dense de I'espace de Hardy H? (D x D) (resp. H? (Z)).

LEMME 3.16. — Soient H;, Hy deux espaces de Hilbert et E un
sous-espace dense dans H;. Soit T' une isométrie de E dans Hs tel que T (E)
soit dense dans Hs alors T se prolonge en un isomorphisme isométrique de
‘H, sur Hs.

THEOREME 3.2. — L’opérateur A est un isomorphisme unitaire de
H? (D x D) sur H? (Z) qui entrelace les représentations 7, et .

Démonstration.

(a) Si f est une fonction de H? (D x D) telle que Af appartienne &
H? (Z) alors
(Aomo(9)) (f) = (m(g) 0 A) (f)-
En effet
(A0 (9) ) (2:w) = Az = w)¥ (7o (9) f) (2,w)
=A(z- w)g B(g7", 2 w)% (g7 2,97 w)
=A (g'l.z - g_l.w)% f (g_l.z,g"l.w)
= (7 (9) Af) (z,w).
(b) Si f est une fonction de H? (D x D) telle que Af appartienne &
H? (Z) alors
IASN = I fll z2(px D)-

Vérifions d’abord que
6fllz2zxs) = 16 (AS) lIz2(c/m),
ou b désigne 'opérateur valeur au bord.
eV s oy = [ 1 () o (2) do (w)
XX
et

b (AF) I Z2(c/my = /M | (Af) (z,0) PIA (z = w) | do (2) do (w)

= IbfIZ2(zx5)-

Le résultat découle alors du fait que b est une isométrie.
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(c) En appliquant le lemme précédent & H; = H2 (D x D), Hy =
H? (=), E = H (D x D) et T la restriction de A & H (D x D) en remar-
quant que A (H (D x D)) = H (E), on en déduit que A est un isomorphisme
unitaire de H2 (D x D) sur H? (). a

3.3. Une deuxiéme formule pour le noyau de Cauchy-Szego.
Soit Sp le noyau de Cauchy-Szego de 1’espace de Hardy H? (D), c’est-
a-dire que pour tout f € H? (D),
£C)= [ Sp(20) f @) do (o).
Donc pour tout f € H? (D x D),

f(z1,22) = sz Sp (21,21) Sp (22, 22) f (x1,22) do (z1) do(z2).

LEMME 3.17. — Le noyau de Cauchy-Szegé S de H?(Z) s’écrit

A (z1 — z2) A (z2 — 21)
A (1) A (22)

pour tout 21,29 € D et x1,x5 € X.

S(21,2‘2,.’E1,(I,‘2) = [ ] SD (zlvwl)SD(z27x2)7

Démonstration. — Soit f € H? (D x D),

f(Z],Zz)—: 5 ESD(Zl,.’L'I)SD(Z2,.’E2)f(.’1?1,(112)d0’(.’1)1)d0’(.’112).

On note F 'image de f par I'isomorphisme A c’est-a-dire que
f(21,22) = A(z1 — 22) "7 F(21, 2).

Donc

Az — 22)_% F (21, 22)

= Sp (21,71) Sp (22,22) A (x1 — z2) ™7 F (21, 72) do (1) do(x2).
XX

Ainsi

F (zl, 22) = / SD (Zl,:L’l) SD (22,1'2) A (Zl - 22)$ A (.’L‘l - 12)_%
XX

XF (z1,22) |A (21 — 22) | 7| A (21 — 22) |~ ¥ do (1) do(z2).
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Donc
S (21, 22,21, 22) = A (21 — 22)% Az, — 3—72)"'l Sp (21,71) Sp(22,x2).
Orz; = xl‘l et T = x;l et puisque
Azt —z3") = A21) 7 Ae2) T Afez — 1)

le résultat annoncé s’en déduit. 0

LEMME 3.18. — Pour tous z,w € D,

Sp (z,w) = (-1)7 A (@) " Az — 0™ 1)"F.

Démonstration. — Comme Sp est une fonction holomorphe en z et
antiholomorphe en w il suffit de montrer 1’égalité pour z = w € D, c’est-a-
dire de montrer que

Sp(z,2) = (-1)* A(z7H) " A(z-271)

—n
™

De plus les deux membres de 1’égalité sont invariants par K. Comme tout
élément z de D admet une décomposition polaire, il suffit de montrer
I’égalité pour z =z € V. Pour tout z € V,

Sp(z,z)=A(e—2%)"", (cf [FK94], p. 270),
et

-
=

Al ) A(z-2z7!) " = (-1)7 A(e — z?). O

THEOREME 3.3. —  Pour tous éléments & = (21,22) et & =
(w1, we) deE~ D x D\ Np,

A(Zl—zz)A(’lI);l—’u_)l_l)
Az —ur') Az —w;")

S (51) 62) =

Démonstration. — C’est une conséquence des deux derniers lemmes.
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