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PROPRIETES DU GROUPE TANNAKIEN
DES STRUCTURES DE HODGE

p-ADIQUES ET TORSEUR
ENTRE COHOMOLOGIES CRISTALLINE ET ÉTALE

par Jean-Pierre WINTENBERGER

Soit p un nombre premier et soit K un corps local de caractéristique
0 et à corps résiduel k algébriquement clos de caractéristique p. J.-M.
Fontaine a défini la catégorie des (<^, 7V)-modules filtrés sur K ([Fo79],
[Fo94]) : si KQ c K est le corps des fractions des vecteurs de Witt
à coefficients dans k^ un (çî), 1V)-module filtré sur K est un JCo-espace
vectoriel de dimension finie, muni d'une application a-linéaire bijective </>,
d'une application linéaire niipotente 7V, et, après extension des scalaires
à K, d'une filtration. On a : Nef) = p(j)N. Un tel (0,7v)-module filtré
est faiblement admissible s'il vérifie une condition que G. Faltings a
interprétée comme une condition de stabilité, au sens de «Géométrie
invariant theory» de D. Mumford ([Fa94]). C'est un théorème non trivial
de G. Laffaille, G. Faltings, et B. Totaro ([La80], [Fa94], [To94]) que le
produit tensoriel de deux (^, 7V)-modules filtrés faiblement admissibles est
faiblement admissible. Ceci permet de munir les (çî>, A^-modules filtrés
faiblement admissibles d'une structure de catégorie tannakienne sur Qp.
Elle est notée MF^^, N). Cette catégorie peut, d'un certain point de vue,
être considérée comme un anologue p-adique de la catégorie des structures
de Hodge complexes.

Soit K une clôture algébrique de K et notons GK le groupe de
Galois de K / K . Appelons représentation p-adique de GK une représentation
continue de GK dans un Qp-espace vectoriel de dimension finie.
J.-M. Fontaine a introduit une sous-catégorie tannakienne de la catégorie

Mots-ciés ; Catégorie tannakienne - Structures de Hodge p-adiques - Torseur - Coho-
mologies étale et cristalline.
Classification math. : 14F20 - 14F30 - 11S25.



1290 JEAN-PIERRE WINTENBERGER

des représentations p-adiques de GK-, la catégorie des représentations p-
adiques semi-stables ([Fo94]). Il donne aussi un (g)-foncteur de la catégorie
des représentations p-adiques semi-stables dans MF^^,^). Ce foncteur
réalise une 0-équivalence de la catégorie des représentations p-adiques
semi-stables sur une sous-catégorie tannakienne de MF^^TV). Les ob-
jets de l'image essentielle de ce foncteur sont dits admissibles et on note
MF^(0, N) la catégorie tannakienne des (<^, JV)-modules filtrés admissibles.
Dans l'équivalence entre représentations p-adiques semi-stables et (0,7V)-
modules filtrés admissibles, les représentations p-adiques cristallines corres-
pondent aux (^-modules filtrés admissibles, i.e. aux (<^, 7V)-modules filtrés
admissibles avec N = 0 ([Fo79]). J.-M. Fontaine conjecture que les (0,7V)-
modules filtrés faiblement admissibles sont admissibles (Conj(/a =>• a)j<).
Cette conjecture a été démontrée par J.-M. Fontaine et G. Laffaille dans le
cas particulier N = 0, K absolument non ramifié (CK = 1) et la longueur
de la filtration < p (i.e. on a FiVD = D et FiF^D = {0} pour un en-
tier i) ([FL82]). Pour X schéma propre et lisse sur K, à réduction semi-
stable, la cohomologie log-cristalline fournit, au moins si p > 2, un objet de
MF^(<,zî),7V), la représentation p-adique associée étant la cohomologie étale
p-adique ([Ts94]).

La conjecture Conj(/a => a)K entraîne, pour la catégorie tannakienne
MF^^.TV) des (0, 7V)-modules filtrés faiblement admissibles, certaines
propriétés : existence d'un foncteur fibre sur Qp, et donc équivalence
entre MF^f^JV) et la catégorie des représentations, dans les Qp-espaces
vectoriels de dimension finie, d'un groupe affine H sur Qp (H est donc une
limite projective de groupes linéaires), connexité du groupe H ([Fo79] prop.
3.8.4 dans le cas N = 0), description du plus grand quotient abélien de H
([Se78]). Dans la première partie de cet article, nous prouvons ces propriétés
pour MF^((^,^V), généralisant ainsi certains des résultats de [Wi84], qui
concernaient le cas où K est absolument non ramifié (ej< == 1) et N = 0.
Plus précisément, nous prouvons qu'il existe des c e H(J^o) qui sont tels
que, si l'on tord 0 par c, on obtient une donnée de descente effective de
Ko à Qp du foncteur fibre naturel de MF^^.AQ. On obtient ainsi des
foncteurs fibres ujc sur Qp (1.6). Pour un tel c, on note Hc le groupe des
(g)-automorphismes de o;c; la catégorie MF^^.TV) est donc équivalente à
la catégorie des représentations de Hc dans les Qp-espaces vectoriels de
dimension finie.

Dans la seconde partie, nous résolvons pour les (0, A^)-modules filtrés
faiblement admissibles sur K le problème du relèvement selon une isogénie.
Plus précisément, si H est un quotient algébrique de Hc, et a : H ' —> H
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une isogénie définie sur Qp, nous donnons une condition nécessaire et
suffisante pour que le morphisme Hc —>• H se relève en un morphisme
Hc —>• H ' ^ autrement dit que H ' provienne aussi d'un (0, A^)-module
filtré faiblement admissible. Cette condition s'exprime ainsi : d'après un
théorème de P. Deligne ([Sa72] chap. 4), la filtration sur MF^^./V) est
scindable, i.e. provient d'un groupe à un paramètre ^ : G^K ~~)• H^, et la
condition est que l'image de p. dans HK se relève à H'^. Nous généralisons
ainsi un résultat de [Wi95] (th. 1.1.3), qui concernait le cas CK = 1 et N = 0.
La conjecture Conj(/a =^ O)K entraîne alors facilement la conjecture
suivante que nous désignons par Con](isogénie)K '' si p : GK —f- H(Qp)
est une représentation p-adique semi-stable et si H ' —^ H est une isogénie
telle que le groupe à un paramètre de H donné par la décomposition de
Hodge-Tate se relève, alors p se relève en une représentation p-adique semi-
stable p ' : GK —^ H^Qp). Rappelons que le théorème de Fontaine-Laffaille
([FL82]) qui donne la conjecture Conj(/a =^ a)j< lorsque CK = 1, N == 0
et la longueur de la filtration est < p, permet de prouver la conjecture
Con](isogénie)K^ lorsque CK = 1, N = 0 et les poids de la décomposition
de Hodge-Tate sont dans un intervalle de longueur suffisamment petit
([Wi95]).

Ensuite, nous prouvons que la partie semi-simple Se du groupe Hc
est limite projective de groupes algébriques simplement connexes. Ceci est
à rapprocher de la propriété conjecturale analogue du groupe de Galois
motivique ([Se94] 8.1). Avec les résultats précédents, la simple connexité
de Se résulte d'une proposition facile (prop. 3.1.2) sur les groupes réductifs,
qui est une variante de la Z-construction (cf. par exemple [Bo89] 3.4).

Dans la dernière partie, on donne des conséquences pour le torseur
entre le fondeur fibre cjc et le foncteur fibre qui à un module filtré
admissible associe l'espace vectoriel sous-jacent à la représentation p-adique
semi-stable associée. Si le (0, JV)-module filtré provient de la cohomologie
d'un schéma propre et lisse à réduction semi-stable, il s'agit donc du
torseur entre cohomologie log-cristalline et cohomologie étale p-adique.
Tout d'abord, comme Hc est connexe, on peut toujours réduire ce problème
pour un groupe H au problème identique pour la composante neutre de
H (4.3). De plus, à l'aide de nos résultats et d'un théorème de Kneser
qui dit que ^(Qp,^) = {1} pour S groupe semi-simple simplement
connexe ([Kn65]), on prouve facilement que tout torseur sous Hc est
limite projective de torseurs qui ont un point rationnel sur Qp. Sous
Conj(/a =^> û)j<, il en est donc ainsi du torseur entre la cohomologie
étale et la cohomologie cristralline (et il est très vraisemblable qu'en fait ce
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torseur a un point rationnel sur Qp). M. Rapoport et T. Zink ont donné
une conjecture décrivant ce torseur, lorsque N = 0, à l'aide de l'invariant de
Kottwitz. Nous énonçons cette conjecture dans le cas des (çî), 7V)-modules
filtrés en disant que l'on n'a pas à tenir compte de N. Nous prouvons que
Conj(/a =^ a)K entraîne cet énoncé. Le théorème de J.-M. Fontaine et
G. Laffaille nous permet de prouver la conjecture de M. Rapoport et T.
Zink dans le cas CK = 1 {N = 0) et la longueur de la filtration pas trop
grande.

Je voudrais remercier B. Totaro : il a prouvé le lemme 3 du théorème
2.2 et a fait les calculs dans le cas du groupe orthogonal. Je voudrais aussi
remercier M. Rapoport et T. Zink de m'avoir communiqué leur conjecture,
et G. Rousseau qui m'a très gentiment aidé pour les parties qui utilisent
les immeubles.
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0. NOTATIONS ET CONVENTIONS

Soit p un nombre premier et soit k un corps algébriquement clos de
caractéristique p. Notons W l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients
dans k et Ko le corps des fractions de W. Désignons par a le Frobenius de
k, W et KQ. On note Qp le corps des éléments fixes de KQ sous l'action
de a et, pour tout entier s > 1, on note Qps le corps des éléments fixes de
KQ sous l'action de cr5. On note Qpnr la réunion des corps Qps. On note K
une extension finie de KQ, de degré CK- Soit K une clôture algébrique de
K. On note Qp la clôture algébrique de Qp dans K. On désigne par GK et
GQ^ les groupes de Galois des extensions K / K et Qp/Qp respectivement.

Si E C F sont deux corps, et si V est un ^-espace vectoriel, on pose
VF = F^)E y - De même, si X est un schéma sur E, on pose Xp = F XE X.
Si V est un F-espace vectoriel et V C V est un sous-£'-espace vectoriel
de Y', on dit que V est une ^-structure de V si le morphisme naturel
VF —^ V est un isomorphisme. De même, si X' est un schéma sur F , on
appelle forme sur E de X' un schéma sur E avec un isomorphisme de Xp
sur X'.

On appelle sous-catégorie tannakienne d'une catégorie tannakienne
une sous-catégorie pleine qui est stable par ®, 0, dualité, sous-objet et objet
quotient. Si H est un groupe affine sur un corps £', on note Rep^(ff) la
catégorie tannakienne des représentations linéaires de H dans les ^-espaces
vectoriels de dimension finie. Se donner une sous-catégorie tannakienne C de
îiep^ÇH) revient à se donner un quotient H ' de H : H ' s'identifie au groupe
des 0-automorphismes du fondeur fibre naturel de Rep^(U) restreint à C
et C s'identifie à la sous-catégorie de Rep^(Tî) formée des représentations
qui se factorisent à traders H ' ([DM82] prop. 2.21.).

1. CONSTRUCTION D'UN FONCTEUR FIBRE SUR Qp
DE LA CATÉGORIE DES (</>, AQ-MODULES
FILTRÉS FAIBLEMENT ADMISSIBLES

1.1. (f>- isocristaux sur k.

Un (^-isocristal E (sur k et de dimension finie) est la donnée d'un
J<o-espace vectoriel de dimension finie ^S](E) (l'espace vectoriel sous-jacent
à E) et d'une application a-linéaire bijective (f>E de (^s']{E) dans lui-même.
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Pour un tel £', on note E = © E\ la décomposition de E en ses
ÀGQ

composantes isoclines. Si s est un multiple des dénominateurs des pentes
de £', et si , pour À rationnel, (^s(E) est le Qps -espace vectoriel :

^(£;)A ={XÇ CJsj(^),^(^) -P^},

on a donc : a;sj(^) ^ (0:5 (^À^o- De P111^ ^(^) = @\^s(E)x est
une Qps-structure de u}s](E). On note i^s le groupe à un paramètre
Gm —^ GL^(£;) dont ^s(E)\ est le sous-espace propre de poids \s.

Un morphisme de 0-isocristaux est une application linéaire qui com-
mute à l'action de <^. Muni des opérations usuelles, somme directe, produit
tensoriel, dualité, les (^-isocristaux forment une catégorie tannakienne sur
Qp ([Sa72] chap.6 §3). Elle n'est pas neutre, i.e. elle n'a pas de foncteur
fibre sur Qp ([Sa72] Joe. cit.). Soit E un (^ isocristal et soit s un multiple des
dénominateurs des pentes de E. Si -Ê" est un 0-isocristal de la sous-catégorie
tannakienne engendrée par E, s est aussi un multiple des dénominateurs
des pentes de E^ car E1 est isomorphe à un sous-quotient d'une somme
de produits tensoriels de d'objets isomorphes à E et à son dual. Si à E '
on associe <jJs{E')^ on obtient un foncteur fibre à valeurs dans Qps de la
sous-catégorie tannakienne engendrée par E.

Le lien de la gerbe associé à la catégorie des (^-isocristaux sur k est le
groupe proalgébrique diagonalisable D(Q) dont le groupe des caractères est
le groupe additif du corps des rationnels Q. Pour tout E, si s est un multiple
des dénominateurs des pentes de £", l'action de D(Q) sur i^sÇE) est celle qui
est définie par la graduation, indexée par Q : c^s(E) = Q)\ujs(E)\. On voit
qu'elle est donnée par le composé du caractère âg de D(Q) correspondant
à s~1 e Q et du groupe à un paramètre VE,S'

Soit H un groupe affine sur Qp et soient b et c deux éléments de
H{Ko). A p : H —> GLy de Repq (H) (cf0.), on associe les 0-isocristaux
bE(p) = (VKo,p(b) o a) et E{p)c = (VKQ^ o p(c)). Les décompositions
en composantes isoclines des (^-isocristaux bE(p) et E(p)c définissent des
morphismes ̂  et z/c de D(Q,} dans HKO ([Ko85] §4 ou [RR94] pour ^v\
la définition de Vc est identique). On voit immédiatement que ^çc)E(p) et
E(p)c s'identifient, et donc ^(c)^ = ^c- Comme de plus : o-(c)^ = a{cl/)
([Ko85] 4.4), on voit que Uc = ^(c^)- En particulier, v^ est trivial si et
seulement si (Y l^est, auquel cas on dit que c est de pente 0.
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1.2. (0, JV)-modules filtrés faiblement admissibles sur K.

1.2.1. Soit MFj^(^), 7V) la catégorie des (0, 7V)-modules filtrés (sur K)
([Fo94]). Rappelons qu'un objet D de cette catégorie est la donnée d'un
Ao-espace vectoriel o;sj(^) (espace vectoriel sous-jacent), muni :

- d'une application a-linéaire bijective (J)D de UJ^{D) dans lui-même
(on note E(D) le 0-isocristal (ujs](D)^ <^o)) ;

- d'un endomorphisme ND du J^o-espace vectoriel ^sj(-D) vérifiant
ND^D = P^oNo (ceci entraîne la niipotence de No) ;

- une filtration (Firo;sj(^)j<)îez de UJ^{D)K qui est décroissante,
exhaustive (FiPo;sj(-D)K = o;sj(-D)2< pour i petit) et séparée (FiPci;sj(-D)K =
(0) pour i grand).

Les morphismes de MF j^ (0,7V) sont les morphismes de 0-isocristaux
qui commutent à l'action de N et respectent la filtration. Si N = 0, on dit
aussi que D est un 0-module filtré sur K. On note MF.K W ^a catégorie
des (^-modules filtrés sur K.

Si V est un sous-espace vectoriel de 0^(^)5 o11 pose

W) = ̂ dim^gr̂ ),
zez

où l'on a muni VK de la filtration induite. Si V est stable par 0^, on pose

^W-^Adim^^VA),
ÀGQ

où V\ est la composante isocline de pente A de l'isocristal (V,0|y).

Le (0,7V)-module filtré D de dimension finie est faiblement admissible
si pour tout sous-espace vectoriel V de cjsj(-D) stable par (J)D et TV^), on a :
W) ̂  IN(^) et si tH^sjW) = ̂ sj(^)).

On note MF^(0,7V) la sous-catégorie pleine de MF^(0,7V) dont les
objets sont les (</>, 7V)-module filtrés faiblement admissibles.

1.2.2. La catégorie MF^^.TV) est abélienne ([Fo94] prop. 4.4.4). Le
dual d'un (0,7V)-module filtré, le produit tensoriel de deux (0,7V)-modules
filtrés, sont définis de manière évidente. Il est facile de voir que le dual d'un
(0,7V)-module filtré faiblement admissible est faiblement admissible ([Fo94]
Joe. cit.). Le produit tensoriel de deux (0,7V)-modules filtrés faiblement
admissibles l'est aussi : dans le cas CK = 1 et 7V = 0 c'est un théorème
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de G. Laffaille ([La80]), dans le cas N = 0 mais CK quelconque, c'est un
théorème de G. Faltings ([Fa94], voir aussi [To94]), et B. Totaro le prouve
dans le cas général dans [To94]. Il en résulte facilement que MF^f^TV)
est une catégorie tensorielle sur Qp au sens de [De90]. Le foncteur ù;sj
qui à un (^, 7V)-module filtré faiblement admissible D associe son espace
vectoriel sous-jacent est un fondeur fibre sur KQ. La catégorie MF^(<^, N)
est donc une catégorie tannakienne ([De90] 2.8.). Si D est un objet de
MF^^TV), on note MFp la sous-catégorie tannakienne de MF^f^TV)
engendrée par D ([DM82] 1.14). On note Hsj le groupe proalgébrique sur KQ
des (g)-automorphismes du fondeur fibre o;sj. Pour tout D de MF^'f^AO..
on désigne par pr> la représentation linéaire Hsj —> GL^ç^) et P^ -^D,sj
le groupe algébrique image de Hgj par pp. Le groupe algébrique ^D,sj
s'identifie donc au groupe des (g)-automorphismes du fondeur fibre û;sj
restreint à la sous-catégorie tannakienne MFp de MF^^TV) (cf0.). Si
s est un multiple des dénominateurs des pentes de l'isocristal E(D) sous-
jacent à D, on note HD,S le groupe des 0-automorphismes du fondeur fibre
D/ !—>• ujs{E(D')) de ME.D' Le groupe HD,S est donc une forme sur Qps de
^D,sj-

On dit que D^ domine D\ si MFp^ contient D\. On a alors un
morphisme surjectif RD^^DI de -Hr^sj sur HD^,S]' On a ainsi un système
projectif de groupes algébriques ^D,sj d le groupe Hsj s'identifie à la limite
projective des groupes HD,S]'

1.2.3. On note v le morphisme de D(Q) dans Hsj défini par le fondeur
D \—> E(D) (fondeur oubli de la filtration et de N). Autrement dit, pour
tout D de MF^'(<^, N), l'image de VE{D) est contenue dans HD,S} et v est la
limite projective des VE{D)' O11 abrège VE{D} en VQ. Si s est un multiple des
dénominateurs des pentes de E(D)^ on note fr>,s le groupe à un paramètre
de HD,S défini par VE{DYS 5 u est défini sur Qps.

1.2.4. Pour tout scalaire .r, les exp(a;7Vp) définissent un point de Hsj
et, pour D de MF^(^, N), ND appartient donc à l'algèbre de Lie Lie{HD,sj)
de HD,S)'

1.2.5. D'autre part, d'après un théorème de Deligne (th. 2.4, chap.4 § 2
de [Sa72]), pour tout D de MF^^.Tv), la (g)-filtration D' ̂  FiV^D^K
du fondeur fibre o;sj^ de MFp est scindable, autrement dit on a une
0-graduation D/ H^ {^{D^K^iç.z du fondeur fibre UJ^K^ avec

FÏ}i^Df)K= C 0;sj(^)K,z'.
î'^i
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Un tel (g)-scindage définit un groupe à un paramètre ^ de [HD^K
(pour D' de MFp, le sous-espace propre de poids i de PD,D' ° ^ est
uj^{D')K,i}' On note SCD l'ensemble des groupes à un paramètre qui
sont associés à un tel (g)-scindage. L'ensemble SCD est un espace prin-
cipal homogène sous le groupe unipotent des éléments de HD,S](K) qui
respectent la (g)-filtration de MFp et induisent l'identité sur le gradué as-
socié, ce groupe agissant par automorphismes intérieurs ([Sa72] ioc. cit.).
En particulier, tous les éléments de SCD sont conjugués par des automor-
phimes intérieurs de HD,S](K)'^ on note CD la classe de conjugaison dans
(HD,S])~K des éléments de SCD- Notons F^HD^^CD) la variété de drapeaux
associée à CD- C'est le quotient de CD par la relation d'équivalence : [i et
// sont équivalents s'ils induisent la même 0-filtration sur MFp (cf. par
exemple [RZ94] 1.31). On voit donc que SCD définit un élément FD de
F{HD^CDW.

1.3. Action de 0 sur Hsj.

1.3.1. Soit ^sj le fondeur fibre de MF^f^TV) qui à D associe le
-Ko-espace vectoriel KQ o- (g)j<o ^sj(^) déduit de ^(D) par extension des
scalaires par a : Ko —^ Ko. Alors, les (/)D définissent un (g)-isomorphisme
de aiJs] sur a;sj et donc un isomorphisme de °'Hsj = Ko a XKo Hsj sur Hsj.
On le note (f) et on note aussi 0 l'action qui s'en déduit sur Hsj(^o) et les
HD,S]{KO)- On a donc pD^Çg)) = ^D ° PD^g) 0 ̂ , pour g ç HD^(KO)
etDdeMF^Çà.N}.

Remarque 1.3.2. — II résulte de la relation ND^D = P^D^D que l'on
^:C|>(ND)=P-1ND-

PROPOSITION 1.3.3. — Soit H un quotient algébrique de Hgj et notons
p rhomomorphisme : Hgj —> H. Alors, pour qu'il existe D de MF^?(0, N)
avec Kerp = KerpDj il faut et il suffit que Kerp soit stable par 0.

La proposition entraîne immédiatement le corollaire suivant (cf. 0) :

COROLLAIRE 1.3.4. — S'oit H un quotient de Hgj tel que le noyau
de Hsj —> H soit stable par (f>. Alors H s'identifie au groupe des 0-
automorphismes du fondeur fibre uj^y restreint à la sous-catégorie tan-
nakienne de MFj^f^AO formée des D qui sont tels que le noyau de RD
contient celui de Hgj —^ H.

On note cette catégorie MFjj.
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1.3.5. Démonstration de la proposition. — La condition est évidemment
nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante. Soit donc H un quotient
algébrique de Hgj comme ci-dessus. Soit D un objet de MF^f^AQ tel
que le noyau de pr> soit contenu dans celui de p. Notons p le morphisme de
HD,SJ sur H et soit s un multiple des dénominateurs des pentes de D.

Tout d'abord, p provient par extension des scalaires de Qps à Ko
d'un morphisme de HD,S sur un groupe Hs. En effet, il est facile de voir
que, dans l'isomorphisme {HD^KO ^ ^D,sp l'action de o- sur {HD^KQ
correspond à celle de (f)8 o mt(i^D,s(p~1)) sur HD,S]- Le groupe Kerp est
stable par hypothèse par (f) et aussi par int(^s(j?)) puisque il est distingué
dans HD,S- II est donc stable par (j)8 o int^s^"1)), ce qui prouve bien que
p se descend à Qps. Nous notons encore p le morphisme de HD,S sur Hs.

On sait, d'après 3.11 de [DM82], que la catégorie RepQ ^(^D,s)
s'identifie à la catégorie tannakienne Qps -linéaire dont les objets sont
les couples { D ' ^ i ) formés d'un objet de MFp et d'un Qp-plongement L
de Qpa dans End(-D), les morphismes et 0-structures étant définis de la
manière évidente ([DM82] loc. cit.). On note MF.D s ^te catégorie. Plus
précisément, pour un tel (-D', //), on a une structure de Qps 0Qp Qps -module
sur ujs (^Qî los deux actions de Qps sur ujg {D') étant l'action définie par la
structure de Qps-espace vectoriel et celle définie par L. Pour tout t € Z/sZ,
on note ujgÇD^w le sous-espace vectoriel de ujs{D') formé des éléments x
de ujs{D') qui sont tels que i(\){x) = ^{X^x. Comme l'action de HD,S
sur ujsÇD^ commute aux deux actions de Qpa, le groupe H^^s laisse stable
les ujs{D')^\ Si à (D^i) on associe ^(.D')^], on définit un foncteur fibre
de ME.D s a valeurs dans Qps. Le groupe HD,S s'identifie au groupe des
(g)-automorphismes du fondeur fibre D' \—f ujs{D')^ ([DM82] loc. cit.).

Soit (P', L ' ) un générateur de la sous-catégorie tannakienne de MFp g
qui correspond aux représentations qui se factorisent à travers le noyau de p.
Il suffit, pour prouver la proposition de prouver que le noyau du morphisme
PD,D' (cf. 1.2) de HD,S sur Ho'.s coïncide avec celui de p. Pour t e Z/^Z
et g e HD,S^ on note pD,D'(9)[t} la restriction de pD,D'{.9) à ujs{D')^. Le
noyau de p est , par la définition de (D', ^), le noyau de g \—> p(g)[o}, celui de
PD,D' est l'intersection des noyaux des g i-̂  p(g)[t}î pour t e Z/sZ. Comme
(f)D' est cr-linéaire et commute à l'action de </(A) pour tout A e Qps, on
voit facilement que (f)D' envoie ù;s(D')^ sur ujs{D')[t^-i}- On voit alors que :
PD,D'((t>(g))[t+i\ = ^D' Q pD,D'{g}\t} °(t>D1' si t est l'^age dans Z/^Z de
n G Z, on a PD^D'WH} == 1(! si et seulement si p^"71^))^] = id. Comme le
noyau de p est stable par </>, on voit que l'on a bien que les noyaux de p et
PD,D' coïncident, ce qui prouve la proposition.
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1.4. Connexité du groupe Hsj.

PROPOSITION. — Le groupe Hsj est connexe.

Autrement dit ([DG70] chap. 3.3 n° 7), pour tout (çî), 7V)-module filtré
faiblement admissible D, le groupe algébrique -HD,SJ est connexe.

Remarque. — J.-M. Fontaine a prouvé que l'adhérence de Zariski
Hoal de l'image de l'inertie dans une représentation p-adique cristalline
est connexe ([Fo79] prop. 3.8.4). On peut prouver, en reprenant la
démonstration de J.-M. Fontaine, que ce résultat s'étend aux représentations
semi-stables. Comme, pour D admissible, le groupe HD,S] est une forme
intérieure de (HD^Q^KO^ on voit que la proposition ci-dessus est, sous
la conjecture Conj(/a => a)j<, une conséquence de la généralisation du
résultat de J.-M. Fontaine.

Démonstration de la proposition. — Puisque la composante neutre de
Hsj est stable par (j)^ on voit, avec le corollaire 1.3.4, qu'il suffit de prouver
que, si D est un objet de MF^?(0,7V) tel que pr> se factorise à travers
71-0 (Hsj), D est une somme directe d'objets isomorphes à l'objet unité. Mais
c'est clair, car pour un tel D, le morphisme VD du groupe connexe -D(Q)
dans HD est trivial, donc le (^-isocristal E(D) est bien isocline de pente
0. L'algèbre de Lie de HD est triviale donc ND = 0, et le groupe à un
paramètre de HD associé à un scindage de la filtration est trivial, donc
on a bien Fil°c<;sj(^)K = US]{D)K et Fil^sj^)^ == (0). Ceci prouve la
proposition.

1.5. Plus grand quotient abélien de H•sr

1.5.1. On sait que la catégorie CRJS^ des représentations p-adiques
abéliennes cristallines du groupe de Galois GK de K est engendrée par
les modules de Tate des groupes formels de Lubin et Tate associés aux
extensions finies E de Qp contenues dans K ([Se78] th. 5). Plus précisément,
pour chaque E^ la restriction à GK de la représentation p-adique du groupe
formel de Lubin et Tate associé à une uniformisante de E ne dépend pas
du choix de cette uniformisante; on la note VE- Si TE est la restriction
des scalaires à la Weil J?^/Qp(Gm), le Qp-espace vectoriel sous-jacent à
VE est muni d'une structure de ^-espace vectoriel de dimension 1 et on a
un caractère GK —> ^(Qp) = E" donnant l'action de Galois. Le groupe
des 0-automorphismes du fondeur fibre o;Gai qui à une représentation p-
adique de CRIS^ associe son espace vectoriel sous-jacent s'identifie au
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protore Tj<, TK = limr^, les morphismes de transition dans la limite
projective étant induits par les normes. La catégorie tannakienne CRIS^
est donc équivalente à la catégorie Repq (Tj<) des représentations linéaires
de TK dans les Qp-espaces vectoriels de dimension finie. Le fondeur
de Fontaine qui associe à une représentation p-adique cristalline V son
module de Dieudonné filtré D(V) définit une équivalence de CRIS^ sur
une sous-catégorie tannakienne MF^(0) de MF^f^). Le groupe des 0-
automorphismes de la restriction du fondeur fibre o;sj à MF^f^)) est une
forme intérieure de (TK^KO^ obtenue par torsion par le (T^)j<o-torseur
des 0-isomorphismes de (cjGai)xo sur l3' restriction de û^sj. Comme TK
est abélien, on voit que le groupe des (g)-automorphismes de o;sj, restreint
à MF^Çcf)} est canoniquement isomorphe à (TK)KO' O11 en déduit un
morphisme surjedif de Hsj sur (TK^KQ-

PROPOSITION 1.5.2. — Soit D un (0,^V) module filtré faiblement
admissible tel que -HD,SJ es^ abélien. Alors D est dans limage essentielle de
CRIS^ par le fondeur de Fontaine.

COROLLAIRE 1.5.3. — Notons H^ le quotient de Hsj par son
sous-groupe des commutateurs. Alors, Phomomorphisme naturel H^ —>
(Tj<)j<o est un isomorphisme.

Remarque. — Notons Eoo la plus grande extension algébrique de
Qp contenue dans K et PEoo/Qp l'ensemble des Qp-plongements de Eoo
dans Qp. Le groupe des caractères de TK s'identifie au groupe additif
des fondions localement constantes sur PE^/O? à valeurs dans Z. Soit
C le centre du quotient de Hgj par son radical unipotent. On a un
épimorphisme de C sur Tj^, et donc un homomorphisme injectif des
groupes des caractères : X*(Tj<) —>• X*(C). Par analogie avec [Se94] 7.3.4,
on peut se demander si cet homomorphisme induit un isomorphisme de
X*(C) sur X*(Tj<) 0 Q et donc si X*(C) s'identifie au groupe additif des
fondions localement constantes de PE^/Q? à valeurs dans Q.

Démonstration de la proposition. — Rappelons la description que
nous avons donnée dans [Wi91] du fondeur de Fontaine V i—^ D(V) =
(Bcris^V)01^ restreint aux représentations p- adiques cristallines abéliennes
de GK- Pour toute extension finie E de Qp contenue dans K, si m est
Phomomorphisme de Qp-espaces vectoriels E 0Qp E —> E qui à x 0 x '
associe xx' ^ notons IIE 1e groupe à un paramètre de TE défini sur E par
l'unique section de m qui est E- linéaire pour les actions à droite et à gauche
de E sur E (g)Qp E. (cf [Wi91] 1.7 où ^E est noté HE ). Notons UK le
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groupe à un paramètre de (TK^K limite projective des /^. Soit TTK une
uniformisante de K. Posons :

CTTX = NK/K^K^K)) € TK(KQ),

où NK/KO désigne le produit des conjugués dans le groupe abélien TK(K).
Si p : TK —^ GLy est une représentation de TK dans un Qp-espace
vectoriel V de dimension finie, on note D(p) le module filtré défini par :

- le JCo-espace vectoriel sous-jacent à D(p) est Ko 0Q Y;

- on a : (f)D{p) = (cr (g) idy) o p(c^) ;

- on a : A^(p) = 0 ;

- on a FiPa;sj(-D(^)) = ©^V^/, si ©^zVft: i est la graduation de
VK définie par l'action de ^K-

Alors, le fondeur ainsi défini de CRIS^ dans MF^?^) est isomorphe
au foncteur de Fontaine ([Wi91]) (nous avons pris ici la convention que ^K
correspond à l'inverse du groupe à un paramètre défini par la décomposition
de Hodge-Tate, ce qui explique certaines différences de signe avec [Wi91]).

Soit D un objet de MF^^AQ tel que HD^ est abélien. Il s'agit
donc de prouver qu'il existe une représentation linéaire p de TK tel que D
soit isomorphe à D(p).

Tout d'abord, la relation ND^D = P^oNo entraîne que ND envoie la
composante isocline de pente A de l'isocristal sous-jacent à D sur celle de
pente À — 1. Il en résulte que, si s est un multiple des dénominateurs des
pentes de D, on a ad(^,s(A))(A^) = À"5^ pour tout scalaire À. On a
donc bien ND = 0 puisque HD,S) est abélien.

Comme les groupes à un paramètre associés à deux (g)-scindages de
la filtration sont conjugués et que -HD,S) est abélien, la filtration sur MFp
est canoniquement scindée. Notons jio le groupe à un paramètre de HD^]
associé à ce scindage (1.2) (si D = D(p) pour une représentation p de T^-,
on a donc : /^p = p o /^). Posons :

CD,TTK = NK/Ko^D^K)) € HD^(KO).

Posons (f>D^K = ̂ ^D1^ et notons ^^W^K l'isocristal : (^W^D^K)-

LEMME 1.5.4. — U isocristal E(D)^^ est isocime de pente 0.

Démonstration. — La décomposition en composantes isoclines des
E{D')^^, pour D' de MFp. définit une 0-graduation de la restriction du
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foncteur fibre ù;sj à MFp, et donc, si on choisit un multiple du dénominateur
des pentes de E(D)^^^ elle définit comme au 1.1 un groupe à un paramètre
1̂  de -HD,SJ-

Les sous-espaces vectoriels sous-jacents à la décomposition en com-
posantes isoclines de E(D)^^ sont bien sûr stables par <Ï>D^K ' II8 sont aussl

stables par CD^K puisque CD^K et l'image de v^^ commutent, HD,S] étant
abélien. Comme 0p = (^D^K 0 CD,7^K^ us son^ aussl stables par 0p. Munis
de la restriction de (f)r> et la filtration induite de celle de D, ils définissent
des (^-modules filtrés. Pour tout rationnel À, on note D\ le sous-0-module
filtré de D ainsi défini. Il s'agit de prouver que D\ = (0) si À 7^ O.

Comme les images de y^^ et du groupe à un paramètre /^p associé
au scindage de la filtration commutent, les D\ sont aussi stables sous
l'action de ^D- II en résulte que le 0-module filtré D est somme directe
des (^modules filtrés D\. Comme D est faiblement admissible, on voit
immédiatement que les D\ le sont. Les entiers tîi(D\) et t^{D\) sont
égaux à un même entier que nous notons t\. On a : ^(A™^!^) =
^(A^DA) = *À. Puisque ^(A^PA) = t\, l'action de (J)D^K sur

^(A"1^!^) est x \—> (t>r\ma•^Dx^K/Ko{/KK)~txx). Comme la valuation p-
adique de N K / K Q ^ K ) est 1, on voit que la pente de Amax£l(I^Â)7^K est 0.
Comme par définition de D\, elle est égale à Àdim(Z7\), on a donc bien que
E(D)^^ est isocline de pente 0, ce qui prouve le lemme.

1.5.5. On voit alors que si à D' de MFp, on associe le Qp-espace
vectoriel des éléments de cjsj^') qui sont fixes par ( ^ D ' ^ K ' > on définit un
fondeur fibre de MFp à valeurs dans Qp ; on le note cj^ et on désigne par
HD^K 1e gî'ûûpe sur Qp de ses (g)-automorphismes. Le groupe algébrique
HD^K est <^onc une forme sur Qp de H D , S Î ' II en résulte que HD^K
est abélien et est le produit d'un tore TD par un groupe unipotent, tous
deux définis sur Qp. L'image de IID est contenue dans (T?)^. Comme TD
se déploie sur une extension finie de Qp contenue dans Qp, le corps de
définition E de IJLD est une extension finie de Qp. Elle est contenue dans K
puisque JJLD est défini sur K. Comme les images dans (TD^Q- des conjugués
de p,D sous l'action de GQ commutent, il existe un unique morphisme
de TE dans TD qui envoie ?,E sur /^. On voit immédiatement que si on
désigne par p la représentation de TK définie en composant : Tj< —> T^,
TE —^ TD —)> GLu/^ (D) 5 les 0-modules filtrés D(p) et D sont isomorphes.
Ceci achève de prouver la proposition.

Remarque 1.5.6.— Le groupe TK s'identifie au groupe des
0-automorphismes du foncteur fibre naturel o;Gai de CRIS^ (1.5.1). Si uj
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est un foncteur fibre sur Qp de CRIS^, le groupe de ses (8)-automorphismes
est une obtenu à partir de TK par torsion par le Tj<-torseur des
(g)-isomorphismes du fondeur fibre cjGai sur uj. Comme TK est abélien,
le groupe Aut0^) est donc canoniquement isomorphe à TK- Ceci est
en particulier vrai pour les fondeurs fibres ci;^. D'autre part, comme
<t>D = ^D^K ° °D^K'> on volt (lue l'action de (j) sur (TK^KO définie au
1.3.1 coïncide avec l'action naturelle de a sur (TK^KO-

1.6. Construction du foncteur fibre cc;c.

1.6.1. Soit H un quotient de Hgj tel que le noyau de Hgj —^ H soit
stable par <^, de sorte que H s'identifie au groupe des (g)-automorphismes du
fondeur fibre ù;sj, restreint à MFjj (corollaire 1.3.4). Soit c e H(Ko). Pour
tout D de MFjj, on note (f)D,c l'application cr-linéaire bijective de i^s](D)
dans lui-même : (f>D 0 pD{c~1). On note CH,O l'ensemble des c e H{Ko}
tels que, pour tout D de MFjj, le (^-isocristal (^;sj(^)î<^D,c) est isocline de
pente 0. Si H = ^D,sj? on désigne CH,O par Coft-

THÉORÈME 1.6.2. — II existe c G Hsj(-Ko) ^ Q"^ pour tout D de
MF^f^, N), le (f)-isocristâl (ci;sj(-D), <^D,c) est isocline de pente 0, autrement
dit CHsj,o Gst non vide.

Si c est comme dans le théorème, le fondeur qui à D associe le Qp-
espace vectoriel des éléments de ^S](D) fixes par 0£>,c est un fondeur fibre
de MF-^f^, N) à valeurs dans Qp ; on le note ujc- On a donc :

COROLLAIRE 1.6.3. — La catégorie tannakienne MF^f^, ^V) est neutre.

On note Hc le groupe des (g)-automorphismes de ujc ; le groupe Hc est
donc une forme sur Qp de Hgj (au sens de 0). La catégorie tannakienne
MF^?((^, N) s'identifie donc à la catégorie MF^?(0, N) des représentations
linéaires de Hc dans les Qp-espaces vectoriels de dimension finie ([DM82]
th. 2.11). Pour tout D, on note HD,C l'image de Hc dans GL^(^) ; le groupe
algébrique HD,C est donc une forme sur Qp de HD,S]-

Remarques 1.6.4. — 1) Soit TTK une uniformisante de K et c^^
l'élément de Tj<(JCo) défini dans la démonstration de la proposition 1.5.2.
Le lemme 1.5.4 montre que c^ est un élément de Cr^oî I8' preuve du
théorème montre qu'il existe c e Hsj(-Ko) d'image c^^ dans TK^KQ).
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2) Supposons CK = 1 {K = Ko). Soit D un 0-module filtré. Rappelons
([La80]) qu'un réseau M de UJ^{D) est fortement divisible si on a :

^ (^(p-^FirP H M)) = M.
z(EZ

G. Laffaille a prouvé que D est faiblement admissible si et seulement s'il
possède un réseau fortement divisible ([La80]). Dans [Wi84], nous avons
prouvé qu'il existe un (g)-scindage D ̂  Di de la (g)-filtration D \—^ (FiP-D)
(cf. 1.2.5) qui est compatible avec les réseaux fortement divisibles i.e. :

M = e (A n M)
i€Z

pour tout 0-module filtré faiblement admissible D et tout réseau fortement
divisible M de -D ([Wi84]). Soit H^/=o,sj le quotient de Hsj qui correspond
aux (^modules filtrés faiblement admissibles (sur Ko) et soit p, le groupe
à un paramètre de HTV=O,SJ défini par un tel <g)-scindage. Si D est un (/>•
module filtré faiblement admissible sur KQ, et si M est un réseau fortement
divisible de -D, on voit facilement que {(J)D ° p^p'1))^) = M, où p
est le morphisme de H^=o,sj sur HD,S] ; il en résulte que le (^-isocristal
(o;sj(^),0D 0 p(f^(p~1))) est isocline de pente 0. On voit donc que p.(p) e
^H^o.s^O-

3) Les remarques 1) et 2) montrent que pour les (^-modules filtrés
D qui sont définis sur KQ ou qui sont tels que HD,S] est abélien, il existe
c C CD,O vérifiant une propriété particulière vis-à-vis de la filtration. Nous
ignorons si l'on peut imposer un tel lien entre c et la filtration dans le cas
général.

4) La démonstration qui suit est inspirée de [Ko84] lemme 1.4.9.

Démonstration du théorème. — Soit c^ l'élément de T^(^fo) défini
dans la démonstration de la proposition 1.5.2. Prouvons qu'il existe un
élément de Hgj (-Ko) ç^i vérifie les conclusions du théorème et dont l'image
dans T^ÇKo) est c^.

Notons Hred le quotient de Hsj par son radical unipotent et S
le groupe des commutateurs de Hred- Donc, Hred est le groupe des
0-automorphismes du foncteur fibre o;sj restreint à la sous-catégorie tanna-
kienne de MF^(^, N) formée de ses objets semi-simples. Supposons prouvé
qu'il existe Cred ê C'Hred,Oî d'image c^ dans Tj<(JCo). Alors, le théorème
en résulte facilement. En effet, tout d'abord, comme un torseur sous un
groupe unipotent est trivial, Hgj (-Ko) —'• Hred (-Ko) est surjectif. Soit alors c
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un élément de Hsj(J^o) d'image Cred dans Hred(^o). Comme un 0-isocristal
est isocline de pente 0 si et seulement si son semi-simplifié l'est, on voit
facilement que c ç CH^O (et son image dans Tj^(^o) est bien c^).

Prouvons l'existence de Cred-

Soit A l'ensemble formé des couples (H\,c\) où :

- 1) H\ est le quotient de Hred par un sous-groupe distingué Ker\ de
S qui est connexe et stable sous l'action de (f> (comme le centre C de Hred
s'envoie sur Tj<, on voit que K€T\ est aussi distingué dans Hred) ;

- 2) c\ e CH^.Q et l'image de c\ dans Tj<(J^o) est c^.

On munit A d'une structure d'ordre en disant que A' ^ A si Kery C
Kei\ et CY a pour image c\ dans H\{KQ).

L'ensemble A est inductif. En effet, si A' C A est un sous-ensemble
totalement ordonné, le couple formé de H\^ = lim (H\) et de Coo e

AeA7

H\^{Ko) défini par les c;\, A e A', est un majorant de A'. La seule chose
qui n'est peut-être pas évidente est que D Ker^ est connexe. Mais, si AXÇ.A'
est l'algèbre affine de (S)-^- et, pour tout A e A', si I\ est l'idéal de A formé
des fonctions qui s'annulent sur (KeT\)-^-, l'algèbre affine de {H\^)-^ est
A/ U I\ et on vérifie immédiatement que cette algèbre est intègre puisque

ÀÇA

les algèbres affines A / I \ le sont.

Soit alors (H\,c\) un élément maximal. Le théorème sera prouvé si
l'on prouve que H\ = Hred-

Sinon, il existe un quotient H de Hred et vérifiant :

1) On a Ker(Hred -^ H) C Ker(Hred -^ H),), de sorte que Hx
s'identifie à un quotient de H ;

2) le noyau du morphisme Hred —^ H est connexe et stable sous
l'action de (f) ;

3) le noyau S du morphisme H —> H\ est algébrique et -^ {1}.

En effet, il est clair qu'il existe H\ vérifiant ces propriétés sauf peut-
être la connexité du noyau de Hred —> H^. Pour un tel ffi, le groupe
fondamental de Si = Ker(7Ji —^ H\) est fini, et on voit facilement que le
quotient H de Hred par la composante neutre de Ker(Hred -^ Hi) vérifie
les propriétés ci-dessus. Il suffit, pour prouver le théorème, de montrer qu'il
existe c ç CH,O, d'image c\ dans H\(Ko).
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Tout d'abord, comme Ker(Hred -^ H) est connexe, S l'est. D'après
un théorème de Steinberg ([St65]), un espace principal homogène sous 5'
défini sur Ko est trivial. Ceci implique que H(Ko) -^ Hx(Ko) est surjectif.
Soit co un élément de H (Ko) d'image ÇA dans H^(Ko).

Pour D de MF^, on pose 0D,co = <t>D o PD^) (cf. 1.6.1). Soit
^(co) le morphisme de D(Q) dans Jf qui est défini par les décompositions
en composantes isoclines des </>-isocristaux (D.ç^o) pour D de MF^
(cf. 1.1 : nous avons employé la notation ^o) Pour distinguer ce que nous
avons appelé ^o dans un contexte légèrement différent). Comme, si po
se factorise à travers ̂ , le ^isocristal (A<^,co) est isocline de pente 0,
l'image de y^o) est contenue dans S. Comme S est algébrique, il existe
un entier s tel que v^ se factorise à travers le caractère Os de D(Q)
qui correspond à s~1 ç Q. Notons v^, le groupe à un paramètre tel
que ̂  = y^, o a, (cf. 1.1). Les ^-isocristaux (^,0^ o ̂ ca)s(p~1))
sont isoclines de pente 0. Si à D de MF^, on associe le Qp^espace vectoriel
ujco,s(D) formé des éléments de ^sj(-D) qui sont fixes par ç^ ^ oy(co}s(p~l),
on définit un foncteur fibre de MF^ défini sur Qps. Le groupe Jf(co)3 des
0-automorphismes de ce foncteur fibre est une Qps -forme de H. Notons
(f>co l'action sur H définie par les 0D,co^ pour D de MF^, autrement dit ^co
est le composé </)oint(co-1) de l'action de </> (1.3) et de int(co-1). L'action de
a8 x id sur H = Ko XQ^ ̂ ,^, est ̂  oint(^),(p-1)). On voit alors que
5, qui est stable par 0 et est distingué dans le quotient H, est stable par
(ï8 xid et donc provient par extension des scalaires de Qps à Ko d'un groupe
défini sur Qps ; on le note S^s' Quitte à remplacer s par un multiple, on
peut supposer que S^s est résiduellement déployé ([Ti79] 1.8).

Comme le groupe Sç^s est supposé résiduellement déployé, l'im-
meuble de 5'(co)s(Qpnr) possède une chambre stable sous l'action de
Gal(Qpn,/Qps) ([Ti79] 1.10.2). Soit C une telle chambre. Notons Iw le
sous-groupe d'Iwahori de S^)s(Qp^) qui est défini par la chambre C (fTi79l
3.7).

Comme les ^co,s(D) sont stables par les (^,co. on voit que 0co agit sur
^(co)^ et sur 5(co)5- Comme l'action de 0co sur S^o)s provient d'un isomor-
phisme de groupes algébriques de Sç^ sur -S^ = Qps x^S^, et que
les immeubles de 6^), et de "Sç^ s'identifient, ç^o agit sur l'immeuble
de S^s' En particulier, ((^^(Iw) est un sous-groupe d'Iwahori de
S(co)s(Qp-)' Comme les sous-groupes d'Iwahori de Sç^s(Qp-) sont con-
jugués ([Ti79] loc. cit.), il existe c' e <?co,.(Qp-) tel que (^J-^Iw) =
int^^Iw). Posons : c = C'-^CQ et prouvons que c convient. Comme
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(^o)- l(Iw)=mt(c /)(Iw),ona:

0c(Iw) = Iw.

Soit i/(c) le morphisme de D(Q) dans H qui est défini par les décompositions
en composantes isoclines des (^-isocristaux (D,<^c) pour D de MFjy. Il
s'agit de prouver que v^ est trivial.

Comme (f>D,co laisse stable (jco,s(D), que d ç S'(co)s(Qps) et aue

^c = ^co 0 mt^), on voit que <^c agit sur ujco,s{D) et donc sur
L^co,s(D) 0Qps Qpnr- Comme les décompositions en composantes isoclines
des isocristaux (D,<^c) proviennent, par extension des scalaires de
Qps à KQ^ de décompositions en composantes isoclines des isocristaux
(o;co, s{D\(f)D,c\ on voit que y^c} provient d'un morphisme de D(Q) dans
Hçco^s défini sur Qps.

Comme ci-dessus, on voit que l'image de ^(c) es^ contenue dans 5'.
Soit 57 un entier multiple des dénominateurs des pentes de des (^-isocristaux
(ujco,s(D)^(l)D,c)^ pour D de MFj^. Notons ^çc)s' 1e groupe à un paramètre
de 5' tel que ^(c) = ^^s' 0 a s ' ' Pour D dans MFjj, désignons par uj(c\s'{D)
le Qps/-espace vectoriel des éléments de ^co,s(D) 0Qps Qpnr qui sont fixes
par (f)^ cO^^s'iP'1)- Désignons par H^s' 1e groupe des (g)-automorphismes
du foncteur fibre ujc.s' et par S^s' là forme sur Q s ' de S qui est un sous-
groupe défini sur Q s ' de H ç ^ s ' -

L'immeuble de Sçco)s{Qp3) s'injecte dans celui de Sçco)s(Qpnr)' Comme
5(co)s es^ résiduellement déployé, la chambre C s'identifie à une chambre de
l'immeuble de S^)s(Qpnr) ([Ti79] 1.10.2). Il résulte de [Ro] propositions
2.3.5 et 2.3.9 que les immeubles de S'(co)s(Qpnr) et Sçco)s(Qpnr) s'identifient
et donc C s'identifie à une chambre de l'immeuble de Sçco)s(Qpnr)' De même
les immeubles de Sç^s' (Qpnr) et S^s'ÇQpnr) s'identifient et C s'identifie à
une chambre de l'immeuble de Sç^s'ÇQpnr)' Quitte à remplacer s/ par un
multiple, on peut supposer que Sçc^s' est résiduellement déployé et que
la chambre C s'identifie à une chambre de l'immeuble de ^(^'(Qp^).
Notons Iw' l'Iwahori de Sç^s'ÇQps') défini par cette chambre. Comme
l'isocristal (ujco,s(D) 0Qps Qpnr?0D,c) provient par extension des scalaires
d'un isocristal d'espace vectoriel sous-jacent ujc,s'{D\ les actions de (f>c et
de a8 sur S = (Sç^s^Ko commutent. Il en résulte que 0c agit sur S ^ s ' -
Comme 0c(Iw) = Iw, on a : (f)c(ïw') == Iw'. Comme a8'^Iw') = Iw' et que
0^ = a 8 ' oint(^(c)s/(p)), on en déduit que int^c^O^Iw') = Iw'. Comme
l'action de Sç^s^Qps') sur son immeuble est propre (2.2 de [Ti79]), il en
résulte que les ^(^(p)71 forment un sous-groupe borné de 5(c)s/(Qps/).
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II est alors facile de voir que v^s' est trivial. En effet, comme
les isocristaux {uj^^s (D) 0Q^ QpnnÇ^c) proviennent par extension des
scalaires d'isocristaux d'espaces vectoriels sous-jacents ujc^ÇD), le groupe
à un paramètre y^s' provient par extension des scalaires de Q ,/ à Ko d'un
groupe à un paramètre de S^/. Soit alors T un tore maximal déployé de
S^s' contenant l'image de y^)s' et A l'appartement associé. Soit {^} une
base du groupe des caractères de T. Alors v^}s' (?) agit sur A par translation
par le vecteur de coordonnées les inverses des valuations des Xi{^(c)s'{p))
(1.2 de [Ti79]). On voit donc que, si les y^s'W , pour n ç Z, forment
un sous-groupe borné de S{Ko), on doit avoir {^, ̂ ,5) = 0 pour tout i et
donc ^(c)s/ est trivial, ce qui achève de prouver le théorème.

2. (0, AQ-MODULES FILTRÉS FAIBLEMENT
ADMISSIBLES ET ISOGÉNIES

2.1. Rappels sur le groupe fondamental d'un groupe
algébrique linéaire ([Bo89], [Bo96]).

Soit E un corps de caractéristique 0 et soit ~Ë une clôture algébrique
deE.

Soit H un groupe algébrique linéaire connexe sur ~Ë. On note TT^ÇH)
le groupe fondamental de H (à la Grothendieck, et avec comme point base
l'identité de H) et Hsc le groupe (proalgébrique) «revêtement universel»
de H. On a une suite exacte :

l - ^ 7 r , ( H ) ^ H ^ ^ H ^ L

Le groupe Tr^H) est un groupe profini abélien, contenu dans le centre
de lise' Si H ' est un groupe algébrique linéaire connexe sur ~É et si
a : H ' —^ H est une isogénie (centrale puisque H ' est connexe), on a un
unique morphisme de groupes algébriques Hsc -^ H ' rendant commutatif
le diagramme :

^sc -^ H1

idi [

^sc —— H.

Les morphismes H^ -^ H ' sont surjectifs. Les (H^a) comme ci-dessus
forment de la manière évidente un système projectif et Hsc s'identifie à
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la limite projectif des H1', et Tr-t(H) s'identifie à la limite projective des
groupes finis Ker a.

Soient Hred le quotient de H par son radical unipotent, 5 le groupe
des commutateurs de I^red et fige le revêtement simplement connexe de
S. Soit T un tore maximal de H-r-, et notons Tsc son image réciproque
dans 6sc. Notons X^(T) et X^(Tsc) les groupes des cocaractères de T et
Tgc respectivement. L'homomorphisme naturel de X^(Tsc) dans X^(T) est
injectif, et son image est le réseau Q{R^) des poids radiciels du système de
racines dual de H relativement à T. On pose ̂ (H) = X^(T)/Q(R^) («71-1
algébrique»). Cette définition ne dépend pas du choix de T. En effet, si T '
est un autre tore maximal de H^ pour g € H(E) tel que Int(^)(T) = T',
Pisomorphisme de X^(T)/Q sur X ^ ( T ' ) / Q ' induit par Int(^) ne dépend
pas de g , comme on le voit facilement en remarquant que le groupe de
Weyl agit trivialement sur X^(T)/Q(R^). On a un isomorphisme naturel
du complété profini tordu lim TT^ (H) (^i p,n(E) sur ^^{H) (^n(^) désignant

n _
le groupe des racines n-ièmes de l'unité de E). On a en particulier que le
morphisme H —^ Hred induit un isomorphisme sur les 71-1.

Soit ^ un groupe à un paramètre de H. Pour T tore maximal de
H-^ contenant l'image de ^ l'image de p, dans ^(H) = X^(T)/Q(R^)
ne dépend pas du choix de T. En effet, si T ' est un autre tore maximal
de H contenant l'image de /^, les tores T et T ' sont conjugués par un
élément g du centralisateur de p, dans Jf, et l'isomorphisme de X^(T)/
QÇR^) sur X^(T')/Q\R^) induit par int(^) envoie bien l'image de ^ dans
X^(T)/Q sur celle dans X ^ ( T ' ) / Q 1 ' . On note p. cette image. Comme les
tores maximaux de Hr-j sont conjugués par automorphismes intérieurs, on
voit que /2 ne dépend que de la classe de conjugaison de /^. Si C est une
classe de conjugaison de groupes à un paramètre de Jf, on pose C = /^,
pour un quelconque p, € C.

Supposons maintenant H défini sur E. Soit GE le groupe de Galois
de E / E . Le groupe GE agit de manière naturelle sur 71-^(17^) et Ti-i^-g).
Il agit de manière naturelle sur (H-^)sc et on voit donc que (H-^)sc provient
de manière naturelle d'un groupe sur E. On le note fisc', le morphisme
(ffsc)-E —^ H-^ est défini sur E. On voit donc que si H ' est une groupe
algébrique linéaire connexe et si a : H ' —> H-^ est une isogénie, H ' et a
proviennent par extension des scalaires de E h E d'un groupe algébrique
linéaire HE et d'une isogénie OLE si et seulement si le noyau du morphisme
TI-I (fZ-^) —> Ker (a) est stable par GE-, et si c'est le cas, HE et OLE sont
uniquement déterminés.
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Plus généralement, si A est un groupe d'automorphismes de E qui
laissent stables E, et si l'on a une action de A sur Hr-. (i.e. , pour tout
a e A, on a un isomorphisme de H-^ sur a(H-^) = E x^-g AT-^, ces
isomorphismes vérifiant les conditions de descente habituelles), on a des
actions de A sur les groupes ̂ \{H-^) et Tr^^-g), et Pisomorphisme 71-1 (7:7^-)
sur le complété profini tordu de ^^{H-^) est compatible aux actions de
A. Les automorphismes intérieurs de H agissent trivialement sur les 71-1 ;
c'est clair pour Tri(^f-g) puisque toute isogénie a : H ' —^ H-^ de H '
connexe vers H-^, est centrale, et pour Tr^^jFf-^) car les isomorphismes
qui permettent d'identifier les différents quotients X^(T)/Q(R^) sont la
restriction d' automorphismes intérieurs.

2.2. Enoncé des résultats.

DÉFINITION 2.2.1. — Soit D un {(f), N)-module filtré faiblement ad-
missible. Soit H ' un groupe algébrique connexe sur KQ et a une isogénie
de H ' sur HD,S], définie sur Ko. On dit que ( H ' ^ a ) provient d'un
(0,7V)-module filtré faiblement admissible (sur K) s'il existe D' de
MFj^f^AQ, dominant D (cf. 1.2) et un isomorphisme i de HD^S] sur H '
tels que aoi soit le morphisme naturel de H D ' , S ] sur HD^-

Avec la proposition 1.3.4, on voit que (H^o) provient d'un (<^,A^)-
module filtré faiblement admissible si et seulement s'il existe un morphisme
p ' : Hsj —> H ' tel que a o p ' = p^ et dont le noyau est stable sous l'action
de (f). Comme Hgj est connexe, on voit que si p ' existe, p ' est unique.

Soit W(K/Qp) le groupe des automorphimes de K qui induisent sur
KQ une puissance entière du Frobenius a. D'après le numéro précédent,
l'action de 0 sur H (1.3) définit une action de W{K/Qp) sur TT^ÇH-^) et
7Ti(^Z^-). Soit D un (</>, 7V)-module filtré faiblement admissible. Si c e CD,O
(1.6), les 71-1 pour H-r^ et pour (HD c)n s'identifient. Comme l'action de-lv ' ^p
4>D,c sur HD^S est (^oint^"1), et que les automorphismes intérieurs agissent
trivialement sur les 71-1, on voit que l'action de W{K/Qp) sur les 7ï-i de
H-^ est compatible avec les actions de GQ^ sur les 71-1 des (HD^Q • En
particulier, Tr^^Tî^-) et ^\{H-^) sont munis d'une action naturelle de GQ^.

THÉORÈME 2.2.2. — Soit D un {(f),N)-module filtré faiblement ad-
missible (sur K). Posons H = HD,S]' Soit H ' un groupe algébrique connexe
sur KQ et a une isogénie de H ' sur H. Alors, pour que (H\a) provienne
cTim (</>, N)-module filtré faiblement admissible, il faut et il suffît que les
conditions suivantes soient vérifiées :



PROPRIÉTÉS DU GROUPE TANNAKIEN DES STRUCTURES DE HODGE 1311

- a) Ti-i (Jf—) C Ti-i (Jf^-) est stable sous Faction de Gqp,

- b) si p. est un élément de la classe de conjugaison CD des groupes à
un paramètre de H-^ qui sont associés à un <S>-scindage de la filtration de
D (cf 1.2.5), fi se relève en un groupe à un paramètre de ff'.

Remarques. — 1) Soit c ç CH,O' Alors, comme on le voit facilement
avec le 2.1 et le 2.2.1, la première condition équivaut à ce que H/ et a
proviennent par extension des scalaires de Qp à KQ d'un groupe H^ sur Qp
et d'une isogénie de Oc de H^ sur Hc définie sur Qp.

2) II est clair que la condition b) ne dépend pas du choix de u.

3) On voit que , si K ' une extension finie de K contenue dans Jf, et
si (H^a) provient d'un (0, ^V)-module filtré sur K ' ^ alors (H^a) provient
d'un (0,7V)-module filtré sur K.

2.2.3. Soient ai : H[ —> H et 02 : H^ —> H deux isogénies qui
proviennent de (0, A^-modules filtrés faiblement admissibles D\ et D^. Soit
H^ le quotient de Hsc par Ker a\ n Ker 02 et 03 l'isogénie de H^ sur H.
Alors, (ffs.Qis) provient de D[ Q D^. Passant à la limite projective, il en
résulte l'existence d'un groupe lîmax avec un morphisme Omax '- -^max —)> H ,
limite projective d'isogénies, tel que a : H ' —> H provient d'un (0,7V)-
module filtré faiblement admissible si et seulement si on a un morphisme
'H '- -^max —^ I I ' vérifiant Omax = û o 77 et dont le noyau est stable sous
l'action de GQ^ .

PROPOSITION. — Le morphisme Omax est une isogénie.

De manière analogue à [Se94] n. 11, on dit que D est maximal si
Hma^ = H-, on voit que tout (çî>, JV)-module filtré faiblement admissible
D est dominé, au sens de 1.2, par un (</>, 7V)-module filtré faiblement
admissible maximal D' et P D ' , D ^st une isogénie.

2.3. Démonstration des résultats.

Démonstration du théorème. — Les conditions a) et b) sont évidemment
nécessaires. Il s'agit de prouver qu'elles sont suffisantes.

Soit donc (H^a) vérifiant les hypothèses a) et b) du théorème; il
s'agit de prouver que (JT, a) provient d'un (0,7V)-module filtré faiblement
admissible D ' . On se ramène facilement au cas où H est réductif. En effet,
soient ^fred et H^ les quotients de H et H ' par leurs radicaux unipotents
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respectifs, et soit Ored Pisogénie H^ -^ JZred qui se déduit de a par passage
aux quotients par ces radicaux unipotents. Alors, si (H^Ored) provient
d'un (çî), 7v)-module filtré faiblement admissible Di, alors on voit facilement
que { H ' , a) provient de D C -DI, ce qui prouve le théorème dans le cas
général. On suppose désormais H réductif.

Soient S le groupe des commutateurs de H et H^ le quotient H / S .
On a la suite exacte :

1 ̂  7Ti(^) ̂  7Ti(^) ̂  7T,(Hp -^ 1.

Soit Y = TTi(^) c Tri (JE/^). Posons ri = y +7ri(S^). Soit H^ le quotient
de iïsc par Fi. Notons ai et 02 les isogénies H^ —> H et H ' —^ H\
respectivement. On voit immédiatement que (Jfi, ai) vérifie les hypothèses
du théorème et que :

- si H^ est le quotient de H^ par son groupe des commutateurs,
H\ —> H Xj^ab Hf° est un isomorphisme ;

- le noyau de 0-2 est inclus dans le groupe des commutateurs 5' de H ' .

LEMME 1. — L'isogénie ai provient d'un {(f),N)-module filtré faible-
ment admissible.

Démonstration. — II suffit de prouver que TT^ : H^° —^ H^ provient
d'un (0,7V)-module filtré faiblement admissible. Soit TTK une uniformisante
de K et soit H^ la forme sur Qp de H^ définie par le fondeur fibre
uj^^ restreint à MFjjab (1.5.5). On sait que TK s'identifie au groupe des
(g)-automorphismes du fondeur fibre uj^^ de la sous-catégorie MF^(^)) de
MF'^'Ç^.N} formée des D tels que HD,S] est abélien (remarque 1.5.6). Soit
TK —> H^ le morphisme correspondant au fondeur naturel de MFj^ab
dans MF^(<^). Soit E une extension finie de Qp contenue dans K^ telle
que le morphisme TK —> H^ se factorise à travers TE. Si ^ est un groupe
à un paramètre de HK appartenant à CSco i'e. qui scinde la filtration du
fondeur fibre o;sj de MF^ (1.2.5), son image /^ab dans H^ coïncide avec
celle de /^. Comme, d'après la condition b) du théorème, ^ se relève à
= Jfi, /^ab se relève à H^. D'autre part, l'image de Y dans TT^H^) est
stable sous l'action de C?Qp. La remarque 1) suivant l'énoncé du théorème
donne que que H^ et a^ proviennent par extension des scalaires de Qp
à Ko d'un tore {H^\^ et d'une isogénie Trf^ définis sur Qp. Comme
^ se relève à jHi, il résulte alors de la propriété universelle de TE que
TE —^ H^ se relève selon a^q en un morphisme TE —^ H^Q . On voit
que le morphisme TK —> H^ se relève en un morphisme TK —> H^ dont
le noyau est stable sous l'action de (j) et ceci prouve le lemme.
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II est alors clair que a^ vérifie les conditions du théorème. On peut
donc supposer que a = 02 autrement dit que le noyau de a est contenu
dans 5", ce que nous ferons désormais.

LEMME 2. — II existe c ç. CH,O oui est dans Pimage de H'ÇKç)) par a.

Démonstration. — Comme, d'après un théorème de R. Steinberg
([St65] th. 1.9), on a : ^(Ko.H^Ko)) = {1}, et on a une suite exacte
de groupes ([Se73] chap. 1 n° 5.7) :

H^Ko) -^ H(Ko) -^ H\Ko,Kera(K)) -^ 1.

Notons 6 Phomomorphisme : H{KQ) —>- ^{KQ^KeraÇK)). Il s'agit de
prouver qu'il existe c e CH,O tel que 6(c) = 1. D'après le théorème 1.6.2,
CH,O est non vide; soit ci e CH,O- Posons ffci = ^D,ci et soit 5ci le groupe
des commutateurs de Hc^, de sorte que 5ci est une forme sur Qp de S. On
sait d'après la remarque 1) suivant le théorème à prouver que H ' et a
proviennent par extension des scalaires de Qp à KQ d'un groupe H^ et
d'une isogénie a^ : H^ —^ f/ci définis sur Qp. Si nous pouvons trouver
C2 ^ Sc^{Ko) de pente 0 (cf. 1.1) tel que 6(c^) = ^(ci), c = c^Ci convient :
en effet, alors (J)D,C = 0D,ci ° ^2 est bien isocline de pente 0. Comme le
noyau de a est contenu dans 5', on voit donc que le lemme 2 résulte du
lemme 3 suivant :

LEMME 3. — Soient S et S/ deux groupes semi-simples sur Qp et a
une isogénie de S/ sur S définie sur Qp. Pour tout h € ^(Ko^KeraÇK)),
il existe c e S{Ko) de pente 0 (au sens de 1.1) damage h dans
H\K^KeïaÇK)).

Démonstration. — D'après un résultat de M. Kneser ([Kn65]), S
possède un tore maximal T qui est défini sur Qp et anisotrope. Soit Tf

l'image réciproque de T dans 5". Comme H^{KQ,T'{K)) = {1} ([Se68]
chap. 10 cor. prop. 11), on a la suite exacte :

T\Ko) -^ T(Ko) -^ H\Ko,Kera(K)) -^ 1.

Il existe donc c 6 r(J<"o), d'image h dans ^{Ko^KerÇK)). L'homomor-
phisme Vc (cf. 1.1) se factorise à travers T et est défini sur Qp ([Ko85]
4.4.3) : il est donc trivial ce qui prouve que c est bien de pente 0, i.e. le
lemme 3, et achève donc de prouver le lemme 2.

Montrons le théorème. Soit c ç. H(Ko) comme dans le lemme 2 et
c' ç. H'(Ko) tel que a(c') = c. Soient H^ et Oc les formes sur Qp de H '
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et a telles que a : H ' —>• H provienne par extension des scalaires de Qp à
KQ de Qc : îî'c —>> H.c (remarque 1) suivant l'énoncé du théorème). Soit ^
un groupe à un paramètre de SCD (1.2) i.e. ^ est défini par un scindage
de la filtration de MFp (il est défini sur K) et soit p! son relèvement à
H ' . Comme ce relèvement est unique, il est aussi défini sur K. Pour chaque
représentation linéaire p de H^ dans un Qp-espace vectoriel V de dimension
finie, nous définissons un (0, 7V)-module filtré D(p) par :

-û;sj(W)=^o;

- <t>D{p) = (cr (g) id) o p(c') ;

- la filtration de ù;sj (DÇp))^ = VK est la fitration décroissante associée
à l'action de p o // sur VK ;

- NDÇp) est l'image dans End(VKo) de N e Lïe(H) ̂  Lie(J:f/).

Le lemme suivant entraîne le théorème :

LEMME 4 (B. Totaro). — Les (0, N) -modules filtrés D(p) sont faible-
ment admissibles.

Démonstration. — C'est le cas si p se factorise à travers Kera,
puisque D(p) est alors un objet de MFp. Comme on a supposé H réductif
et qu'une somme directe de (0,7V)-modules filtrés faiblement admissibles
est faiblement admissible, il suffit de démontrer le lemme quand p est
irréductible, ce que nous supposerons désormais.

Tout d'abord, on a : t-H_(D{p)) = t-^(D(p)). En effet, soit m un annu-
lateur de Kera. Le caractère donnant l'action de HQ sur (/^^p)'^771 ge
factorise à travers Kera, et donc D^A"^?)0771) est faiblement admissible.
On a donc :

^((A^)0771)) = ̂ (^((A^p)0771)),

d'où mtîî(D(p)) = mt^(D(p)), et on a bien : tîi{D(p)) = t^(D{p)).

Reste à prouver que, pour tout sous-espace vectoriel V de ujss(D(p))
qui est stable par 0 et 7V, on a : t-a(V) ^ t^(V). Posons t(V) = tî-i(V) —
t^(V) et soit ^max la- valeur maximale atteinte par t(V) = tï{(V) —t^(V). Il
s'agit de prouver que ^max ^ 0. On a, parmi les V avec t{V) = ̂ max? un plus
grand sous-espace vectoriel, que nous noterons V\ (c'est le plus petit sous-
espace vectoriel de la filtration de Harder-Narashimhan du (0,7V)-module
filtré -D(p), [Fa94] 2). Soit E le centre du commutant de p. Comme on a
supposé p est irréductible, c'est une extension finie de Qp. La représentation
linéaire 0^p se factorise à travers a , et donc D(<^p} est faiblement
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admissible. Comme les éléments de E agissent sur a;s](D(p)) comme des
endomorphismes de D(p)^ ils laissent stables Vi. Soit alors Vz le sous-espace
vectoriel de o;sj(^(0^p)), produit tensoriel, sur E^^KQ^ de V\ et de m—1
copies de u;s](D(p)) :

V2 = V^^ÇD(p)) (S ) . . . 0û;sj(^(p)).

On voit facilement ([Fa94] lemme de 2) que l'on a :

W/dim^) = t(V,)/dim(V,) + (m - l)t(D(p))/dïm(D{p)).

Puisqu'on sait déjà que t(D(p)) •==- 0, on voit que tÇV^) /'dim(V2) == t(V^)/
dim(Vi). Comme D^^p) est faiblement admissible, on a tÇV^) ^ 0 et donc
t(V\) = ^max ^ 0, ce qui prouve bien que D(p) est faiblement admissible.
Ceci prouve le lemme et achève la démonstration du théorème.

Démonstration de la proposition. — Soit H ' un groupe algébrique sur
KQ et a une isogénie de H ' sur H. On voit immédiatement que p. se relève
à H ' si et seulement si l'image de TT^ ë(H—) dans TT^ ̂ (H-^) contient l'image
]i de p, dans TT^ÇH-^) (2.1). Soit Y le sous-groupe de 'K^{H-^] engendré
par les T/^, pour r décrivant GQ^. Il résulte du théorème 2.2.2 que I^max
est le quotient du revêtement universel Hsc de H par Y et qu'il s'agit de
prouver que Y est d'indice fini dans TT^ÇII-^). Soit Hred IG quotient de H
par son radical unipotent, S le groupe des commutateurs de Hred et H^
le quotient H ^ e d / S . Comme on a la suite exacte ([Bo89] lemme 1.5) :

1 _ ̂ (^) ̂  TT^^) -. TT l̂!?) - 1.

et comme 71-^(5^-) est fini, on voit qu'il suffit de prouver que l'image de Y
dans Tr^ÇH^) est d'indice fini. Comme les tores TE du 1.5 sont engendrés
par les images des groupes à un paramètre T/^, pour r € GQ^, le tore
H^ est engendré par les images des conjugués, sous l'action de GQ^ de
l'image de ^ dans H^. Il en résulte que l'image de Y dans TT^ÇII^) est
bien d'indice fini. Ceci prouve la proposition.

3. SIMPLE-CONNEXITÉ DE LA PARTIE
SEMI-SIMPLE DE Hsj

3.1. Enoncé du théorème.

Soit S le quotient du noyau de Hgj —> H^ (cf. 1.2.2) par son radical
unipotent. L'objet du paragraphe 3 est de prouver le théorème suivant :
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THÉORÈME 3.1.1. — Le groupe S est simplement connexe, autrement
dit est produit de groupes algébriques simples simplement connexes.

Pour tout D de MF-^^, N), notons Sjr^sj le groupe des commutateurs
du quotient de -HD,S] par son radical unipotent. Le théorème résulte
clairement du théorème suivant :

THÉORÈME 3.1.2. — Soit D un (çî), N) -module filtré faiblement ad-
missible. Alors il existe un (<^, N)-module filtré faiblement admissible D1',
dominant D, et tel que S D ' , S ] soit simplement connexe et que PD,D' induise
une isogénie de SD^S] sur SD,S]-

Remarque. — On prendra garde qu'un (0, A^-module filtré faiblement
admissible D peut être maximal, au sens de 2.2.2, sans que la partie
semi-simple de -HD,SJ soit simplement connexe, et donc, dans le théorème
3.1.2, on ne peut pas imposer en général que PD,D' est une isogénie. En
voici un exemple. Il résulte du 3.4.1.2 de [Wi84] que si H est un groupe
algébrique absolument simple sur Qp et C une classe de conjugaison de
groupes à un paramètre qui est définie sur Qpnn il existe un 0-module
filtré faiblement admissible D sur KQ avec un isomorphisme de H^o sur
HD,S] qui envoie C sur CD- Si C ne se relève selon aucune isogénie non
triviale H ' --> H définie sur Qp, alors D est maximal; H peut ne pas
être simplement connexe. Par exemple, on peut prendre pour H le groupe
spécial orthogonal S On pour n ^ 3 et pour C une classe de conjugaison de
groupes à un paramètre qui est définie sur Qpnn et qui ne se relevé pas au
groupe spinoriel (condition équivalante : si m^ est la dimension du sous-
espace propre de poids i de u. G C dans la représentation standard, l'entier
S ̂ i+i est impair). Il n'est pas difficile de prouver que D est dominé par
i^o
un (^-module filtré faiblement admissible D/ tel que H D ' , S ] est isomorphe
au groupe des similitudes spinorielles.

3.2. Démonstration du théorème.

Elle s'appuie sur la proposition suivante.

PROPOSITION 3.2.1. — Soient E un corps et F une extension de E ; on
suppose que F est un corps parfait. Soient H un groupe réductif connexe
sur E et p.: Gm —> Hp un groupe à un paramètre de H défini sur F. Alors,
il existe H ' et // comme H et /^, et un morphisme f de H ' dans H, défini
sur E et vérifiant :
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— la restriction de f au sous-groupe dérivé 5" de H' est une isogénie
centrale ([BT72]) du groupe dérivé S' de H sur le groupe dérivé S de H ;

— Sf est simplement connexe ;

— on a : f o // = /^.

Démonstration. — Soit F une clôture algébrique de F, et soit Es
la clôture séparable de E dans F. Soit T un tore maximal de HE^ et B
un sous-groupe de Borel de HE^ contenant T. Soit (X,Y,J?,a i—^ a^B)
le système de racines muni de sa base B_ associé à (T^B). Il ne dépend
pas, à isomorphisme unique près, du choix de (T,B) ([LIE] Chap. 8
§ 5 n. 3, Remarques). Le groupe de Galois GE = Gol(Es/E) opère sur
(X,y,fi,a ^ û^B). Notons P{R) (resp. Q(R)) le réseau des poids
(respectivement des poids radiciels) de R. Soient C le centre de H^ C° la
composante neutre de C, et X(C°) le groupe des caractères de C-. Soit fisc

.c/
le revêtement simplement connexe de S. L'isogénie Ssc x C° —> H permet
d'identifier X, à un sous-module du Z[G£;]-module P(R) C X(C°) ; X est
d'indice fini dans P{R) (B X(C°), se projeté surjectivement sur X((7°), et
contient Q(R).

Soit h{ii) l'unique élément de Y qui est conjugué de /-A (par un au-
tomorphisme intérieur de H-p) et qui appartient à la chambre du système
dual R^ de R définie par la base B_. Comme ^ est défini sur F', ^(/-O
est invariant sous l'action du groupe de Galois Gp == Gal(-F/P). Il en
résulte que l'extension séparable finie E ' de F correspondant au fixa-
teur de h(ijt) dans GE est contenue dans F. Soit c un annulateur de
P{K)/Q(K). Comme Q(R) est inclus dans X, h(fJ) induit un homomor-
phisme de Q(R) dans c^Z que l'on note encore h(p). Comme la pro-
jection de X sur X(C°) est surjective, on en déduit que, de même, h{p)
induit un homomorphisme de X{C°) dans c^Z. Notons PE' / E l'ensemble
des classes à gauche de GE modulo GE' = G^-ÇE/E') et .F(P^//^,c-lZ)
le groupe des fonctions de P E ' / E d81-1^ c^Z. Si à \ G X((7°), on as-
socie la fonction r i—^ fa^)^ x)? on définit un homomorphisme de
X(C°) dans F^PE' /^c^Z), qui est compatible aux actions de GE-> le
groupe GE agissant sur P E ' / E P^ les translations à gauche. Notons /*
l'homomorphisme de P(R) (^X(C°) dans P(R) ©^(P^/j^c^Z), somme
directe de l'identité et de cet homomorphisme. Soit h' l'homomorphisme
de P(R) ©^(P^/^.c^Z) dans c^Z défini par :

^e/)=^)(o;)+/(id),



1318 JEAN-PIERRE WINTENBERGER

où id est la classe de l'élément neutre dans P E ' / E - O11 a donc :

h{^) =/i 'o/*.

Soit X/ le plus grand sous-groupe de P{R) C ̂ (P^/^c^Z), qui
est stable par GE et est tel que h'{X') c Z, autrement dit \ ç X' si
et seulement si h'^^) G Z pour tout r e GE- Soit G'0 le tore sur E
dont le groupe des caractères est la projection de X' sur ^{PE' /^.c^Z).
Puisque /i(^) = /l'o/*, on a Q(R) C X1\ et X' -> P(J%)e^(P^/£;) définit
une isogénie centrale de fisc x C'0 dans un groupe réductif connexe H ' . On
note S ' l e groupe des commutateurs de H ' . L'homomorphisme /* définit un
homomorphisme / de H ' dans H, qui induit une isogénie centrale de 5" sur
5'. L'image réciproque de T dans H— est un tore maximal de H'-, que l'on
note T f ' . Le groupe des caractères de T ' s'identifie à X' et l'homomorphisme
h' : X' —f Z définit un groupe à un paramètre IJL" de H'^ . Si g e H'CE) est
tel que ïïit(f(g))(h(^)) = ̂  posons // = Int(/(^)) (//'). On a / o ^ = p,.

Montrons que // est défini sur F. Soit Sad le quotient de S par son
centre. Le composé de // avec le morphisme i : H ' —^ 5'ad est défini sur F,
puisqu'il se factorise par ^ et que ^ est défini sur F. Il en est de même du
composé de // avec le morphisme H ' —> H ' / S f \ puisqu'il correspond à la
forme linéaire sur ^ ( P F ' / E ^ c^Z) définie par l'évaluation en la classe id de
l'identité et que E ' est contenu dans F. On voit donc que le composé de //
avec l'isogénie i : H ' —> Sad x H / / S / est défini sur F. Il en est de même de
// puisque // est l'unique relèvement de i o // à H ' .

Reste à prouver que <S" est simplement connexe. Il s'agit de prouver
que X' se projecte surjectivement sur P(R). Soit donc uj ç. P(K). Notons
f^ la fonction de ^(P^/^.c^Z) définie par /^(r) = ^(AA)^ ^). Alors
aj © (—./L) appartient à X ' . En effet, on a pour tout r e GE '•

W^ © -/.)) = ̂ X^) - /.(ï-1) = o e z.

On a donc prouvé que Sf est simplement connexe et ceci achève de
prouver la proposition.

Passons à la démonstration du théorème 3.1.2.

Soit donc D un objet de MF^(0,7V). On se ramène immédiatement
au cas où D est semi-simple : en effet, si Dss est le semi-simplifié de D,
et si D" vérifie la conclusion du théorème pour Dgs, i.e. D" domine D et
est tel que SD",S] est simplement connexe et PD",D^ mduit une isogénie de
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-SD^SJ sur Spg^sj ? D' = D © -D" vérifie les conclusions du théorème pour
D. On suppose désormais D semi-simple et donc HD,S] réductif.

Soit TTK une uniformisante de K et soit c ç CHsj,05 d'image c^
dans TK^KQ) (1.6). Soit f : H ' —> HD^ comme dans la proposition
ci-dessus, appliquée avec E = Qp^F = K^H = HD,C- Soit H ' ^ le plus
grand quotient de H ' . Soit H^^ le quotient de Hr>,c par son sous-groupe
des commutateurs. On voit que Phomomorphisme TK —^ ^î^c (1-5-5)
admet un unique relèvement TK —)> ^'ab qui est tel que IIK s'envoie sur
l'image de // dans H ' ^ . Soit D\ un (^-module filtré faiblement admissible
tel que le noyau de TK —> Aut^o;^) coïncide avec le noyau de TK —)> H ' ^
(1.5.5). Notons H " le sous-groupe de H ' engendré par le sous-groupe des
commutateurs S ' de H ' et par les T//, pour r e G'Qp, de sorte que le
quotient H"^ de 71" par son sous-groupe des commutateurs S ' s'identifie
à l'image de TK dans H ' ^ . Soit D^ = D@D\. On voit facilement que H^, c
s'identifie au produit fibre HD,C x^ab H"^. Le morphisme H " —> HD^^C est
donc une isogénie et on voit alors avec le théorème 2.2.1 que H " provient
d'un (ci), 7V)-module filtré faiblement admissible. Puisque le groupe des
commutateurs 5" de H " est simplement connexe, ceci prouve le théorème.

4. CONSÉQUENCES POUR LE TORSEUR ENTRE
LES FONCTEURS FIBRES o;sj ET c^ai

4.1. Description de Rapoport et Zink
des (0,7V)-modules filtrés faiblement admissibles.

4.1.1. Si H est un groupe réductif sur Qp et C une classe de con-
jugaison de groupes à un paramètre de H-^, on note ^(H^C) la variété
de drapeaux associée à C. Rappelons que ^{H,C){K) est le quotient de
C par la relation d'équivalence : les groupes à un paramètre /^ et // sont
équivalents s'ils induisent la même filtration sur la catégorie Rep-^-ÇH-^) des
représentations linéaires de H-^ dans les JC-espaces vectoriels de dimension
finie (si V est une telle représentation linéaire, la filtration induite par ^
est la filtration décroissante (FiPy^çz définie par FiPV = © V^, où V,

i'^i

est le sous-espace propre de poids i de V pour l'action de fi) (1.2, [RZ94]
1.31). La variété f(H^C) est définie sur le corps de définition Ec de C.

4.1.2. Soient H un groupe réductif sur Qp et C une classe de con-
jugaison de groupes à un paramètre de H-^ qui est définie sur K. Soit b
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un élément de H(Ko) et N un élément de Lie(H)(Ko). On note 0 l'action
de int(6) o a sur H Ko et aussi celle induite sur L\e(H)(Ko). On suppose
que l'on a : (f)(N) = p^N. Soit F un élément de ^(H,C)(K) (cf. numéro
précédent).

Pour chaque représentation linéaire p : H —> GLy de H dans un
Qp-espace vectoriel de dimension finie Y, on associe le (^, A^)-module filtré
D{H, b, N, F, p) sur K défini par :

- l'espace vectoriel sous-jacent à D(H^ &, N, F, p) est Vft-o ;

- on a (f)D{H,b,N,F,p) = P(b) o (cr (g) id) ;

- ^DÇH,b,N,F,p) est l'image de 7V par Phomomorphisme d'algèbres de
Lie : Lie(p) :Lie(À)(^o) -^ End^V^o) ;

- la filtration de u;^(D(H, b, N, F, p))j< est celle définie par F.

Si N = 0, c'est la construction de M. Rapoport et T. Zink ([RZ94]
1.17) ; nous abrégeons alors D(H, b, N, F, p) en D(H, &, F, p).

Soit ^(H.b.N.C)^) l'ensemble des F e ^(H,C)(K) qui sont tels
que, pour tout p de Repq^ff), le (</), AQ-module filtré D(H,b,N,F,p)
est faiblement admissible. Comme lï est réductif, on voit facilement
qu'il suffit pour ceci que ce soit le cas pour une représentation fidèle
([RZ94] Def. 1.18 pour le cas où N = 0). Si F e ^(H.b.N.C),
on définit un (g)-foncteur de la catégorie tannakienne Repq (H) dans
celle des (çî), jV)-modules filtrés faiblement admissibles en associant à p le
(<^, 7V)-module filtré D(H, 6, N, F, p). Ce foncteur définit un morphisme de
Hsj dans H Ko ' On note Hp son image. Le groupe Hp s'identifie au groupe
des 0-automorphismes du foncteur fibre ejsj restreint à la sous-catégorie
tannakienne MFp ^e MF^f^TV) engendrée par les (ç^, A/')-modules filtrés
D ( H ^ b ^ N ^ F ^ p ) . On note Cp la classe de conjugaison de groupes à un
paramètre de (Hp)-^- qui est égale à CD pour un quelconque générateur
de MF^, et Fp le point de la variété de drapeaux de F(HF^CF) qui est
égal à Fp pour un tel D.

Remarque. — M. Rapoport et T. Zink ont défini sur ^^{H, b,C) une
structure d'espace analytique rigide (prop. 1.36 de [RZ94]).

4.1.3. Si H est un groupe réductif sur Qp, et si d ç HÇKo) est de
pente 0 au sens de 1.1, on définit un foncteur fibre sur Qp de Repq (H)
en associant à p : H —> GLy le Qp-espace vectoriel des éléments de V^o
qui sont fixes par p(d) o (a (g) id). On le note ^(V). Le groupe des 0-
automorphismes du foncteur fibre u^d est une forme intérieure Hd de H.
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Si à p : H —> GLy, on associe la représentation linéaire pd de Hd sur
^d{Y)i on définit un isomorphisme des catégories tannakiennes RepQ ÇH)
etRep^(Hd).

Les groupes {Hd)Ko et HKO s'identifient. Si C est une classe de
conjugaison de groupes à un paramètre de H-^ qui est définie sur K,
on voit donc que l'on peut aussi voir C comme une classe de conjugaison
de groupes à un paramètre de (Hd)-^ qui est définie sur K. Les variétés
de drapeaux ^(H.C) et J='{Hd,C) s'identifient (en tant que K- variétés).
Pour b ç H(Ko) = Hd(Ko), N e Lïe(H)(Ko) = Lie(Hd)(Ko), p une
représentations linéaire de Jf, et F un élément de F(îî^ C) (K), les modules
filtrés D(H, b, N, F, p) et D(Hd, bd~1, N, F, pd) s'identifient : ceci résulte de
l'égalité : (t>D{H,b,F,N,p) = p(b) oa = p(bd~1) o (p(d) o a). Il en résulte que
les ensembles Jzîa{H,b,N,C){K) et ^(Hd.bd^.N.C)^) s'identifient.

La proposition suivante fait le lien entre les fondeurs <jJc du 1.6 et la
construction de M. Rapoport et T. Zink.

PROPOSITION 4.1.4.

a) Soit D un objet semi-simple de MF^f^AQ. Soit c ç. CD,O
et HD,C ISL forme sur Qp de HD^] qui lui est associée (1.6.2). Notons
pc la représentation linéaire naturelle de HD,C dans LJcÇD). Alors, D
est isomorphe au (0, N) -module filtré D^HD^ C " , N D ^ F D ^ P C ) (pour la
définition de FD, voir 1.2.5).

b) Soient H , b, N , C comme au 4.1.2. Soit F ç ^(H.b.N.QÇK),
et soient Hp et Fp comme au 4.1.2. Soit c e Cn^o (1.6.2). Alors, si
d = b((7c~l), d est de pente 0, et le morphisme Hp —)- HKO se descend en un
morphisme, défini sur Qp, de Hp^c dans Hd. On le note L. Le morphisme
Lie(ff^c)(-Ko) —^ Lie(H){KQ) induit par i sur les algèbres de Lie envoie
ND sur N. Le morphisme L envoie Cp sur C et Fp e F{HF, CF)(K) (4.1.2)
sur F e ^(Hd,C)(K) = F{H,C){K).

Démonstration. — Pour le a), soit D un (0,7V)-module filtré faible-
ment admissible qui est somme directe d'objets simples et c € C^o- Comme
(f)D,c coïncide avec l'action de a sur U^S](D) définie par la Qp-structure
^c(D), le a) résulte immédiatement de la formule : (J)D = ̂ D,c°c = ^co^^^c'

La seule chose qui n'est peut-être pas évidente dans le b) est que
d est de pente 0. Soit p une représentation linéaire fidèle de H dans un
Qp-espace vectoriel V de dimension finie et posons D = D(H,b,N,F,p).
Comme ci-dessus, on a : (/)D = p(ac) o 0^- Comme d = ̂ c"1), on a
^c = bd~1, d'où : (J)D = p(bd-1) o <^. Par définition de D(b,N,F,p), on
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a : (f)D = p(b) oo- (a provenant de la Qp-strudure V de V^o)' O11 voit donc
que l'on a : (f)r>,c = p(d) o a. Comme c e CD,Q, l'isocristal (VKo,(f>D,c) est
isocline de pente 0. Donc d est bien de pente 0. Ceci achève de prouver la
proposition.

4.2. Classe de cohomologie du torseur entre
les foncteurs fibres ujc et cjGai-

On note MF0^, N) la catégorie des (<^, 7V)-modules filtrés admissibles.

4.2.1. Soit D un (</), A/')-module filtré admissible. Les objets de MFp
sont admissibles. En effet, un objet de MFp est un sous-quotient d'une
somme directe de produits tensoriels de copies de D et de son dual, et un
tel (0, A^-module filtré est admissible ([Fo94] th. 5.3.5). On voit donc que si
à D/ de MËD? on associe l'espace vectoriel sous-jacent à la représentation
p-adique du groupe de Galois GK associée par le fondeur de Fontaine
à D' ^ on définit un fondeur fibre o;Gai de MFp à valeurs dans Qp. On
note -HZ),Gai le groupe de ses 0-automorphismes. Si c € CDO, on note
IsD,c = Is^^cî^Gai) le torseur des (g)-isomorphismes du fondeur fibre ujc
sur le fondeur fibre o;Gai '- le groupe Ho^c opère à droite sur Is^c et le
groupe HD^\ à gauche. On note clD,c € ^(Q^Iî^Q^)) la classe de
cohomologie définie par le torseur Is^c ([Se73] prop. 33). Si d est un autre
élément de CD,O, on note Is^^c^cQ le torseur des (g)-isomorphismes de
ujc sur u j c ' ' Le torseur Is^c s'identifie au composé Is^c' 0 Is^^c^c') au
sens de [Se73] chap. 1 n° 5.3 : si îi ç ïs^^c^c') et i^ e Is^^c/^Gai),
î2 0 îi € Is^^c^Gai) et ^((^c^Gai) s'identifie aux tels couples (zi,^)
modulo la relation d'équivalence (^1,^2) ~ (^1^2) sîil existe ^ e B.c' avec
ï[ = 9 ° h et %2 = ^2 ° ̂ -1. Soit I^c' est la bijection de ^(Qp^c^Qp))
sur ^1 (0^,^(0^)) définie par Is^c^c/) ([Se73] chap. 1 prop. 35), de
sorte que I^c' envoie l'élément «neutre» de ^(Qp^c^Qp)) sur la classe
de cohomologie de Is0^,^) dans ^(Qp.Jf^Qp)). Il résulte de [Se73]
loc. cit. que Ic,c'{.clD,c') = clo c'

4.2.2. Soient H, b, N, et C comme au 4.1.2. On note ̂ {H, 6,7V, C)(K)
l'ensemble des F ç f^ÇH.b.N.C)^) qui sont telles que, pour toute
représentation linéaire p de H , le (0, AQ-module filtré D ( H , b , N , F , p )
est admissible. Comme la catégorie des (çî), 7V)-modules filtrés admissibles
est stable par sous-objets, objets quotients, sommes directes et produits
tensoriels dans celle des (0,7V)-modules filtrés faiblement admissibles, on
voit qu'il suffit qu'il en soit ainsi pour une représentation linéaire fidèle
de H.
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Soit F e ̂ (H^N^K). Le foncteur qui à p de Rep^(H) associe
le Qp-espace vectoriel sous-jacent associé à la représentation galoisienne
associée par le fondeur de Fontaine à D(H,b,N,F,p), est un fondeur
fibre à valeurs dans Qp; on le note aussi a;Qai avec un léger abus de
notation puisque le contexte n'est pas le même qu'au numéro précédent.
On note ïs(H, b, N, F) le lï-torseur ïs(H,b,N,F) des (g)-isomorphismes
du fondeur fibre espace vectoriel sous-jacent de Repq (H) dans o;Gai et
ïs(H, b, N, F) ç ̂ (Qp, H) la classe de cohomologie dek^, b, N, F).

Si d est un élément de H(Ko) qui est de pente 0, on dispose sur
RepQ^(H) du fondeur fibre espace vectoriel sous-jacent uj et du fondeur
fibre ujd (4.1.3) : on note Is^ le (Hd, Iï')-torseur des isomorphismes du
premier vers le second. On note Id est la bijection de ^(Qp,^) dans
^(Qp.H) définie par le torseur ïsd : de façon analogue au numéro
précédent, Id envoie l'élément «neutre» de ^(Qp.Hd) sur la classe de
îsd dans ^(Qp, H). On voit facilement, comme au numéro précédent, que
l'on a : Id(cl(Hd, bd-\N, F)) = cl(H, 6, TV, F).

La proposition suivante permet de réduire le groupe structural à une
forme sur Qp de HD^]-

PROPOSITION 4.2.3. — Soient H, b, N , C comme au 4.1.2 et F e
^{H.b.N.C^K). Soient c, d et L : Hp^c -^ îîd comme dans le b)
de la proposition 4.1.4. Notons /i1^) l'application de H ' ^ Ç Q p . H p ^ c ) dans
^(Qp, Hd) induite par L. Alors, on a ^(/^(^(d^c)) = cl{H, 6, N, F).

Démonstration. — Clairement, le b) de la proposition 4.1.3 entraîne
que le torseur ïs(Hd,bd~l,N,F) s'identifie au torseur obtenu à partir
de Is^cjc^Gai) par extension du groupe structural de Hp.c à Hd via
L. On a donc : /^(^(c^c) = clÇHd.bd^.N.F). La proposition résulte
alors immédiatement de l'égalité : IdÇclÇHd.bd^.N.F)) = cl(H,b,N,F),
prouvée au numéro précédent.

4.3. Réduction à un groupe connexe.

PROPOSITION 4.3.1. — Soit (H, b, N, C) comme au 4.1.2 et soit
F e T^ (H,b,N,C)(K). Notons H° la composante neutre de H. Alors,
il existe d e ^(Qpnr)? de pente 0, et de même image que b dans
H(Ko)/H°(Ko).

Démonstration. — Soit c e Ciipft et soient d = fc^c"1) comme
dans le b) de la proposition 4.1.4. Comme d est de pente 0, pour p



1324 JEAN-PIERRE WINTENBERGER

représentation linéaire de H dans un Qp-espace vectoriel de dimension
finie V, ^d(V) est une Qp-structure de V^ et les ^-espaces vecto-
riels VKQ et ((Jd{V))Ko s'identifient. On voit que les applications identité
id : VKQ ^ Ç^d(Y))Ko définissent un point à valeurs dans Ko du (Hd,H)-
torseur Is^ des (g)-isomorphismes du foncteur fibre naturel de Repç. (H)
sur le foncteur fibre uj^ On le note i. On a. : a^ = do a oido cr"1, d'où :
"i = i o d . Soit Ï S d / H ° le quotient de Is^ sous l'action de H° ; c'est donc
une Qp-variété de dimension 0, Le. un ensemble fini muni d'une action de
GQ^. Soit i l'image de i dans (ïsd/H°)(Ko). Comme Ï S d / H ° est fini, on a :
(ïsd/H°)(Ko) = (W^°)(Qp^). Par suite, i e (W^Qp,,). Comme
d'après un théorème de Steinberg ([St65]), un espace principal homogène
sous^un groupe algébrique connexe sur Qpnr a, un point rationnel, on voit
que i se remonte en un point ï de Is^Qpnr). Soit d e ^(Qpnr) défini par
l'égaHté "(î) =-- i o J, et montrons que d convient. Si g ç H°(Ko) est défini
par i = i o g , on a : d = ̂ -ld( " g ) . Il en résulte que y = int^r1)^)
([Ko85] 4.4.2), et, comme d est de pente 0, ̂  est trivial, donc aussi y et d
est aussi de pente 0 (1.1). De plus, comme g ç H°(Ko), les images de d et
d dans H(Ko)/H°ÇKo) coïncident. On a : d = ̂ c)-1^ avec c ç HpÇKo).
Comme Hp est un quotient de Hgj- et que ce groupe est connexe (1.4),
le groupe Hp est aussi connexe et on voit que les images de d et b dans
H(Ko)/H°ÇKo) coïncident. Comme les images de d et J, coïncident, il en
est de même des images de d et b. Ceci achève de prouver la proposition.

La proposition suivante permet de se ramener au cas d'un groupe
connexe :

PROPOSITION 4.3.2. — Soient H, b, N, F, d comme dans la proposition
précédente. Supposons de plus F e ̂ (Jf, 6,7v, C)(K). Donc d est de pente
0; soit H^ comme dans le 4.1.3, et Hj la composante neutre de H^. Soit
L° rinclusion de Hj dans H^ et notons ^(1°) l'application de ^(Qp, H0)
dans ^(Qp, Jfj) induite par t°. Alors, on a :

cl(H, b, N, F) = I^h\i°))(cl(HJ, bd-\N, F))).

(Comme bd~1 ç II°(Ko) = HJ(Ko), on voit que F peut être vue comme
un élément de ^(H^bd-^N.QÇK) ; Jj est défini au 4.2.2.)

Démonstration. — On a clairement :

h^^WH^bd-^N.F^^dÇH^bd-^N.F).

Comme : I^clÇH^ bd-\N, F)) = d(H, b, N, F) (4.2.2), on voit que l'on a
la formule cherchée.
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PROPOSITION 4.3.3. — Soit H , b, N et C comme au 4.1.2 et soit
F G ^ (H,b,N,C)(K). Soit b° l'image de b dans H(Ko)/H°{Ko) =
^(Qpnr)/^°(Qpnr). Notons cg la classe dans H1 (Qp^/Qp,H/H°)
du cocycle qui envoie a sur b°. Alors, Pimage de cl (H, b^ N . F ) dans
H^Qp.H/H0) coïncide avec celle de cg par Pinflation : ^(Qpnr/Qp,^/
H ^ ^ H ^ Q ^ H / H 0 ) .

Démonstration. — La proposition résulte immédiatement de la for-
mule du numéro précédent puisque l'image de h^ {^{cl^H^bd'1 ^ N ^ F))
dans ^(Qp.H^/H^) est l'élément «neutre» et que l'image de d dans H /
H°(Ko) coïncide avec celle de b.

Remarque. — Soit H = 0(ç) pour une forme quadratique q sur
Qp, non dégénérée, de rang = n. Soient 6, N^ C comme au 4.1.2 et
F G ^{H.b.N.C)^). Supposons que det(6) = -1. On peut alors
prendre pour d une symétrie orthogonale 5e quelconque par rapport à un
vecteur e non isotrope et rationnel sur Qp. En effet, comme d est d'ordre
2 et rationnel sur Qp, il est de pente 0 puisque (da)2 == cr2. Soit À e Qp2
tel que cr(A) = -À et posons a = A2, de sorte que a ç Qp. Soit çj la
forme quadratique obtenue par torsion ujse' O11 vérifie facilement que l'on
a : disc(çsj ^ disc(ç)a mod.Q^2. Si F est admissible et si çcal désigne la
forme quadratique sur le Qp-espace vectoriel sous-jacent à la représentation
galoisienne associée, la proposition précédente dit que disc(çs^) = disc(çGai)
et on retrouve facilement la formule de la proposition 1.30. de [RZ94].
Notons w'z(q) l'invariant de Hasse (ou classe de Stiefel-Whitney, [Se73]
Annexe 2) : w'z{q) = ]~[ (çfe)^^')) où ei,e2,...,en est une base

l^i<j^n

orthonormée et ( , ) le symbole de Hilbert. Un calcul facile montre que :
wz{qse) = ^2(9) x Vp(disc(q) x ç(e)) mod.2, où Vp désigne la valuation
p-adique normalisée par Vp(p) = 1.

4.4. Trivialité du torseur ïso,c (4.2.1).

PROPOSITION 4.4.1. — Soit D un (cf), N)-module filtré faiblement
admissible. Il existe un (0, N) -module filtré faiblement admissible D ' ,
dominant D (1.2.2), vérifiant :

- le sous-groupe des commutateurs S D ' , S ] de -HD^SJ ^st simplement
connexe ;

- si H ' ^ est la forme sur Qp, définie par Faction de (f), du quotient
de H D ' ^ par 5^,sj (L5.6), on a H^Qp.H^) = {1}.
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Supposons D admissible. Soit c1 e CD',O et soit c l'image de c' dans
HD,S](KQ). Alors, si D1 est admissible, le torseur Isjr^c (4.2.1) a un point
rationnel sur Qp.

Remarque. — On verra au cours de la démonstration que l'on peut
trouver D' comme dans l'énoncé de la proposition et tel que PD,D' induise
une isogénie de SD^S] sur SD,S]' On a alors que, si D est un ^-module filtré,
alors D' est aussi un (^-module filtré.

Démonstration. — On a vu au 3.1.2 qu'il existe un (0, N) -module
filtré sur K faiblement admissible D\ dominant D tel que la partie semi-
simple de ^Di,sj soit simplement connexe et que pDi,D induise une isogénie
du sous-groupe des commutateurs de ^Di,sj sur SD^' Soit H^ g. le plus
grand quotient abélien de ^Di,sj et H^ la forme sur Qp de H^^ définie
par l'action de (j) (1.5.6). Il existe une extension finie E de Qp contenue
dans K, telle que le morphisme TK —> H^ (1.5) se factorise à travers TE.
On peut prendre pour D' un (^, N) -module filtré faiblement admissible
qui engendre la sous-catégorie de MF-^^A/') formée des D" tels que
PD" se factorise à travers le produit fibre de ^Di,sj et de {TE) Ko au
dessus de Hj^ ̂ . En effet, S D ' ^ = S^i sj est simplement connexe et
H1ÇQ^TE)={1}.

Supposons D et D' admissibles et soit c' e CD^O. On a : ̂ (Qp, H'^) =
{1}. En effet, si rad^(^,) est le radical unipotent de H^ on a :
^(Qp.rad^Jï^/)) = {1}; si S^ est la partie semi-simple de H ' ^ , on a
^(Qp,^/) = {1}, d'après un théorème de Kneser ([Kn65]), puisque S'ç,
est simplement connexe, et ^(Qp, H ' ^ } = {1} par hypothèse. Il en résulte
que le torseur Is^c' a un point rationnel sur Qp. L'image de ce point dans
ISD,C est un point rationnel sur Qp, ce qui entraîne la proposition.

COROLLAIRE 4.4.2. — Soit c e Cn,j,o (1-6). Sous la conjecture
Conj(/a => d)K qui dit que tout (<^, N)-module filtré faiblement admissible
sur K est admissible, pour tout D de MF^(0,7V), le torseur ÏSD,C a un
point rationnel sur Qp.

Remarques. — 1) Soit c e CH^O- II est très vraisemblable que,
sous la conjecture Conj(/a => a)^, on puisse prouver que le Hgj-tor-
seur des <g)-isomorphismes de u^c sur cjQai est trivial, autrement dit que
lim IsD,po(c)(Qp) est non vide. Il n'est pas très difficile de prouver que, si
c' e CH^OÎ la limite projective lim Isom^^c^c'XQp) est non vide.
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Dans les remarques qui suivent, on suppose CK = 1 et donc K =
Ko. On appelle Conj(/a =» a)jv=o,x le cas particulier de la conjecture
Conj(/a ==> O)K qui dit que tout (^-module filtré faiblement admissible sur
K est admissible.

2) Soient, comme dans la remarque 2) de 1.6.4, HTV=O,SJ le groupe
des (8)-automorphismes du foncteur fibre uj^ restreint à la catégorie des
(^-modules filtrés faiblement admissibles sur K^ et soit ^ le groupe à
un paramètre de (Hjv=o,sj)-K" associé à un scindage de la filtration qui
est compatible aux réseaux fortement divisibles. Le corollaire ci-dessus
montre que, sous Conj(/a ==^ d)N=Q,K^ pour tout D de MF^f^), le torseur
Is^^(p) a un point rationnel sur Qp, /^ étant l'image de IJL dans HZ)^]-

Dans [Wi84], nous avons construit pour les (^-modules filtrés sur
K = Ko un 0-scindage de la filtration, caractérisé par des propriétés
particulières, et qui est compatible aux réseaux fortement divisibles. Nous
avons noté D ^ -DQ^ le foncteur fibre que nous avons noté ici cc^^(p).
On voit donc que, sous Conj(/a => CL)N=Q,K^ pour tout D de MF^f^)), le
torseur Is^^(p) a un point rationnel sur Qp.

3) Nous avons aussi introduit un foncteur fibre que nous avons
noté D \—> D'Q . Il n'est pas difficile de prouver, que le torseur des
(g)-isomorphismes des foncteurs fibres D i-̂  DQ^ et D^ a un point
rationnel sur Qp. Il en résulte, que, sous Conj(/a =^ a)jv=o,j<? pour tout
D de MF^(0), le torseur Is^ei entre les foncteurs fibres D' i—^ D'^ et
D' ^ o;Gai(^') de MFp a un point rationnel sur Qp.

Si D est un 0-module filtré faiblement admissible sur K, on note
HD,Q\ la forme sur Qp de HD,S] définie par le foncteur fibre D' ^ Dq1 de
MFp. Soit H un groupe réductif sur Qp et C une classe de conjugaison de
groupes à un paramètre de H-Q. Nous avons prouvé dans [Wi86] th. 3.4.1.2
que, pour qu'il existe D de MF^Çô} avec un isomorphisme de H sur HD,€\
qui envoie C sur C^>, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
vérifiées :

- la classe de conjugaison C est définie sur Qpnr ;

- le groupe HQ- est engendré par les images des éléments des classes
de conjugaison de groupes à un paramètre rC^ pour r G GQ?.

Nous avons vu dans la remarque précédente que, sous
Conj(/a =^ a)7v=o,x? pour tout D de MF^^), le torseur IsD,ei a un
point rationnel sur Qp. Il en résulte que, sous Conj(/a =^ O)N=O,K, les
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conditions ci-dessus sont aussi nécessaires et suffisantes pour qu'il ex-
iste une représentation cristalline de GK avec un isomorphisme de H sur
l'adhérence de Zariski de l'image de GK envoyant C sur la classe de conju-
gaison du groupe à un paramètre défini par la décomposition de Hodge-Tate
([Se78] 1.4).

4) J.-M. Fontaine et G. Laffaille ont prouvé que si D est un 0-module
filtré faiblement admissible sur K tel que Fil°D = D et FiVD = {0}, D
est admissible ([FL82]). Soit D un (^-module filtré admissible sur K. Soit
D' un (^-module filtré faiblement admissible vérifiant les conditions de la
proposition et soit c' e CD'.Q et notons c l'image de c' dans HD^{KQ}. Il
résulte de la proposition et du théorème de J.-M. Fontaine et G. Laffaille,
que si Fil0^ == D' et F'iPD' = {0}, alors Isjr^c a un point rationnel sur
Qp. Par exemple, supposons que HD^] soit le groupe spécial orthogonal
S0(ç) dans sa représentation usuelle. Notons hi = dim^o(gr^(D)). On a :
hi = h-i. On peut prendre D' tel que HD' soit le groupe de Clifford réduit
Spin(ç) si ^ hi est pair, et au groupe de Clifford GSpin(ç) sinon

z>0,î=lmod.2

(Bourbaki, Algèbre chap. 9, [De72]), dans leurs représentations spinorielles
ou sommes des deux représentations semi-spinorielles selon que dim(P)
est impaire ou paire. Notons cette représentation W dans chacun des cas.
Comme, si V est la représentation standard de S0(ç), la représentation
@i A21 V est isomorphe à la représentation End(lV) (3 de [De72]), on
voit facilement que si ^ ihz < p, ïsr>,c a un point rationnel sur Qp

i>0
(si ^ hi est impair et ho = 0, la condition plus faible suivante suffit :

i>0

( S ̂ i) ~ ^min < P? où îmin est le plus petit i > 0 tel que hi ^ 0).
i>0

5) Soit D un 0-module filtré admissible. Supposons donné un sous-
groupe H de GL^.(^)), contenant HD,S] et stable par 0. Par exemple, on se
donne un nombre fini de tenseurs t^, vérifiant (f)ti = pwiti et ti ç. Fil^ et
H est le sous-groupe de GL^(P) formé des éléments g tels qu'il existe un
scalaire À tel que g(ti) = A^^ pour tout i. Si c € CD,O? le groupe H est
stable sous l'action de (f)D,ci donc H se descend en un sous-groupe Hc de
GL^(^)) contenant HD^' On note ÏSc,^ le Hc-torsem obtenu par extension
du groupe structural de HD,C à Hc à partir de Is^c- On note ^c,Gai le
groupe obtenu par torsion par Isc H à partir de Hc. On voit que le groupe
HD,GQ.\ s'dentifie à un sous-groupe de ^c,Gai-

Supposons H réductif connexe. Supposons de plus qu'il existe un
réseau fortement divisible M tel que l'adhérence schématique "H de H dans
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GLiM soit un groupe lisse à fibre spéciale réductive. Ceci implique que cette
fibre spéciale est connexe et que 7ï(W) est le fixateur d'un point spécial de
l'immeuble de H (4.6.31 de [BT84], 3.8.1 de [Ti79]). Soit ^o comme dans la
remarque 2), et prenons c = /^(p). On a : 0^c(^0 = M^ et 0^c laissant
stable H. On voit que le groupe H se descend en un groupe réductif sur Zp
et T~t (W) est le fixateur d'un point hyperspécial de l'immeuble de Hc. Si
ÏSc.H a un point rationnel sur Qp, ce qui est le cas sous Conj(/a =^ o)N=o,K
ou sous la condition de la remarque 4, on voit que l'immeuble de Hc Gai a
un point hyperspécial.

6) Soit D un module filtré admissible sur Qp. On suppose donné
un groupe réductif connexe H C GLo contenant HD,S] et 0p, tel qu'il
existe un réseau fortement divisible M tel que l'adhérence schématique H
de H dans GLj^f soit un groupe lisse à fibre spéciale réductive. Alors, on
voit facilement que sous Conj(/a =>• a) N=O, K ou sous la condition de la
remarque 4, le torseur entre le foncteur fibre espace vectoriel sous-jacent
de D et la représentation galoisienne associée par le fondeur de Fontaine
à D a un point rationnel sur Qp.

4.5. Conséquences pour la conjecture de Rapoport et Zink.

4.5.1. Rappels sur Pinvâriânt de Kottwitz ([Ko85], [Ko90], [RR94],
[Ko95]).

Soit E une extension finie de Qp contenue dans Qp, E^ l'extension
maximale non ramifiée de E contenue dans Qp, et £nr le complété de E^.
On note (JE le Frobenius de Gal(£'nr/£').

Soit H un groupe réductif connexe sur E. Rappelons que deux
éléments b et b' de H(Enr) sont cr^-conjugués s'il existe g e H{E^.) tel
que y = gbaE(g~1) ([Ko85]). On note B(H) l'ensemble des classes de a-
conjugaison des éléments de HÇE^)' Soit TT^ÇH) le «groupe fondamental
algébrique» de HQ (2.1). R. E. Kottwitz a défini un invariant K : BÇH) —f
71-1 (Jf)^, le groupe 'K\(H)GE étant le plus grand quotient de TT^ÇH) sur
lequel le groupe de Galois GE agit trivialement ([Ko85],l § 6 de [Ko90],
[RR94],[Ko95]).

Remarque. — 1) Soit H ' —> H une isogénie définie sur Enr de
noyau C. La suite exacte de cohomologie définit alors un morphisme
surjectif : H(E^r) -^ ^(^nr^Qp)). On sait que H1 (E^r, C'(Qp)) est
le groupe des points à valeurs dans Fp d'un groupe quasi-algébrique
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dont le groupe TroÇH1^)) des composantes connexes s'identifie au dual
Hom(C*(Qp),Q/Z) de G*(Qp), C* étant le dual de Cartier de C (§6
de [Be80]). On voit donc que TroÇH1^)) s'identifie à C(Qp)(-l)j, (-1)
désignant la torsion par l'inverse du caractère cyclotomique et 1 désignant
le plus grand quotient sur lequel le sous-groupe d'inertie 1 de GQ agit
trivialement. Comme la limite projective, pour les différentes isogénies vers
H, de G(Qp)(-l) s'identifie au complété profini ^{H) de TT^, on en
déduit un morphisme de HÇE^r) sur ^^(Tï")/, et par suite, on en déduit
une application B(H) —> Tr^ÇH)^ . Il me semble très vraisemblable que

le morphisme AT(^nr) —> ̂ ^(^J coïncide avec le morphisme WH défini au
§ 7 de [Ko95] (c'est le cas si H = Gm d'après 6.1 de [Be80], et le cas général
devrait en résulter par fonctorialité). Il en résulterait que l'application
BÇH) —> TT^ÇH)^ coïncide avec K (7.5 [Ko95]). Ceci permettrait de
voir K comme l'obstruction à trouver dans une classe de cr^-conjugaison un
élément se relevant selon une isogénie.

2) Soit il un groupe à un paramètre de H, défini sur -Enr- Soit TT
une uniformisante de £nr et /^(7r) l'image de /^Tr) dans B(H). Alors :
/<(/^(7r)) = /L En effet, la proposition 3.2.1 prouve qu'il existe un groupe
réductif connexe H ' sur E, de groupe dérivé simplement connexe, un groupe
à un paramètre ^! de H ' défini sur £'nr, et un morphisme / : H ' —> H
vérifiant /o// == ji. Par fonctorialité de l'invariant de Kottwitz ([RR] 1.14),
on a : /^(^(/^'(Tr))) = /î(/^(7r)). Comme on a /*(/^) = /Z, on voit qu'on est
ramené au cas où le groupe dérivé S de H est simplement connexe. Dans
ce cas, on a 'K\{H) = 71-1 (TT/6') et on est finalement ramené au cas d'un
tore. Dans ce cas, la proposition est prouvée dans [Ko85] 2.5 (en fait, la
propriété est énoncée lorsque TT appartient à une extension finie de £', mais
la démonstration s'étend au cas général).

4.5.2. Soient H, &, 7V, C comme au 4.1.2. On suppose H connexe.
Désignons, comme au 2.1, par C l'image d'un élément quelconque de C dans
TT^ÇH). Désignons par CG^ l'image de C dans 71-̂ (71) GQ . Rappelons que
H'^ÇQp.H) s'identifie au sous-groupe de torsion de Tr^I^G'Qp ([Ko90]).
M. Rapoport et T. Zink ont formulé le cas particulier N = 0 de la conjecture
suivante, qui décrit cl(H,b,N,F) (4.2.2) :

CONJECTURE . — Soit F G F0-(H, b, N, C)(K). Alors cl {H, b, N, F) =
^-CG^
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Remarques. — 1) Soit d un élément de H{Ko) qui est de pente 0.
On peut alors aussi voir F comme un élément de ^{Hd.bd^.N.C^K'}
(4.1.3). Comme Hd est une forme intérieure de H^ les deux groupes
Tr^ÇH) et ^(Hd) s'identifient. De la relation : IdÇclÇHd.bd^.N.F)) =
cl(H,b,N,F) (4.2.2), on tire, l'égalité suivante dans ^(Tï)^ ([Bo89]
prop. 3.8) :

cl(H^ bd-\N, F) = d(H, b, TV, F) - d(Isd),

où cl(ïsd) est la classe de cohomologie du -H-torseur ïsd (4.2.2) dans
H^-ÇQp.H). D'après [Ko90] prop. 6.3, on a :

K(bd-l)=K{b)-cl(ïsd),

ce qui montre que la conjecture est compatible avec la torsion par Is^
([RZ94] 1.26).

2) Si F e ^(J^TV.C)^), on peut prouver que /<&) - CG^ est
bien de torsion. Il suffit en effet de le faire lorsque H est abélien, auquel
cas ceci résulte de [RZ94] prop. 1.20. et prop. 1.21. On peut le voir en
remarquant que grâce à 1.5, à la remarque précédente et à une réduction
du groupe structural (4.1.4), on se ramène au cas où H = TE pour une
extension finie de Qp contenue dans K, [JL = ^E et b =°' NE/EQ^E^E)), où
EQ est l'extension maximale non ramifiée de Qp contenue dans E et TTE une
uniformisante de E. Il résulte alors du 2.5 de [Ko85] que : ^(6) -Cco = 0.

3) La conjecture est vraie lorsque H est un tore et donc aussi lorsque
le groupe dérivé de H est simplement connexe ([RZ94] prop. 1.20 lorsque
N = 0, mais l'argument s'étend au cas N quelconque). On peut le voir
aussi en remarquant que, pour E extension finie de Qp contenue dans K^
la restriction à MFj^ du fondeur fibre uj^^ (1.5) est isomorphe, sur Qp, à
celle du fondeur fibre c^ah puisque Jî^Qp.T^) = {1} ([Wi91] 3.1) , et en
utilisant la remarque 1.

PROPOSITION 4.5.3. — 1) Soient H, b, N , C comme au 4.1.2 et
F e ^(H.b.N.QÇK). On suppose H connexe. Alors, il existe H ' , V,
N ' et C' comme au 4.1.2 et F' e ^ ( H ' ' ,V\N'\C){K), d e H(Ko), de
pente 0 et f un morphisme de H ' vers Hd, tels que :

- f(b') = bd-\ f{N'} = N , /(C7) = C, /(FQ = F,

- le groupe des commutateurs de H ' est simplement connexe.

2) Si (TT, y, TV', F') est comme au 1) et si de plus F ' ç. ̂ (fT, b'', TV', C)(K),
alors la conjecture 4.5.2 est vraie pour (H^ &, TV, F).
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COROLLAIRE. — La conjecture de Fontaine Conj(/a => d)K (admissi-
bilité des (0, N) -modules filtrés faiblement admissibles sur K) entraîne la
conjecture 4.5.2.

Démonstration. — Montrons 1). Soit p une représentation linéaire
fidèle de H et soit D le ((/>, 7V)-module filtré associé (4.1.2), de sorte que
HD,S] s'identifie au sous-groupe Hp de HKQ (4.1.2). Soit D' un (<^,^V)-
module filtré faiblement admissible dominant D et tel que la partie semi-
simple de HD^S] soit simplement connexe (th. 3.1.2). Soit c' € CD^O (1-6).
Posons H/ = HD' ,c' - Notons c l'image de c' dans HpÇ-Ko). Alors, puisque
c' ç. CD',OÏ on a : c 6 CD,O' Soit d comme au b) de la proposition 4.1.4.
Alors, P D ' ^ D se descend un morphisme / de Î Î D ' , c ' vers Hp^ et Hp^c
s'identifie à un sous-groupe de Hd. On voit que -H"', b1 = °'c', N ' = N D ' ,
C' = C D ' Î F1 = FD' et / satisfont aux conditions du 1).

Le 2) résulte immédiatement de ce que l'on connaît la conjecture 4.5.2
dans le cas où la partie semi-simple de H est simplement connexe (([RZ94]
prop. 1.20, remarque 3 du 4.5.2), et de l'invariance de la conjecture par
torsion par un élément de pente 0 ([RZ94] 1.26, remarque 1 du 4.5.2).

4.5.4. Remarques. — 1) II résulte de la proposition et du théorème de
Fontaine et Laffaille ([FL82]) que la conjecture 4.5.2 est vraie si CK == l?
N == 0 et H ' admet une représentation fidèle telle que les poids de F' dans
cette représentation soient dans un intervalle de longueur < p. C'est le cas
si H == SO et avec la condition de la remarque 4) de 4.4.2, en particulier si
E ̂  < P '
i>0

2) Supposons H = 0(ç). On voit facilement que, pour tout b e
SO(ç)(Xo), on a K(b) = Vp(ô(b)) mod.2, où 0 : 0(q)(Ko) -^ K o " / K o " 2

est la norme spinorielle ([Sc69] 3.6) : 6 est un homomorphisme et, si e est
un vecteur non isotrope et Se est la symétrie par rapport à l'hyperplan
orthogonal à e, on a 0{se) = —ç(e). Posons h = ̂  ihi. On voit que, pour

i>0
det(6) = 1, si la conjecture 4.5.2 est vraie, on a :

W2(9Gal) = W2(Ç) X (-1)^^)) (-1)71.

Supposons det(b) = —1. On a vu dans la remarque du 4.3.3 que :
w^{qs^) = ^2(9) x (—l)^^18^9^9^. On voit donc que, si la conjecture
4.5.2 est vraie, on a :

W2(çGal) =W2(Ç) X (_l)^(disc(,)x^)) „ (_^^
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On retrouve les formules données dans [RZ94] 1.29 (si le rang de q
est pair, on peut définir un morphisme 6 ' : 0{q)(Ko) —)• Ko* / K o * 2 par
6\-Se) = q{è), on a : 6\b) = -0(b) x disc(ç) mod K ^ / K ^ 2 , d'où, si la
conjecture 4.5.2 est vraie, W2(çGai) = ^2(9) x (—l)^^6)) x (—l)^).
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