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FINITUDE DE PHOMOLOGIE
DE CERTAINS MODULES DE DIMENSION FINIE

SUR UNE SUPER ALGÈBRE DE LIE

par Caroline GRUSON
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Introduction.

Lorsqu'on cherche à calculer Phomologie d'une algèbre de Lie semi-
simple à valeurs dans un module de dimension finie, on calcule dans un
premier temps Phomologie de Palgèbre de Lie à valeurs dans le module
trivial, puis on démontre que Phomologie à valeurs dans un module simple
non trivial est nulle : on peut ensuite conclure en décomposant le module
dont on cherche Phomologie en modules simples. Dans le cas Z/2Z-gradué,
cette méthode ne fonctionne pas très bien : en effet il est en général faux de
dire que Phomologie d'un module simple non trivial est nulle. L'argument

Mots-clés : Super algèbres de Lie - Complexe de Koszul - Stabilité au sens de Munford.
Classification math. : 14A22 - 17A70 - 20Gxx.
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qui donne ce résultat dans le cas classique est relié au fait que l'opérateur
de Casimir dans l'algèbre enveloppante sépare un poids dominant du poids
zéro, ce qui est faux dans le cas super (les poids atypiques ne sont pas
toujours séparés de zéro par le centre de l'algèbre enveloppante). Il est de
plus clair qu'il existe des modules non triviaux pour lesquels l'homologie
est non triviale : la super algèbre de Lie 05p(4,2) admet une famille à un
paramètre de déformations, donc la représentation adjointe a une homologie
non triviale.

Dans le cas des super algèbres de Lie, le complexe de Koszul à valeurs
dans un module de dimension finie n'est pas de longueur finie : il est donc
raisonnable de se demander si l'homologie correspondant à ce complexe est
de dimension finie.

Soit Q = 0o®ôi une super algèbre de Lie de dimension finie sur C, dont
on suppose la partie paire QQ réductive, M un ^-module de dimension finie
qui est un ^o-^^ùdule semi-simple. On suppose de plus qu'il existe un groupe
réductif connexe Go d'algèbre de Lie Qo, tel que l'action de QQ dans 51 et
dans M s'intègre en une action de Go. On forme le complexe de Koszul de Q
à valeurs dans M. Si l'on cherche à interpréter géométriquement une partie
des informations contenues dans ce complexe, on en vient à considérer les
équations [î/, y} = 0 dans ^i. Soit A la sous-variété (réduite) de P(fli) définie
par ces équations : on l'appelle la variété autocommutante de Q. On peut
alors ramener l'étude de la suite spectrale associée au complexe de Koszul
de fi à valeurs dans M à un travail sur une suite spectrale qui provient
d'un complexe de faisceaux dont l'homologie est à support dans la variété
autocommutante.

Rappelons une définition due à Mumford ([MuFo], p. 148) :

DÉFINITION — Soit Go un groupe de Lie réductif complexe et soit
V une variété dans laquelle GQ opère algébriquement. Soit C un faisceau
ample sur V sur lequel GQ opère. On dît qu^un point v ç. V est instable
pour C si toutes les sections Go-invariantes des puissances tensorielles de
C sont nulles en v.

On démontre le théorème suivant :

THÉORÈME 3.1. — Soit V une GQ- variété projective, soit C un faisceau
inversible ample et Go-linéarisé sur V et soit T un faisceau cohérent GQ-
équivariant sur V à support dans les points instables pour C. Alors la partie
Go-invariante de la cohomologie de ^(l) = F (g) C®1 est nulle pour l assez
grand.
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Ceci permet ensuite de démontrer :

THÉORÈME 4.1. — Soit Q = Qo © 01 une super algèbre de Lie dont la
partie paire est réductive, soit GQ un groupe algébrique réductif connexe
d'algèbre de Lie QQ, soit M un Q-module de dimension finie tel que QQ opère
de manière semi-simple dans M. On suppose que Faction de QQ dans 0i
et M s'intègre en une action de GQ (i.e. la différentielle de Faction de GQ
est Faction de Qo). Supposons de plus que la variété autocommutante est
formée de points instables pour le faisceau ample Op(gi) (1) relativement au
groupe GQ (i.e. on suppose que tout polynôme Go-invariant homogène de
degré strictement positif sur 51 est nul sur C(A), où C(A) désigne le cône
de 9i défini par les équations [Y, Y] = 0). Alors Fhomologie de Q à valeurs
dans M est de dimension finie.

Le dernier paragraphe est consacré à l'étude d'exemples de super algèbres
de Lie simples à partie paire réductive, osp(m,2n), s{(m,n\m -^ n, G(3),
F'(4) et D(2,1,À). Dans un premier temps, on démontre que l'on peut
appliquer le théorème 4.1 à ces super algèbres de Lie de la manière suivante :
soit 0 = flo ® fli une telle super algèbre de Lie. On introduit le morphisme

^ : sw° — sw-
qui prolonge l'application de Q^ dans S2^) déduite par transposition du
crochet de Lie sur gi x ^i. On démontre ensuite le théorème suivant :

THÉORÈME 5.1. — Soit Q Fune des super algèbres de Lie g[(m,n),
05p(m, 2n), F(4), G(3), D(2,1, À). Alors le morphisme a est surjectif.

On démontre alors (§ 5.2) que le théorème 4.1 s'applique à Q.

Par ailleurs, Fuks, dans son livre sur la cohomologie des algèbres de
Lie de dimension infinie ([Fu]), calcule la cohomologie à valeurs dans le
module trivial des super algèbres de Lie 0((m, n) et 05p(m, 2n). Les résultats
sont annoncés dans une note de Fuks et Leites, [FuLe]. Il se trouve que la
démonstration permet également de calculer cette cohomologie pour les
super algèbres de Lie exceptionnelles.

THÉORÈME 5.3 (Fuks-Leites). — On a les isomorphismes suivants :

jr(osp(m,2n),C) ̂  <f ̂ /^y m^2n
' • ' '' / {H*(spC2n),C) sim<2n

ff*(fll(m, n), C) ̂  ff*(fl((sup(m, n)), C).
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THÉORÈME 5.4. — On a les isomorphismes suivants :

JT(G(3),C)^*(52,C)
fT(F(4),C)^*(o(7),C)

ff*(D(2,l,A),C)^I:f*(s((2) x5l(2),C).

Pour compléter la liste des super algèbres de Lie simples à partie
paire réductive, il faut ajouter les familles psl(n,n), p(n) et q(n) : ces trois
familles ont une cohomologie infinie et nous ne les traiterons pas ici.

Je souhaite remercier Alberto Arabia, Michel Brion, Michel Duflo et
Jean-Louis Koszul pour d'utiles discussions.

1. Le complexe de Koszul d'une super algèbre
de Lie à valeurs dans un module

et la suite spectrale qui en résulte.

Soit 0 = flo ® Si une super algèbre de Lie sur C de dimension finie et
soit M un ^-module de dimension finie.

On rappelle qu'il existe une algèbre extérieure, au sens gradué, de Q :

A-^)= e A^so)^71-^).
k=o

Cette algèbre extérieure est munie d'une part d'une graduation sur N (par
n), et d'autre part d'une bigraduation sur N x N (par k et n — fc).

On peut former le complexe de Koszul de Q à valeurs dans M,
A(g) 0 M, avec la différentielle :

9(x-t A ... A Xk 0 y i . . . Vn-k ̂  rn)
== ̂ (-l)'"1^! A ... A Xi A ... A Xk 0 y i . . . Vn-k ̂  Xim

i

+^(-l)^+J[a;^,^•] A x-t A ... A Xi A ... A X j A ... A Xk 0 î/i ...Vn-k ̂  m
i<j

+ ̂ (-l)'"1^! A ... A Xi A ... A Xk 0 Xi.Çy^ ... yn-k) ̂  rn
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+ ̂  xi A ...... A Xk (8) y i . . . V i . . . Vn-k ̂  Vifn
i

+ ̂  .ri A . . . . . . A Xk A [yi, yj] (g) î/i ...yi...yj ... y^-k ^ rn,
i<j

où les Xi sont des éléments de Qo, les ̂  sont des éléments de ^i et m est
un élément de M.

On remarque alors que 9 est somme de trois applications homogènes
pour la bigraduation de A(g) (g) M induite par la bigraduation de A(fl). On
note ces trois applications 9i, 9^ et 03, avec

9i : A^go) 0 ̂ -^Si) 0 M -. A^-^so) ̂  ̂ -^fli) 0 M,

celle-ci est la différentielle du complexe de Koszul du ^o-module 5'(5i)0M,

% : A^so) 0 ̂ -^fli) ^) M -^ A^flo) 0 ̂ -^-^ôi) 0 M,

% : A^so) 0 ̂ -^si) 0 M ̂  A^+^flo) ̂  ̂ -^(fli) 0 M,

celle-ci est également une différentielle dont nous donnerons une interpréta-
tion dans la suite. On a donc 9^ = <9j = (<9i + 9^ + %)2 = 0.

Si l'on gradue A* (5) par l'entier p = 2A; + (n — k) = k + n dans les
notations précédentes, et si l'on note Ap(g) la composante de degré p, on
a :

9i(Ap(s) 0 M) c Ap_2(fl) 0 M,

<92(Ap(fl) 0 M) c Ap-i(s) 0 M,

<93(Ap(fl) (g) M) c Ap(s) (g) M.

Si maintenant on filtre A* (5) (g) M par

0 Afc(s) (g) M,
fc=o

on obtient une suite spectrale d'un module différentiel filtré ([God] p. 77).
On a E^ = Ap(fl) (g) M, et do = 03.
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2. Variété autocommutante.

On supposera dans la suite de l'article que flo est une algèbre de Lie
réductive dont le centre opère de manière semi-simple dans M. On suppose
de plus qu'il existe un groupe réductif connexe Go? d'algèbre de Lie QQ^ tel
que l'action de QQ dans fli et dans M s'intègre en une action de Go.

Considérons les équations [y, y] = 0 dans 31. Notons C(A) l'ensemble
des solutions. On appellera C(A) le cône autocommutant de Q. Soit A la
sous-variété de P(si) correspondante.

DÉFINITION 2.1. — La variété A que nous venons de définir s'appelle
la variété autocommutante de la super algèbre de Lie Q.

3. Complexe de Koszul associé aux équations [ y , y ] = 0.

On construit le complexe de Koszul associé aux quadriques dont C(A)
est intersection : on considère l'algèbre A(flo) ^ 5'(Si)' Le crochet de Lie
sur Si x 0i donne une application

S\Qi) —— 0o,

que l'on transpose en une application

v •• 0$ ̂  s\sî) ̂  5(8î).
Par extension des scalaires, ceci donne une forme linéaire sur le S(Q^)-
module Q^ 0 ̂ (flî)? que l'on étend en une dérivation de l'algèbre bigraduée
A(g^) 0 ̂ (^î), qui est de bidegré (—1,2) et de carré nul :

^ : A^flS) 0 ̂ (sî) - A^-1^) 0 ̂ (sî)

/ t (^lA.. .A^A:^/l . . . /^)=^(-l)A ;~^lA.. .A^A.. .A^fc^^(^)/ l . • . /^
i

Par ailleurs, la dérivation 83 que nous avons définie précédemment ne
fait pas intervenir le fl-module M. Si l'on suppose M trivial, 83 s'écrit :

(93(^1 A ... A Xk-i 0 2 / i . . . yw)
= ̂  xi A ... A Xk-i A [yi, y j ] (g) y i . . . yi...%... ̂ +2.

Î<J
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LEMME 3.1. — La différentielle K est la transposée de 9^.

Démonstration. — On calcule le produit scalaire :

(a) = (a;i A ... A Xk-i 0 y i . . . î/z+2,
^(-l) '̂"^! A ... A ùi A ... A Uk (g) ̂ (^)/i... fi)
i

(a) = ̂ (-l̂ - î A ... A Xk-i,Ui A ... A m A ... A Ufe).
î

(î/l...^+2,^(^)/l.../0,

où les différents produits scalaires résultent des dualités naturelles entre
A^-^flo) et A^-^) et entre ^(fli) et ^(flî).

Il nous faut démontrer que (a) = (6), avec

W == ( ^ ^ I Â — Â ^ - I A[^ ,%]02/ i . . . î / z . . . ^ . . . ^+2 ,
^j

IAI A ... A Uk 0 /i... fi j.

Il suffit de démontrer cette égalité pour les générateurs de 5'(0i), on peut
donc limiter le calcul aux cas /i... fi = f1 pour un certain / e SÎ et
2/1 • • • Vi+2 = y1^2 pour un certain y e fli.

On a :

{a)=^{-l)k-^Di{yw^{ui)fl^
i

où Di désigne le mineur de la matrice bmn = {^rn^n)i m et n parcourant
l'ensemble {! , . . . , dim (flo)} le produit scalaire provenant de la dualité entre
0o et Q^ à laquelle on a retiré la i-ème colonne.

Par ailleurs, on a :

(y^2,^)/') = CW,v(u,)).l\(y,f)1

(y^2,^)/') = Cf+2"(^ [y,2/]).(2/J)'.

par définition de y(Ut). On a donc :

(") = (E(-l)fc-^JD<(^'[y'y])) ̂ w(y,f)1
\ i /
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(a)=det(cmnW^(yJ)1

OÙ Cmn = {Xm.Un) SI m < k et Ckn = (b/,2/L^n).

Calculons maintenant (&) :

W == ( Z^xl A • • • A :rA;-1 A [̂  2/]^i A ... A Uk) .(/z, y1).
v î<7 /

Comme i et j correspondent à deux places de y dans y1^2, on a :

W == Cf^i A ... A Xk-i A b,î/],ni A ... A Uk).l\{f,y)1

(b)=det(cmnW^(yJ)1

(b) = (a), n

Complexe de Koszul associé à un fibre muni d'une section :

On donne maintenant une interprétation géométrique sur P(fli) du
complexe de Koszul ci-dessus.

Soit -F un fibre vectoriel muni d'une section a sur une variété
algébrique X. On appelle complexe de Koszul associé à la section le
complexe :

0 -, A^F*) -^ ... -> A^F*) -^ F* -> Ox.

La différentielle est le produit intérieur par la section. On notera ce
complexe K.(a). On notera, si M est un Ojc-module, K.(a, M) = K.(a)<S)
M.

L'application

^(Si)—^

construite à partir du crochet de ^i x gi permet de décrire une application
Op(fli) -linéaire

'/^^Op^-^Op^),

où Op(g,)(2) = Op^)(l)00p(^)(l), OP(^)(I) désignant le fibre tautologi-
que. En effet, l'application transposée, 5$ —> ̂ (sî) induit une application
SS ^ °P(fli) —^ ^(fiî) ̂  °P(Qi)' on la compose avec l'application d'éva-
luation

S\^) 0 OP(^) = ^°(0p(^)(2)) 0 OP(^) -^ 0^(2)
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pour obtenir t/. On a

/^P(8i)(-2)—SO^OP(^).

On tensorise alors cette application par Op^)(2), ce qui donne une
application

/^(fli)——0o^0p(^)(2).

On a donc un fibre sur P(fli) de fibre QQ qui est muni d'une section, /. On
utilise le complexe de Koszul K^(f).

Rappelons que l'on a noté A la variété autocommutante de Q.

LEMME 3.2. — L'homologie de K»(f) est à support dans A.

Démonstration. — Soit x un point de P(fli) qui n'est pas dans A,
montrons que le complexe est acyclique en x. Soit A = Op(ni),a; l'anneau
local de P(fli) en x. Choisissons un générateur de Op(fli)(l) au voisinage
de x : ceci permet d'identifier / avec un élément de QQ 0 A qu'on regarde
comme une suite /i,. . . ,/d d'éléments de A (on a noté d la dimension
de Qo)' Par hypothèse, /i,..., fd ne s'annulent pas tous en x et donc ils
n'appartiennent pas tous à l'idéal maximal de A. On peut donc trouver des
éléments p i , . . . , gd dans A tels que /i^i-h...+ fd9d = 1. La multiplication
extérieure par g\... gd dans AÇA^ donne une homotopie du complexe de
Koszul K.(f) en rc, donc celui-ci est acyclique en x.

Rappelons une définition due à Mumford ([MuFo], p. 148) :

DÉFINITION 3.1. — Soit Go un groupe de Lie réductif complexe et soit
V une variété dans laquelle GQ opère algébriquement. Soit C un faisceau
ample sur V sur lequel Go opère. On dit qu'un point v ç. V est instable
pour C si toutes les sections Go-invariantes des puissances tensorielles de
C sont nulles en v.

THÉORÈME 3.1. — Soit V une Go-variété projective, soit C un faisceau
inversible ample et Go-linéarisé sur V et soit F un faisceau cohérent Go-
équivariant sur V à support dans les points instables pour C. Alors la partie
Go-invariante de la cohomologie de 3^(1} = F 0 C®1 est nulle pour l assez
grand.

Démonstration du théorème. — Par le théorème d'annulation de Serre
([Ha], Th. III.5.2), on sait que H1^^)) est nul pour i > 0 et ; » 0. Il
reste à voir que pour l assez grand, il n'y a pas de section Go-invariante de
^(l). On sait que T est à support dans Y, mais on ne sait pas a priori que
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c'est un Oy-module. Par contre, le théorème des zéros de Hilbert assure
que si 1 est le faisceau d'idéaux définissant V dans l'espace projectif dans
lequel V est plongé, (Oy = Op/J), il existe un entier d tel que ^F = 0. Si
l'on considère la suite des P F / P ^ F , on obtient une filtration de F qui est
finie. Chacun des quotients successifs de cette filtration est un Oy-module,
muni d'une action de Go car 1 est Go-invariant. Il suffit donc de démontrer
le théorème pour un Oy-module, on supposera que F en est un.

Soit G le sous-faisceau de F engendré par les images des morphismes
Op(-fe) —^ F qui correspondent à des sections invariantes de F{k). On
obtient ainsi un faisceau cohérent (car P est noethérien). On peut donc
engendrer G par un nombre fini d'applications du type précédent (i.e.
Op(-k) —^ F, Go-invariante), ce qui nous donne un morphisme d'image
É ? :

Op(-fci) © Op(-fc2) © ... © Op(-ki) -^ Q ̂  F.

Comme F est un Oy-module, Q est un Oy-module et on peut donc
remplacer Op(-fci) © Op(-k^) © ... © Op(-Â^) par Ov(-h)@0v(-k^e
. . . © Ov(-ki). On notera (p le morphisme

^ : Oy(-h) © Ov(-k2) © ... © Ov{-ki) —> Q

il est Go-invariant.

Soit AT = Ker(</?), Af est un Oy -module cohérent. Par le théorème
d'annulation de Serre, ^(M'Çl)) est nul pour ; suffisamment grand. On en
déduit, en passant par la suite exacte longue de cohomologie déduite de ^,
l'existence d'une surjection Go-linéaire

H°(0v(l - fci) © ... © Oy(l - ki)) —— H°(g(l)).

Or H°(0v{l-k^)e.. .00v(l-ki)) ̂  H°(0v(l-k^)e.. .@H°{Ov(l-ki)).
Or le seul k tel que HQ(pv{k))GO soit non nul est k = 0 par hypothèse.

Pour l assez grand, H°(0v(l - kj))00 = 0 pour tout j, donc
HQ{Q{l))G^ = 0, donc HQ(F(l))G- = 0, cqfd. n

Introduisons l'hypothèse suivante sur la super algèbre de Lie Q : la
variété autocommutante A de Q est formée de points instables pour le
faisceau ample Opç^(l). On dira alors simplement que les points de A
sont instables, autrement dit le cône G(A) dans 51 ne contient qu'une seule
orbite fermée sous l'action de Go, à savoir {0}.

Le théorème a l'énoncé suivant dans cette situation :
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COROLLAIRE. — Supposons que les points de A sont instables. Soit
F un faisceau cohérent sur OP(^), on suppose F à support dans A et
muni d^une action de GQ. La partie QQ-invariante de la cohomologie de 7
^ ^P(fli)(0 = *^(0 est nulle pour l assez grand.

4. Finitude de Phomologie.

Reprenons la suite spectrale associée au module différentiel filtré du
paragraphe 1. Nous avons vu avec le lemme 3.1 qu'au stade EQ (rappelons
que E^ = Ap(g)(g)M muni de la différentielle do = 03), c'est le transposé du
complexe de Koszul associé aux quadriques [y, y] = 0 après tensorisation
par le module M. Cette tensorisation n'a pas d'incidence car, comme nous
l'avons vu, la différentielle 0)3 ne fait pas intervenir la structure de ^-module
de M.

On peut écrire E^ comme le complexe suivant :

A°(flo) ̂  ̂ (51) 0 M -^ A\Qo) 0 ̂ (fli) 0 M -^
. . . ̂  A^^so) 0 ̂ -^"^(fli) 0 M.

L'aboutissement de la suite spectrale en question est exactement l'homolo-
gie de g à valeurs dans M. On sait a priori que l'homologie de g à valeurs
dans M est ^o-mvariante.

Par ailleurs, QQ agit sur chacun des termes de la suite spectrale et
commute avec 9 (la différentielle totale du complexe de Koszul). On peut
donc remplacer la suite spectrale (£^,do) par sa partie go-mvariante : on
peut faire tout ceci car on a supposé 5'(gi) 0 M semi-simple comme QQ-
module. Donc chaque terme de la suite spectrale flo-mvariante est formé de
00-modules semi-simples.

On supposera dans la suite de ce paragraphe que les points de A
sont instables. Considérons «l'hypercohomologie» du complexe de Op(g^-
modules de K.(f) (g) Op^(i) (g) M, c'est-à-dire l'aboutissement de la suite
spectrale obtenue en prenant des résolutions flasques de tous les termes de
ce complexe de faisceaux. On la notera W(K^(f) 0 Op(ai)(î) ^ M). On
considère que les résolutions flasques forment les colonnes du bicomplexe.

LEMME 4.1. — Pour i assez grand, on a :

(H*(^.(/)00p^)(2)0M))^=0.
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Démonstration. — Considérons la suite spectrale obtenue en fil-
trant horizontalement le bicomplexe ci-dessus : le terme E^q(^} s'écrit
HP(Hq(K.{f}}<^0^^(^}^M). Sa partie flo-mvariante est nulle d'après le
lemme 3.2 et le théorème 3.1, car on a supposé que GQ agit algébriquement
dans 5(51 ) (g) M.

Si maintenant on considère la suite spectrale obtenue avec le même bi-
complexe filtré cette fois-ci verticalement, elle aura le même aboutissement,
et ce sont les ^o-mvariants du terme E^(i) de celle-ci qui nous intéressent.

Comme la première opération sur cette nouvelle suite spectrale
consiste à faire agir le foncteur «sections globales», le terme E\(Ï) s'écrit

E^ = A^(so) 0 H^(0^(i - 2p)) ̂  M.

(L'indexation est due au fait que l'on prend l'homologie et non la cohomo-
logie.) Pour i assez grand et q ^ 1, on applique le théorème d'annulation de
Serre. Ceci démontre que la suite spectrale dégénère, et, d'après le lemme
4.1 les parties ^o-mvariantes des termes E^Çi) sont nulles.

On a donc démontré le théorème suivant :

THÉORÈME 4.1. — Soit 0 = QQ © 0i une super algèbre de Lie dont la
partie paire est réductive, soit GQ un groupe algébrique réductif connexe
d'algèbre de Lie flo? soit M un g-module de dimension finie tel que Qo opère
de manière semi-simple dans M. On suppose que Faction de Qo dans fli
et M s'intègre en une action de Go (Ï.e. la différentielle de Faction de GQ
est Faction de Qo). Supposons de plus que la variété autocommutante est
formée de points instables pour le faisceau ample Op(gi) (1) relativement au
groupe GQ (Ï.e. on suppose que tout polynôme Go-invariant homogène de
degré strictement positif sur fli est nul sur C(A)). Alors Fhomologie de Q
à valeurs dans M est de dimension finie.

5. Application à certaines super algèbres
de Lie simples à partie paire réductive.

Soit g l'une des super algèbres de Lie simples à partie paire réductive
05p(m,2n), Q\(m,n),m -^ n, (3(3), F(4) et D(2,1,A). Dans chaque cas, on
construit Go- Dans un premier temps, nous donnons une description du
morphisme

^ : sw° -^ sw
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qui prolonge l'application de Q^ dans S2^) déduite par transposition du
crochet de Lie sur ^i x ^i. Ceci permet d'avoir une description explicite de
^(flî)80 dans chaque cas.

On examine alors la variété autocommutante de chaque super algèbre
de Lie et on déduit de l'étude précédente que dans chaque cas elle est formée
de points instables pour le faisceau ample Opç^(l) (relativement à l'action
de Go). On peut alors appliquer le théorème 4.1 à ces algèbres.

Le calcul des anneaux d'invariants permet de reprendre la démons-
tration de Fuks ([Fu]) pour le calcul de la cohomologie à valeurs dans le
module trivial et de donner les résultats pour les super algèbres de Lie
exceptionnelles.

Remarquons enfin que si QQ est une algèbre de Lie semi-simple, i.e. si
S = 05p(m,2n), m ̂  2, G(3), F(4) ou D(2,1,À), le groupe Go d'algèbre
de Lie QQ qui est connexe et simplement connexe agit dans tout ^-module
M de dimension finie avec une action dont la différentielle est l'action de
0o. On peut alors appliquer le théorème 4.1 et en conclure que l'homologie
de Q à valeurs dans M est toujours de dimension finie.

Le théorème 4.1 s'applique donc à toutes les super algèbres de Lie
simples à forme de Killing non dégénérée et aux super algèbres de type
osp(2m + 2, 2m) et D(2,1, A).

5.1. Anneaux d'invariants.

Soit Q l'une des super algèbres de Lie suivantes : ̂ (m, n), 05p(m, 2n),
5l(m,n), n ^ m, -F(4), G(3), et D(2,1,A). Le but de ce paragraphe est
d'étudier l'homomorphisme

a : SW — S{Q^

qui prolonge l'application de g^ dans S2(QJ[) déduite par transposition du
crochet de Lie sur fli x ^i. On notera R = SÇ^)90 et S = S^)80.

THÉORÈME 5.1. — Soie Q Fune des super algèbres de Lie ^\(m^n),
05p(m, 2n), F(4), G(3), D(2,1, À). Alors le morphisme a est surjectif.

Démonstration. — Nous traiterons d'abord les cas classiques, flï(m, n)
et 05p(m,2n), en utilisant la théorie des invariants des groupes classiques
(voir [We], ou [Vu] pour une référence plus récente). En effet, les résultats
de [Vu] peuvent s'extraire de [We] mais [Vu] est beaucoup plus accessible...



544 CAROLINE GRUSON

Le cas de fll(m,n).

On a Qo = Ql(m) x Q[[n) et Go = GL(m) x GL(n). On supposera
m ^ n. Soit V (resp. TV) la représentation standard de 0l(m) (resp. Ql(n)).
Alors fli = Hom(V,^) e Hom(lV,y). D'après le théorème 3 de [Vu],
on a : SÇ^)0^ = 5'(End(V)) car m ^ n, l'identification se faisant par
l'intermédiaire de l'application

Si —— End(Y)

(u,v) \—>vou.

Il en résulte que S(Q^° = SÇEïidÇV))01-.

On sait d'autre part que SÇEndÇV))0^ est un anneau de polynômes
en m variables, l'identification se faisant en associant à x ç End(Y) les
coefficients du polynôme caractéristique de x. Il en résulte que ^(flî)50 est
un anneau de polynômes en m variables, l'identification associant au couple
(n, v) les coefficients (^ i , . . . , Sm) du polynôme caractéristique de v o u.

D'autre part, on sait que S(Q^)90 est l'anneau de polynômes C[(TI, . . . ,
^m^iî • • • î^n] où les ai (resp. ïj) sont les coefficients du polynôme ca-
ractéristique dans Ql(m) (resp. fl((n)).

L'homomorphisme a vérifie a(ai) = Si = a(ïî) pour 1 ̂  i ^ m, et
a(rj) = 0 pour j > m. D'où l'assertion.

Le cas de 05p(m, 2n).

On a 0o = û(^) x 5p(2n) et fli = V 0 W où Y (resp. W) désigne
la représentation standard de o(m) (resp. 5p(2n)). Un élément de fli, n,
est une application linéaire de V* dans W. On définit un élément u* dans
Y* (g) IV* : la forme symplectique (resp. quadratique) identifie W à W*
(resp. Y à Y*). On a ainsi un isomorphisme de V (g) W dans Y* (g) TV* et
ÎA* est l'image de u par cette application.

Nous devons distinguer deux cas : 2n ^ m et m > 2n. Dans le premier
cas, 2n ^ m, on applique le théorème 2 de [Vu] à l'action du groupe Sp(2n)
sur Y (g) W = 0i : le quotient par cette action s'identifie à S(A2(V)) au
moyen de l'application

5i =y0W—^(V)

définie comme suit : Soit u ç Hom(y*, W) = fli, on lui associe l'image de
la forme symplectique sur W (considérée comme un élément de A2^*))
par la transposée de l'application A2^ : A2 (Y*) —^ A2 (IV). On obtient ainsi
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un élément de A2 (Y). Celui-ci n'est autre que u*u, lequel appartient à la
composante A2 (Y) de V^V, identifié à End(Y*) via la forme quadratique.

Ceci démontre que l'application u \—> u*u induit une surjection de
SÇ^)3^2^ sur SÇQ^)3^2^. Il en résulte que a est surjectif en prenant le
quotient par l'action de S0(m).

Remarquons de plus que A2 (Y) est la représentation adjointe du
groupe SO (m) : le théorème de Chevalley nous donne alors la description
de S(Q^)90 comme anneau de polynômes.

Le cas m > 2n se traite de façon identique en échangeant les rôles de
V et W et en utilisant le théorème 1 de [Vu].

Nous traitons maintenant les cas exceptionnels ^(4), G(3), D(2,1, A).

Rappels sur les super algèbres de Lie exceptionnelles.

Parmi les super algèbres de Lie admettant un produit scalaire inva-
riant non dégénéré, on trouve deux super algèbres de Lie exceptionnelles,
G(3) et F'(4), et une famille à un paramètre de déformations de 05p(4,2),
D(2,1, A). Décrivons la structure de ces super algèbres de Lie ([Se]).

Soit s = F(4). On a so = o(7) x 5((2), fli = V 0 W où V (resp.
W) désigne la représentation spinorielle de o(7) (resp. la représentation
standard de 5l(2)). Il faut décrire l'application S2^) —> Qo provenant du
crochet. On a S2^) = S^V) 0 S2(W) © A^V) (g) A^TV).

Soit Q une forme quadratique o(7)-invariante sur V. On peut alors
écrire A2 (Y) = o(7) ©C7 où C7 désigne la représentation standard de o(7).
De plus, Q définit une application linéaire que l'on notera encore Q de
S2 (V) dans C. On choisit une identification de A2 (W) avec C, d'où une
identification de S2(W) à s\(Ï). On peut donc écrire

^(fli) = s2^) 0 51(2) e (o(7) e c7) 0 c.
/Q01 0 \

L'application qui a pour matrice par blocs /, ., . . .\ 0 1ère projection/
envoie S2^) dans (C 0 5l(2)) ® (o(7) 0 C) = Qo, ce qui définit le crochet.

Soit Q = G(3). On notera 52 l'algèbre de Lie du groupe de Lie
exceptionnel G'z. On a QQ = 52 x 5l(2), 51 = V 0 W où V (resp. W)
désigne la représentation standard de 52 dans C7 (resp. de sl(2) dans C2).
On a ^(si) = S2^) (g) S2(W) ® A2 (Y) 0 A2^). Notons Q une forme
quadratique ^-invariante sur Y, on a A2 (Y) = ̂  ® V comme ^-module.
De plus, «^(Y) s'envoie par Q sur C. On identifie A2 (W) à C, d'où une
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identification de S2^) à sl(2). L'application qui a pour matrice par blocs

(ç?1 1ère projection) définit' comme dans le cas de F^' le crochet

cherché.

Soit 9 = D(2,1, A). On a 0o = si(2) x 5l(2) x sl(2) et fli = Vi (g) ̂ 2 ̂  ̂ 3
où Vi désigne la représentation standard du i-ème facteur sl{2). On a :

^(fli) = (s^v^s^v^s^v^w^v^A^v^A2^ e(A2(yl)0
S2^) ̂  A2^)) ®(A2(Vi) ̂  A2^) ̂  ̂ (Vs)).

^(01) = (52(Vl)052(y2)0<?2(y3))e[(A2(Vl)0A2(y2)^A2(y3))^(5l(2)e
5((2) 051(2))].

On identifie A^Vi) 0 A2^) (8) A2^) à C. Si l'on compose alors la
seconde projection avec une matrice 3x3 inversible et diagonale, on définit
un crochet, qui vérifie l'identité de Jacobi si et seulement si la trace de
cette matrice est nulle.

Démontrons le résultat dans ces cas-là : on utilise la notion de
«représentation visible» introduite par Kac dans [Ka2] : soit H un groupe
réductif, un H -module M est dit visible si la nilvariété de M, i.e. l'ensemble
des points qui annulent simultanément tous les Jf-invariants de 5(M*) sans
terme constant, est réunion finie d'orbites. Kac démontre qu'alors S (M")11

est un anneau de polynômes si M est irréductible et donne dans chaque cas
le degré des générateurs. Des tables de modules visibles sont dressées dans
[Ka2] et rectifiées dans [DaKa]. On vérifie que le ^o-module fli est visible
dans chacun des cas qui nous occupe : D(2,1, A) et F(4) sont dans la table
III (rappelons que F(4) a pour partie paire s\(Ï) x o(7) et pour partie
impaire C2 (g) Spin(7), ce que Kac abrège en s[{2) (g) Spin(7)). L'algèbre
G(3) se trouve dans la table IV sous la forme abrégée G^ ^sl(2). Dans
chacun de ces cas, le nombre de générateurs de SÇ^)00 est égal à 1 et le
degré de ce générateur est 4.

D'autre part, chacune de ces super algèbres de Lie a au moins un
facteur si(2) dans sa partie paire. On peut donc, si l'on note îî l'opérateur
de Casimir de 5l(2), considérer l'opérateur 1 (g) ̂  dans 5'(so)80 dans les cas
F(4) et G(3) et l'opérateur ^ (g) 1 (g) 1 dans le cas de D(2,1, A). On vérifie
que l'image de cet opérateur par le morphisme a est non nulle (rappelons
que 1 (g) îî est de degré 2, et donc son image par a est de degré 4) (on a
identifié ici QQ et g$), d'où le théorème. D
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5.2. Variétés autocommutantes.

THÉORÈME 5.2. — La variété autocommutante des super âlgèbres de
Lie suivantes est formée de points instables pour le faisceau ample Op(gi) (1)
relativement à Faction de Go : fl((m,n), osp(m, 2n), 5((m,n), n -^ m, P(4),
G(3),etD(2,l,\).

Démonstration. — Le morphisme

^ : sw° — S(Q^

f^ (x^ f([x,x}))

est toujours surjectif dans les cas considérés. Soit P un élément non
constant de ^(sî)00, on a P = a(ff) avec Q e S^)00. Donc P est nul
sur A.

5.3. Cohomologie de certaines super âlgèbres de Lie simples
à valeurs dans le module trivial.

Reprenons le complexe de Koszul décrit au paragraphe 1. On uti-
lise cette fois-ci la filtration par des puissances croissantes de l'algèbre
extérieure de la partie paire : on obtient ainsi la suite spectrale de
Hochschild-Serre correspondant à notre situation. On se place en cohomo-
logie. La numérotation canonique de la suite spectrale de Hochschild-Serre
nous donne ici : E^ =^(^^P(^^)) =H^Qo, C) (g) (SP^Y)^. D'après
ce que nous avons vu précédemment, dans chaque cas © E^ est cano-

P,q
niquement muni d'une structure d'algèbre bigraduée isomorphe au pro-
duit d'une algèbre extérieure (la cohomologie de la partie paire) par une
algèbre symétrique (S(Q^)00). Nous savons également que les générateurs de
l'algèbre extérieure sont tous de degré impair et les générateurs de la partie
symétrique sont tous de degré pair. Or le complexe de Koszul donnant nais-
sance à cette suite spectrale est une algèbre différentielle graduée, munie
d'une filtration qui est compatible avec cette structure d'algèbre. Chaque
étape de la suite spectrale sera donc une algèbre différentielle graduée, en
particulier © E^.

p,q
Le lemme qui suit permet de démontrer par récurrence que les étapes

successives de la suite spectrale sont, dans certains cas, des produits
tensoriels d'âlgèbres symétriques par des âlgèbres extérieures.
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LEMME 5.1. — Soit R = C[x-t,...,Xp] (g) A(^i , . . . ,^) le produit
tensoriel d'une algèbre symétrique dont tous les générateurs, ordonnés par
degré croissant, sont de degré pair, par une algèbre extérieure dont tous
les générateurs, ordonnés par degré croissant, sont de degré impair. Soient
x ^ , . . . , Xk les générateurs de degré minimal d de la partie symétrique.

Soit 6 un entier impair. Supposons que R est munie d'une différen-
tielle D, bihomogène, de bidegré (d, —6), telle qu'il existe des générateurs
^,... ̂  de l'algèbre extérieure, de degré 6, tels que -D .̂ = xj.

Alors, quitte à modifier les générateurs Çj avec j ^ î i , . . . ,^ ,
on a Df^j = 0. De plus la cohomologie Ker(D)/Im(D) est l'algèbre
C[Xfe+i,. . . , Xp] 0 A(^i , . . . , rf^,..., r]q) où Xj désigne la classe de Xj et
rjj la classe de ̂ .

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur q ^ ik.
Pour q < iki l'énoncé est vide.

Remarquons que D laisse la sous-algèbre C[a;i,..., Xp\ (8)A($i,..., $9-1)
stable, puisque deg(^) ^ deg(^g) pour tout i et que D diminue strictement
le degré de la puissance extérieure. Par hypothèse de récurrence, on peut
donc supposer que D(^j) = 0 si j -^ î i , . . . ,^ et j ^ q. Le bidegré de
l'élément D^q est (d,deg($g) - 6). On décompose D^q dans la base choisie
d e R :

k

D^^Y^PiXi
1=1

avec Pi e A($i, . . . , $ç-i). On écrit alors que D2^ = 0 :
k

0 = ^ D(Pi)xi car D(xi) = 0 pour l = l , . . . , f c puisque D diminue
;=i

k q-1 Qp
strictement le degré de la partie extérieure. Donc 0 = ̂  xi ̂  ——D^, où

1=1 j=l O^j

—— est la dérivation de l'algèbre extérieure telle que —^- = 6ij. Or D^j = 0d^ ^j
si j -^ î i , . . . , ik. Donc on a :

o=i>Ê||̂1=1 j=î. u^
„ ^ ^ 9Pi
Q=2^x^-9^.x^;=i .,=1 a^
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ce que l'on peut écrire —— + —— = 0, pour j, l variant entre 1 et k. Il
<%, 9^ii

!)0
existe donc un élément Q de A(^i , . . . ,$g-i) tel que PI = —— pour tout l

°kil
(exactitude du complexe de Koszul pour l'algèbre extérieure). On a donc

D^=^XlQQ=D{Q).
1=1 ^ii

Donc D(^q — Q) = 0 et, en remplaçant $g par Çg — Ç, on a la première
assertion du lemme. La seconde assertion est alors claire, n

Introduisons, comme le fait Fuks, l'algèbre de Weil de la partie
paire QQ : il s'agit du produit tensoriel §(5$) 0 A^), où §(fl3) désigne
l'algèbre symétrique de ^ munie de la graduation S2^^) = S'1^) et
§2î+iQ^ ^ o. On notera l^(flo) cette algèbre qui est super commutative
libre. Remarquons que, comme super espace vectoriel, ^(flo) est une super
algèbre symétrique sur le super espace vectoriel S2^) 0 A^g^) (les deux
facteurs sont isomorphes à 0$ mais ont une parité différente). On munit
W(Qo) de la dérivation impaire D, que l'on décrit sur les générateurs de la
super algèbre symétrique : le crochet sur QQ est une application linéaire de
A2 (go) dans QQ. Si on la transpose, on obtient une application linéaire de
A^^) = Q^Q dans A2 (5$) que l'on notera 7. On notera de plus 6 l'application
identique de A^fl^) dans S2^). Enfin, on note e l'application de S2^)
dans S2^) <S) A1 Q^) transposée du crochet vu comme une application
linéaire QQ (g)flo —> So-

Soit w e A^sS), D(w) = 26{w) - 7(w).

Soit w' e S2^), D(w') = e{w').

On a alors D2 = 0. On sait donc que W(so) est une algèbre différentielle
graduée. L'algèbre de Weil possède une propriété universelle que nous
n'expliciterons pas en général ici, nous limitant au cas du complexe de
Koszul cohomologique de la super algèbre de Lie 5, (A*(0*),d). Décrivons
sur les générateurs un morphisme d'algèbres différentielles graduées, fî, de
(iy(0o),^)dans(AW,d):

SiweA^.^î^weA1^).

Si wf ç. S2^)? ̂ (^') = (p(^l) Ç- ^(flî) (on a utilisé ici les notations
du paragraphe 3, ^ : 5$ —> S2^) désignant la transposée du crochet de
Lie de 0i x 01 dans flo)' On vérifie que îî commute aux différentielles D
et d.
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De même que le complexe de Koszul de 5, l'algèbre de Weil de go
peut être munie de deux filtrations, compatibles avec la différentielle P,
l'une par les puissances ascendantes de l'algèbre extérieure, l'autre par

0 ^(flS) ^ A^^Q^), ce qui donne lieu à deux suites spectrales,
0^k^p,0^l^k
exactement comme dans le complexe de Koszul de 5. De plus, l'application
Î2 est compatible avec ces filtrations.

Il est bien connu que la cohomologie de l'algèbre (W(Qo),D) est
triviale, i.e. réduite à C en degré 0 et nulle ailleurs : il nous semble
intéressant de remarquer que ce résultat peut se démontrer en utilisant
la seconde suite spectrale (celle qui, dans le cas du complexe de Koszul
de Q nous a servi pour démontrer le théorème 4.1) et en remarquant que
les termes E1 sont en fait le complexe de Koszul d'une algèbre de Lie
abélienne.

THÉORÈME 5.3 (Fuks-Leites). — On a les isomorphismes suivants :

(J:f*(o(m),C) sim^ 2n
jr(o5p(m,2n),C)^

ff*(5p(27i),C)^m<2n

^*(0((m,n),C) ̂  jr(sl(sup(m,n)),C).

Remarquons que dans chaque cas, la cohomologie est une algèbre extérieure
ayant des générateurs de degré impair.

THÉORÈME 5.4. — On a les isomorphismes suivants :

fT(G(3),C)^jr(g2,C)

^*(F(4),C)^^*(o(7),C)

^*(D(2,l,A),C)^^*(5l(2)x5[(2),C).

Démonstration. — Le raisonnement qui permet d'obtenir ces résul-
tats, qui est fait par Fuks dans [Fu], est le même dans tous les cas. Nous le
reproduisons ici afin d'obtenir les cas exceptionnels.

Soit 0 = 0o®5i une des super algèbres de Lie des théorèmes. Introdui-
sons la propriété (P) suivante pour une algèbre différentielle graduée E mu-
nie d'une filtration : ceci donne lieu à une suite spectrale dont nous noterons
les termes E^. On exige que, pour toute valeur de r, © £^'9 soit le produit

p,q
tensoriel d'une algèbre symétrique à générateurs de degrés pairs par une
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algèbre extérieure à générateurs de degrés impairs, ce que nous abrégerons
en disant que (B E^ est libre. Il est d'ores et déjà connu que l'algèbre de

p,q
Weil W(Qo) possède cette propriété, que l'on peut redémontrer comme suit :
on considère la suite spectrale Ff^ associée à (W(Qo)^D) par la filtration
correspondant aux puissances croissantes de l'algèbre extérieure. On a Ff'9

= F^ = S^S)50 0 A^)80. Il résulte de la théorie usuelle des invariants
que cette algèbre est libre si QQ est réductive. D'autre part, l'aboutissement
de cette suite spectrale est trivial. On raisonne par récurrence sur r. On
remarque d'abord que, pour des raisons de parité des degrés des généra-
teurs, la différentielle Dr est nulle si r est impair. Si maintenant r = 25, on
suppose que la propriété est vraie pour r, et on a la suite exacte

0 = H^-^WW -. F^8-1 -. F^° -. H^ÇW^)) = 0;

en effet, la différentielle D^s est de bidegré (25,1 — 2s) et l'aboutissement
de la suite spectrale est trivial. De plus, F^ est nul si p < 2s et q < 2s — 1
pour les mêmes raisons. On peut alors appliquer le lemme 5.1 à (B I%9, ce

p,q
qui nous permet d'obtenir la propriété pour r + 1.

On rappelle l'existence d'un homomorphisme d'algèbres différentielles
graduées, fî, de (W(Qo),D) dans (A*^*),^), on a vu que cet homomor-
phisme passe aux termes successifs des suites spectrales. Comme dans le cas
de l'algèbre de Weil, nous allons montrer la propriété (P) pour (A*(0*),d)
par récurrence. On a noté, au début de ce paragraphe, E^ la suite spectrale
associée à la filtration de A* (g*) par les puissances extérieures ascendantes
(de Qo). On a

^ : © F^ — e E^.
P»9 P»9

Le fait que a soit surjectif impose que Q. induit une surjection de © F^°
P

sur © E^0 : ceci est clair pour r = 1 et E^0 est toujours un quotient de
P

E^°. On raisonne maintenant par récurrence sur r. Comme F^0 = 0 si
p < r, on a E^° = 0 si p < r. On a le diagramme commutatif

F^r-l ^ ^.r-1

l l
l7'r,0 _ TT'7',0
-"r -"r

comme on a vu précédemment que la flèche de gauche est un isomorphisme,
on en déduit que la flèche de droite, dr est surjective. L'image de F^7''1

par f2 fait partie d'un système de générateurs de ©-E^'9, car F^r~l
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fait partie d'un système de générateurs de ®F^'9 =çBF^q (propriété
q q

(P) pour l'algèbre de Weil). Donc un certain nombre de générateurs de
E°.^~1 s'envoient surjectivement sur les générateurs de E^°. On peut alors
appliquer le lemme 5.1, ce qui nous donne la propriété (P).

Comme la suite spectrale E^ stationne au delà d'un certain rang, on
sait que E^ est libre. De plus, i%° est nul pour p ^ 0 car c'est un quotient
de -%°, donc tous les termes E^ pour p ^ 0 sont nuls. L'aboutissement est
donc une algèbre extérieure à générateurs de degrés impairs. Pour trouver
le nombre de générateurs de degré 2k — 1 de cette algèbre extérieure, on
prend les générateurs de degré 2k — 1 de A(^$) et on en retire un nombre
égal au nombre de générateurs de degré 2k de S(Q^)90. On obtient ainsi les
isomorphismes de l'énoncé, mais ce raisonnement ne permet pas de décrire
cette cohomologie comme sous-algèbre de A^)80. n
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