ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

FAYCAL MAAREF

Les connexions hypergéométriques et le théoreme
de linéarité de T. Terasoma

Annales de Uinstitut Fourier, tome 47,n°1 (1997), p. 49-67
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1997__47 1_49 0>

© Annales de I’institut Fourier, 1997, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1997__47_1_49_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
47, 1 (1997), 49-67

LES CONNEXIONS HYPERGEOMETRIQUES ET LE
THEOREME DE LINEARITE DE T. TERASOMA

par Faycal MAAREF

SOMMAIRE

1. Introduction

2. Le théoréme de linéarité
2.1. Le déterminant d’une connexion et son caractére
2.1.1. Le déterminant d’une connexion
2.1.2. Caractére d’une connexion de rang 1
2.2. Les connexions mixtes et le théoréme de linéarité
2.2.1. Définition d’une connexion mixte
2.2.2. Le théoréme de linéarité

3. Connexion mixte associée & une famille de polynémes
3.1. Construction de la connexion hypergéométrique
3.1.1. Holonomie de p4+ Ny f*
3.1.2. L’ouvert de lissité de p+ Ny f°
3.1.3. La connexion hypergéométrique
3.2. Calcul des coefficients dominants
3.2.1. La restriction du déterminant
3.2.2. Théoréme de changement de base du déterminant
3.3. Le théoréme
3.3.1. Exemple

Bibliographie

Mots-clés : Connexions - D-modules - Equations aux différences finies - Caractéristiques
évanescentes - Discriminants.
Classification math. : 14D99 - 14F05 - 14F40.



50 FAYCAL MAAREF

1. INTRODUCTION

Dans un article paru en Décembre 1992 ([19]), T. Terasoma a étudié
le déterminant d’une matrice de périodes associée a une famille d’hyper-
surfaces en fonction de leurs parametres donnés. Cette matrice exprime
une dualité entre la cohomologie du complexe de De Rham d’un ouvert U
d’une variété algébrique sur C tordu par un produit de puissances com-
plexes s;,4 = 1,---,p de fonctions f;,7 = 1,...,p régulieres non nulles
sur U et I'homologie de U & coefficients dans le systéeme local ayant pour
monodromie I'inverse de celle de la fonction multiforme f;* ... fp*.

Pour ce faire, T. Terasoma utilise le fait que ce déterminant est
solution d’'une connexion de rang 1 (appelée ici hypergéométrique et
obtenue comme déterminant d’une connexion de Gauss-Manin & résidus
variables). Il considére alors l'invariant rattaché & cette connexion, appelé
le caractére. Un de ses principaux résultats est un théoréme — le théoreme
de linéarité — qui précise la forme de cet invariant; il montre que c’est une
forme affine des résidus s;, les coefficients dominants étant des différentielles
logarithmiques de fonctions des parametres et indépendantes des résidus s;.
Une formule récurrente est ensuite donnée pour ces coefficients, qui permet
de les expliciter lorsque les f; définissent un arrangement d’hyperplans. Le
procédé reste néanmoins compliqué dans le cas général.

On se propose de mener a bien ces calculs dans le cas de p morphismes
fi : Tx AL — AL, i = 1,...,p, T jouant le réle de l'espace des
parametres.

Pour étudier le caractére de la connexion hypergéométrique nous
énongons un théoréme de linéarité analogue & celui de Terasoma; il donne
les mémes coefficients dominants et correspond & 1’étude en des résidus s;
génériques. La preuve que nous en donnons est trés simple et reste valable
dans la situation de Terasoma. En fait ce théoreme est non seulement vérifié
pour les connexions hypergéométriques, qui sont par ailleurs a singularités
régulieres, mais plus généralement pour toute connexion mixte c’est-a-dire
celles munies d’opérateurs de translations compatibles aux dérivations. I1
s’appliquerait donc aussi a la connexion irréguliére obtenue en tordant le
complexe de De Rham usuel sur U par f*... fp* exp fo.

La preuve de ce théoreme montre aussi que pour les connexions
mixtes, les coefficients dominants s’obtiennent en fonction des opérateurs
de translation. Ce point est fondamental pour notre calcul dans le cas des
connexions hypergéométriques. En effet, en spécialisant les parameétres des
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fi & une valeur générique, la restriction de la connexion hypergéométrique
s’identifie, grace & un théoréme de changement de base, au déterminant du
complexe d’Aomoto des f; dont les matrices des opérateurs de translation
ont été étudiées par F. Loeser et C. Sabbah dans [14]. Le calcul fait
alors intervenir les caractéristiques évanescentes de certains complexes de
faisceaux a cohomologie constructible le long des discriminants des f;.

Remerciements. — Ce travail a été fait sous la direction de Claude
Sabbah. Je tiens a le remercier vivement pour tout son apport. Je n’oublie-
rai pas aussi Antoine Douai, Frangois Loeser et les membres du laboratoire
de géométrie de 1'Université de Rennes 1 pour les discussions tres fruc-
tueuses que nous avons pu avoir sur le sujet.

2. LE THEOREME DE LINEARITE

2.1. Le déterminant d’une connexion et son caractére.

2.1.1. Le déterminant d’une connexion.

Soit T' un schéma lisse de type fini sur un corps k de caractéristique
nulle, O := Or étant le faisceau structural de T. Une connexion (£, V) de
rang r est la donnée d’un faisceau cohérent £ localement libre de rang r
muni d’un morphisme

V:L—LQ ou Q':=0L
o
vérifiant ’identité de Leibniz i.e. : pour tout ouvert U de T on a
vVfeOWU), WwelU), V(fv)=df-v+f-Vy,

df étant la différentielle usuelle de f. Si A est un anneau et M est un A-
module de rang r fini, on a de la méme fagon que pour les espaces vectoriels
de dimension finie, la notion de “déterminant de M”. C’est la puissance
extérieure maximale de M : M A --- A M, r fois et noté det4 M, ou par
abus det M.

Soit (£, V) une connexion de rang r sur T et soit U un ouvert de T'
trivialisant £. On peut alors former det £(U). Comme 'opération det(—)
commute aux morphismes de restriction, la famille (det £(U))y définit un



52 FAYCAL MAAREF

faisceau localement libre de rang 1 sur T, noté detp £. On le munit d’un
morphisme, noté aussi V,

V :detp L — detoﬂ%ﬂl

T
V(imiA---Am,) :=Zm1/\-~-/\Vmi/\---/\mr.
i=1
V vérifie alors 'identité de Leibniz et (deto £, V) est ainsi une connexion
de rang 1, appelée déterminant de (£, V).

2.1.2. Caractére d’une connexion de rang 1.

Donnons briévement sa définition : on se donne une connexion (£, V)
de rang 1 sur T'. Soit (U;); un recouvrement ouvert de 7" trivialisant £ et
e; une base de L(U;). Sur U; on a :

Ve; =e€; Qw;, w; € Ql(Ui).
Si €} est une autre base de L(U;), il existe ®; € O(U;)* tel que €] = ®;e;."

K
En écrivant aussi Ve, = e} ® w}, I'identité de Leibniz donne

w'—w--—dq)i
) Z_Qi‘

Ainsi w! = @; dans Q'(U;)/dlog O(U;)*. En procédant de maniére analogue
sur les intersections (U;; := U; N Uj); 5, la famille (@;); se recolle et définit
un élément de HO(T, Q. /dlog O%) appelé le caractére de (£,V) et noté
Ch(L, V).

2.2. Les connexions mixtes et le théoréme de linéarité.

Dans ce paragraphe, on posera K := k(s) = k(s1,...,8p) 0l 81,...,8p
sont des indéterminées. Soit T' un schéma lisse de type fini sur k& de
dimension ¢ et posons

TK = SpecK XSpeck T.

2.2.1. Définition d’une connexion mixte.

Une connexion mixte (Lry,V,(7;);) est une connexion (Lry,V) de
rang 1 munie d’une famille d’opérateurs de translation 7;,7 = 1,...,p : pour
tout i = 1,...,p et pour tout ouvert Ux de Tk de la forme Spec K Xgpecx U
avec U ouvert de T on a les axiomes :
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e 7; est un automorphisme k-linéaire de L(Uk).

o Vf € OWUk), Wwv € L({Uk) on a : 1(fv) = =f - mv on
Tif(81,...,8p,t) = f(81,...,8i41,...,8p,t) € O(Uk).

e Compatibilité avec V: Vi =1,...,p, V1, = 1;V.

2.2.2. Le théoréme de linéarité.

PROPOSITION 1. — Soit U un ouvert deT. On a :
i) H'(Uk, 9}, ) = K®H°(U (929

ii) dlog|O(Uk)*] = dlog|O(U)*].

Preuve.
i) Evident par platitude de K sur k.
ii) 11 s’agit de montrer que tout élément A € O(Uk)* s’écrit d(s) ® c

ou d(s) € K et ¢c € O(U)*; on aura ainsi dlog A = dlogc et le résultat de
la proposition en découlera.

Soit B € O(Tk) = K Qi O(U) Yinverse de A. On a AB = 1. 11
existe h(s) € k[s] et g(s) € k[s| tels que h(s)A et g(s)B appartiennent &
k[s] ®0(U) et I'égalité h(s)Ag(s)B = h(s)g(s) peut étre vue maintenant
comme identité dans k[s]%FracO(U) = (FracO(U))[s] ou FracO(U)

désigne le corps des fractions de O(U) qui existe car U est connexe. D’aprés
le théoreme d’existence et d’unicité de la décomposition des polyndomes &
coefficients dans un corps algébriquement clos et de caractéristique nulle,
h(s)A s’écrit a(s) ® c ou a(s) est un facteur de h(s)g(s) et ¢ € Frac O(U).
On a donc A = d(s)®%eK

Montrons pour finir que ¢ € O(U)*. Grace a la platitude de K sur k
on a un monomorphisme de groupes abéliens

FracO(U)/O(U) & K ®Frac O(U)/O(U) = K ® Frac O(U)/K & O(U).
Comme A, B € O(U)*, on a aussi 1® ¢,1® ¢ € O(U)*. On en déduit
que 6(¢) = 6(c~1) = 0. Donc ¢,c™! € O(U) et par suite c € O(U)*. O

On se donne & présent un élément w € HO(T, 0% /dlog O%) obtenu a
I'aide d’un recouvrement (U;); de T' et de formes w; € H(U;, Q%) vérifiant
les relations de cocycles

Wilu,; — (Uleij € dlog[(’)(U,-j)*].
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Grace a la proposition 1 ces relations de cocycles s’écrivent aussi
(1 ®wi)|U§ -(1 ®wj)|Ug € dlog[(’)(UiIf *]

ot 1Qw; € H(UK) et UX := SpecK Xspeck Ui On associe alors & w
Pélément de HO(Tk, 0, /dlog OF, ), et noté A(w), obtenu & I'aide du re-
couvrement (UX); de Tk et des formes (1®w;);. Si @ € HY(T, dlog O%), on
définit s;a € H(Tk, Q. /dlog OF, ). Cest Pimage de a par la composée
des morphismes suivants :

H(T,dlog O%) 5 HO(Ugk, Ok, ) %" HO(Tk, Ok, /dlog OF,).

On peut a présent énoncer le théoréme de linéarité :

THEOREME 1. — Soient T un schéma lisse de dimension q sur k et
(L, V,(7:):) une connexion mixte sur Tk . Il existe alors ap = A(af) ot afy €
HO(T, QL /dlog O%) et des uniques a;, i = 1,...,p, a; € H(T,dlog O})
tels que

p
Ch([,, V, (Ti)i) = Zaisi + ap.

i=1

Cette derniére expression signifie que si (U;); est un recouvrement
de T par des ouverts affines trivialisants £ et si ©; est la matrice 1-

2

formes de Lk, v, alors la famille (@l -3 aisi)l définit un élément de
=1

HO(T,dlog O%).

Preuve. — Nous allons d’abord montrer que £ se trivialise sur un
recouvrement défini sur k.

LEMME 1. — II existe un recouvrement ouvert (T;); de T tel que le
recouvrement ouvert (K X T;); de Tk trivialise L.

Preuve. — Ce résultat est de nature locale. On peut donc supposer
que T est un schéma affine. Comme L est cohérent et localement libre (de
rang 1), le module des sections globales M := L(Tk) est un O(Tk)-module
projectif de type fini (de rang 1). Le lemme consiste alors &' montrer qu’il
existe un O(T')-module projectif de type fini (de rang 1), noté N, tel que
M ~ K ®i N. Pour cela, soient my,...,m, des générateurs de M sur
O(Tk) = K ® O(T) et soit N’ le O(T)-module de type fini engendré par
ces éléments. On a de fagon évidente M ~ K %) N'. Par hypothese sur M,

ona M ~ det M ~ K®;det N’ ot det N’ est défini & ’aide d’une résolution
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projective finie de N’ : 0 — P/ — N’ — 0 et det N’ := ®(det P*)®(-1)’
2

(pour 'indépendance vis-a-vis de la résolution choisie nous renvoyons & [19]
et & ses références). Alors N := det N’ répond au probléme. O

Remarque. — Ce lemme remplace ’argument de suites spectrales
utilisé par Terasoma dans sa preuve du théoréme de linéarité.

Grace au lemme précédent et & une vérification facile au niveau des
recollements on peut supposer que L est triviale sur Tx. Ainsi £(Tk) est
un O(Tk )-module libre muni d’une famille d’opérateurs de translation (7;);
et d’une connexion V. Soit e une base de £(Tk). Dans cette base, on a

Ti(e):Aie A,,EK%O(T), 1=1,...,p

Vie)=e®w weQ(Tk)= K%QI(T).

Comme les 7; sont inversibles de matrices 7; A; 1 les A; le sont aussi dans
K®O(T). D’apres la proposition 1, les A; s’écrivent donc d;(s) ® ¢;, ot
k
d; € K et ¢; € O(T)*. Comme pour tout i on a 7;V(e) = V7;(e) on en
déduit les identités
Tw—w=dloge; Vi=1,...,p

o les (7;); sont ici les translations naturelles sur Q!'(Tx) = K ® Q}(T)
agissant sur les coeflicients dans K := k(s). Un calcul facile donne alors :

p
w= Zsidlogq +wo
i=1

wo € QY(T) identifié & 1®w € QN (Tk)
et le théoréme est démontré. O

Remarque. — Soit T' un ouvert affine de A]. Comme corollaire du
théoreme de linéarité et la proposition donnant la structure du groupe
hypergéométrique (voir [14], prop. 1.4.1), nous obtenons la classification
compléte des connexions mixtes sur Tk : le groupe des classes d’isomor-
phismes, muni du produit tensoriel, est isomorphe &

HG(p)' x (H(T,dlog OF))P x H*(T,Qr/dlog OF)
ol HG(p)' est le sous-groupe des éléments de HG(p) ayant pour coefficients
¢; les réels 1 ou —1. En effet, un faisceau cohérent et localement libre de rang
1 sur Tk est nécessairement libre. La structure de fibré vectoriel de £ est

alors triviale et les actions de la connexion et des opérateurs de translation
déterminent completement la connexion mixte.



56 FAYCAL MAAREF

3. CONNEXION MIXTE ASSOCIEE
A UNE FAMILLE DE POLYNOMES

Soit k un corps algébriquement clos et de caractéristique nulle. On se
donne p polynémes paramétrés par un schéma T lisse de type fini sur k et
de dimension q :

fi:TxAP — AL i=1,...,p.
On se propose de leur associer une connexion mixte appelée connexion

hypergéométrique dont on calculera les coefficients dominants du caractére
lorsque k est égal au corps des nombres complexes.

Pour le formalisme et les principaux résultats concernant les D-
modules nous renvoyons aux références de base [4], [5], [16], [17] et [18].

3.1. Construction de la connexion hypergéométrique.

3.1.1. Holonomie de p, Ny f*.

_ p
On pose U := (T x AP)\ U £710); s := (s1,...,8p); K := k(s);
=0
Dy(s) := K®Dy, ou Dy est le faisceau des opérateurs différentiels
k

algébriques sur U. Il sera pratique d’assimiler Dy(s) au faisceau des
opérateurs sur le schéma V := K x; U et un Dy(s)-module & un Dy-
module. On désignera par la méme lettre les morphismes sur k et leurs
analogues sur K.

Soit p : V — Tk la projection sur le premier facteur et soit
Ovfit...f* (noté aussi Oy f°) la connexion sur V engendrée par
S1 Sp

... fp’. Si N est un Dy-module, Ny f* désigne le Dy-module
Ny (gb Oy f® ou Ny est le Dy-module associé & N, c’est-a-dire K %N
\%4

vu comme Dy-module.

Remarque. — Le module Ny f° peut étre vu comme Ny muni de la
connexion tordue

Comme Ny f? est le produit tensoriel d’un module holonome par une
connexion, on a :
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PROPOSITION 2. — Le Dy-module Ny f° est holonome.
Grace & la conservation de I’holonomie par image directe on a :

COROLLAIRE 1. — Le complexe image directe p Ny f° est &
cohomologie holonome.

3.1.2. L’ouvert de lissité de p Ny f°.

Remarque. — Dans une situation affine, on ne fera pas de distinction
entre les faisceaux quasi-cohérents et les modules de leurs sections globales.

Comme p est un morphisme affine lisse, p; Ny f° est représenté par
le complexe de De Rham relatif DRyei(Ny f°) :

Si A'k™ est le complexe des puissances extérieures de k™, DRyej(Ny f°) est
le complexe de faisceaux p. (A'k" %N vrf 8) [n] ol p. désigne 'image directe
topologique et la différentielle dp est définie comme suit :
Soit T un ouvert affine de T'. Si
w = Z a,,-l,m,i?d:zz,-l AN.. A dil?ip € APE"
1<is <. <ip<n
et
m e T(p~' (Tk),Nv )

on a

P
(7]
dr(w®m) := ;dxi ANw® %m.
Soit Sing(p+ Ny f*) le lieu singulier de p; Ny f°. C’est un sous-schéma
fermé de T.

PROPOSITION 3. — Il existe un sous-schéma fermé F de T tel que

Sing(p+ Nv f°) = K xj F.

Preuve. — Les p automorphismes de translation 7; : K — K définis
par h(s) — h(s + 1;) induisent des automorphismes 7; du schéma Tk et
ont la propriété élémentaire donnée par le lemme qui suit :

LEMME 2. — Un sous-schéma fermé de Tk qui est fixé par tous les 7;
et leurs inverses est nécessairement de la forme K xx F, ou F est un fermé
deT.



58 FAYCAL MAAREF

Preuve. — Pour la clarté de la preuve on traitera seulement le cas
p = 1. On se raméne & montrer le résultat pour un fermé de Spec k[s]ioc X, T
ol k[s]ioc est un localisé convenable de k[s], stable par les translations
entieres. On le construit de la fagon suivante : le sous-schéma fermé du
lemme, que l'on notera par Fj, est donné par un idéal de K %(’)(T),

engendré donc par un nombre fini d’éléments que ’on peut choisir dans
k[s]® O(T). En exprimant la matrice de translation dans ce systéme de
k

générateurs, le localisé que ’on cherche consiste & inverser dans k[s] tous
les polynémes qui apparaissent dans les dénominateurs des coefficients de
la matrice de translation. En spécialisant en un point fermé général de
T on obtient un fermé de Spec k[s]ioc stable par toutes les translations
entieres. Comme un polynéme non nul & une seule variable a un nombre
fini de racines et qu'un fermé de Spec k[s]ioc est défini par un polyndme,
on voit que notre fermé est soit vide, soit égal & Spec k[s]joc. Le fermé de
Spec k[s]joc X T s’écrit donc Spec k[s]ioc X, F. Par construction méme, on
anzKXk[s]lochszkF- O

Le module Ny f* est lui-méme naturellement muni de p automor-
phismes de translation, notés aussi 7;, définis par h(s) @ nf* — h(s+1;)®
finf® ou n est une section de N et s’étendent aux termes du complexe
pi Ny f°. Comme ils commutent 3 sa différentielle, ils induisent une ac-
tion de p automorphismes, notés aussi 7;, sur ses faisceaux de cohomologie.
L’ouvert maximal sur lequel tous ces faisceaux sont lisses est alors invariant
par les 7; et leurs inverses. Il en est de méme pour le fermé complémentaire
qui n’est autre que Sing(p+ Ny f°). On conclut grace au lemme 2. O

3.1.3. La connexion hypergéométrique.

Soit Tx := K xy T louvert de lissité de p Ny f°. Sur Tx les
restrictions des hip, Ny f* sont ainsi des connexions de rang r;. Comme
Tx est un ouvert de Tx défini sur k, les translations 7; sur h/p Ny f°
définies plus haut agissent sur les restrictions de ces faisceaux a cet ouvert.

En fait, on va s’intéresser dans toute la suite au produit alterné des
déterminants de ces connexions, c’est-a-dire a

det py Ny f° := ®(det hjp+./\fvf")®(_1)j
J

ol le produit tensoriel est pris sur Or, avec la convention suivante : si £
est une connexion sur Tk et j un entier, on pose £L8(~1)’ := £ si j est pair
et hom (£, O, ) sinon.

Gréce aux opérations sur les connexions ([7], ch. 1), det p; Ny f* en
est alors une (de rang 1). En procédant comme dans [14], on peut la munir
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d’une structure de translation et il est immédiat qu’elle est compatible &
celle de la connexion. Ainsi, det p; Ny f° est une connexion mixte. Comme
corollaire du théoréme 1 on obtient :

PROPOSITION 4 ([19]). — On a

p
Ch(det p+ Nv £°,V, (13):) = Z @;8; + Qo

i=1

ot o; € H'(T,dlogO%),i=1,...,p.

3.2. Calcul des coefficients dominants.

On se propose de calculer les o; pour N = Oy et k = C. La méthode
consiste & restreindre les parameétres aux points fermés et a utiliser un
théoréme de changement de base du déterminant pour se ramener & une

situation étudiée par F. Loeser et C. Sabbah.
3.2.1. La restriction du déterminant.

Le calcul des «; étant local, on peut supposer que T est un schéma
affine tel que Tk trivialise £ (lemme 1).

On sait (voir preuve du théoréme de linéarité) que dans une base
arbitraire e de detp Ny f® := I'(Tk,det p+ Ny f°) on a pour tout i =
1,...,p

1i(e) = di(s)cie, di(s) € K et o; =dloge;.

Si on fait un changement de base e; = h(s)e ou h(s) € K, on obtient

h(s+1; .
Ti(er) = (—Sh(s—)——)d,-(s)ciel Vi=1,...,p.

Rappelons la définition de 'ensemble L défini dans [14]. C’est un ensemble
de formes affines I(s) = 2’5 n;s; a coefficients dans Z premiers entre eux tel
que pour toute forme l(Slde ce type on ait I(s) € L ou —I(s) € L.

Gréice a la proposition 1.4.1 de [14], on a alors

PROPOSITION 5. — Il existe une base e de det p, Ny f? telle que pour
tout 1 on ait

7:(e1) = di(s)cier ou d;(s) a tous ses facteurs premiers dans L.
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Nous nous placerons dorénavant dans une telle base (nous verrons
plus loin I'utilité de cette hypothése).

Soit ¢ un point fermé général de T'. Il lui correspond un idéal maximal
I de O(T). Comme C est algébriquement clos, on a O(T")/I; = C ([12],
prop. 6.4.2, p. 147). Soit ¢ l'inclusion K xc{t} — Tk. On définit le foncteur
de restriction ¢* : si N est un O(Tx)-module, on pose

i*N := N/I,N,

1*N a une structure évidente de K-espace vectoriel. Si N est muni d’opéra-
teurs de translation, leurs actions commutent & celle de I; et s’induisent
donc sur ¢*N.

Si N =I'(Tk,det p;+ Oy f*), N est un O(Tk)-module libre de rang 1.
Par suite ¢* N est un K-espace vectoriel de dimension 1 muni d’opérateurs
de translation. Dans la base e; := i*e de i*N on a 7;(e;) = ¢;(t)di(s)es,
Vi = 1,...,p ou ¢;(t) est 'image de ¢; par la projection canonique
o(T) - o0(T)/I; = C.

3.2.2. Théoréme de changement de base du déterminant.

Considérons le diagramme cartésien :
(4

Ut — U
| Trp
w ST

Up:={xeA| filt,z) #0Vi=1,...,p}

ou o est l'inclusion et 7 est le morphisme constant. On se propose de
démontrer un théoréme de changement de base du déterminant. Comme le
caractére de la connexion hypergéométrique ne dépend pas du représentant
du foncteur image directe p;+ nous utiliserons celui donné par le De Rham
relatif.

THEOREME 2. — On a un isomorphisme de K-espaces vectoriels de
rang 1 munis d’opérateurs de translation
i* det p1 Oy f° ~ det ny Oy, f;
et Iisomorphisme est compatible aux translations.
Preuve. — Le théoréme découle des trois lemmes qui suivent. Il est

immédiat que tous les isomorphismes donnés seront compatibles & ’action
des translations.
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Définissons d’abord le foncteur i+ :

Si N est un O(Tk)-module, i* N est le complexe (A’ QCZ:)N ,6) défini
de la manieére suivante :

A"=0si m>0 et A"M=A""C? si m<0.
Siej, A...Aej,, €A™ et n € N on pose
q .
S(ejy N...Nej,, ®n) ==Y (1) Tej, A...Aej, A... Aej, ®tjn
i=1

ou ti,...,ty sont des coordonnées sur T' (qui existent quitte & choisir T
plus petit).

L’action de i+ s’étend naturellement aux complexes de O(Tk)-
modules.

LEMME 3. — Les groupes de cohomologie du complexe itp, Oy f*
sont des K -espaces vectoriels de dimensions finies et munis naturellement
d’opérateurs de translation. On a de plus un isomorphisme :

i* det p4 Oy f° ~ detk i [p, Oy f*]
ol detg itpy Oy f* := ®(detx hiitp, Oy f2)®17,
J

Preuve. — itp Oy f := A Qg (A'C"Q(Z;Afs) [n] ou A := [(V,0y).
Pour calculer la cohomologie de ce complexe (bigradué) on va utiliser la
suite spectrale associée & la premiére filtration (voir [10], Chap. 4]).

Avec les notations de loc. cit. on a E'l’j =A %)hj p+Ovy f2. Comme
hip, Oy f* est libre sur O(Txk) on a EEY := hP(Ey?) = 0'sip # 0.

Puisque itp, Oy f° est un complexe fini la premiére filtration est
réguliere. On applique alors le théoréme 4.4.1 de [10] et on obtient les
isomorphismes

W (itpy Oy %) = hi(E;) = i*p4(Ov f°).
On a ainsi
(detx b7 (i+py Oy £2)°CD = i* @(hip, Oy f#)B1.
J
O

LEMME 4. — En définissant n, et ot comme p, et i* on a un
isomorphisme de complexes de K-espaces vectoriels

i*py Oy f* =m0t Oy f°.
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Preuve. — Grace a la commutation de 6 et dg on a un isomorphisme
iTpLOyfs~AC %)(A % Af®)[n].
Or A %) (Acn ég Af?®)[n] n’est autre que niot Oy f°. O

LEMME 5. — On a un isomorphisme de K-espaces vectoriels

detg 7]+0'+0st >~ detk 4+ Oy, fy.

Preuve. — 11 suffit de remarquer que ot Oy f* est quasi-isomorphe
au complexe (o Oy ) f§ dont la cohomologie est concentrée en degré 0 avec
W ((o*Ov)ff) = Ov. f. U

3.3. Le théoréme.

Le complexe 74Oy, fi n’est autre que le complexe d’Aomoto dont le
déterminant a été étudié par F. Loeser et C. Sabbah ([14]). Nous allons
rappeler brievement un de leurs résultats et ’appliquer au calcul des
coefficients dominants.

Soit X un schéma lisse de type fini sur C et 7 un complexe borné
de faisceaux sur X a cohomologie C-constructible. On pose
X(F,z) =Y _(-1)"dimc h*(F)q.
i€Z
Le lieu singulier de F', noté Sing F', est ’adhérence de I’ensemble des
z € X tels que x(F',z) — x(F,z') # 0 pour =’ # z et =’ générique.

Ce nombre est appelé caractéristique évanescente de F* en z.

Remarque. — Si X = AY et F constructible, Sing 7" est un
ensemble fini.

Revenons au complexe 74Oy, f{. On rappelle que dans la base e; de
detx 14Oy, f§ construite plus haut on a : 7;(et) = ¢;(t)di(s)er, Vi=1,...,p
ot d;(s) a tous ses facteurs premiers dans L.

Le théoréeme de changement de base du déterminant montre que
ci(t)d;(s) est exactement la matrice de lopérateur 7; agissant sur
detx 14+ Oy, ff. L’hypothese sur d;(s) et le théoreme 2.3.1 de [14] donnent
alors

Vi=1,...,p c(t)= H pni(t:0)
beCr
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ol n;(t,b) est la caractéristique évanescente de Rf; ++Cuy, en b.
Définitions

e On dira qu’un fermé de T x A} est vertical si ’adhérence de son
image par la projection sur T est un fermé strict de T'.

e Soit F un fermé irréductible non vertical de T x A§ et de codimen-

sion 1. Le morphisme injectif d’anneaux intégres 0 — O(T) ga O(F) pro-
venant de la projection pry : F' — T se prolonge en une inclusion des corps
de fractions K(T) — K(T') et si T est un ouvert de T on a K(T) = K(T")
et K(F) = K(pr{*(T")). Par hypothése sur F, pr, est génériquement finie.
11 existe donc un ouvert T’ de T tel que I’extension K(T") — K (pr7*(T"))
soit définie par un polynéme unitaire P & coefficients dans K(T"). On peut
alors parler de la norme de cette extension c’est-a-dire le produit des ra-
cines de ce polynéme et qui est égal a son terme constant multiplié par
(—1)4°8 P On Ia notera par N(K(F') : K(T")) = N(K(F) : K(T)).

Soit, & présent, le complexe de faisceaux & cohomologie constructible
RgixC,-1 (1) Ol g; est le morphisme p~!(T) — TxAg; (¢, ) — (t, f(t,z))
(pour la constructibilité on renvoie & [21]).

THEOREME 3. — Soit i un entier entre 1 et p et soient Al,..., AL
les composantes irréductibles non verticales et de codimension 1 de
Sing RgixC,-1(ry- 1l esiste alors des entiers n;; € Z tels que :

Vi=1,...,p ;= f:nijdlog[N(K(A;l) : K(T))]
j=1

nij étant la valeur générique de x(Rda: RgixC,-1(7)), fonction caracté-
J

ristique des cycles évanescents de Rg;. QP_I(T) le long de A;
Remarque. — Les dlog[N(K(A%) : K(T))] peuvent a priori avoir des
Ti .
poles sur T mais la somme ) n;;dlog[N(K(A%) : K(T))] n’en a pas sur
j=1
cet ouvert (puisqu’elle est égale & «;).

Preuve. — Pour alléger les notations, on posera f = f1, g = g1 et
c(t) = c1(t). Le calcul des ¢; étant le méme pour tout ¢ = 1,...,p, on le
fera uniquement pour ¢ = 1.

La preuve de la proposition qui suit est standard ([15]).

PROPOSITION 6. — Il existe un ouvert T de T tel que pour tout
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(t,0) € T' x AE on ait, en posant U’ = p~1(T"),
n(t1 b) = X(Rg*-g-U'7 (t’ b)) - X(RQ*QU/, (tv b,))v bl génén'que.

Si toutes les composantes de Sing Rg.Cy; sont verticales le résultat
est évident. Supposons & présent que Sing Rg.C;;, contient des composantes
A% de codimension 1 non verticales. On écrit alors A = A!' U A? o

1= A{U---UAL et A? est la réunion du reste des composantes; en
particulier pri(AZ2) est un fermé strict de T.

Soit 6! € A! I'ouvert de Al fini sur T et sur lequel la restriction
de tous les groupes de cohomologie de Rg.Cy;, sont des systémes locaux.
F := pri((A! — ') U A2) est alors un fermé strict de 7”. En particulier,

pour tout t € 7"\ F on aura c(t) = [[ v"®?), E; étant 'ensemble des
beE;

be Al tels que (t,b) € Sing Rg.Cyy». On peut aussi écrire c(t) = I[TII®
J beE}
ot E] est 'ensemble des b € AY tels que (t,b) € A} := Aln§'. Comme A
est connexe et grace & ’hypothese sur 81, la fonction n(t, -) est constante sur
Aj de valeur ny ;. Ceci donne c(t) =[] ( IT b) " Mais [T b est égal
J CbeE] beE]
a N(K(A] : K(T')) = N(K(Aj : K(T)). Finalement c(t) = H[N(K(A1

K(T))]™ et par suite dlogc(t) = 3 mn1;d1og[N(K(Aj) : K(T))] O
j

3.3.1. Exemple.

On pose Tc = A% et f(t,z) =to+ ... +t—1277 1 + 2. pL Oy f° est
le complexe de faisceaux dont les sections globales sont données par
0= C)t,, f71f* B C)lt,e, /71 de — 0
ot C(s)[t,z, f1]f° est placé en degré -1. Il est clair que A~ 1p, Oy f* :=
kerdg =0

Soit A := A(t) le discriminant de f(¢,z) vu comme polynéme en z,
C(s)[t, A™!] anneau des fractions de C(s)[t] & dénominateurs puissances
de A et T I'ouvert Spec C[t, A!] de T. Dans toute la suite on se placera
sur T'.

PROPOSITION 7. — Le faisceau h®p, Oy f* est un faisceau de Or, -
modules localement libre (et méme libre) de rang g — 1 et on a

a; = —dlog A(t).

Preuve. — Le premier point résulte de la proposition qui suit et du
fait qu'un D-module O-cohérent est O-localement libre.
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PROPOSITION 8. — Le C(s)[t, A™!]-module h°p, Oy f* := cokerdr
est de type fini, engendré par les classes des formes
fédr,zfédx,. .., 2972 fodx.

Preuve. — C’est simplement la généralisation de la proposition 1.2.4
de [17] ou s = —1/2. Sa preuve reste valable dans notre situation. O

Le faisceau detp; Oy f° est en particulier égal & det hOp Oy f* et
Ch(detp+0vfs) =018 + 0p.

LEMME 6. — Le nombre —n(t,b) est égal 4 la somme des ordres des
racines de I’équation fi(z) —b=0.

Preuve. — Comme g est propre on peut écrire

’I’L(t, b) = Z(_l)i dimC Hi(g_l (t’ b)a C) - Z(_l)i dimC Hi(g_l(t’ bl)’ C)

(2

Pour tout (t,b) € T x A% on a g~1(t,b) =t x f; !(b) qui est un ensemble
fini et non vide puisque A(t) # 0. On en déduit

{Hf(g-l(t,b),C) =0 si i#0
dimc Hi(g~(t,b),C) = card f;1(b).

Par suite n(t,b) = card f; ! (b) — card f;"*(b') et puisque b’ est générique on
a n(t,b) = card f;1(b) — q. O

LEMME 7. — Pour tout t dans T on a

c(t) = —q*(A)

Preuve. — On a ¢(t) € I'(T, Or)*. Comme A(t) est irréductible, on
a c(t) = cA™ ol ¢ € C* et m € Z. Pour calculer ¢ et m, on spécialise
t en (tp,0) tel que A(to,0) # 0. La formule du résultant ([22]) donne
dans ce cas A(tp,0) = —qqtg"l. D’autre part, le lemme précédent donne

[T 5™®b) = =1, Par identification on obtient c = —¢? et m = —1. O
beC*

En prenant les dérivées logarithmiques des deux membres de 1’égalité
du lemme 7 on obtient le résultat voulu. OO
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